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VBorrede zur fünften Auflage 


Von Seiten der Verlagshandlung wurde mir die ehrenvolle Aufforderung, 
die durch den Tod des Verfaſſers unterbrochene Herausgabe der fünften 
Auflage der Ingenieur- und Maſchinen⸗Mechanik weiter zu führen. Wenn 
ich diefer Aufforderung entſprach, jo geſchah es nicht, ohne daß ich mir 
die großen Schwierigkeiten eines derartigen Unternehmens Tlar gemacht 
hätte, und zu dem Bemußtfein gelangt wäre, daß ich meine ganze Kraft 
und großen Fleiß würde daran jegen müfjen, wollte ich der geftellten 
Aufgabe auch nur einigermaßen gerecht werden. In wie weit lebteres 
mir gelungen ift, muß ich dem lirtheile des geneigten Leſers anheimgeben, 
daß ich es wenigſtens an Fleiß nicht habe fehlen laſſen, darf ich wohl 
verfichern. 

Die hervorragende Stelle, welche der veremigte Autor im Gebiete der 
techniſchen Forſchung und Literatur einnimmt, und die günftige Auf- 
nahme der Angenieur- und Mafchinen-Mechanit feitens des technischen 
Bublicums, von welcher diefe fünfte Auflage ein deutlicher Beweis ift, 
waren Gründe von genügendem Gewicht, um mich) von jeder weſentlichen 
Aenderung an dem Plane und der Anlage des vorliegenden Werkes von 
vornherein fern zu halten. Daſſelbe mußte den ihm von feinem Urheber 
gegebenen Eharafter, der fich jo vorzüglich bewährt hatte, beibehalten, troß- 
dem vielleicht won mancher Seite dies oder jene anders gemünfcht werden 
mag. &3 Tonnte fi nur dort um einzelne Abänderungen handeln, mo 
fie durch die fortgejchrittene Forſchung oder die veränderten Zeitverhältnifje 


u Borrede zur fünften Auflage. 


geboten erſchienen. In jedem alle habe ich mich immer erft nach jorgs 
fältiger Prüfung zu einer derartigen Aenderung entjchloffen. 

Die elementare Behandlungsweiſe der Mechanik, welcher das Werk zum 
großen Theile feine Beliebtheit und anfehnliche Verbreitung unter den 
Praftifern verdankt, und welcher Weisbach noch in der Vorrede zur 
vierten Auflage jo lebhaft das Wort redet, ift auch in diefer fünften 
Auflage beibehalten, nur fchien es gerathen, daneben auch auf die analy- 
tiihen Methoden, wenn auch oft nur in Kleingedrudten Anmerkungen, 
Rüdlicht zu nehmen. Auf ſolche Weiſe ift auch dem Wunfche derjenigen 
entjprochen, welche eine ſolche analytifche Behandlung der meift umftänd- 
licheren elementaren vorziehen. Mit Rückſicht hierauf ift insbeſondere 
der Abfchnitt über Clafticität einer neuen Bearbeitung unterworfen morden 
und hat manderlei Zufäße erfahren, wie 3. B. die Bemerkungen über 
Teitigkeit gegen Stoßwirkungen und gegen Zerkniden, ſowie das Capitel 
über Federwerke zc. Im fünften Abſchnitte ift der Zehre von den Trägheitd= 
momenten ein Capitel vorausgejchidt, welches die Hauptjächlichen allgemeinen 
Lehren der Dynamik enthält, und im Anhange find die Grundfähe ber 
graphiſchen Statik angefügt, welche bei der Beliebtheit, deren die graphiſchen 
Methoden ſich in neuerer Zeit mit Recht erfreuen, wohl Manchem will 
fommen fein werden. 

Sämmtliche Beifpiele und Yormeln find für das metriſche Maßſyſtem 
umgerechnet, für die Conſtanten find meiſtens nebenher auch noch die für 
das frühere preußifche Maß geltenden Werthe beibehalten. 


Aachen, den 8. October 1874. 


Guſtav Herrmann. 
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Hülfslehren aus der Analyſis. 


Functionen. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe $. J. 
æ wird durch eine mathematische Yormel, 3. B. y = 3 12?, oder y = az" 
u. f. w. angegeben. Man jchreibt allgemein y = f(x) oder 9 (y) 
u .w., und nennt y eine Junction von x, fowie e eine Function vony. 
Die Zeichen /, ꝙ u. ſ. w. deuten nur allgemein an, daß y von z, oder # 
von y abhänge; fie laſſen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbeftinmt, ſchreiben alfo die algebraifche Operation, burch welche y aus =, 
oder & aus / hervorgeht, nicht vor. 

Eine Function y — f(x) iſt eine unbeſtimmte Gleichung; es giebt um⸗ 
endlich viele Werthe von = umd 5, welche derſelben entſprechen, giebt man 
jedoch bie eine (2), fo iſt die andere (y) durch die Function beſtimmt, und 
verändert man die eine, fo erleidet Die andere ebenfalls eine Beränderung. Man 
nennt deshalb die unbeftimmten Größen = und y Bariablen oder verän⸗ 
derliche Größen, dagegen bie gegebenen oder als gegeben anzufehenden 
Größen, welche alfo die Operation vorfchreiben, durch welche y nus x hervor- 
geht, Eonftanten oder beftändige Größen. Bon den veränderlichen 
Größen heißt diejenige, welche willkürlich anzunehmen ift, die Urvariable, und 
dagegen Diejenige, welche als Function der letzteren durch eine beftimmte Ope- 
ration aus dieſer beftimmt wird, die Abhängigvpariable. In y= ar" 
find. @ und m bie Conftanten und es ift = die Ur-, dagegen y die Abhängig- 
bariable. 

Die Abhängigkeit einer Größe e von zwei anderen x und y wird durch 
Belsbad's Lehrbuch ter Reden. L 1 


8. 2. 





2 Hulfslehren aus der Analyfis. [$. 2. 
das Zeichen 2 — f(z,y) ausgevrüdt. Es ift in-diefem Falle ⸗ Function 


von © unb y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen zu 


thun. 


Krumme Linien. Jede durch eine Function oder Formel y —= f(x) 
ausgedrückte Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x läßt fich 
duch eine ebene Curve oder krumme Linie APQ, Sig. 1 umd 2, barftellen; 


Big. 1. Big. 2. 


T MN x 


verfchiedenen Werthen der Urvariablen z entjprechen die Abfciffen AM, 
AMN u. f. w., ımb den verfchiedenen Werthen der Abhängigvariablen y die 
Drdinaten MP, NQ u. f. w. ber Curve. Die Coordinaten (Abſciſſen 
und Ordinaten) der Curve ftellen aljo die beiden Variablen ber Function vor. 
Die graphifche ober bildlihe Darftellung einer Function oder die 
Aurüdführung derfelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in fid). 
Sie liefert und erftend einen Ueberblid über den Zufammenhang zwilchen 
zwei veränberlichen Größen; fie erfegt und zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufammengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verichafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
fchaften und Beziehungen ber Yunctionen. Der mit dem Halbmeſſer CA 
— (CB= r beihriebene Kreis ADB, Fig. 8, welcher der Function 
Fig. 8. y=V2rz — x entfpricht, worin x und y die 
Coorbinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
k ung z. B. nicht allein eineleberficht über bie ver⸗ 
ſchiedenen Werthe, welche biefe Zunction annehmen 
A B kann, fondern macht und auch mit anderen Eigen⸗ 
thumlichkeiten diefer Function befannt, ba die 
Eigenfchaften des Kreifes auch ihre Bedeutung in 
der Junction haben. Wir wiſſen 3. B. hiernach, 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allem für x — 0, fondern auch 
fir z = 2r Null ausfällt, daß ferner y ein Maximum und zwar = r 
wird, wenn æ —= r iſt, u. ſ. w. 
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Graphische Darstellung. Die Naturgefege lafien fich in ber Regel $. 3. 
duch Functionen zwifchen zwei oder mehreren Größen ausdrliden und find 
deshalb auch meift einer graphifchen Darftellung fühig. 

(1) Beim freien Fallen der Körper im Iuftleeren Raume hat man 
2. fir die Fallgeſchwindigkeit y, welche ber Fallhöhe x entfpricht, „= V 29x; 
diefe Formel ſtimmt aber aud) mit der Gleihung y — Vpz der Parabel 
überein, wenn man ben Parameter (p) der legteren gleichjegt der doppelten 
Beihleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt fid) auch das Fallgeſetz durch 
eine Parabel APQ, Fig. 4, mit dem Parameter p — 29 graphifd) dar⸗ 
fielen. Die Abſciſſen AM, AN. . diefer 


dig. 4 Curve find natürlich die Fallräume, und die 
g entſprechenden Ordinaten MP,NQ.. bie zus 
2 gehdörigen Gefchwinbigfeiten. 
p 2 (2) Iſt a ein gewiſſes Luftvolumen unter 
1 1 der Preffung von 1 Atmofphäre, jo hat man, 


dem Mariotte’fhen Geſetze zufolge, das 
IM 4 N 9 Bolumen derfelben Luftmenge unter der Prefjung 


von x Atmofphären: y — . 
zur —1, iſt y Z4, fix æ — 2, S5, ſir 4, 5. 


a a 
frz=10, iſt y= 7, frz=10, y =. Memo, y=0; 


man ſieht alfo, baf das Bolumen immer Heiner und Heiner wird, je größer 
bie Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Geſetz bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung x ein ımenblich 
Heines Bolumen y entjpräche. 

Ferner: 2 — 4 gebty— 20 z—N, giebt y 44, 

z—= Yo „ y=1a =0 „ y=xoa, 

je Heiner hiernach die Spannung wird, defto größer fällt dagegen das Volu⸗ 
men aus, und wenn bie Spannung unendlich Hein ift, jo ftellt fich das 
Bolumen unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche diefem Geſetze entipricht, ift in Sig. 5 (a. f. ©.) ab- 
gebildet; AM, AN... find die Spannungen oder Abfcifien x, MP, NQ.. 
die entfprechenden Volumina oder Ordinaten y. Man fieht, diefe Curve nä⸗ 
hert fi) allmälig den Aren AX und AY der Coordinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanfivfraft y des gefättigten Wafjer- 
dampfes von der Temperatur 2 läßt fich wenigſtens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durch die Formel: 

1* 
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y= ( + nd " Atmofphären 


ausdrucken, und es ift erfahrungsmäßig, innerhalb ziemlich weiter Grenzen, 
a — 75, b = 175 und m = 6. Wenn wir hiemad) 


m) 








Sig. 6. 
15 
Fig. d. 
Y 
4 
1 
ı 
Q+ 
A O 
ıM 2 NS 4 x -75 4 M 100 300 


jegen und eine unbefchrünfte Richtigkeit diefer Formel annehmen, fo erhal- 
ten wir: 


Sur z = 100, y—= (5) — 1,000 Atmofphäre, 

„= rm) 0,138 n 
„= ,y= (Ge) = 0,006 n 
„—=— 75, = (7) — 0,000 n 
ferner für x = 1209 y = (17) — 1,914 n 
= ya, 
„2z= 200%, y— (2) — 15,058 n 

Die entjprechende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man jieht, die- 

jelbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspunfte A der 


Koordinaten durch die Abfciffenare, und in einem Abftande AS = 0,006 
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von eben diefem Punkte durch bie Orbinatenage; ferner einer Abfciffe 
AM< 100 entſpricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abfciffe 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
daß nicht nur y mit = ins Unenbliche wächft, fonbern and), daß die Curve 
ummer ſteiler und fteiler anfteigt, je größer 2 wird. 


Gekrümmte Flächen. (ine Function s —f(z,y) mit zwei Ur- $. 4. 
variablen läßt ſich durch eine krumme Fläche BCD, Fig. 7, darftellen, 
in welder die Urvariablen = und y durch bie Abfcifien AM und AN auf 
den Aren AX und AY, und bie Abhängigvariable s durch bie Orbinate 
OP eines Bunttes P in der Fläche BCD repräfentirt werben. Giebt man 
bei einem beftimmten Werthe von z, y verſchiedene Werthe, fo erhält man in 
5 die Orbinaten der Punkte einer mit der Coordinatebene FZ parallel laufen« 
den Curve EPF; nimmt man dagegen bei einem beftimmten Werthe von y 
für z verfchiedene Werthe an, fo ergeben ſich in # die Orbinaten der Punkte 
einer mit der Coorbinatebene X Z parallel laufenden Curve G PH. Es läßt 
fich folglich die ganze krumme Fläche BCD als eine ſtetige Berbindung von 
mit den Coordinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 


Das Mariotte-Gay-Luſſac'ſche Geſetz s = sc HM, wonach 
ſich das Bolumen ⸗ einer Luftmenge aus der Prefſung æ und Temperatur y 
derfelben berechnen läßt, ift burdh bie krumme Fläche CKPH, Fig. 8, gra- 
phiſch darzuftellen. Es ift AM die Preſſung z, AN— MO die Temperatur 

Big. 7. Big. 8. 
zZ 


U a 


yunb OP das entfprechende Volumen s, ferner geben die Coordinaten ber 
Curve PGH bie Volumina bei einer und berfelben Temperatur AN — Y, 
fowie die der Geraden XP die Volumina bei einer und derfelben Preffung 
4=No=za 


8. 5. 
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Differenzisl Wenn man die Urvariable einer Function oder Abfciffe 
AM= x, fig.9 und Fig. 10, der entjprechenben Curve um eine unenblich 
Heine, künftig durch O2 zu bezeichnende Größe AN wachjen läßt, fo geht die 
entjprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP—y in NQ=yı über, 
und wird um den durch Iy zu bezeichnenden unenblich Heinen Werth 2Q 
— NQ — MP größer. Beide Wachsthimer Or und Oy von x und y 
nennt man Differenziale oder Elemente der Beräinderlichen oder Eoorbi- 
naten 2 und y, und es ift num unfere Hauptaufgabe, für die am häufigften 
vorlommenden Functionen die Differenziale, oder vielmehr die Verhältniſſe 
zwilchen ben zufammengehörigen Elementen ihrer Bariablen x und y zu fin- 
ben. Sept man in der Function y = f(x), wo die Abfcifie AM und 
y die Ordinate MP vorftellt, 

fatt : +92 = AM + MN =.:AN, fo erhält man 
fatty: y+Oy=MP+RQ=NY, alſo: 
y+toy=/f(@ + 9%), 
und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, fo bleibt.das Element 
oder Differenzial der Variablen y, d. t.: 
== +00) fa) 


übrig. 
dig. 9. Fig. 10. 
P/IR Q 
HR 
T A MN x A T MN x 


ı Dies ift die allgemeinfte Regel zur Beftimmung bes Differenziales 
einer Yunction, aus welcher fich durch Anwendung auf verſchiedene Functio⸗ 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten laſſen. 

Iſt z. B. y — a2, fo hat man: 

oy=(2 + 02) — *2, 


oder, da 
(æ +92) =x% + 2292 + 92° 


zu feten if: 
oOy = 2202 + 02? —= (2 + 02)0z; 
und einfacher, da 9x als unendlich Meine Größe gegen 22 verſchwindet, 
oder 22 duch Hinzutritt von 9x nicht angebbar verändert wird und des⸗ 
halb unbeachtet gelafien werden Tann: 
oy = 09a?) = 2202, 


8. 6.] Hülfslehren aus der Analyfis. 7 
Es entipricht y = 2? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, Fig. 11, 





Fig. 11. befien Seite AB= AD= x ift, und es läßt fi) 

N PQ auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
ber Seite um BM—= DN==-9z, das Quadrat um 

D 0 zwei Rechtecke BO und DP — 220% und um ein 


Quadrat OP — (92)? wädhft, daß alfo bei einem 
unendlich Kleinen Wachethum 92 von = das Quadrat 
y= x: um das Element 2292 zunimmt. 
A BM 
Tangentenlage. Die gerade Linie TPQ, Fig. 8. 6. 
9 und 10, welche durch zwei unendlich nahe Tiegende Punkte P und @ einer 
Curve geht, heißt Tangente oder Berührungslinie diefer Curve und 
beftimmt bie Richtung derfelben zwifchen diefen Punkten. Man giebt bie 
Richtung der Tangente durch den Winfel MTP—= « an, unter welchem 
die Abfcifienare AX von diefer Linie gejchnitten wird. Bet einer concapen 
Sure wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb der Curve und 
Abfcifienare; bei einer converen Curve APQ, Fig. 10, hingegen befindet 
fie fi) zwijchen der Curve und Abſciſſenaxe. 
In dem ımenblich Heinen rechtwinkeligen Dreiede POR, Fig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR = Or und RQ = Oy ift der Winkel RPQ gleid) 
den Zangentenwintel MTP = «, und ba 


" tang. QPR—= SE 
if, jo Bat man auch: 2 
| lang. = 2,; 


es giebt aljo das Verhältniß oder der Quotient aus ben beiben 
Elementen Oy und da die trigonometrifche Tangente bes Tan— 
gentenwinlels an. 

3.2. für die Parabel, deren Gleichung ’— — pz ift, hat man, wenn 
mon y? —= px — ſetzt: 
de = (y+ oa — = y’+2y0y + oy?—y’=2yOy + Ooy®, 
ober, ba Oy? gegen 2ydy, ober, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2 y 
verſchwindet: 


umb ebenſo: 
Os =r(2 + 02) — pr. 
Es ift hiernach 2 y9y —= p9r, und daher flir den Tangentenwinfel der 
abel: 


05 = 2y0y, 
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In der Regel nennt man das beftimmte Stüd PT der Berührungslinie 
zwifchen dem Berührungspunkte P und dem Durcjfchnittspunkte 7’ mit der 


Fig. 12. Sig. 18. 





T A MN x A T MN x 


Abſciſſenaxe Tangente, und die Projection TA deffelben in der Abſeiſſen⸗ 
are Subtangente, und hat daher: 
subtang. = PMcotang. PTM 


= ycolang.a —= KL 
— 9. 2 — öy’ 
3. B. bei der Parabel: 
subtang. = y- == 22. 


Es ift alfo bier die Subtangente der doppelten Abfciffe gleich, und hier 
nach die Lage der Tangente fir jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 

Bei einer krummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungswintel 
und B von den Zangenten PT und PU an einem Punkte P durch die 
Formeln 

tang. S3 und tang.B = ni 

beitimmt. 

Die dur) PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene ber 
Irummen Fläche. 


$.7. Differenzialformeln. Für eine Function y=a + mf(z) hat man: 
oy=I[a + mf(& + 0%)] — [es + mf(a)] 
=a—u+mf(z +02) — mf(«) 
u = m[fe@ +0) — Sal; 
‚bi 


1) 222.2. 2a two) =mdfl), 
2. B.: 
05 +32) = 3[(x + 92)? — 22] = 3.2r0r = 6r0r. 
Es ift ebenfo: 
94 — 1a) = — la?) = — Yalla + 92) — =®] 
— Ya(a® + 3220% + 32022 + 92° — 2?) 
— 1,.32292 = — Y229. 
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Bir kbonnen Hiernad) folgende wichtige Regel aufftellen: Die conftan- 
ten Glieder (a, 5) einer Function verfchwinden beim Diffe- 


venziiren, und bie conftanten Factoren (m, 3) bleiben hierbei 
unverändert. 


Die Richtigkeit biefer Kegel läßt ſich auch graphifch darthun. Für bie 
Curve APQ, Fig. 14, deren Coorbinaten ein Mal AM —= x und 
Big. 14. Fig. 16. 

Q Qı 





MP=y= f(x), und ein anderes Mal AM = z und MP=a-ty 
—4 4F56) fd, if PR = 0x und RQ—=9y=9f(z) md auch 
=dla +y)—=9[e + F(a)]; und für die Euren AP, Qı und APQ, 
Fig. 15, deren zufammengehörige Orbinaten MP, und MP, fowie NQı 
und NQ ein gewifles Verhältniß zu einander haben, ift aud) das Berhält- 
niß zwilchen den SDifferenzialien 

RıQı = NQ — MP, und RQ = NQ — MP beftändig daffelbe; 
denn jeßt man MP, = m.MP und NQ, = m.NQ, fo folgt: 

R,Qı = NQ — MP, = m(NQ — MP) = m.EQ 


d. i.: 
IMVGA)S MAG). 

Iſt ferner y—= +, alſo die Summe von zwei Variablen « unb 
v, jo hat man 

oYy—=u Du vr +09v— (u o) d. i. nad 8. 6: 
I) . . . Ddu + v) = du + 90; ebenſo: 
ol) + ya) = Of) + 9y(e). 

Es ift alfo das Differenzial von ber Summe aus mehreren 
Gunctionen glei) ber Summe von den Differenzialien der ein» 
zelnen Bunctionen; z. 2.: 

22 +32 — Ya)=292 46792 — 2, 2292=(2 +67 —/,72)97. 

Die Richtigkeit diefer Regel ift auch aus ber Betrachtung einer Curve 
APQ, Fig. 15, abzuleiten. Iſt MP = f(a) md PP, = gp(x), fo 


bat man: 

\ MP, =y=/f() 9 (60), und: 
ogy=RQA=RSH+ SQ = RQ + Ale of(e) + Io), 
gelegt werden laun. 


8. 8. 


10 Hüffslehren aus der Analyfis. [$- 8. 


Differenzial eines Products und eines Quotienten. My=w, 
aljo das Product zweier Variablen, 3. B. der Inhalt eines Rechteckes 
ABCD, Fig. 16, mit den variablen Seiten AB—= u mb BO=v, 
fo hat man: 
oy = (u+9u)( +9v)— uv = uv + u00 + vOu + 9u9v — ur 

= u0v + vOu + Ou0v = udv + (v + Ov)Ou. 


Fig. 16. Nun ift aber in» + Ov, Oo unendlich Hein ger 
0 p gen o, daher läßt ſich 
v + 09 =ov und (v + Ov)du = vOu, 
fowie 
wov + (v + Ov)du = uOr + vOu 
Ä jegen, jo daß 
II) . . . Ole) = ur + v9u, ſowie 


of). Pa] = Fady“) + P(lz)9f (a) 
folgt. 


Es iſt alfo das Differenzial eines Brobuctes zweier Bariablen 
glei der Summe aus den Producten von je einer unb bem 
Differenziale der anderen Variablen. 

Wenn die Seiten bes Rechtedes ABCD, Fig. 16, um BM = du und 
DO = dv wadjen, fo nimmt der Inhalt y = AB.AD— ur deſſelben 
um bie Reditede OO = uOu, CM = vOu md CP = Oudv zu, wo 
von das letztere als unendlich Klein gegen die erjteren verſchwindet, umd 
es ift daher das Differenzial dieſes Flächenraumes nur gleic, der Summe 
vov + v9u ber Inhalte der beiden Nechtede CO und CM zu ſetzen. 

Diefer Regel zu Folge iſt z. B. für — (3122 +1): 
oy=x0(38? + 1) + (82°? + 1)9r = 3209(2?) + (32? + 1)9% 

= 32.2202 + 3220r + 92 = (9x? + 1)09x. 

Herner iſt, wenn w einen dritten variablen Factor bezeichnet: 

Oluvo) = ud (vio) + vwOu, 
oder, da (vw) = vow + wor if, 
Oluvw) = uvdw + uwdv + vwdu; ebenfo 
Oluvwe) = uvwOez + uvsdw + uwsdv + vwson. 
Htu=v=w—m sg fo folgt dur) = 4u29u, fowie allgemein: 


IV) . W d (2*) = mı10z, 
wenn ber Erponent m eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. 
3. B.: (2?) = 7x%0x, fowie 9 (2/2) = 629. 


Iſt in / — 27”, m wieder eine ganze pofitive Zahl, fo hat man auch: 
yar —= 1, und Ilya”) = 0, d. i. , 
yo") + 2"dy = 0, und daher 

= vol) —α 


= — nn) 
qm gr * 
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oder, wenn man — m — n Sekt: 
a) = nar 192. 
Es gilt aljo die Regel IV.) auch für Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten Z. B.: 
Kr) — Bartda = — 28, 
ebenfo: 


1 _ —_ 12:00 
o032°?+ 1)? =— 2(32°+1)°798:9) = Garıj 
Minymaır, = irgend ein Bruch, deffen Nenner n und Zähler m 
ganze Zahlen find, fo hat man auch y* = 2", und I(y*) —= 9(z"), b.i.: 
any" 10y = ma"19x, daber 
d —* a0  mamiOz m lan 
IE, pr zu n” 
Setzt man = — p, fo folgt: 
oy=9() =par!dz, 
aljo ebenfalls entfprechend der nun allgemein als richtig anzufehenben Regel IV.) 
Auch iſt 9 (ur) =pur-1du, wenn u irgend eine abhängige Function von 
x bezeichnet. 
Hiernach ift z. 8. 9(Vx?) = 9 (2%) = Y, hd =, Vrdn, 
ebenſo OVY2arı — = oa Yu — dur) = Yu rdu 
— 1, ers = 2r00 — 2202  (r— 05 
u 2 Yu — Varz — ** 


Um das Differenzial eines Quotienten  „-- zu finden, fete 





man 4 — vy, wonad) dann 9u = vOy + yOv, folglich 


du — 9% 
— — 


a ——— ‚di 
v v 
v) a(*) — vdu 7 wor folgt. 
Die ir aD 
a(? R (2 + 2)9 (2? — 1) — (a? — 1)9 (x + 2) 
— (z + 2)? 


_(& + 2).2202 — (æ — 1).0% 2 +4c 4 N) de. 
Tg rg Ferdi 


$. 9. 
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er bi 


Die nlgebreische Function z*. Die Funden y=2* ift die wid» 
tigfte der ganzen Analyjis, weil man faft bei allen Unterfuchungen auf dies 
jelbe ftößt. Wenn man dem Erponenten » alle möglichen Werthe, pofitive 
umd negative, ganze und gebrochene u. ſ. w, beilegt, fo Tiefert fie aud) die ver: 
ſchiedenartigſten Eurven, wie durd) Fig. 17 veranſchaulicht wird. Es iſt hier 
A der Null⸗ oder Anfangspunkt der Coordinaten⸗ XX die Abfciffen- und 
YY die Ordinatenage. 

Trägt man zu beiden Seiten der Coordinatenaren in ben Abftänden «+ 1 
und y—= + 1 von A die zu diefen Axen Barallelen X, X. Xu Hı Yı 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Durchſchnittspunkte Pi, P,,P, und P. 
derfelben noch durch die Transverfalen ZZ, ZZ, , fo erhält man dadurch 
ein Diagramm, am welches ſich ſämmtliche der Gleichung y — x” entipre- 
ende Euren mehr oder weniger anſchließen. Uebrigens iſt für jeden 
Punkt der Abfciffenare XX, y — 0, fowie für jeden Punkt der Orbinaten- 
are YY, & — 0; ferner für die Punkte in den Aren X, X, und X, X,, 
y=+t 1, und für die Punkte in den Aren YıYı um Y,Y;, s—Ht|l. 

Segt man in der Gleihung y — a”, x — 1, fo erhält man, was aud) 
der Erponent » für eine Zahl fein möge, ſtets y — 1, und nur für gewiſſe 
Werthe von n, überdies noch / — — 1; es gehen folglich aud) alle der 
Gleihung y = 7" angehörige Curven durch den Punkt Pi, defien Coordi⸗ 
naten AM = 1 und AN —= 1 find. 

Nimmt man n —= Lan, fegt man alfo y=—= x, fo befommt man bie 
von beiden Aren XX und Y'Y gleichviel abweichende Gerade (ZA Z), welche 


auf der einen Seite von A unter dein Winkel von 45 Grad (7) auf-, und 


auf der anderen Seite unter demſelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
für y—= — x bie unter dem Winkel von 45 Grad auf der einen Seite 
von A nieder-, und auf der anderen Seite auffteigende Gerade Z, AZ. 

ft dagegen n > 1, fo fällt y = x* für z < 1, Heiner und dagegen 
für x > 1, größer ala x aus, und iin < 1, fo ftellt fih y — * fik 
x < 1, größer und dagegen filr = > 1, Heiner als x heraus; dem erſteren 
Falle (n > 1) entſprechen convere Curven, welde anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Linie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Falle (n < 1) concave Eurven, bei welchen das Umgelehrte ftattfindet. 

Wenn im erften Falle der Erponent n immer Heiner und Kleiner und 
endlich verjchwinbend Hein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 
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die Orbinaten dem conflanten Werthe y — 2° — 1, unb bie entſprechenden 
Curven über AX der gebrodjenen Linie ANPı X, immer mehr und mehr; 


Big. 17. 


























wenn dagegen im zweiten Falle der Erponent m immer größer und größer 
wird, jo nähern ſich die Ordinaten allmälig dem Grenzwerthe y = 2” 
— æ* — ©, dagegen bie Abſciſſen nad) und nad) der Grenze z y0 
= 1, ımd es rüden deshalb die entfprechenden Curven ber gebrochenen Linie 
AMP, Y, immer näher und näher. 

Rinmt man n = — 1 an, fept man dfoy=ri—4, ſo iſt für 


»=0, y — und für æ — o, y 0, und man hat es mit einer 
aus $. 3 befannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (T P. 1) zu thun, 
welche fid einerſeits immer mehr umb mehr der Ordinaten- und andererjeits 
ü mehr und mehr der Abfciffenage nähert, jedoch diefe Agen mie wirklich 
erreicht. 
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It der Erponent (— n) der duntony=zt—= e ein ächter Bruch, 


jo fällt fir <1,y<- und dagegen fir = > y>—ans, und 
ift diefer Erponent größer als die Einheit, jo hat man umgekehrt, für 1, 
y>- und für z > ,y<o- Die der Function y = x” ent- 


[prechenden Curven laufen alfo, je nachdem n Heiner oder größer als Eins 
ift, anfangs unter oder über, und fpäter vom Punkte P aus, über oder unter 


dr Curve / bin. Während Überhaupt die Curven, welche 


pöfitiven Werthen von » entfprechen, fi) anfangs unter, und von P, aus 
über ber Geraden (X, X,) hinziehen, laufen die Curven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— n) hervorgehen, erft über unb von jenfeits P, unter 
(X, Xı) hin. Bei jenen Curven ift für = = 0, auch y = 0, und für 
z—= © auch y — @, bei diefen hingegen fir x — 0, y—= », undflr 
z—=»0,y=0. Denn fih jene immer mehr und mehr von den Coor- 
dinatenaren XX und YY entfernen, je weiter man fie von dem Anfangs 
punkte A aus verfolgt, nähern fich diefe immer mehr umb mehr einerfeits 
der Are X X und andererfeits ber Are VT, ohne diefe Geraden jedoch wirk⸗ 
{ich zu erreichen. 

Uebrigens rüden die legten Curvenfufteme entweder der gebrochenen Linie 
YNP, X,, ober der gebrochenen Linie Y, PR MX immer näher und näher, 
je nachdem fich der Erponent der Grenze n — 0 ober ber Grenze n = 
immer mehr und mehr nähert. 


Iſt in y= xt”, m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 


fo hat y mit x daffelbe Zeichen; pofitiven Wertben von x entfprechen auch 
pofitive Werthe von y unb negativen Werthen von x auch negative Werthe 
von 9. Iſt Hingegen m eine ganze gerabe Zahl (2,4,6...), fo 
fällt ſowohl für pofitive als auch) flir negative =, y pofitiv aus. Die Cur⸗ 
ven im «rften Falle, wie 3. B. (3 PR AP,3) ober (1P,1,1 2,1), laufen 
folglich) auf der einen Seite der Ordinatenare über und auf der anberen 
unter ber Abfeiffenare XAX hin; die Curven im zweiten Falle, wie 3. B. 
(2 Ph, AP,2) ober (2 Pı2, 2 P,2), ziehen ſich dagegen nur über der Abfcif- 
fenare Hin und nehmen folglich auch nur den erften und vierten Quadran⸗ 
ten ein. Jene entjprechen für m — + © den Grenzlinien Y, MAMı Y, 
und XMY,XM, },, diefe Hingegen ben Örenzlinien Y, MAM, Y, und 
XMY,, XM,}. 
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Iſt in y — zen n eine ganze ungerade Zahl, fo hat y mit x 
einerlei Zeichen, und ift à eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes poſi⸗ 
tive = für y zwei Werthe, einen pofitiven und einen gleich großen negativen, 
und es iſt dagegen für jedes negative x, y imaginär ober unmöglich. ‘Die 
Euren, wie 3. B. (1/; PL AP; !/;), weldye dem erften Falle entjprechen, be 
finden ſich daher auch nur im erften und dritten Quadranten, und die Curven 
für den zweiten Gall, z. B. (/, PL AP, 1), nur im erften und zweiten 
Dnabranten; jene haben fir n — @ bie Grenzfinien X, NAN, X, und 
X,NY, X,N,Y, diefe die Grenzlinien X NAN X, md X,NZ, 
%,MY. 


1 
Day win, e—y" bedingt, fo folgt, daß das legte Curvenſyſtem 


1 
(‚ — xt.) von dem vorhergehenden (y — x+”) nur in der Rage gegen 
das Arenfreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenden die Curven des 
einen Syitems mit denen des anderen zum Zufammenfallen gebracht werden 
Dnnen. 


m 1 1 
Dry=ı' — (z=) — (z")* ift, fo kann man ben Lauf ber ent- 
fpredyenden Curve nad) dem BVorftehenden im Allgemeinen ftetS angeben. 
3. 2. die Eure für 
var (ht— (Ve) 
hat ſowohl für pofitive als auch fiir negative x, pofitive Ordinaten. ‘Das 


gegen die Curve für 
yo = (aM = (Ya)' 
bat nur fir pofitive z, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefeßte. 
Ferner bei der Curve für 
y-ır=(Ve) 
bat y mit = ſtets einerlei Zeichen, da weber bie fünfte Wurzel noch ber Cubus 
das Zeichen ber Grundzahl ändert. 


Endlich find die Eurven, welche der Gleichung y = — x” entfpredhen, 
nur durch bie entgegengefegte Lage gegen die Abfciffenare X X von denen ber 


Gleichung y — 2” verſchieden, und bilden die ſymmetriſchen Hälften eines 
Ganzen. 
Tangentenlage der algebraischen Curven. Aus ber wichtigen $. ‘10. 
Formel 9 (7) —=nx"'9x folgt auch die Formel für den Tangentenwintel 
der entfprechenben und in Fig. 18 (a. f. S.) abgebildeten Curven; es ift nämlich): 
09 _ 
tang. a = — = na, 


0% 
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und daher die Subtangente biefer Eurven 
°x ar x 


Hiernach hat man z. 2. für die fogenannte Neil'ſche Parabel, deren 





Gleichung ayı — 29, oder y— 2m 
m nen. 


und bie Subtangente — ?/; 2. j 
Ferner ift für bie ſchon aus dem Obigen belannte Curve -z = ar, 


Ur) _ _a_ _(a\* 

m —— 

und die Subtangente — — — — *. Gergl. Fig. 5.) 
Big. 18. 
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Holglic, wird für x — 0, tung.a — — @,aljo « —= 90°, 
ferner für 2 — a, tang.e —= — 1, alfo æ — 135°, 


und für z —= o,tang.a — 0, alſo « = 0%, u. ſ. w. 
Gleichung der geraden Linie und Asymptoten krummer $. 11. 
Linien. Wenn eine gerade Linie AO, Fig. 19, die Abjciifenare unter 
dem Winkel XKAO — « fchneidet, und vom Coordinatenanfangspunft C 
um,.CK — n abiteht, fo ift die Gleichung zwifchen den Coordinaten COM 
— NP=zım CN=MP=y eines Punktes P in derſelben, da 
„= MR — ML, und MR = ycos. a, fowie ML = zsin.e ift, 
‚ ycos.0 — zsin.a — N. 


. n 
Für z = 0 nimmt y den Werth B=b= 





an; daher ift aud) 


s — bcos.&, und 908.0 — Sin. « — bcos.«, oder 
y=b-- ztang.o. 

Gewöhnlich nennt man die Linien CA und CB, um welde die Durch—⸗ 
fhnittspunfte A und B der Öeraden mit den Coordinatenaren CX und CY 
Sig. 19. von dem Anfangspunfte C abftehen, 
die Barameter der Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchſtaben a 
und d. Der Figur entjprechend ift 


CA= — a, daher: 
tan „B__? 
ee — — 


und folglich die Gleichung der Ge⸗ 


raden: y—=b — - x, oder: 





- + > — 1 (f. „Ingenieur“ Seite 164). 


Wenn ſich eine Curve einer Geraden, weldje um eine endliche Größe von 
Coordinatenanfangspunkt abfteht, bis ins Umendliche immer mehr und mehr 
wähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, jo Heißt dieje Gerade 
die Aſymptote der Curve. 

Die Alyınptote läßt fich als Tangente oder Berlihrungslinie für einen um- 
endlich entfernten Punkt der Curve anjchen. Ihr Neigungswinkel & gegen ' 
die Abſciſſenaxe ift daher beftimmt durch 

0% 
tang. « = 53 
und ihr Abſtand n von dem Nullpunkt der Coordinaten, durch die Gleichung 


n = cos. « — æSin. — ( — ang. a)c.E 
y— ztang.a (v _g 2e). Vı+ a’ +) 
Vi + lang. 22) 


Beisbach's Lehrbuh der Mechanik. L 
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ycolg.a — % 
Vı+  cotg. a)? 
dæ | / .(0&\? 


wenn man darin z und y — wo jekt. 

Damit eine Tangente für einen unendlich entfernten Berührungspunkt 
eine Aſymptote fei, tft nöthig, daß für x oder y — ©, y — ztang.a ober 
ycotg.a — x nicht ımendlid) groß ausfalle. 


Hür eine Curve von der Gleihung y—= ar" — — ft 


ſowie durch n = (ycolg.a — x) sin.a — 





m m m +1 
tang.a = — Zmıi md y — ztang.a = c”+ le 
x x 
ſowie ycolg.a — 2 = — mn t=n (m +1) FL daher 


1) fur — o0,y=0,tang.a—=0,y— ztang.e —=0 und n—0, 
und 
2) für / — o, æ — 0, tang. = w,yelig. -— - — O unde n — 0. 
Den Bedingungen tang.e—0 und n—0 entfpricht aber die Abſeiſſenare 
XX, und den Bedingungen « — 90° und n — 0 die Drdinatenare YY, 
„ daher find diefe Aren zugleich Afymptoten von den Curven, welche der Gleichung 
ya” entiprechen. (Vergl. die Curven 1P,1,2P,2 und 1, PY; 
in Fig. 18, Seite 16.) 
8. 12. Ellipse und Hyperbel. Die Gleichung einer Ellipfe ADA,D 
Fig. 20, läßt fi) aus der Gleichung: 2 ya 
Sig. 20. bes Kreiſes ABA,B,, beflen 
Halbmeſſer CA= CB= CP 
— a und Coordinaten CM=r 
und MP = yı find, fogleid) ab» 
leiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MQ—y 
der Ellipfe in demſelben Berhält- 
niffe zur Ordinate MP = yı 
des Kreiſes (bei gleicher Abfcifie) 
fteht, wie die Heine Halbare 
CD = b der Ellipfe zu dem der 
großen Halbare derfelben gleichen 
Kreishalbmeſſer CB = a. Es 
ift alfo: 


b a a? . 
7 daher yı — zZ y und =" + myzaıb. i.: 
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x? y? . . 
a5 tg = 1, die Gleichung der Ellipſe. 


Segt man in diefer Gleichung ftatt + b2, — b2, fo erhält man bie 
Gleichung 
*ꝛ 
a 53* 
der aus zwei Zweigen PA Q und Pı 4, Q Big. 21, beftehenden Hyperbel. 
Wenn wir in der hieraus folgenden Formel: 


9 — * V» — a?, 
z mendlich groß nehmen, fo verjchwindet a? gegen æ2, und es ift: 
y - Vi + = — + ztang.a 


die Gleichung von zwei dich den Coordinatenanfaugspunkt C gehenden ges 
raden Linien CU und CV. Da fid) die Ordinaten: 


+2:=? Vam?Vaza 


-Y. vr 21. U 


u EN 


se TN 


immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer 2 angenommen wird, 
fo folgt, daß die geraden Linien CU und CV Aſymptoten der Hyper» 


bei find. 
Nimmt man 
CA = a, fowie die Prpndiel AB—= + md AD—= — b, 


fo beſtimmt man dadurch die beiden Ajymptoten; denn es ift fiir die Winkel 
+ «, unter weldyen die Abfcifjenare von den Aſymptoten gejchnitten wird: 


AB 
tang. ACB = Ts’ 


AD 

tung. ACD= 04’ va ° 

Nimmt man ferner die Afymptoten UU und 97V als Eoordinatenazgen an; 
2’ 


d. i. tang. = 2. und ebenſo: 


d. i. tan. 4) — 2 | 
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fest man die Abfeifje oder Ordinate CN in der einen Arenrichtung — u, 
und die Ordinate oder Koordinate NP in der anderen Arenridhtung — v, 
fo hat man, da die Richtung von u um ben Winkel @, und von v die um 
ben Winfel — a von ber Abfciffenare CX abweicht, die Abfciffe: 

CU =x== ONXcos. + NPcos.a = (u + v)cos.c, 
und die Ordinate: 

MP=y=[(N sin.a — NP sin.a = (u — v)sina; 

bezeichnet man nun nod die Hypotenufe OB —= Ya? + b? durch e, fo 
bat man: 


a b 
cos. — 7 und sin. « — 7 


cos. sin.” 1 


folglich: ;_ "7 und 
) 9 — 
= NE EtrErN) ar — N 
a? b? a? b? 
u? + 2uv + v? — 2ur + v? 4uv 
„Arzwtre Woewre 200 _] 
e? e? e? 


woraus bie fogenannte Aſymptotengleichung der Hyperbel: 
3 


v= La oder v — I, hervorgeht. 
4 4u . 
Hiernach iſt die Hyperbel zwiſchen den gegebenen Aſymptoten leicht zu 
zeichnen. Die Coordinaten für den Scheitel A ſind OCE=EA= => 
Fig. 22. 
-V. U 





dagegen die Koordinaten für den Bunt X fd CB= em BK= — 
ferner hat man für die Abfciffen 2e, 3e, de u. |. w. die Ordinaten 1/; re 


WE 2 1 z u. !. w. 
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Maximum und Minimum. Wenn man in bem CElementenverhäftniß $. 18. 
Oy 
oz 
x nad) und nad, verfchiedene Werthe fest, jo erhält man durch diefelbe die 
verfchiedenen Lagen von der Berlihrungslinie der zugehörigen Curve. Nimmt 
man x — 0, fo erhält man die Tangente des Tangentenwinfels im Coordi⸗ 
natenanfangspunfte, nimmt man dagegen z— © an, fo ergiebt ſich diefelbe 
für einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am widtigften find die 
Punkte, wo die Tangente einer Curve mit der einen ober der anderen Coordis 
natenare parallel läuft, weil hier in der Regel die eine oder die andere ber 
Coordinaten z und y ihren größten oder Fleinften Werth hat, oder, wie 
man fagt, ein Marimum oder Minimum if. Für den Parallelismus mit 
ber Abjciffenare hat man «== 0, aljo aud) tang.« —= 0, und fiir den mit der 
Irdinatenare & —= 90°, alſo tang.e = @ ; und hiernach folgt die Regel: 
Dan findet diejenigen Werthe der Abfciffe oder Urvariablen z, 

Fig. 23. welchen die Marimal- oder Minimalwerthe 

y der Drdinate oder Abhängigvariablen y 

entjprehen, wenn man das Differenzials- 


verhältniß — 0, und — © feßt, und bie 


oder in der Formel fir die Tangente kang. des Tangentenwinkels, für 


erhaltenen Sleihungen in Hinfiht auf © 
auflöft. 
3.2. für die Öleihung y = 67 — %,22 + 23, 
A M N X welche der Curve APQR in Fig. 23 entſpricht, ift: 


7 —=6 -—9r +37” —=3(2 — 32 +29) =3(1l—e) (2 — 5). 
und es erfolgt durch Nullfegen von >. 


1l— = 0!md2— x =(, 
d. i. — lwmwdzr—=2. 

Diefe Werthe in die Formel: y — 6r — 9/32? + x? geſetzt, ergiebt 
fih der Maximalwerth von y; MP =6 — ?, + 1= %,, und ber 
Minimalwerth: = 12 — 18 +8 = 2. 

Ferner für die Cume KOPOQR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 

== + Ve — 1)? if, hat man 
09 _ — 14— — 
5* tang. —=1-+ 24, (z 1) 143 — 
und zwar — 0, fir ——— 1, bi fir AU=2—1— (2/,)8 
Fri — 
—= 1%. = 0,7037, dagegen = no, für AN= x = 1. Dem erfleren 
Galle entfpricht der Marimalwertb: 


$. 14. 
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MP=m=1— (4) + (/)? = "a = 1,148, 
und dem legteren der Minimalwertf: NQ = y, = 1. 

Auch ift nod) fr 20, AO 
— y = 1, dagegen y — 0 fir 
die Abfciffe AK = x, welche ber 
eubifchen Gleichung 

x +2? — 2r H1=0 


entfpricht und den Werth z— — 
2,148 bat. 


Lig. 24. 


Wendepunkt. Sowie bei 
x einer vom Anfangspunkte A aus 
-2 —1 A MN +2 quffteigenden Eurve ymitz 
wächft, und deshalb Oy pofitiv ift, bei einer niederfteigenden hingegen 
y abnimmt, wenn © größer wird, und deshalb Oy negativ ausfällt, und 
enblich an der Stelle, wo die Curve mit ber Coordinatenare A X parallel läuft, 
Oy Null ift, ebenfo find die den gleichen Abfcifjen-Elementen 9 xc=MN—=NO 
= PS=OT..., Fig. 25, 26 u.27, entjprechenden Ordinaten⸗Elemente: 
8Q = PStang. SPQ, >. i. Oyı = 9x.tang.a,, 
TR = QTitang. TOR, d. i. öy, = O9x.tang.ay u. ſ. w. 
und alfo aud) die Tangentenwinfel a, @ u. f. w. bei einer converen 
Curve APR, Fig. 25, im Wachſen und bei einer concaven Curve 
Sig. 25. Sig. 26. Gig. 27. 








A M NO 


APR, Fig. 26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erften alle: 
9 (tang.a) = 8 (3?) pofitio 


9 (tang.e) = 0 (3 


negativ, umd man hat endlich auch fir den Inflerions⸗ ober Wen depunkt 
Q, Fig. 27, d. i. fir die Stelle Q der Curve, wo Converität in Concavität 
übergeht, ober das Umgekehrte ftattfindet, auch SQ — TR, und daher: 


Oltang.a) = 9 (52) — Null. 


und im zweiten 
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Es gilt alfo die Regel: If das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwinfels pofitiv, jo befigt die Curve Converität, ift 
es negativ, jo Hat diefelbe Concavität, und ift es Null, jo hat 
man es mit einem Wendepunkte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernad) Leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo bie Curve 
parallel mit der Abfcifjenare läuft, flir welche alfo tang. « — 0 ift, ent» 
fpricht entweder einem Minimo, oder Marino, oder Wendepuntte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, aljo O(tang. a) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit ber Orbinatenare parallel Läuft, 
aljo tang. —  ift, entjpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunkte der Curve, je nachdem biefelbe concad oder conver 
oder theild concav, theild conver, aljo Oltang.«) vor und nad) diefer 
Etrlle negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes 
Zeihen hat als nach derfelben. | 

Ein Curvenſtück mit Wendepunkt Q der erften Art führt Fig. 28, und ein 
foldyes mit einem Wendepunkt der zweiten Ark Fig. 29 vor Augen. Man 
fießt. die entjprecjende Ordinate N Q ift weder ein Maximum, nod) ein Mini⸗ 
mum; benn e8 find in feinem Falle beide benachbarten Drdinaten MP und 

OR größer und Heiner als N Q. 
j Fig. 28. Fig. 29. Fig. 30. 





In der Öeometrie, Phyſik, Mechanik u. ſ. w. ift die Ausmittelung von Mari⸗ 
mal- und Minimal⸗ oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da in der Folge vielfache Beftimmungen folcher 
Functionswerthe vorkommen werben, fo möge bier nur noch folgende geome⸗ 
triſche Aufgabe diefer Art zur Löfung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreischlinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einem gegebenen Inhalt 9 die Hleinfte Oberfläche 0 
hat. Bezeichnen wir ben Durchmeſſer der Bafis diefes Cylinders durch =, 
und bie Höhe deſſelben durch Y, fo haben wir: 


v=-ay und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantel: 
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3 
0= + TTY, 


oder da der erften Gleichung zufolge, 





any = ar alfo mzy = 4 Var! gejeht werben Tann: 


3 
0="- +40, 


und folglih, da wir O und = ale Coordinaten einer Curve behandeln 
können: 
tang. = = = nz — 4V x". 
Segen wir num biefen Duotienten Null, fo erhalten wir die Beſtim⸗ 
mungsgleichung: 


NZ oder z2? = 4V, 
deren Auflöfung auf: 
3 
4V 
= V—ım 
7 
_4V/ _Var, mw _WVar_, 
Im an 1697? ne 


führt. 


Da nod) O(tang.a) —= ( + =) 0x yofitin ift, fo führt dieſe 


Beltimmung auf das gefuhte Minimum. 

Diefe Beitimmung findet auch ihre Anwendung, wenn e8 darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines chlindrifchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Yaflungsraume die Heinfte Menge an Material erfordert. Sie 
entipricht diefem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem Treisför- 
migen Boden auch noch einen folchen Dedel erhalten fol; wenn aber ber 
letztere nicht gefordert wird, fo hat man: 


2 
= — + 497, folglich 


TE 4V 
. = 7 woraus nun: 


8 8 8 
zZ VrR_Wr 
-=2 VI my= ms 7” 7 ='hs 
folgt 


Während alfo im erften alle die Höhe gleich der Weite des Cy⸗ 
Iinders zu nehmen ift, hat man im zweiten Galle diefelbe num der halben 
Cylinderweite gleich zu machen. 
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Mac Laurin’sche Reihe. Durch fucceffines Differenziiren einer $. 15. 
Buncion y = f(x) findet man eine ganze Reihe neuer Yunctionen der 
Urvariablen 2, und zwar 

— 3 of (©) 
Fi 1 () = °x 


ho = 1 0 


3.2. für y=f(e) = x%, folgt 
Aa) = he) = hr, he) = — 1,0% u. ſ. w. 
Hür eine Function, welche in einer nad) Potenzen von x mit poſitiven 
ganzen Exponenten fortjchreitenden convergenten Reihe 
v=/W@=AtArt Art At Are 
dargeftellt ift, erhält man 
A@) = 4ı + 24x +342?+4Ard + -- 
Ss(2) = 24 + 2.347 +34, + --- 
Js(2) = 2.34; + 2.3.4 4,2 u. ſ. w. 
Sest man num in diefen Reihen e— Null, fo erhält man dadurch lauter 


zur Beſtimmung der conftanten Coefficienten Ay, Ai, As. . . geeignete Aus⸗ 
drüde, nämlich: 


F(0) = A, fı (0) = 141,50) = —= 24,/%(0) = 2.3.4 u. ſ. w. 
und e8 folgen daher dieſe Coefficienten jelbft: 


4 =f(0), A =f (0), A = af (0), 4 = Ar 4 (0), 
A= 53,0) u fm 
Es ift hiernach eine Yunction in folgende, nah) Mac Laurin benannte 





u. ſ. w. 


Sa=S0+A0-1 440-5 +40. 


4 
+ /ı(0)- 1231 + gu verwandeln. 


Für die Binomialfuntiny=f@)= (1 + iſt 3. B. 
Ar + DI, G)S - D 4 DT, 
Al) nn — 1) ßAn — 2) (I + DT u. ſ. w. 

wenn man daher z — Null ſetzt, fo erhält man: 
F (0) = 1, fı (0) = n, fs (0) = nn — 1) 
JSs() = nn — Y)(n — 2) u |. w. 

und es folgt die binomiſche Reihe: 
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._ n n(n — 1) 
l) (I+P=1+ 72407, 


+ nn Iotonfm 


Auch ergiebt ſich: 


— n n(n—1) , _ra-VR—-2) , J 
19-1 7247775 1.2.3 rn 
ſowie: 
1(+0)-=1 2.4, et. rervot?, +. 








1 % 
Ferner ls (ll— = 15 gejett, folgt ⸗— und 


Ad+y=0-=1ırm4+ te 


„eetvetdar.. si 











Da+m=1+47 it: et ) 
Kan 


+ 2) 2 
+ 1.2.3 ( + x ro 
Die Reihe unter J. ift eine endliche fiir ganze pofitive, unb die unter IL 
eine jolche fiir ganze negative Werthe von n 3.82. 
(1 +2)9=1-+ 5x-+ 1022 + 1023 + dat + 25, und 


ee | 
Mu er) Bd (u re 
Daa+z =a(1 + =) ift, fo folgt auch 
erreeltijeehttß) 
EEE 


DI) (a + a2)” = or + Lanz y me 


1 
_—_ 7 a373 
2 az 
n(n — 1)(n — 2) 
1.2.3 





+ 


ar z3 + ... 
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2.8. V1009? — (1000 + 9% = 100(1 + 0,009)% 
— 100 (1 + 2/,.0,009 + a ZY. (0,009)3 +) 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 
Auch ift: Ä 
+ 1 =" + nm ee + +, 


daher für fehr große Werthe von = annähernd: 
«+ 1 = + nm 


Hiernach folgt =! — error, ferner: 





me — (ef — 1% 
@— ——. 
ı_@—- Dr — (a — 2)" 
(x — 2) m IT 
ka — 2) — (a — B)* 
@ 3A — —ñ e . 
und zuletzt: 
— . 
N 


Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt num: 
HE - IHRE NIE NH. +1 
_@+lp —ı. 
— m , 
Sen — I—=malfon—m + 1 gefegt und die Reihe in umgekehr⸗ 
ter Ordnung gefchrieben: 


u m m ... — m — (x + 1pm+ —_ 1 
14 28 +38” + ..4+(@—]) re= 7177 


Rod) kann man, da © fehr groß, eigentlich unendlich groß fein fol, 
(z + +1 — mtl fegen, weshalb die Summe ber Potenzen der 
natürlichen Zahlenreihe folgt: 

Ber 


IV.) i 42 tete@=, gr 
Vız + Va2 + W332 + Var +... +)1000% annähernd 


1000%s 
= =, == 8); % 10005 — 60000. 
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$. 16. Integralrechnung. Die der Abfciffe 0 x, Fig. 31, entfprechende 
Sig. 31. Ordinate OP — y läßt fi aus unendlich 

vielen ungleichen Elementen Oy wie FB, 
GC,HD,KE...zufammenfegen, die lauter 
gleichen Elementen 9x = AF=FL= 
LM= MN... ber Abfciffe entfprechen. 
Wäre daher 9y —= P(z).Ox gegeben, 
jo würde man y durch Summation aller 
derjenigen Werthe von Oy finden, die ſich 
berausftellen, wenn man in @ (2). 02 
AFULMN 0 ſtatt = nach und nad) Or, 20x, 30x, 
402... bis ndx — x einfeßt. Diefe Summation deutet man durch das 
fogenannte Integralgeichen S an, welches man vor ben allgemeinen Aus⸗ 
drud flir die zu fummirenden Elemente fett, ſchreibt alfo ftatt: 

y = [pP (0x) + 9(202) + 9(802) + + P(@)]0m, 

y= /[P(«) dx. 

Auch nennt man in diefem alle y das Integral von P(x)9x, fowie 
9 (2) 92 = 9y das Differenzial von y. 

Zuweilen Tann man das Integral [P(x)9z durch wirkliches Summiren 
ber Reihe 9 (O2), P (202), 9 (39x) u. ſ. w. beftimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Kegeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

Iſt n die Anzahl der Elemente 92 von x, aljo z = nOz, oder dx 





x 
= — 7ſo kann man ſetzen: 


fo@3==[» ()46 2) + 9(= =) +- +9 6 


Für das Differenzial Oy —= axdx hat man z. B. das Integral: 
y—= [uardz = a0x (Oz + 202 +302 + --- + n0a) 
—1+243 +. + made), 
oder, da nad) $. 15, IV, fr n = m, bie Summe ber natürlichen Zahlen 


reihe +2 +3 + + n—ıına und (de)? = iſt, 
y= —— = Yınta z = 1,az. 
Auf ähnliche Weife findet man: 
y= S Ylx)dz= f 72 [0er (202° +802)°+ + day 
—=(1+2?+3? + ..+ um, 


8. 17.] Hülfslehren aus der Analyſis. 29 


wenn 2 — "Oz gefebt, oder aus n Elementen 9x beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nad $. 15, IV, fürn = o, 


IF 32 4..+ —t, u folgt: 
[= n? 02° mas) 





T——— — nn 
— — — — — 
— @ — un © 


a 3 a 3a 5 

Integralformeln. Aus der Formel 9[a + mf(x)] = m9f(z) ergiebt $. 17. 
ns durch Umkehrung /mOf(e) = a + mf(a)=a+ m fofle), 

of(2) = P (x) .9% geſetzt, 
1.) [my (@)9z = =a+m/p (2) 0x, 
md hieraus folgt, ba der conftante Factor m beim Imtegriren jowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nit beftimmt 
werden Tann; daß aljo das Integriren allein ein noch unbeftimmtes 
Integral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, miffen zwei zufammengehörige Werthe 
von z mb y— /Y(2)0z befannt fein. SI fir = c, y— k, und 
hat man y — [P()dx — a+ f(x) gefunden, fo muß aud) 

k=a+/() 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y— k = f(x) — (ec), alſo in 
biefem alle: 
= [pe =k+W)- SO =D +E— fd; 
und man hat hiernach die Conftante a —= k — fc). 
Wenn man 3. D. weiß, daß das umbeftimmte Integral: 
y= = fa 1, y—3giht, 


fo hat man die nöthige Conſtante a —= 3 — 1/ — 5/,, und daher das 


Integral: r 
— — 2 _5 +2 
y- [202 a +53 — 


Selbſt die Conſtantenbeſtimmung le da8 Integral noch unbeftinmmt, 
weil noch fiir = als Urvariabfe. jeder beliebige Werth angenommen werden 
fa; will man aber einen ganz beftimmten Werth %, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von © entfpricht, fo muß man noch diefen in 
das gefundene Integral ein⸗, aljo A = k + f(cı) — (c) jegen. 


Fr fer 5, y=13. 


Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welchem y — 0 ausfällt; 
in dieſem Falle hat man alſo k = 0, und es führt daher das unbeſtimmte 


So giebt z. 8.9 = —— 
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Integral [P(R)dz = Fler) auf das beftimmte ıı = f(c) — f(c), das 

alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) flr das unbeftinnnte 

Integral bie beiden gegebenen Grenzwerthe c, und ec von © einfegt, und bie 

erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies anzubeuten, fchreibt 
2 


man ftatt f p(x)02, [ "9 (2)92, wenn alfo 3. B. f 1) )d:—=7 iſt, 


[r (dx = ei F e. 
Die Umkehrung der Differenzialformel 
olr@) + Pa) =) OI() 
giebt die Integralformel: 
STor@ +0y@J=f) + YP@), 
oder wenn man Of (x) = Y(z)9x ud 9p (x) = y(z)9x fekt: 
II.) Se) 9x + ı(@)9z] = Sv@ 9x + Sr@ 9x. 
Es ift alfo biernad das Integral von einer Summe meh» 


rerer Differenzialien glei) der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3.2. /6 4 52)0z — [30x + [529 = 3x + a8. 





Hauptformel der Integralrechnung. Die wicdtigfte Differenzials 
formel IV des $. 8: 9 (z*) = naır!0z, 
führt durch Umkehrung auf die Hauptformel der Integralrechnung. 

Es ift hiernach [na 102 — *, oder n [10% = a", daher 


x” 
10x —=—; 
n 


fest man alfjon — 1 = m, und hiernach n — m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 


= 
"0m. LT 
welches in Anwendung mindeftens ebenfo oft vorkommt, als alle übrigen 


zujammen. 
Die Form diefes Integrald weift auch darauf Hin, daß es dem in 8.9 
abgehanbelten und in Sig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entjpricht. 


Hiernach iſt . 8. [509 = 5 [dx — rt; ferner: 


[Vroz — o ya; 


0% ı Wan A 
en Jen den 
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St — 622 +5 N)dr— [40u — [692 + [drtdz 
—=4 [0 — 6/ardz + bfdr—4r — 208 + 2; 
ferner, wem man 32 — 2 — uw, alfo 30x — Qu, oder 02 — Z 
einfegt: 
f 37 —2.0— [u — = Ver 
= Y, Y8z — 9}; 
endlich, wenn 22? — 1=u, al 4292 = Qu, b. i. da = nd 
geist wird: 
[ra bröz — Bu =4 [eru=4 7 
Var -ı Fe Z 4 4% 
= W=-7 Ver 


Durch Hinzufügung der Grenzwerthe laſſen fich die unbeſtimmten Integrale 
fogleich in beſtimmte verwandeln, 3. B.: 


[520% = 7 (2* — 19 — 8/,.(16 — 1) — 183/,, 
= =], 
32 =V -Vr 
NK Vr..=1, Ve - Vv)=-1a—-y=1 


Ware z.B. [(4 — 622 + 529)d2 = 7 für z— 0, fo hätte man 
allgemein: j« — 622 + 5bet)doe = 7 +4r — 222 + 2°. 


Exponentisl- und logarithmische Functionen. “Die fogenamte $. 19. 


Erponentialfunction y== a”, welche in einer Potenz mit variablem Ex⸗ 
ponenten befteht, läßt ſich mittels Mac Laurin’s Theorem wie folgt in 
eine Reihe verwandeln, wobei auch zugleich das Differenzial derfelben mit ge- 
fanden wird. 
Sept man a” — A, + Aır + Asa? + Asz? +» --, oder, da für 
z = 0, a* den Werth a’ — 1 anniuımt, alfo Ag — 1 ausfällt, 
a —=1+ A + Arm? + Az? + ---, fo hat man audı: 
ad —1 + A 9z + A922 + 40x23 + ---, und daher 
9 (a?) = art?= — ar = arad? — a” — ar(a?* — 1) 
— a* (A,9z + 402° + 402° + ---) 
= a* (Aı + 4,0% + .)dz = 4, aroz. 
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Nun folgt durch ſucceſſives Differenziiren der Reihe 
/))=«"=1+42°+ 4°” + 427° + --, 


op rn 4A, + 2 As + 3 A, 2° 4 ++», 


ae _ 


IJea)= — = Ae—=2ı +23. 424 


(2) = Bat _ Ada: — 2.3.4; +", 


fegt man daher x — 0, fo folgt: 
4, — A, 2 A; = A?, 2.3.4; = AY ... 
daher 
— 1 2 — 4 
I4,= 7, 44-7 — 1.2.3 AA=153;4, Aut 
und es nimmt die "eponentiatehe die dom 


I) &=1+4- HATT HtA TG 35 


HA tm 


Der conftante Coefficient A, ift natürlich eine beftimmte Function der 
conftanten Grundzahl, ſowie letztere eine Function des erfteren; giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, fo ift dadurd) die andere auch beitimmt. 
Die einfachfte oder jogenannte natürliche Potenzenreihe efhält man 
fir A, = 1, deren Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 


ift alfo: 
2 8 4 
N) e=14  tjatrastiasat" 


und jegt man = — 1, fo ergiebt fi die Grundzahl der natürlichen 

Potenzenreihe: 

d—e—=1+4 + +1 4 Ya t = 2,7182828 --- 
Set man e — a”, oder a — em, fo ift 1/m —= Log. nat.a, ber ſo⸗ 

genannte natürliche oder hyperb oliſche menarithme von a, und 


II) 0o* = (em) — m —1+- G)+; + — 3 (4) 


1) bee 


Da diefe Reihe der Form nad) mit der unter I. übereinftimmt, fo ift auch 


1 
4, = Frl und 


$. 20.] Hülfslehren aus der Analyjis. 33 
IV. Ola”) = A,aröxr = „0% 


V) de) = erde. 
3.8. 9(et!) — eetld(32 + 1) = 3erttdz. 





= Log. nat.a.a”dx, fowie 


Setzt man y=a’— em, jo hat man umgekehrt: 
x = Log..y und — — Log. nat.y, daher 
L09..y = m Log.nat.y, fowie umgefehrt 
Log.nat.y oder Log.y = — Log.aY. 


Die Zahl m heißt der Mobul bes der Grundzahl a entfprechenden 
Logarithmen ſyſtemes. Es läßt fich alfo mit Hülfe deffelben der natürliche 
Logarithme in jeden fünftlichen, und umgekehrt, ein folcher in den natlr- 
lichen verwandeln. Für da8 Brigg’jche Logarithmenſyſtem iſt die Baſis 
a — 10, daher !/m = Log. nat. 10 = 2,30258...., und umgefehrt, 
der Modul 

1 
u 77077 ET O—α9α.. 
Es ift alfo: 
Log.y = 0,43429 Log. nat.y, und 
Log.nut.y == 2,30258 Log.y. 
Gergl. „Ingenieur“, ©. 81 u. |. w.) 


Exponentialcurven. Der Lauf der Curven, welche den Exponential- 
fimctionen y — e* und y — 10? entſprechen, wird durd) Fig. 32 (a. f. ©.) 
veranſchaulicht. Für = — 0 ift in beiden Fällen y=e! = a’ —|]; 
deshalb gehen denn auch beide Curven OQS und OQ, Si durch denfelben 
Buntt (O) in der Ordinatenaxe AY. Fürz 1, if: \ 

y=e— 2/7183...,und 
y=-1"=10, 


. 2%. 


—2 


für 2 — 2, giebt: 
" y == e* — 2,718? = 7,389 und 
y —.10* —= 10? — 100 u. |. w;; 
es fleigen aljo auf der pofitiven Seite der Afciffenare beide Curven, zumal 


aber die Iegtere, fehr ftark an; dagegen ift fr x —= — 1: 
1 
— 1 — — — — 
es — ⸗ 3718...” 0,368. ., und 
10° — 10-1 = 0,1; 
kımer für 2 = — 2: 


Beis bach' s Lehrbuch der Mehanit. I, 8 


8. 21. 
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1 
— = — — — 102 — . 
e—=ei— 3718: 0,135 und 10° — 10 0,01; 
endlich fir z = — w geben beide Öleichungen: 
1 1 
er = 0. 
e a 
Gig. 82. , Es nähern ſich aljo beide Curven 
Y auf der negativen Seite der Ab- 
S, fciffeuare diefer Are immer mehr 









D,---------- ----- * 


und mehr, und zwar die legtere 
ſtärker als die erſtere; jedod) findet 
ein wirkliches Yufammentreffen 
mit diefer Are nie ſtatt. 

Da aus 

y=e, x Log. nat.y 
und ebenjo aus 

y= a*, x —= Lo0g..Y 
folgt, fo geben diefe Curven auch 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abſciſſen die Lo⸗ 
garithmen der Ordinaten; jo ift 
3. B. 

AM = Log.nat.MP 
= Loq. MP 1 

u. ſ. w. 

Nach der Differenzialformel IV. 
des letzten Artikels iſt der Tan⸗ 
gentenwinkel @ der Exponential⸗ 
curve durch die einfache Formel: 





_0y__a*0x 
ga, — dr 
__I —_ 
= u.” y Log. nat.a 
beſtimmt. 


Bei der Curve O Pi Qı Sı, Fig. 32, iſt folglich die Subtangente 
— ycotg.a=m, alfo conftant, und bei der Curve OPQS ift fiejtets= 1, 
3.2. für ben Punkt Q, Al=1, für den Punktt 122 =1uf.w. 


Iſt z= @, fo dat man auch 
9z=9(la) = 


acdy 
BE) 
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und umgefebrt, 


Nun ift aber auch y — Log..z, d. i. der Logarithme der variablen Po- 
tenz z bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man auch folgende Differen- 
Jalformeln der logarithmiſchen Functionen 

y — Log.sx und y = Log.nal.x: 


L) (Logs) = — = —— ⸗ 22 jowie 


II.) O(Log.nat.x) = = 
Drzeichnet & den Tangentenwinfel der Curve, welche der Gleichung / — 
Log. entjpridht, fo iſt tang. = 7. und die Subtangente 


— — 29 
= ycılg.a = m’ 


alfo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten z und y zu con⸗ 
firuirenden Rechteckes. 
Mittels der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 
) Y; Y% 
 2ldeg.nat. Va) = IE = 2) = 02 __ 08 


2’ 97’ 





oder auch — 9 (1/, Log. nat.x) = 1, 0 (Log.nalt.x) = 1; Ze. 


\— O[Log.nat.(2 + x) — Log.nat.x2] 
— 9 Log.nat.(2 + x) — 9 Log. nat. (x?) 











_.0% 908 _ _@+m)2ds 
2+x u z(2 +2) 
3) 2 (Lag.nat. nat. — — nat. (exs — )] — O Logq. nat. ſe + 1)] 
o(e*) O(e*) er dæ eroxr 2edz 


— — — — — — 


e_l etl e_-1 e+ı &_] 


Integrale der Exponential- und logarithmischen Formeln. $, 22, 
Benn man die Differenzialformeln der legten Baragraphen umkehrt, fo ftößt. 
man, wie folgt, “ andere wichtige Integralformeln. 


Aus (a) — es, folg t [= — ar, d. i.: 
IL) /[a*0x — ma* = ar: Log.nat.a, und daher: 
1) fe0z= e. 








9% 


$. 28. 
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Ferner aus nn — min, folgt Wir moz — L09..%, d. L: 


III.) e_. — L 109..% — Log.nat.x, und bafjelbe giebt aud) die 


Integration der Formel 9 (Log.nat.x) — 12 . 


Hiernach laſſen fic leicht folgende Beiſpiele berechnen: 
— — 1, [er10(5= — = = 1, ee, 


OÖ 
a 


ei * 


—/z0: + So= + ‚ [ed — "+24 2 Log.nat.(c— 1). 











+1 
Logarithmische Reiben. “Die erfte Integralformel | "0x — — 
läßt das legte Integral unbehium; denn m —= — 1 gelest, folgt: 

/* 0% - / —— n + eine Conftante = © + Eonftante; fegen 


wir aberz—=1 + %, nd dæ —= du, ſo erhalten wir: 


dädu — (1 — 4 u2 —- uw + ut — ...)du, und daher 





z 1+u 
— [ou — [ueu + D 
w? u® 
= 545-574 
es läßt ſich alſo aud) Log. nat. (1 Hy=u—t 4 * _ he, ober 
IV.) Log.na.= («— 1) - EZ + eu _ er La 


fegen. 

Mit Hülfe diefer Reihe laſſen fich die Logarithmen folcher Zahlen beredh- 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen bie 
Logarithmen zu finden, jo fchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ an, fo giebt die vorlegte Reihe: 

u us 77 
Ted ZW ggg 
und es folgt nun durch die Subtraction beider Reihen von einander: 


8. 23.] Hüffslehren aus der Analyfis: 37 


er +7 4. bi 





I9)=3(u+$ 44* an 


an u — 
1,75 alfo « = — I gefebt, 


7) Tone 2 +) +) +] 

Diefe Reihe ift auch zur Beitimmung ber kogarithnen von ſolchen 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da 7 ſtets 
unter 1 ausfällt. 


Es ift auch Log. æ + 9) — Log.x— Log. ( + 9 Lg ( 9) 
— A (2) + Ys (#) — x 
[+ Ya) + Ye) +] 
und daher: 


Zoll tl) + 


Diefe Formel ift anzuwenden, um aus dem Logarithmen einer Zahl den 
Logarithmen einer nächft größeren Zahl zu berechnen. 


38. Ig.na.2 = 25 + (5) +] 


=2() + Y.Yar + Ys-Yas +) 
BE 

















0,01234 
0,00082 
0,00007 


genauer — 0,69314718. 

Log.nat.8 — Log.nat.2° —= 3 Log.nat.2 iſt hiernach — 2,0794415, 
und endlich nach der Iegten Formel: 

Log.nat. 10 — Log.nat.(8 + 2) 


— Log.nat.8 + 2 15 + Ya) +] 
— 2,0794415 + 0,2231486 — 2,302585. 


— 


— 2.0,34656 — 0,69312, 
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Dean kann auch | 
Log.nat.10 — Log.nat.2 + Log.nat.5 = Log.nat.2+ Log.nat.(4+ 1) 
== Log.nat.2 + Log. nat. (2?) 


1 1 N 
nal 
—=3.Log.nat.2 +2[1/% + !/s (A) Hy)’ +--] 
— 2,0794415 + 2.0,1115718 — 2,302585 jeßen. 
(Bergl. $. 19.) 


8.24. Trigonometrische und Kreisfunctionen. Bon praftifcher 
Wichtigkeit find endlich noch die trigonometrifchen und Kreisfunctionen, 
deren Differenziale und Integrale ebenfalls im Folgenden ermittelt werden. 

Die Sinusfunction y — sin.x giebt für 2 —= 0, y— 0; 


frz = Z — u — 0,7854..,y= VYs = 0,7071, 





fi y-lfis-my-0; 
lre=!dız y—=—- Lfror=2%,y=0u]J. w.; 
trägt man daher x als Abfciffen AO und y als die entfprechenden Ordina⸗ 
ten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Cure (APBzC2x), 
Fig. 33, welche fid) nach beiden Seiten von A ins Unendliche fortjegen Läßt. 
Dig. 33. 
TX E M 


02 


nn ee 
|| 
nn nn nn a 


„ausm anrnasne 


N +1 ĩ 
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RT 


—— „za rptccjszocsauw6sß 
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IN 
SL 


En 
—2 
S 


— — — zn cczbJamu= 


-Y 


5 
m 
⁊ 
2 


— Bee 
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. ® v . N 
Tie Cofinusfunction y==cos.z giebt fr 2—=0, y=1, fure — 7. 


Vm fir =, y=0, fkenrny=—Litr=!ır,y=0, 
fr z=2n, y= Fe u. f. w.; ihr entjpricht daher genau biefelbe Schlangen» 
linie (+ 1 PZ = Tr ) wie der Sinusfunction, nur ift diefelbe auf der 
Abſciſſenaxe um — — 1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve 


ſtehend. 

Ganz anders ſind aber die Curven geſtaltet, welche den Tangens⸗ und 
Cotangensfunctionen y—tang.x und y— cotang.æ entſprechen. Setzt 
man in y — tang.z, z —= 0, Yın, Ya, fo erhält man y = 0, 1, ©, 
und daher eine Curve (AQE), welche fich einer durch den Theilpunft (3) 
der Abfcifienare A X gehenden Parallele zur Ordinatenare AY immer mehr 
—* 3), T, 
fo erhält man y—=— ©, 0,-+ ©, und daher eine Curve (Fr @), die ſich 


den Parallefen durd) (5) und (2/;%) bis ins Unendliche nähert, oder wie 


man fagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (f. $. 11) hat. 

Bei ferneren Annahmen für x wiederholen fich diefelben Werthe von % 
und deshalb wird alſo auch der Function y = tang. x durch lauter Curven, 
wie (Fr @), welche um x — 3,1416 in ber Richtung der Abfciffenare von 
einander abftehen, entſprochen. 

Tie Function 


ud mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner z — 


y= colang.z, giebt dagegen für =0,T, = —, 2; y=0,1,0,—o, 


daher entjpricht derfelben eine Curve (x Q 7 1), welche von der Tangen⸗ 
tencınve nur ber Lage nad) verjchieden ift; auch läßt ſich leicht einfehen, dag 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. D. (# zn) u. |. w., diefer 
Function angehören. 

Während fomohl die Curve fir Sinus und auch die für Cofinus (die fos 
genennte Sinufoide und Coſinuſoide) em ftetig zufanmenhängendes 
Ganzes bildet, bejteht die Curve für die Tangenten, ſowie aud) die fiir die 
Eotangenten (die fogenannte Tangentoide oder Cotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten für gewiſſe Werthe von © 
as dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche iberfpringen, wo⸗ 
bei natürlich die Curve ihre Continuität verliert. 
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$. 25. Differenziale der trigonometrischen Functionen. Die Diffe 
venziale der trigonometrif—hen Linien ober Functionen ergeben ſich 
durd) Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
CA=(P=(Q=1 894P=z,PQ=0z, 





ferner: 
MP= sin.z, CM = 00.2, AS = tang.z, 
endlich: 
09=NQ— MP sin. 4 02) — sin.z = Osin.z, 
PO=— (CN—- CM = — ſcos. 4 92) — c0s.2] = dcos.z, 
und 


ST=AT— AS= tang.(z + 92) — tang.z = dtang.x 
if. 

Da das Bogenelement PQ rechtwinkelig auf dem Halbmeffer CP fteht, 
und der Wintel PCA zwiſchen zwei Linien CP und CA dem Winkel PQO 
zwiſchen ihren Perpendifen PQ und OQ gleich ift, fo find die Dreiede 
CPM und OPQ einander ähnlich, und es ift: 

0Q _CM, . sinn _ cosz 








RT a — 
daher 
I) d Ein.x) — cos.æ. dæ; ebenſo auch: 
OP AP |. —Oco.z _ sin.z 
BT ar m Tt 
daher 
11.) 0 (c0s.2) = — sin.zdx. 
Man fieht Hieraus, daß Meine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 


Big. 34. Sinus um fo mehr Einfluß haben, je 
größer cos. z, je kleiner aljo der Bogen 
oder Winkel ift, daß dagegen diefelben 
den Eofinus um fo mehr verändern, je 
größer sin. x ift, je mehr aljo der Bo⸗ 


gen ſich = nähert, und daß endlid) das 


Tifferenzial des Cofinus das entgegen» 
gefegte Zeichen von dem des Bogens 
hat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
von z eine Abnahme von cos.z liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von = ein 
c Wachſen von cos.x giebt. 

Legt man SR reditwinfelig auf CT, 

fo erhält man ein Dreied SRT, weldes . 
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wegen der Gleichheit ber Winkel RTS und CQN oder CPA dem Dreiede 
CPM ähnlich ift, und weshalb man hat: 


ST_ CP, . Otang.z 1 








SR CH" TER sa 
SR_PQ,. _ 08.0% 
Run ift aber aud): sw d.. SR = 1 
und 
CS = secans.x — —. daher SR = KLE 
cos.æ cos.æ 
und 
—X 


Süßer man ſtatt x, 2 — 2, alfo ſtatt 0,2 6 — 2\=— 28 ein, 
jo erhält man: 


(Ei 


BIGmD)i 


IV.) d(eotang.z) = — ar 
Durch Umkehrung geben dieſe Formeln fir das Differenzial bes Bogen: 
0 = Osin.: _ _ 908.5 — (c08.x)? O tang.x 
cos.æ sin.x 
= — (sin.2)? 9 cotang. x, 

oder: 

2 d sin. x — Otang.x 

Vi (ma IH dang.a) 

ſowie 

de — — 0.008.% ___ 0 cotang. x 


Vı — (cos.x)? 1 + (cotang.zy? 


Bezeichnet man nun sin.z durch y, und © durch arc. (sin. — y), fo ers 
halt man: | 
0Y 


Y.) darc.(sin. = y) = ne D 


und auf gleiche Weiſe findet man: 
VL) darc. (cos. = y) = — 


oY 
VYı-y' 
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fowie: 

VIL) daro. (lang. = y) = 5 

und 

VIII) darc. (cotanq. = y) = — 5 


$. 26. Integrale der trigonometrischen Functionen. Die letzten Diffe 
renzialformeln geben durch Umkehrung folgende Integralformeln: 


I.) [e08.202 = sin.z, 





II.) [sin.xz0z = — 005.2, 

GE; 
II.) f 08.23 — tang. x, 

x 
IV.) sin. za = — colang.z, 
ferner: 

0x 
V.) marc. (sin. = &) = — arc.(co8. = x), 
x 


yı- 
VI) / 1 — za we. (tang. = 2) = — are. (cotang. — ®), 


und hierzu laſſen ſich Leicht noch folgende finden. 
Osin.z  (08.2.0% 




















Es ift 9 (Log.nat.sin.x) = — us cotang.x .0%, 
folglich : 
VIL)  feotg.x0% = Log.nat.sin.x, ebenfo: 
VL) Stung.xdx = — Log.cos.nat.x; ferner: 
Otang.z __ x 
0 (Log. nat. tang.=) = tang.xz cos.wRtang.z 
— 02 __ 0(2%) 
— sin.©cos.z sin. 20 
daher: 
OCog. nat. tang. /2 ) = 0% und 
sin.x 
0x x 
IX.) / ins Log. nat.tang. 7° 
ebenjo: 
0x N x 
X.) / rer Log.nat.tang. (7 + =) 


LT x 
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1 a b _a(t—x +b(l +2) 

derner 1—2? 1+z + 1—x "(A+9)(l-—n geſert, 

folgt — 4 (1l -— A) T b (14). Nimm man 1 +zr= 0, alſo 





z—=— 1an, fo erhält man hiernach 1 = a (1 + 1), daher 4, 
und fest man 1 — x = 0, alfo z = 1, fo ergiebt fih 1 = 2b, daher: 
— 1 __Y 1a 
b—=, um —— 7 
endlich aber: 





4dæ —T 
— — 1/ — — 


— 1% Toonat (1 +2) — 1, Log.nat.(1 — 2), 








d. i.: 

x) che Yu Log.nat. (1), 
und ebenfo: 

XII.) a — 1 Log. nat. — + 1). 


Sest man Yı tr? — xy, jo erhält man 1 + 2? = z?y?! und 
ox(1 — y?) = zydy, baher: 











0 ___4 _ 1+9% 
= Hrn (ER) 
wonach: 
MI.) f er: — Log.nat. (z +Vı +22), 
fowie: 


XIV.) — — Log. nut. ſx + Var — 1) folgt. 


Trigonometrische Reihen. Um arc.(tang. = x) = I 1 z z3 8. 27, 


zu finden, darf man nur 1 rn za durch Divifion in eine Reihe verwandeln 
und dann Glied für Glied integriren. Man erhält fo: 





— 1 — + — ee +0 —..., 


J 
Tea for ————— 


ſolglich: 
x? x a7 


l) arcleg.=)=r—- 5;5+5;,707T1r°% 
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B.: 
7* arc. (tang. 1) - 1 — + Y +1 — .. 


alſo den Halbkreis = Aa — , + Y — + — .. 
oder: 


3” 


= =arec. (tan. = V)=V HUN + 
folglich: 


26V, — + Ya — Yin + +) = 8,1415926 -- 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


— _ 1(—-)=1+ 1,22 + 8), x* + 8/e2° + --- 


Vi — æ 
|) ®+ | 02+ 3% [0240 | 02H 2 


d. i.: 
« 8 
1) ar.(in=)=a+ 5 + sun 2 + —— en 
$- B.: 
= arc.(sin. = 1) = U (l + Ya + oo + "ss +"), 


alſo: 





4 ... 


1,04167 
0,00469 
0,00070 
0,00012 


Berner folgt durch fucceffives Differenziiren, wenn man 


sin. — A+ Ar + Ar? + Ar? + Art» 


z—=3. — 3,1416 .. 








fett: 
em) — = Aı +24A2+34Axr +442 + -- 
mn _ — since —=24 + 2.3Axr + 3.442 + --- 
ER) — 02 2.3.4, + 2.3.4.4,x + --- 

O (cos) _ ..._ 
7, Feinsm2.3.4.A, + 


Nun ift aber für x = 0, sin.z —= 0, und cos. — 1, daher folgt aus 
der erften Reihe Au, — 0, aus der zweiten A, — cos. 0 — 1, auß ber 


dritten A, = 0, aus der vierten a = — 25: aus der fünften A, —=0 x, 


nr nn Ale 
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und wenn man diefe Werthe in die fingirte Reihe einjebt, die Sinus⸗ 
reihe: 


+3 5 07 


% 
I) sn tr — __ — _ 
U). 75 * 19345 te 
Auf gleiche Weife ergiebt ſich: 
3 4 6 
‚ass 1-9 tr a3 1333156 1. 
ferner | 
2x5 17x? 

V. ta — — — EEG os.» 
) tang.z — 247 +55 5 +t3373T7 
um 

1 x x3 2x5 
VI) san. —- —- ! _ _—__ I 
Bgm 3a" 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159.) 

Anwendungen der Reductionsformel. Wenn man die Differen- 8.28. 
zialformel O (ur) —= uOv + vOu, aus $. 8, integrirt, fo erhält man den 
Ausdruck ur — S uorv + S vOu, und folgendes unter dem Namen „bie 
Keductionsformel“ befannte Integral: 

ſvdu = uw — [uw oder 
Sedo) = ya) — [IA y@). 

Diefe Regel kommt ftets zur Anwendung, wenn das Integral [vOu 

= [p(z)9 f(x) nicht, dagegen aber das Integral [u0v — /f(2)0p (a) 


befannt ift. 
Mittels der Reductionsformel läßt ſich z. B. das Integral von folgendem 


Differenzial: 
2 = V 14 22.02 
auf ein anderes bekanntes Integral zurüdführen. Es ift hier 


20x 
9@)= VI - as al dp) = — 
F(A) = x, alſo Of (x) = 9x 
zu ſetzen; folglid) hat man: 


Mm + 20% =ıVJı + — I 


g 


2 i+ 2? 


Yıtz 1+ 2 - 7a = Vi FR 





— 
rr 
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daher folgt: 


— Fr%=eYi / 1+220r + — 
oder: 


— x? + re 

und folglich: 

1) SV FR = ha Vi a ler 

Eb — Y[@Yı I. + Vı+ 29]. 
enfo: 


IL) — = Vize | 
—1, [x V 1— 2? + are. (sin. —2)] 
und 


III.) / 2— 10 = YaVar—ı x — he 
| = !yleVY#r —ı1—In(e+ 77 1)]. 
Auch ift 


[tein.2)?92— [sin.zsin.x0x = — [sin.2d (cos.x) = — sin. æ cos 
+ [08.20 (sin.2) = — sin.z.cos.x 4 [(cos.2)? 0% 
= — $iN.% 003.% + ft — (sin.z)?]0x, 
baher folgt: 
2 [(ein.)?d2= [Or — sin.z cos.z, 
und | 
IV.) S (sin.z)? 92 —=1/s (2 — sin.2.cos.2) = 1, (x — Yssin.2 2). 
Ebenso ift 
V.) [(eos.2)? 92 =) - sin.xcos.2) = /y(® + Yssin.22). 
Ferner hat man 
VI) Ssin. 208.202, Ssin. 220(22)—=— 1 cos.2x, 


VII)  Sang.z)"92=tang.z — a, 


und 
VIIL)  /(eotg.2)92—=— (cotg.x + 2). 
Endlich ift 


IX) fesin. — E © + foos. 202&—=— 2008.% + sin.z, 
X.) [ee9z= [rt(e)=ze — [edr=(@—1)e, 
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XL) J Too.nat.202=210g.nata— | 02 —z(Log.ndt.o—1) 


und 


2 
1) [(log.nt.ed)=5 Lo — 92 


— (Log.nat.x — 1,)7 7 


Quadraturen. Kommt es darauf an, eine Curve APB, Fig. 35,,zu 8. 29. 

quadriren, d.i. ben Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve APB 

Fig. 88. und von ihren Goordinaten AC und 
BC begrenzt wird, zu beitimmen oder 
durch eine Yunction der Abfcifje diefer 
Curve auözudrüden, fo denken wir uns 
diefen Flächenraum durch unendlich viele 
Ordinaten MP, NQ u. |. w. in lauter 
ftreifenförnige Elemente, wie MNQP 
von der conftanten Breite MN = 0x 
und der veränberlichen Länge MP = y 
zerlegt. Da fi) nun der Inhalt eines 





ſolchen Flächenelementes 
IF — (I-2).un — (y + YOy)dr — ydx 


fegen läßt, fo findet man ben Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial 492 integrirt, alfo 

F= F y0% 
ſett. 


3. B. für eine Parabel mit dem Parameter p iſt y? — px, und daher 
folgt die Fläche derjelben: . 


F= Vrr0==V5 ) 2r02— VB; ” —=ı,aYpa=hey. 


Die Barabelflähe ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umſchließenden 
Rehtede ACBD. 

Diefe Formel gilt auch fir fchiefwintelige, unter einem Winkel 
XAY zuſammenſtoßende Koordinaten, 3. B. für die Fläche ABC, 
dig. 36 (a. f. ©.), wenn nur ftatt BC = y, der Normalabftand BN 
= ysin.a eingejegt wird; man hat aljo hier: 

F= sin. a [y0x, 
+ ®. bei der Barabelfläche, wenn die Abfciffenare AX einen Durchmefler 
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umd die Orbinatenage AY eine Tangente ber Parabel bildet, aljo 
P®_ ift (f. „Ingenieur“ Seite 177): 


sin. 0? 
F= !,zysin.a, 





y=pt2= 


di: 


Flache ABC — */, Parallelogranımn A CBD. 
Big. 86. 


Sig. 97. 





Für eine Flähe BCCB, = F, zwiſchen den Abſciſſen AG =a 
md AC= c, Fig. 37, ift nad) $. 17: 
F= [ "da. 


3.8. fur y ⸗ if: 
F= —— aꝛ (Log.nat.c, — Log.nat.o), d. i. 


F = a? Log.nat. ()- 


Der Gleichung 5 entſpricht die oben in $. 3 kennen gelernte Curve PQ, 
ig. 38, und wenn daher AM — c und AN = cı ifl, fo giebt 
Big. 88. F = a! Log.nat. (@) 
[2 


den Slähenraum von MNQP an. 

Nimmt man noch der Einfachheit 

nmgan,s= ec=lwa=z 

an, jo hat man: 

F = log.nat.x; 

es find hiernach die Flächenräume 

GCBPI). (INQ1) u fm. bie 

natürlichen Logarithmen der Abſciſſen 

AM, AN uf.w. Die Curve felbft 
x iſt eine fogenannte gleichfeitige 

Hyperbel, in welder bie beiden 
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Halbaren a und b einander gleich find, folglich der Afymıptotenwinfel & —= 45° 
it, und die Geraden AX und AY, welchen ſich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Aſymptoten derjelben. 
Degen dieſes Zuſammenhanges zwifcdyen den Abfciffen und den Flächen⸗ 
räumen werden bie natürlichen Togarithmen ſehr oft hyperboliſche 
Logarith men genannt. 


Bimpson’sche Regel. Mankann auch jedes Integral [yOz— [ p(z)dx $. 30. 


Sig. 39. gleich, dem Inhalte einer Yläche F’ fegen, und wenn 
fi) nun die Integration durch eine der befannten Re⸗ 
geln nicht vollziehen läßt, jo kann man e8 wenigjtend 
annähernd finden, wenn man durch Anwendung ber 
befannten geometrifchen Hilfsmittel den Inhalt des 
entfprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Für eine Fläche ABPQN, Fig. 39, die durd) die 
Grundlinie AN = x und durd) die drei gleich weit 
von einander abftehenden Ordinaten AB = yy 
MP=y, und NQ = y beitimmt ift, hat man 
den trapegoibalen Theil: 


ABIN=Rh=W+YN)Z 


und den fegmentfürmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Parabel 
anſieht: 


F2 PS. BRCMSMS)J. AN?/, —_ F * 
daher die ganze Fläche: 
F=-h+R= 1. +9)+ % (n — »#\|z 








2 
= [Ylk + 9%) + dıyıle= (u + Ayı + yo 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fest F=ry, fo erhält 
man daher für diejelbe: 
% + 4yı + % 

6 

Um nun hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40 (a. f. ©.), 
ju finden, welche über einer gegebenen Grundlinie MN — x fteht, und 
durch eine ungerade Anzahl von Ordinaten yo, Yı, y2, 9 - - + Yu beitimmt 
iſt, durch diefe alfo im eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zer» 
kgt wird, bedarf e8 nur einer wiederholten Anwendung ber Iegten Regel. 

Veisbach's Lchrbuh d. Mechanik. L 4 


y= 
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Es ift die Breite eines Streifens — z und hiernach die Fläche des erſten 


Streifenpaares: 
Big. 40. tn t+m,2r 
6 n" 
ſowie die des zweiten Streifenpaares: 
tin +n,2r 
6 n’ 
bes britten Streifenpaares: 
_n+t “n + 9 ,2= aufm; 
alfo der Inhalt er erften Tre Streis 
fen ober erften drei Streifenpaare, da 
bier n — 6 beträgt: 


FeWtint2n tin t2utintn gg 


=mtnt+ntntW +2 HN] 
und e8 läßt ſich nun leicht ermeffen, daß ber Inhalt einer in vier Streifen 
paare zerlegten Släde: 
FehntntintntntNn +2 tn tn gg 
und daß allgemein, der einer Fläche von » Streifen: 
Fett tn te tn +2 tt tl 


gelegt werben Tann. 
Auch ift die mittlere Höhe einer foldhen Fläche: 
yar ++ tt taten tt +, 
3n 
wobei n ſtets eine gerade Zahl fein muß. n 
Diefe unter dem Namen der Simpfon’fden Regel befannte Formel | 
. „Ingenieur“ ©. 190) findet ihre Anwendung bei der Beftimmung eines 


Sntegrtes |" yor—= [* (@)0x, wenn mn æ — ca — c in eime 
gerade Anzahl rn gleicher Theile teilt, bie Orbinaten 


»=PrOı=P —D 
u=r(e+ 3). en=96) 
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berechnet und diefe Werthe in die Formel: 


Vvos — 


tut tat tn tut tt) 
einfegt. 
3.2. [= giebt, da hier a =2—1=1my=y@=- 


it, wenn man n — 6, alſo — = A F ‘— 1/, annimmt: 





1 


1 
— 1,0000, yı =, %,—=08571,% = 7,= 8/,— 0,7500, 


1 
- 1 666 — 0,6000, 6 — 0,5454 und 
nn /a = 0,6666, urn, = %=77 un 


%»= 


%= 0,5000, daher: 
% +96 = 1,5000, yı + Ys +95 — 2,0692 und ya + %4 — 1,3500, 
und das gefuchte Integral: 


2 
[ = (1,5000-+4.2,0692-+2.1,3500). = 8 


18 





—=0,69315. 
Nach $. 22, III, ift: 
[? = Log.nat.2 — Log.nat.1 = 0,693147, 
alſo die Uebereinftimmung die erwitnfchte. 


Integration durch Annäherung. Im Folgenden ſoll noch eine andere $. 31. 
Regel mitgetheilt werden, welche auch 

Big. Al. bei einer ungeraden Anzahl n von 

ST Streifen angewendet werden kann. 


Behandelt man ein ſehr gedrücktes 
Segment AMB, Fig. 41, als ein 
4 B Parabelſegment, fo hat man nad) 


CDE 
$. 29 ji den Inhalt deſſelben: 


— 2%, AB.MD, 
oder, wenn AZ und BT Tangenten an ben Enden A und B find, und 
eh CT—= 2CMÜ: F =?) - — — 3/, des Dreiecks 


A7B/, des gleich hohen gleichſchenkligen Dreieckks ASB, und alſo 
euch ⸗.40. 082 7TG. tanꝗ. SA G. Der Winkel SAC—=SBC 
4* 
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ft= TAC + TAS= TBC— TBS; fegt man daher die Heinen 
Wintel TAS und TBS einander gleich), fo erhäft man für diefelben: 

i TBCO— TAC 


TAS= ITBS= 3 








und 
840 na0 4 BO AO W It: 


wenn man bie Tangentenwinkel ZA C und TBC durch Ö und & begeichnet. 
Da nun nd) AC=BC= 1, AB— !; Sehne s ift, fo hat man: 





F= Yasttang. ( + 9 
Dieſe Formel läßt ſich nun auch auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 
Big. 42. J anwenden, deſſen Tangentenwinkel 7 AD 


—=a md TBE—=P gegeben find; 
fegt man nämlich nod) ben Sehnenwinkel 
BAD— ABE= 6, fo hat man: 








T4AB=Ö TAD— BAD 
=a.—6 
und 
TBA=e:= ABE— ABT 
=0-B, 
daher: 
ö+.=a—ß, 


und das Segment über AB: 
F= \sttang. >). 
ober, wegen der Reinheit von « — PB: 
s? _ 3? (tang.a — tang. ß 
Feneme-A=-nlır ana)" 
oder, da @ und ß nicht bedeutend von einander abweichen und beshalb in 
tang.atang.ß ftatt @ und B der Mittelwerth 6 eingejegt werden kann: 
—F tang.« — tang.ß 
F= las. + tang.o? 
und alfo ftatt 8cos.6 die Grundlinie MN — x fubftituirt: 








= 8 cos. 6? (tang.« — tang.ß), 


2 
F= - (lang. — tang. B), 


und daher das ganze Flädenftid MABN, wenn y, und yı deflen Orbie 
naten MA und NB bejeichnen: 


z x 
A=W+wy + lange — tang.P) ı; 


8. 31.] Hülfslehren aus der Analyfis. 53 


Stößt an das vorige Flächenftüd nocd, ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Srunblinie NO — x, den Ordinaten BN und CO=y, und Ys 
und den Tangentenwinkeln SBF= BP un SCG =, fo hat man für 
daflelbe den Inhalt: 

x? 


BR=( + 9%) > + (lang.ß — tang. y) 12° 
und daher für das Ganze, da fi) hier — tang.ß gegen + tang.ß hebt: 
F=R+R=(lkyv ty tiay)s+ (lang. —tang.y) 


Für eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « den 
Zangententinfel des Anfangs» und Ö ben bes Enbpunktes bezeichnet: 


=(l,%+ yı + Ya + Yays)x + (tang.a — tang. 6) z j 


und allgemein für ein durch, die Abſciſſen —, . = 7, die Orbinaten 


%o, Yı, 93° * * Yu und die Tangentenwinkel a, und a, ber Endpunfte bes 
ftimmtes Flächenftüd: 
F=lhntytnt tt m 


| 9 
+ Yıs (lang. — tang.«,) (#) . 
Ein Integral wird hiernach mittel der Formel: 


["»?= = ("ps 
e © 


Un tntnt matt 
7 2 
+ Y/ıs (tang.a, — tanq. ce,) (=) 
gefunden, wenn man 2 — ci — o ſetzt: 
2 
n=ran=r(+)n=r(l+2) 
3 * 9 4 =), m = p (e + 2) —= Pla). 


ſowie tang.ı, = Re — Y(&) — Ye) und tang.a, — Y(cı) berechnet, 


und diefe Werthe in derjelben einfet. 
2 . 
3.2. für / er hat man, wenn n = 6 angenommen wird, da hier 
1 
1, 
— ci — — 2 — Iimy=9y@)= il: 


4 
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1 


1 
Y— 7, ıy = I+r7T = !ı ya = ao ya = ‘a 


Y = Yon 4 = und u — /12; 





ferner, da ſich = = ae = — 2; herausftellt: 
tang. —=— = — 1udtan., — — (5) — —_ 1, 
und daher ift: 
[ent at WIHIH Ne 
= —_ Ya Ya =0,69487 — 0,00173 = 0,69314. 


(Bergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 


8. 32. Rectification krummer Linien. lm eine Curve zu rectificiren, 
oder aus ihrer Gleihung y — f(x) zwifchen den Coordinaten AM — z 
und MP y, Fig. 43, eine Öleihung zwifchen dem Bogen AP = s 
und der einen oder der anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt 
man zunächſt das ‘Differenzial des Curvenbogens AP, und ſucht dann hierzu 
das Integral. Läßt man z um MN = PR = 9x wadjien, fo nimmt 
y um RQ = 9y und s um das Element PQ = 98 zu, und e8 ift, dem 
Pythagoräiſchen Lehrfage zufolge: 


Gig. 48. PQ!—= PR? + OR", 
d. i.: 
08? —= 0x: + o32, 
B/-RB alſo: 


08 = YOx? 4 o 
und hiernach ber Eurvenbogen 
felbft: 
T A MN x s — [Vor For. 
3.2. für die Neil’fche Parabel (fiehe $. 9 und Fig. 17), deren Gleis 
dung ay? — x? ift, hat man: 2ayQdy —= 3x°0x, baher: 
a - __92t022 9x0 xr? 


2 — * 
2ay und Oy? = 4day 44 
hiernach: 
08 — (1 + 2.)02% 











und 
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Ver Emm fee 030 
— = uwhodu = = 2), u a — 8/0 — 4 =) 


Um die hierzu nöthige Sonftante zu finden, wollen wir s mit = und y 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann: 


— 8/1aV13 + Con. aljo Con. — — ?/yı a 
und daher 


\3 
8 — Pa [VA + * — |, 
+ B. für das Stüd AP, deſſen Abfciffe x — a ift: 
s— %/ a[Y(/)® — 1] = 1,736 a. 
Führt man noch den Tangentenwinfll RPQ—= MTP= « (dig. 43) 
ein, jo hat man auch: 


OR = PQ.sin.RPQwumd PR = PRcos.RPRQ, 
d. i.: 


Oy = Os sin. « und O8 = Os cos. c, 


und alſo außer tang. « — J (. 8. 6) auch 


in.a— — 98, 
sin. « — EZ und c03.0% = FR 


a 
2 = — — —4 
»= [Vi + ang.’ + fang. a? 00 — [= a IE 


IR nun die Gleichung zwiſchen zwei bei Größen x, y, 8 und @ gegeben, 
fo kann man hiernady auch Öfleichungen zwiſchen je zwei anderen dieſer 


Größen finden. Iſt z. B. cos.« — Vera jo hat man: 


ſowie noch 





s08 


c? + 8? 


en en [an [rw 
= Ver +8? + Con. 


und wenn num = und s zugleich Null find: 


z—=Vc’+s?— c. 


02 = 05c08.0 — 





8. 38. 


56 Hülfslehren aus der Analyfis. [$. 33. 


Krümmungshalbmesser einer Curve. Kine Gerade winkelrecht 
zur Tangente PT, Fig. 44, ift auch normal zur Berührungsftelle P der 


Fig. 44. 





U T 2 Ö K 


Curve, weil die Tangente die Richtung diefer Stelle angiebt. Das Stüd 
PK dieſer Linie vom Berührungspunfte P bis zur Abſciſſenaxe heißt Nor: 
male ſchlechtweg, und die Projection LK deſſelben in der Abjciffenare 
Subnormale Fur die Iettere hat man, da der Winkel MPK dem Tan 
gentenwinfel PTM = « gleid) ift: 

MK= MP.tang.e, 


d. i.: | 

die Submormale = ytang.a — y 2. 
Da für das Curvenſyſtem y — 2x”, tang.a=m gm ift, fo folgt hier die 
Subnormale = mar. = mi" = Y und für die gemeine 
Parabel, deren Gleichung y? — px ift, hat man 

die Subnormule = y 77 = =; 


alfo conftant. 

Erridjtet ınan ferner in einem zweiten, der Stelle P unendlich nahen 
Punkte Q’ eine andere Normallinie QC, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punkte zwifchen beiden Linien das Centrum C’fitr einen durch beide Berührungs⸗ 
punkte P und Q zu befchreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungss 
freis, und es find die Stüde CP und CQ derNtormallinien bie Halbineffer 
dieſes Kreifes oder die fogenannten Krümmungshalbmeifer. ebenfalls 
ift diefer Kreis derjenige unter allen durch P und Q zu legenden Kreifen, 
welcher fid) am meiften an das Curvenelement PQ anfchmiegt, und deshalb 
anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Eurvenelemente PQ zufaınmenfalle. 

Bezeichnen wir den Krlmmungshalbmeiler CP = CQ durd r, ben 
Gurvenbogen AP durd) s, alfo fein Element PQ durch Os, und den Tan⸗ 
gentenwinfel oder Bogen von PTM durch «, alfo fein Element SUM 
— STMdbi — UST= — PCRQ, durd) da, fo haben wir einfach, 
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da PYy—= CP. Bogen des Winkels PC Q if, ds — — rde, und folg« 
{ih den Krümmungshalbmefler: r = — — 


Gewöhnlich läßt ſich © nur mittels der Coordinatengleichung beftinmen, 
indem man ſetzt: 


tang. = = . 
Nun ift aber noch: 


oa 0x 
d tang. — (0s.a)3 und 008.8 — D5’ 


daher hat man: 
2 
00 = (608.0)? .Otung.a — > Dtang.e, 


und den Kriimmumgshalbmefler - 
— — 08 — 033 
— cos. œ) d tang. & 022 dtang.a 
08 


us 05? 
Für eine convere Curve iſt = + 5* 4 ——— 


‚und für 


einen Wendepunft, r = @. 

dr die Coordinaten AO —= u und OC — v des Kruͤmmungsmittel⸗ 
punktes C iſt 

„= AU+HC=z+CPsnCPHdb.i.u=x-+rsin.a, 
ſowie 

v=0C=MP—HP=y— CPco.CPH, ).i.v—y— rcos.a, 

Sig. 46. Die ftetige Folge der Krüm⸗ 

\ mungsmittelpunkte giebt eine Curve, 

welche die Evolute von AP ge- 

nannt, und deren Lauf durch die 

Coordinaten u und v beftinmnt 
wird. 

Wenn mandie Ellipfe ADA,D,, 
Figur 45, mit einem Kreife 
ABA, B, in Berbindung bringt, 
jo kann man die Coorbinaten 
CM =x und MQ = y derſel⸗ 
ben durd) den Eentriwinkel POB 

jl — ß bes Kreifes ausdrücken. Es 
ift nämlich: 
z=(CPsin.CPM= CPsin.BCP = asin.ß 
und 


y=Ml= 





b 


7 MP= 2 CPcos. CPM = bcos.ß. 
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Hieraus ergiebt fid): 
02 —= acos.Boß und dy = — bsin.BOß, 
folglich für den TZangentenwinfel QTX — « der Ellipfe: 
tang.a — 0 — — dein.ß— — 23* tang.ß, 
alfo für deffen Nebenwinkel QTC = a, = 180° — ec: 
tang.cı = * tang.B und cotꝗ. c. = = cotg.ß. 


Hiernad) ift die Subtangente ber Ellipfe: 
MT= ee 


= ycolg.cı = = cotg. Pp= yı eotg. B. 


wenn %ı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem letteren 
die Tangente PT vechtwinkelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, jo ift auch 
PTM= PCB = Pf, und baher die Subtangente deſſelben ebenfalls 
MT= MPcog.MTP — yıcotg.ß. Es haben aljo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abfciffe angehören, 
eine und diefelbe Subtangente MT. 
Berner ift für das elliptifche Bogenelement: 
03? —= 02° + Oy? —= (a?cos.ß? + b?sin. BOB}, 

und das Differenzial von tang. c, d. i.: 


__b __2_ 8 
Otang.e — — 7 dtang. ß — — Aa cos. B3’ 
daher folgt der Krümmungshalbmeſſer der Ellipfe: 
053 (a?cos.ß? + b?sin. ßBVM 
a 0.22 0tung.& u 2 2 
a?cos.ß?- 0.008. Bi 


— (a? os. P? + B?sin. Br 
ab 
3.2. fir ß = 0, alfo sin.d = 0 und cos.ß = 1, folgt der größte 
Krümmungshalbmeſſer: 


und dagegen für A = 90°, alſo sin. ß 
der kleinſte Krümmungshalbmeffer: 


1 ımd cos.ß = 0, ergiebt fid) 


Der erftere Werth von r entjpricht der Etelle D, und ber letztere dem 
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Punfte A; beibe find durch bie Arenftide CL und CK beftimmt, welche 
bie in den Endpunkten A, und D auf der Sehne A,D errichteten Perpen- 
bilel von C aus auf beiben Aren abſchneiden. 


Zusammengesetste Functionen. Diele Functionen, welche in der $. 34. 


Anwendung auf die Praris vorkommen, Taffen ſich aus den oben fennen ge- 
lernten Hauptfunctionen: 
yzır7 y=emwmdy— sinn, y = 008.X u. |. w. 
zufammenfegen, und es find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend bie 
Zangentenlage, Quadratur, Kruͤmmungshalbmeſſer u. ſ. w. leicht mit Hülfe 
der vorſtehenden Kehren aufzufuchen, fowie auch die ihnen entiprechenden Curven 
zu conftruiren, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. 
Für die Curve, welche der Gleichung: 


ya (1 — z)=#- 1/28 
entſpricht, iſt 


ſolglich 
lang.a= 22er — 2—=xı(2 — 5). 

Da diefe Tangente für z — 0 und x — 2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Bunkten, welche diefen Abfciffenwerthen zukommen, die Richtung der 
Abſciſſenaxe. Ferner ift: 

Otang.a = 207 — 2202 = 2(1 — 2)0z, 
wonach alſo für 


fowie für 
2 — 2, Otang.a = — 208 
ensfällt, und daher die Ordinate des erften Punktes ein Minimum, da⸗ 
gegen die des zweiten Punktes ein Marimum ift. Segt man Otang.e — 0, 
fo ergeben ſich dadurch die Coordinaten z = 1 und y — ?/, de Wenbe- 
punttes, in welchem fich das concave Curvenſtück an das convere anſchließt. 
Ferner ift fir da8 Eurvenelement Os: 

e—=0r + 09y = 09m + (2 — 2)?0xr?—= [1 + 22(2 —2)2]0r%, 
und daher die Krimmungshalbmeſſer der Curve: 


0y = 2202 — 20x, 


z — 0, dtang.a = + 20z, 


— 03? 114 22 — e)’T* 
"= Ox?dtang.a 2(1— 2) ö 
— 1 2A | 
+2. für 20, = -- Y,,firz=1, =—=®, 
für -—=2, == +1/,, für = 3, r—1/,.10%= + 7,906. 
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Die entfpredjende Curve ift in Fig. 46 vor Augen geführt, worin A den 


Big. 46. 





-Y 





Urfprung der Coordinaten, 
und XX, YY bie Coor- 
dinatenarendarftellen. Dem 
erften Theil yı — 2? der 
Gleichung entfpricht bie 
Parabel BAB,, welde 
ſich von A aus zu beiden 
Seiten der Are AY ſym⸗ 
metrifch hinzieht, dem zwei⸗ 
ten Theil a = — Ysa? 
gehört dagegen die Curve 
CAC, an, welche ſich auf 
ber rechten Seite von YY 
unter, und auf der linken 
Seite von YY über der 
Abfeiffenage XX Hinzieht, 
und fic) dabei immer mehr 
und mehr von XX ent 
fernt, je weiter fie von YY 
abrüd. Um für eine 
gegebene Abfciffe æ den 
entſprechenden Punkt der 
Curve y ⸗æ — 1,28 zu 
beſtimmen, kommt es nur 
darauf an, die dieſer Ab⸗ 
feiffe zugehörigen Ordinaten 
der erften Curven algebraiſch 
zu addiren. Da z. B. für 
zs=el,y=lmy 
=— 1; ift, folgt die ent⸗ 
ſprechende Ordinate des 
Punttes W, y=Yyı + 9 
=1- 1%, ferner, 
da fur æ ⸗2, 91 4 und 
52 — iſt, fo folgt 
die Coordinate des Punktes 





My—=4-- % = Un, ehenfo ergiebt fi fr = 3,9 = yı + 9 








—9 — 90, fur æ — 4, 


i =— 1, für=— 1, 





yaltıyzYı fir 





4+%; =), u. ſ. w, und man 
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erfieht, daß die legte Curve von A aus rechts den Lauf AWMKL... hat, 
wobei fie anfangs über der Abfciffe AXK— 3 hinläuft, ſich aber von da aus 
weiter bis ins Unendliche unter XX binabzieht, umd daß fie von A aus 
fmf8 nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
it nach dem Dbigen, W ein Wende-, fowie M ein Marimalpuntt der Curve. 
Während die Curve in A und M die Richtung von X X hat, fleigt fie in 
W unter dem Winkel « — 45 Grad auf, weil für denfelben tang.« 
= z(2 — 2)=1 ift, dagegen ift für den Neigungswinkel in K, tang.& 
— — 3, folglich diefer Winkel jelbft « = 71934’ u. f. w. 
Die Quadratur der Eurve ift durch das Integral 


F= [»os = fe — 1,3) [adr — 1; [»°» 
x3 z* 23 
=70n=7 (1 — 2) vollzogen. 


Hiernach folgt z. B. a das Flächenftüd AWMK über AK — 3, der 
Inhalt F = = (1 — ?/,) = %/ı, und dagegen der Inhalt des Tlächen- 


— — 3 3 
ſtüdes 3L4, über dem Abfciffenftüde 34, Fi -- (1 — 1) — = 1-3) 
=, = — /. 
Um endlich noch die Fänge eines Curvenftüdes, z. B. von AWM, zu 
finden, fegen wir 
8 = / 1 + x2(2 — z)?9x - /” Y(z2)0x, 


und bringen die im $. 30 abgehanbelte Integrationsmethode zur Anwendung. 
Es if Bier ce = 0, und c, — 2; nimmt man n = 4 an, jo folgt 


== = 1/,, und fest man nun für x nad) und 
nad) die Werthe O, ?/,, 1, 3/, und 2 in die Function 


gaa=Vı + a2 — 7) 


ein, fo erhält man die Wertbe: 
0 =VI=1, 
9Y)=YVı + ı = Yu Pl) —Yı F1=%R= 1,414... 
Hy) =Vı + = und () — VII., 
und daher die Länge des Bogens A WM: 
= (900) + 490) + 29) +49 CH) +9@)) 45° 
—(1+5+2828+5+1).1,= 2471. 
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62 Hülfslehren aus der Analyfis. [$- 35. 
Mittels der Eure y — 2? (1 — =) läßt fih nun auch leicht der Yauf 


dr Curve y—=x \ 1— rn angeben, denn wenn man aus ben Coordi⸗ 


natenwerthen der erfteren die Quadratwurzeln außzieht, ergeben ſich die ent⸗ 
fprechenden Coordinaten der legteren. ‘Da die Quadratwırzeln aus negativen 
Zahlen imaginäv find, fo erftredt fich diefe Curve nicht iiber den Punft X 
hinaus, und da jede Duadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleich große 
entgegengefegte Werthe hat, fo läuft die neue Curve (II.) in zwei ſymmetriſchen 
Zweigen QAMK und Q, AM, K zu beiden Seiten der Abfciffenare 
XX hin. 





Functionswerth 2 Wenn der Quotient y = ne aus zivei Func⸗ 
tionen (x) und (x) für einen gewiſſen Werth a von x den unbeftimmten 
1 _.a? 
Werth ” annimmt, welches ſtets eintritt, wenn, wie z. B. in y = — 
Zähler und Nenner eines Bruches einen Factor 2 — a gemeinfchaftlich 
haben, fo Tann man den wirklichen Werth deſſelben finden, wenn man Zähler 
und Nenner jeben fitr ſich differenzürt. 
Wächſt = um das Element 9x und entfprechend y um das Element Oy, 


fo erhält man: 4 300) 
_ PA 26. 
TOT 
Nun ift aber für = = ae: 
9) =0 und Ye) = 0, 
baher hat man für diefen Fall: 


2906) 
y-+ 0y 555 





oder, da Oy als unendlich Meine Größe gegen y verſchwindet: 
9) _2yl) _ Pı@) 


m — EEE — — ———— — 





wo Pi (x) und Y,(z) bie Differenzialquotienten oder ſogenannten zweiten 
Ableitungen von P(x) und YLlz) bezeichnen. 





Stellt ſich y — 9) wieder — n heraus, jo fann man von Neuem 


Yı (2) 
bifferenziiren, und 
0 
y= rn = = . e ſetzen u. |. w. 


Auf gleiche Weife find auch die unbeftimmten Ausdrücke y = 2 und 
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olo 


0.© u. |. w. zu behandeln, da o = * folglich Sm O. — 


geſetzt werden können. 3. B.: 
323 — 752 — 8r+20 0 

y= 52° —_2laı t 248— 4 giebt für = — 2, 0 —; egiftdaher aud) 

erlaubt, 
__ 082° — 727— 82420) _ 92?—142— 8 

I Sa — 21a 242 — 4) Isa ut 24 
zu fegen. 

Run fällt aber für x = 2, y wieder — m aus, daher fegt man von 
Neuem: 


— Als 4225424) 302—42 ILe—ı 9 
Es ift aber auch wirklich der Factor y — 2 zwei Mal in dem Zähler 

und Nenner der gegebenen Function enthalten. ‘Dividirt man beide durch 
z — 2, jo erhält man: 

— 322 — x — 10 

ya ler?’ 

und wiederholt man diefe Divifion im legten Werthe, fo ftellt fich 

8% +5 

52. —1’ 


aljo ze = 2 geſetzt: y — n heraus. 


— V ı —_ 
Ferner: y — — ⸗ giebt für x — 0, ebenfalls 2 
Nun ıft aber: 


la — u 





a — x 


daher folgt fir diefen Sal: y —= ee =; 


Ferner in y— — z—1 geſetzt, folgt / = re nun tft aber: 


Ilnz— m a Yı — _— __ 8 
& 2Vı — x 
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Endlich: 
1 -— sin.z + cos. 
= ZI + sin.x + c08.% 
- 1—1-+0 0 


giebt für = = 7 (909), 


ıI= -Irir0 © 
daher ift auch 
O(1 — sin.z + cos.) __ — 008.2 — sin.z 
%(— 1 + sin.z + 008.2) (08.2 — sin. 
—0—1 
= 77T 
zu jegen. 


8.36. Methode der kleinsten Quadrate. Wenn fir eine Function 


y= au + Bo eine Reihe von zufammengehörigen Werthen der Variablen 
u, v und y durd) Beobachtung oder Meffung gefunden worden ift, fo fann 
man nad) denjenigen Werthen der Conftanten « und 4 fragen, welche von 
den Fleinen zufälligen und ungejegmäßigen Beobadjtungs- oder Meflungsfehlern 
möglichft befreit find und daher auc) den Zufammenhang zwifchen den Größen 
u, v und y, wovon u und v auch befannte Functionen einer und derfelben 
Bariablen x bedeuten können, möglichft genau ausdrücken. Unter allen 
Regeln, welche man zur Beantwortung diefer Trage, d. i. zur Ausmittelung 
der möglich oder wahrjcheinlich richtigften Werthe der Conftanten anwendet, 
ift die fogenannte Methode der kleinſten Quadrate die allgemeinfte 
und wifjenjchaftlich begründetſte. 
Sind 


%, U, Yı 
Ur, Ur, Ya 
Us, Us, Ya 


Un, Un Un 
die der Function y = au + Pr entiprechenden Refultate ber Beobachtung, 
jo hat man für die Beobadhtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
2a — Yı — (auı + Pvi) 
= 92 — (eu + Pu) 
3 — y3 — (am + Pr) 


| s — ya — (au, + Bo.) 


und 
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—=y —2auıy —2ßoıyı + aut + 2aßun + Brei 
3» =m — 2amy —2ßoy + at; + 2aßum + Pro; 
sy =y 2a —2Poy +atud + 200 + Pro 

’ 


— 3 — 2a ya — 2 Buy + au + 2aßu,vu. + Bro} 
und erhält nun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man ſich der Ab⸗ 
fürzumg wegen bes Summationszeichens S bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alfo „HyPHyI +. + = Ey), 
YYı + vaya + v3Y3 + + 99 = Z(vy) jeßt, u. ſ. w.: 
& (2?) = Z(y?) — 20 2(uy) — 2BE(vy) + 0? (u?) 
+ 22.ßL&(uv) + 2? (09). 

In diefer Gleichung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Tyehlerguadratjumme (2?) nur die hier als Urvariable anzu⸗ 
fehenden Sonftanten a und 4 ber Function ya + ßv unbelannt. Die 
Methode der Hleinften Duadrate fordert nun, ſowohl « als auch 4 fo zu 
wählen, daß die Quadratſumme Z(5?) zum Minimum werde; und deshalb 
müflen wir die gewonnene Yunction fr Z(e9) ein Mal in Beziehung auf 
a und ein Mal in Beziehung auf 4 bifferenzüiren, und jeden ber fich heraus⸗ 
fellenden Differenzialquotienten von (2?) gleich Null fegen. Dadurch 
ſtößt man auf folgende zwei Beftimmungsgleichungen für « und ß: 

Zug) + alu) + BE) = 0, 
— Z(vy) + P&(v?) + aZ(ur) = 0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrüde führt: 
_ Zw) (uy) — Z(uv)Z(vy) 
Fu) le) — Z(uv)Z(ur) 
Z(u)E(vy) — Z(ur)Z(u Luc 
B= EEE m — I en (vergl. „Ingenieur“ ©. m). 

Diefe Formeln gehen für eine Function y— & + Pv, da hier u = 1, 
alſo E(uv) —= El, Zu) wWdZzw)—=1+H1i+it-=n, 
d. i die Anzahl der Gleichungen ober Beobachtungen ift, in folgende über: 

_ Zw)Z(y) — Z(v)&(ny) 
nl) — Z(v)&(v) ° 
B— nZ(vy) — ZwW)Z&(y) 
nZ (v0) — Ze)Z(o) 
Für die noch einfachere Function y— Pr, wo a—Null ift, erhält man: 
j B — 2 (vy) 
& (v?) ’ 
Veisbach“' e Lehrbud Der Mechanif. J. 5 
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und endlich für den einfachften Fall y — a, wo es fich alfo um die Aus 
mittelung des wahrjcheinlichften Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 
_ZW 

= 


alfo diefer Werth da8 aritHmetifche Mittel aus allen durch Meffungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


:& 


Beifpiel. Um das Geſez einer gleihförmig bejchleunigten Bewegung, d. i, 
deren Anfangsgeſchwindigkeit c und Beſchleunigungsmaß p kennen zu lernen, 
bat man die verjehiedenen Zeiten ti, !y, kz u. |. w. entſprechenden Räume oder 
Wege 51, 89, Sg U. |. w. gemefien, und dabei Folgendes gefunden: 






Ben | 0 





101 Fuß 


Rum 0 | b | » | s | 20% 





2 
Iſt nun s — et 4 * das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 


geſetz, jo handelt es fih um die Ermittelung der Conſtanten c und p. Setzt man 


in die obigen Formeln = tund v = #9, ſowie a—=c, = 2 und y=s, 


fo erhält man zur Berehnung von c und 9 folgende Formeln: 
u — ZU) Zst) — ZI) Zst”) 
— zZ) zZ) — Z(}) z (9) 


p _ ZN) E(st?) — Z(t) (st) 


3 = 20) = EU 
wonach fih folgende Rechnung führen läßt: 


und 





t | {8 ‚3 is 8 | st | 512 
1 1 1 9 6 5 
3 97 81 20 60 180 
6 125 625 88 190 950 
7 343 2401 68,5 409,5 | 2866,5 
10 1000 10000 101 1010 | 10100 





Eummen | 184 
| = (1?) 


1496 
=5 (13) 


1674,5 | 14101,5 
= Z(st)| = Ziet?) 


= (tt) 


= (5) 











13108 | 222,5 


m _. _ Mu en DB _ u fe 


§. 37.] ‚Hülfslehren aus der Analyfis. 67 


Hieraus beftimmt fi 
18108. 1674,65 — 1496.14101,5 _ 858502 
e = 415108 — 1006.1006 54000 Sub und 
184 .14101,5 — 1496. 16745 89624 
2 = — I 0m ——2— 2 
AP = — 54.151086 — 1496-1206 175856 — 155 Tuß, 


und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung: 
8 —= 4,909 + 0,5155 . 19, 
Rad diefer Formel hat man: 









w Ram | 0 6,42 





19,36: 


1,43 


69,62 | 100,64 Fuß 














ia. Wenn man die Zeiten (t) 

Big. 47. als Abfcifien und ſowohl die 
beobachteten als auch die be- 
rechneten Wege (s) als Or⸗ 
dinaten aufträgt, jo laßt ſich 
durch die Endpunfte der be- 
rechneten Coordinaten eine 
Curve AB, Fig. 47, legen, 
welche fi zwiſchen den durch 
die beobachteten Coordinaten 
beſtimmten Punkten M, N, 
O,P,Q fo hinzieht, daß die 
Quadratſumme der Abmei- 
Hungen berjelben von biejen 

X Puntkten beiderſeits möglichft 
flein ausfallen. 





t-0 1 3 5 7 10 


Anwendung auf die praktische Geometrie. Sind nicht allein 8. 37. 


bie einzelnen Werthe, fondern auch die Aggregate einer Heide von Größen 
w,2,9,3.. durch Meſſung gefunden worben, fo laffen ſich die wahrſchein⸗ 
lichſten Werthe berfelben durch die Methode der Heinften Quadrate beftimmen, 
wie in folgenden Beifpielen gezeigt wird. 
1) Man hat durch Nivelliven gefunden: 
die Höhe von B über A, = a, von (über A, — b, 
> a — „CC, B=4 „D,„B=d, 
2 :D,0=8 En B=% 
ſowie nn E,„D=g (ig 48 a. f. S.), 
und fragt nun nach den wahrjcheinlichiten Höhen ww, x, y und ⸗ der Bunfte 
B,C,D, E über 4? 
Es follte fein: 
„=, æ — b, æ -v=moy—v—=dy—ır =m,s—u—f 
unde — yo; 
pr 


m 
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daher find die Yehler: 


w—axs—-br—-w—cy—-uw—dy— 0 —e 
se — w — Fund — — 9, 
und es folgt die Summe ſämmtlicher Fehlerquadrate: 
P=w—- a”? +@ - WM’ +r@— oo — 4)! 
+W—- 2 —-! +@—-wv— ff! +@— y— N. 
Damit dafjelbe ein Minimum werde, müflen bie Differenzialquotienten 


Fig. 48. 








dieſes Ausdrudes, welche aus dem 
fucceffiven Differenzüren deſſelben in 
Hinficht auf so, x, y und z hervorgehen, 
einzeln gleich Null fein, es ift alſo 
w— a) — (@ —w— ec) 
—y—%— d)—(e-0—f)=0, 
(«—b)+ (2 —0—.) 

— 1 e) —=0, 
W-07—-)+W—2—) 

— (sy —- 0 mw 
(--w—f)+(@—-y—g)=0 


zu jegen, 
Die Auflöfung diefer vier 
Gleichungen giebt die ge 
fuchten wahrjcheinlichen 

Höhenwerthe w, x, y und e. 

2) Um die möglichft ge 
nauen Richtungen der finien 
MA,MB,MC und MD 
gegen eine gegebene Grund⸗ 
linie MN, Fig. 49, zu er- 
mitteln, find folgende Winkel 
und Winkelſummen gemeſſen 
worden: 
NMA—=a, AMBhb, 
BMC—=e 0MD—=d, 
NMB=e AMC—=f, 
BMD=g NMC=h, 
AMDK, und NMD==I, 
welches ſind nun die wahr⸗ 
ſcheinlichſten Werthe der 
Richtungswinkle NMA 
— , NMB=z, NMC 
— und NMD=e 
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Hier find bie Fehler 
„az — u—by—ı — se —y—-dhe—eoy—w—f, 
e —- — 9, y— he y— kws —|, 
* folgt die Summe der Fehlerquadrate: 
—— + W-2— 0? + (-9—) 
F @- 
+@—-y—-M?+@—), 
und es ergeben ſich durch Differenzüiren u. ſ. w. folgende vier Gleichungen 
zur Beitimmung der Richtungswinkel w, ©, y und e: 
w—- a) — @ — v—b)—- y-w—f)=0, 
@—-0u—)-W-2-)+@-)-e—-:—-)=0, 
W-2—-)-@-9-9+W-w—N 
+y—)—-(e@e—y-h=0 und 
@ —- y—+r@—-2 —- +e—-y—h+@—)d=0. 
Beilpiel 1. Dur ein NRivellement zwifchen vier Punkten A, B,C und D, 
Big. 48, find folgende Höohenunterſchiede gefunden worden: 
Höhe von B über A, a — 45,437 Meter; von C über A, b = 69,877 Meter; 
„ u. Cüberr B,c= 24492 „ von Dübe B, d = 108,127 
und von D über CO, e = 80,768 Meter, 


welches find nun die wahrjheinlihen Höhen w, = und y ber Punkte B, C und 
D über A? 


Es find die einzelnen Fehler: 
w — 45,437; 2 — 69,817; 2 — w — 24,402; 
y— w — 10,127 und y — x — 80,768 Meter, 
und je daher die Summe jämmtliher Fehlerquadrate: 
— (m — 45,487)2 + (= — 69,817)? + (2 — 0 — 24,402) 
"zZ (y — » — 108,197)? + (y — x — 80,768)2. 
Durch Differenziiren nah w, = und y und Nulliegen ber Differenzial- 
quotienten ergeben ſich folgende Beftimmungsgleihungen: 
(w — 45,487) — (2 — w — 24,402) — (y — w — 105,127) = 0, 
(æ — 69,817) + (2 — to — 234,402) — (y — x — 80,768) = 0, 
(y — w — 106,127) + (y — x— 80,768) = 0, 


oder 
sw — 2x — y= — 81,002, 
Ss —w— y= 13,451 


2y — w — x = 185,895. 
Hieraus ergiebt ſich: 


und 


z + w = 115,264, 


hie = — w= 24,886, 
van it . w= 45,434 
a x — 69,820 


y = 150,574 Meter 


$. JE. 
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Beilpiel 2. Aus dem Punkte M, Big. 49, find die Hortzontalwintel 
NMA=a AMB=b, u. |. w. gemeflen und hierbei folgende Refultate ers 
halten worden: 

NMA= a = 3602180", AMB=b= 2943 (" 
BMC=c =48 680", NMB=d= 66% 380” 
AMC=e = 775030" und NMC=f = 114%12' 0"; 
welches find nun die wahrſcheinlich richtigften Werthe der WintelNMA=x, NMB 
— yund NMC=e, um melde die Richtungen MA, MB und MC bon 
der Grundlinie MN abweichen? 

Es find auch hier bie Fehler: = -ıfp=y—du * w., und 
iſt, wie im vorigen Beiſpiel die Summe der Fehlerquadrate: 

— — 
und daher zu ſetzen: 

v— a — (x — w — b) — y—-u—ed)—=0, 

z—- w» — — — y—-ıc— )+2z2—d=0 


ſowie 
y-2-c+ty-w-e+y-f=0 
wonach 
Bu — a — y=a—b— e = — 710120" 
32: — v— y=b+d— c = 47400" 
und 
Sy— v— z=c+teH+f = 240090" 
folgt. 
Durch Elimination von y ergiebt fi: 
w— x = — 29048'0" 
und 
22 — w —= 95%47' 15”, 
jo daß nun 
x —= 66° 4’ 18”, 
w = 86° 21’ 0f' 
und 
y = 114° 10’ 45" 
folgt. 


Die Summe der Fehler: 

w— a = — 09030”, 
z— w—b= + 0%0' 15”, 
y-z—c=000, 
2 —d=+ Ws, 
y-w-e=+ 0045", 
y—f= — #1'15" 

ift, wie nöthig, —= Null, jowie die Summe der Yehlerquadrate: 

802 +4 152 + 02 + 45°? 4 452 4 152 = 5400, 
im Minimum. 


Interpolationsverfehren. Kommt es barauf an, in Ermangelung 
einer Formel für das ftetige Fortfchreiten einer Größe y oder ihre Abhängig. 
feit von einer anderen Größe x, einen Werth ber Größe y, welcher einem 
gegebenen Werthe von x entfpricht, mittels entweder aus Erfahrung befannter 
ober aus einer Tabelle entnommener Werthe von = unb y zu beftimmen, fo 
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wendet man das fogenannte Interpolationsverfahren an, von welchem 
hier nur das Wichtigfte mitgetheilt werden foll. 
Wenn die Abfciffen AA, = x, 
„Dig. 50. AM, = x, md AM, —= 1, Fig. 
50, und die zugehörigen Ordinaten 
MP =y, MP =y wm 
M, P3 = ys gegeben find, fo kann 
man die einer neuen Abſciſſe AM —= x 
entiprechende Ordinate MP = y 
durch bie Sormely—a + Br + yx? 
ausdrüden, wofern bie drei badurd) 
beitimmten Punkte Po, Pi, P, nahe 
in einer geraben Linie oder in einem 
wenig gekrümmten Bogen liegen. Legt 
man den Coordinatenanfangspunkt 
von A nad) MM), fo wird dadurch der 
Allgemeinheit nicht gefchadet, wir bekommen aber bann einfad; flir z — 0, 
= a und folglich das cohftante Glied & = Yo. 
Führen wir nun ein Mal =, und yı und ein anderes Mal x, und y, in 
die fingirte Gleichung ein, fo erhalten wir folgende zwei Bellimmungs- 
gleichungen: 





Y-n=Pßaı +r% 


und 
Y — yv=ßn +Y%,) 
woraus fich 
B= (Yı — %) * (yı — Y)zr 
um — ur 
und 
_ M-— Y)Lı — Mr — Yo)Rı 
= ze’ — 272 
ergiebt. 
Es ift alfo hiernach: . 


— Yı —y)z — Yı — Wer), 
y=%+ (me a el), a 
(yı — Yo) — (Ye — %) =) 2 
* u — 20 ** 
Lüge die Ordinate y, mitten zwiſchen Yo und Ya, jo hätte man æ. —2rı 
md daher einfacher: 
3% — 4yı + u)⸗ + (= 2yı +3 ur 


y—% — PEN 22} 


8. 39. 
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Sind nur zwei Paar Coordinaten 2, Yo und 2, Yı gegeben, fo muß 
man die Begrenzungslinie P, Pı als gerade Linie anfehen, und folglich 


y=y+ Ps» 
aljo aud) 

y=y% + Pa 
fegen, wonach 

— N „% 

P= — * 

und 
von + (8) 

folgt. 


Wenn verlangt wird, zwilchen den Drdinaten Yo, Yı, Ya eine vierte Or⸗ 
dinate y durch Conftruction zu interpoliten, fo legt man durd die End- 
punfte Po, Pı, Pa dieſer Ordinaten einen Kreis, und nimmt y al8 die Drbi- 
nate defielben an. Das Centrum CO diefes Kreiſes wird auf die befannte 
Weile dadurch beftimmt, daß man die Punkte Pu, Pı, Ps mit einander 
durch gerade Linien verbindet und in den Mittelpunkten berfelben Perpendilel 
errichtet; der Durchichnitt C diefer Perpendifel unter einander ift das ges 
fuchte Centrum. 

Sind die Entfernungen des mittleren Punktes P, von ben beiden anderen 
Buntten P, und P,, so und 8, und ift der Abftand P,K des Punttes P, 
von der Berbindungslinie 3 — P, Pa, — n, fo hat man für den Peripherie 
winfel & = Pı P, Ps = Ya Sentriwinfel Pk OP:: 


. h 
sin.a = — 
80 
und folglich flr den Krͤmmungshalbmeſſer O P CP, = CP, CDB,: 
ro _a__ a. | 
2sin. 2h 


Kreifes, wenn man mit dem nad) diefer Formel berechneten Halbmeiler r 
aus P, oder P, oder Ps das in der Mitte D der Sehne P,P, errichtete 
Perpendikel durchjchneibet. 


Das Mittel ſämmtlicher Orbinaten über der Grundlinie M,M, ift bie 
Höhe eines Rechteckes M, Ms N; N), Über derjelben Grunblinie MM, M, 
weiches mit der Fläche Mo Ma P, Pı Po einerlei Inhalt hat, und läßt fi 
daher aus diefem Flächenraume leicht beſtimmen. Nach $. 29 ift derfelbe: 
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F= ["yoe= |” + Bz + 72902 


= + — ea + — ve 

= ya + (u ma} = 0 we) 4 — — a) 2 
en 8 

nn ae) 


und folglich die mittlere Ordinate: 


_fF — 9% +% + (E — Y)la — (Ya — EN 


m 6 — ) 


Wäre u = =, fo hätte man es mit einer gerablinigen Begren⸗ 
ı 77% ı 
zung zu thun, und e8 wäre dann einfach: 


Fr Y 7 *) 2, 
fowie 
Y% + % . 
2 
Wäre ferner bloß 2; — 24, alfo yı von ben Örenzordinaten y und Ya 
gleichoiel abftehend, jo würde fein: 


F=(p + 4yı + 9) 2 (fiehe 8. 30), und 


_ + 4y + Ya 
Im 6 

I ein Flähenraum M,M,P;P,, Fig. 51, dur vier Koordinaten 
MP, = 9, MıPı = Yyı, M, P. = y, M; Ps = % beitimmt, welche 
in gleichen Abftänden von einander ftehen, fo fann man die Größe deſſelben 
einfach annähernb auf folgende Weife beſtimmen. 

Bezeichnen wir bie Grundlinie M, M, durch x; und drei zwifchen y, und 
9 in gleichen Abftänden von einander eingefchaltete Ordinaten N, Qı, Na Q;, 
N,Q, durch #7, 22,45, jo können wir annähernd die Fläche: 


44,BBR=F=(hntantnt+s tt)” legen. 


Ya — 
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Nun iſt aber: 
tar 2nt2s tn arm |, 2atm 
3 — 6 — 6 6 
und 


yz=a+ Ya - EA) tn, 


Gig. 51. ſowie 
2, 4 e 
% — 3 9 


daher folgt: 
4+%+% —_ Jı + % 
3 2 u 
und 


F=NYy+YyıtYy)+ 19] 


=[y + 3(yı + 92) +12, 
fowie: 

_t3y +9) +% 
v———— — 


Während die vorige Formel für y zur Anwendung kommt, wenn bie 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt ſich die letztere 
anwenden, wenn bie Anzahl dieſer Hlächentheile eine ungerade ift. 

Hiernady kann man aud) annähernd 


[vee= [ver = in + 30 + m + m 
feben, wenn 

% = Pe), yı = (I), y = )Zund = pe) 
vier beftimmte Werthe der Function y = P(x) find. 

3.2. für | 28 (J. Beispiel 8. 80) dat mn c=1,. — 2 mb 





Pl) = Z, daher folgt 





3 8 
v0 = 1, 9 — 2*1 =, und 3 * ?/. 
und hiernach der angenäherte Werth dieſes Integrals: 


FE == +3, +9) + Y1]-Ys = * — 0,694. 





Erfter Theil 


, 


Die allgemeinen Lehren der Medanit. 


Erſter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungslehre. 


Erſtes Capitel. 
Die einfache Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge $. 1. 
wiſſen Ort ein, und ein Körper iſt in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (fram. 
mouvement; engl. motion), wenn er aus einem Orte nad und nad in 
andere.übergebt. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweber abfolut 
oder relativ, je nachdem man den Ort beffelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder jelbft in Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt e8 feine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne umd um ihre eigene Are Antheil; denken 
wir uns aber bie Erde in Ruhe, fo find für ums auch alle diejenigen Erd⸗ 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erbe nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2. 
in feiner Bervegung nad) und nad) einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg ober die Bahn (franz. chemin, trajectöire; engl. way, path tra- 
jeetory) des bewegten Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift 
eine Linie. Der Weg eines genmetrifchen Körpers ift zwar wieber ein Körper, 
man verfteht aber unter demſelben gewöhnlich diejenige Tinie, welche ein ausge- 
zichneter Bunt, 3. B. der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung befchreibt. 

Die Längeneinheit, womit der Weg eines bewegten Punktes gemefjen 
wird, it in der Folge Ein Meter — 8,1862 Fuß (preuß.). 
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Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn der Weg des bewegten Körpers 
eine krumme Linie ift. 

In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift bie Bewegung ent» 
weder gleichförmig ober ungleihförmig. 


8.3. Eine Bewegung ift gleihförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn durch diefelbe in gleichen und beliebig Heinen Zeittheilchen gleiche Zege 
zurüdgelegt werden; fie ift ungleihförmig (franz. variô; engl variable), 
wenn diefe Gleichheit nicht ftatthat. Werben mit dem Ablaufen der Zeit die 
in gleichen Zeittheilchen durchlaufenen Räume immer größer und größer, fo 
heißt die ungleichförmige Bewegung beſchleunigt (franz. acc&lörs; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer mehr und mehr ab, fo heißt fie ver- 
zögert (franz. retard6; engl decreasing). 

Bon der gleihförmigen Bewegung ift die periodifche Bewegung (franz. 
periodique; engl. periodic) dadurd) unterfchieden, daß bei diefer nur inner⸗ 
halb gewifler endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche Räunıe 
durchlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die fcheinbare täg- 
liche Umdrehung des Firfternhimmels; nächſtdem das Yortrliden der Zeiger 
einer Uhr. Beifpiele der ungleichfürmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der finkende Waflerfpiegel beim Ausfluß bes 
Waflers aus Gefäßen u. |. w. Für bie periodifche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Pendelfchwingungen, an den Kolbenfpielen einer. Dampf» 
mafdine u. |. w. 


8.4. Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 
speed, velocity) ijt die Stärle oder Größe einer Bewegung. Je größer ber 
Raum ift, welchen ein Körper innerhalb einer gewiſſen Zeit durchläuft, befto 
ftärfer ift auch) feine Bewegung, ober defto größer ift auch feine Geſchwindig⸗ 
feit. Bei einer gleichförmigen Bewegung ift die Geſchwindigkeit unveränderlich, 
bei einer ungleichförmigen Bewegung hingegen ändert fie ſich in jedem Augen⸗ 
blide. Das Maß der Gefhwindigfeit in einem gewiſſen Zeitpunfte 
ift der Weg, den ber Körper von diefem an innerhalb ber Zeiteinheit oder 
Secunde entweder wirklich zurücklegt oder zurücklegen würde, wenn von 
dieſem Augenblide oder Zeitpunkte an die Bewegung in eine gleichfürmige 
überginge, alfo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich neunt 
man dieſes Maß ſchlechtweg Geſchwindigkeit. 


8.5. Wenn ein Körper in jebem Zeittheildhen den Weg 0 durchläuft, und bie 
Beitfecunde aus n (jehr vielen) folchen Zeittheilchen befteht, jo ift der Weg 
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innechalb einer Secunde, die Gefchwindigfeit oder vielmehr das Geſchwindig⸗ 
keitsmaß: 

e=n.6, 

Im Laufe einer Zeit $ ( Secunden) verfliegen n.t Zeittheilchen, und in 
jebent wirb der Raum 0 zurüdgelegt; es ift daher der ganze eg (franz. 
? ; engl. the distance, space), welcher der Zeit 6 entipricht: 

s—nto—n.dt d. i. 
L) s = ct. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (s) ein 
Product aus Geſchwindigkeit (c) und Zeit () 

Umgefehrt ift: 


I)e=— und 


| »|o 
1} 


I) t= 


Beilpiele. 1) Ein Dampfwagen, mwelder mit einer Geſchwindigkeit von 
10 Meter fortrollt, kegt in zwei Stunden = 120 Minuten = 7200 Secunden den 
Beg s = 10.7200 = 72000 Meter zurüd. 2) Wenn zum Herausziehen einer 
Tonne auß einem 1200 Fuß tiefen Schachte eine Zeit von 41, Winuten = 
270 Secunden pothig ift, jo bat man die mittlere Geſchwindigkeit diejes Forder⸗ 


gefäßes (c) = nn” > = 4, = 4,444 .. . Fuß anzunehmen. 3) Ein 
Dierd, welches fih mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbeiwegt, braucht zum Zurück⸗ 
legen eines Weges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit t = = 4000 
Gerunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 

Bergleicht man zwei verjchiebene gleichfürmige Bewegungen mit einander, 
fo ſtöäßt man auf Folgendes: 

Die Räume find s — ct mb 5, — citj, es iſt daher ihr Verhältniß 





8 ct 8 c . 
oT ah Sebt man nun d, = & fo hat man Fr, nimmt man 
[] 8 £ ‘ ® c bı 
4 = e, fo erhält man — — >; iſt endlich 8, — 5 fo folgt — = -—- 
81 171 cı t 


Die in gleichen Zeiten durchlaufenen Räume verhalten ſich 
alfo bei verjchiedenen gleihförmigen Bewegungen wie bie Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleihen Geſchwindigkeiten zuriidgeleg- 
ten Wege bagegen wie die Zeiten; die gleichen Räumen entfpre= 
henden Geſchwindigkeiten find endlich den Zeiten umgelehrt 
proportional. 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Cine Bewegung ift gleich⸗8. 7. 


förmig verändert (franz. uniformöment varis; engl. uniform)y varied), 


[4 
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wenn ihre Gefchwindigfeit innerhalb gleicher, beliebig Heiner Zeittheilchen um 
gleichviel zu= oder abnimmt. Sie ift entweder gleihförmig beſchlennigt 
(franz. uniform&öment acc&l&r&; engl. uniformly accelerated), oder gleich- 
fürmig verzögert (franz. uniformöment retard6; engl. uniformly retarded); 
im erften Falle findet ein allmäliges Wachfen, im zweiten ein ſtetiges Ab⸗ 
nehmen an Gefchwindigfeit ftatt. 

Gleichförmig befchleunigt fällt ein Körper im Iuftleeren Raume, umb 
gleichförmig verzögert würbe das Steigen ſenkrecht in die Höhe geivorfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft keinen Einfluß auf den Körper ausübte. 


8.8. Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Geſchwindigkeit eines 


$. 8. 


Körpers Heißt Acceleration oder Beichleunigung (franz. acceleratiön; 
engl. acceleration, rate of varıation of the velocity); fie ift entweder 
pofitiv (Beichleunigung) oder negativ (Verzögerung, retardation), je nad} 
dem eine Zu⸗ oder eine Abnahme der Geſchwindigkeit ftatthat. Je mehr bie 
Geſchwindigkeit innerhalb einer gewiffen Zeit zu- oder abninmt, defto größer 
ift auch die Acceleration. Bei der gleihförmig veränderten Bewegung ift die 
Hcceleration unveränderlich; es läßt ſich daher auch diefelbe durch diejenige 
Zu⸗ oder Abnahme an Gefchwindigfeit meſſen, welche im Laufe einer Zeit 
fecunde ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung hingegen ift da8 Maß der 
Keceleration diejenige Zu⸗ oder Abnahme an Gefchwindigleit, weldye ein 
Körper erhalten witrde, wenn von dem Augenblide an, fir welchen man bie 
Acceleration angeben will, diefelbe ihre Veränberlichkeit verlöre, die Bewegung 
alfo in eine gleichfürmig veränderte überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man biefes Maß felbft die Acceleration oder Bes 
ſchleunigung. 

Wenn die Geſchwindigkeit einer gleichförmig beſchleunigten Bewe- 
gung in einem ſehr Heinen (umenblich Heinen) Zeittheilhen um x zumimmt, 
und die Zeitfecunde aus n (unendlich vielen) ſolchen Zeittheilchen befteht, fo 
ift die Zımahme an Gefchwindigfeit in einer Secunde, oder bie fogenannte 
Acceleration: 

p—nu 
und die Zunahme nad € Secunden, 
— nt. x — nx.t — pt. 

Iſt die Anfangsgeſchwindigkeit (im Augenblicke, wo man bie Zeit £ 
zu zählen anfängt) = c, jo hat man hiernad; die Endgeſchwindigkeit, 
d. i. die am Ende der Zeit d erlangte Geſchwindigkeit: 

v=c+H pt. 

Für die ohne Gefchwindigfeit anfangende Bewegung ift c — 0, daher 
v= pt, und für die gleihförmig verzögerte, negative Acceleration 
(— y) beſitzende Bewegung ift: 

v=c— pt. 


am 
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Beiſpiele. 1) Die Acceleration eines im luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers if 9,81 Meter = 31Y, = 81,25 Fuß; es erlangt daher ein ſolcher nach 
3 Gecunden die Geſchwindigkeit » = pt = 9,81.8 — 29,43 Meter = 31,25.3 
— 9,75 Fuß. 2) Eine von einer ſchiefen Ebene berabrollende Kugel bat im 
Anfang ſchon die Geihwindigleit ce — 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in 
jeder Secunde no 5 Fuß Zuſatz an Geſchwindigkeit; es ift daher ihre Geſchwin⸗ 
digkeit nad 21, Secunden: vo = 25 +5.25 = 25 + 12,5 = 87,5 Fuß, 
d. h. fie wird, von dem legten Zeitpuntte an gleichförmig fortgehend, in jeder Se- 
cunde 37,5 Fuß Weg zurüdlegen. 8) Ein mit 12 Meter Geſchwindigkeit fort: 
gehender Dampfwagen wird fo gebremft, daß er in jeder Secunde 1,5 Meter an 
Geſchwindigkeit verliert, feine Acceleration aljo — 1,5 Meter beträgt; es ift des⸗ 
balb feine Geſchwindigleit nah 5 Senden: vo = 12 — 15.5=12 — 75 
= 47 Retter. 


Gleichförmig beschleunigte Bewegung. innerhalb eines unend- $. 10. 


lich Heinen Zeittheilchens 7 läßt fich die Gefchwindigfeit u einer jeden Bewe⸗ 
gung al8 unveränderlich anfehen; man Tann daher ben in dieſem Zeittheilchen 
durchlaufenen Raum 6—vr 

feßen, und erhält fo den in einer endlichen Zeit t durchlaufenen Raum, wenn 
man die Summe biefer Heinen Räume ermittelt. Nun ift aber für alle biefe 
Räumchen die Zeit 7 eine und diefelbe, es läßt fich daher auch ihre Summe 
gleichlegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilhen und aus ber Summe 
der gleichen Intervallen entfprechenden Gefchwinbigfeiten. 

Bei der gleichförmig befchleunigten Bewegung ift aber die Summe (0 + v) 
der Geſchwindigleiten im erften und lebten Augenblide fo groß als bie 
Eımme pr + (9 — pr) ber Geſchwindigkeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblide, auch gleich der Summe 2pr + (v — 2 pr) ber Geſchwindig⸗ 
feiten im britten und vorvorlegten Augenblide u. ſ. w, und diefe Summe 
überhaupt gleich der Endgefchwindigkeit u; e8 ift baher bier die Summe aller 


Geſchwindigkeiten gleich dem Producte (v . >) aus der Endgefchwindigfeit v 
und aus der halben Anzahl aller Zeittheifchen, und der durchlaufene Raum 
das Product (v . — ) aus der Endgeſchwindigkeit v, der halben Anzahl 
der Zeittheilchen umb.der Größe eines ſolchen Theilchens. Nun giebt endlich 
die Größe (7) eines Zeittheildhens, mit der Anzahl n derfelben multiplicirt, 
die ganze Zeit t an, deshalb ift der innerhalb der Zeit  gleihförmig 
beihleunigt zurüdgelegte Raum: 
—=%. 

Bei der gleichförmig beſchlermigten Bewegung fällt hiernach der Raum 
cbenſo groß aus wie bei der gleichfürmigen Bewegung, wenn die Geſchwin⸗ 
digleit der Iegteren Bewegung halb j o groß ift als bie Endgeſchwindigkeit 
der erfteren. 


Weisnacd's Lehrbuch der Mechanik. L 6 


s.11. 


8.12. 
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Beilpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleichförmig 
beſchleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit v von 26 Fuß erlangt Bat, jo if 
der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg 8 = —- 10 — 130 Fuß. 2) Ein Was 
gen, welcher bei ſeiner gleihförmig beichleunigten Bewegung im Laufe von 7 Se 
cunden 25 Meter zurüdgelegt hab, geht am Ende mit der Geſchwindigkeit 


„= a = 714.. Meter fort. 








Die beiden Grundformeln der gleichförmig beichlennigten Bewegung: 
L) v=pt 
und 
vt 
I.) se = 7°’ 


welche ausdrüden, daß bier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Kaum ein folches aus der halben 
Geſchwindigkeit und Zeit ift, fchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in fih, die man erhält, wenn man aus beiden Öleichumgen ein Mal v und 
ein zweites Mal t eliminirt. Es folgt nämlich: 


_ pt? 
II.) 8 — 
und 
y? 
IV.) ur 


Hiernadh ift alfo der gleihförmig befchleunigt zurüdgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud der Duotient aus dem Quadrate der Endge- 
ſchwindigkeit und der doppelten Befchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man bie 
eine oder die andere ber in ihnen enthaltenen Größen abfonbert, noch acht 
andere Formeln, und man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zufanımengeftellt. 


Beilpiele 1) Ein mit der Vcceleration 5 Meter bewegter Körper legt in 

2 
1,5 Secunde den Weg 5.15) = 11,25 — 5,625 Meter zurüd. 2) Ein dur 
die Ucceleration p —= 4,5 Fuß in die Gejchwinbigleit v — 16,5 Fuß verſetzter 


2 
Körper hat den Raum s — 2) — 80,25 Fuß durdlaufen. 


Bei der Bergleihung von zwei verfchiedenen gleichföürmig befchleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: 
Die Gelchwindigkeiten find v —= pt und v, — pılı, bie Räume hin⸗ 


{2 3 
gegen s — T und 8, = * es folgt hieraus: 
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= EZ m2- = - 
u 1 8 pr vılı v» 
Set man um ti, = 2, fo erhält man: | 
8 v » 


81 vi Pi 
es verhalten ſich alſo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen 
Wege wie die Endgeſchwindigkeiten, oder auch wie die Beſchleu⸗ 
nigungen. 

Rimmt man ferner pꝛ — p an, fo ergiebt ſich: 

v I „et _r, 
De ee Ge Du y 
bei gleichen Beſchleunigungen und alfo auch bei einer und der» 
ſelben gleihförmig befhleunigten Bewegung find alfo die End«- 
gefhwindigleiten den Zeiten und bie durchlaufenen Räume den 
Quadratten ber Zeiten, oder auch den Quadraten der Endges 
ſchwindigkeiten proportional. 
. p b 8 t 

Ferner 9 = v angenommen, giebt 53 Fe 
den Endgeſchwindigkeiten find die Accelerationen den Zeiten 
umgelehrt, die Räume aber . Zeiten dipect proportional. 

2 

Endlich 5, — 8 geſetzt, giebt pP — = = * es verhalten ſich alſo 
bei gleichen Räumen die Kccelerationen umgefehrt wie die Qua⸗ 
brate der Zeiten und direct wie die Quadrate der Endgefhwins 
digfeiten. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung mit Anfangsge- 8. 13. 
schwindigkeit. Fur die mit der Geſchwindigkeit e anfangenbe 
gleihförmig beſchleunigte Bewegung hat man nad) $. 9: 

L) v=c+Hpt, 
md da der rein rien Geſchwindigkeit c ber Raum ct, der Xcceleration 


p aber der Weg 2 = zufommt: 


bei glei— 


2 
U) s=ct + 2 . 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 








II) s= ° + t, 
unb befeitigt man 8, fo ftellt fi 
u — ce? 
IV) s= 5 heraus. 
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- Beispiele. 1) Ein mit der Anfangsgefhwindigleit.c — 3 Meter und mit 
der Acceleration p — 5 Meter bewegter Körper legt in 7 Secunden den Weg 


2 
s= 8.745. = 21 + 122,5 = 149,5 Meter zurüd. 
2) Ein anderer Körper, weldier innerhalb 8 Minuten = 180 Secunden feine 


Geſchwindigkeit 2%, Fuß in die von 7%, Fuß umändert, macht in dieſer Zeit 


aD ET 190 — 900 Zuf. 


den Weg von 
8. 14. Gleichförmig verzögerte Bewegung. fr die mit der Geſchwin⸗ 
digkeit ce anfangende gleichförmig verzögerte Bewegung gelten die 
Formeln: 
Il) v=e—. pt, 
pt? 





II.) s=c— —7, 
m) . 
2 
c2 — v? 
IV.) s—= 5 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen ſogleich hervorgehen, 
wenn man darin p negativ ſetzt. Während bei der gleichförmig beſchleunig⸗ 
ten Bewegung die Geſchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich⸗ 
förmig verzögerten Bewegung die Geſchwindigkeit bis zu einem gewiſſen Zeit- 
punkte ab, wird in demfelben — Null, und fällt ſpäter negativ aus, d. h. es 
geht fpäter die Bewegung in umgekehrter Richtung vor ſich. 

Setzen wir in ber erften Formel v — 0, fo erhalten wir pt = c, alle 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworben ift: 

c . 


t — 23; 


ſetzen wir endlich dieſen Werth von + in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen ber Körper zu dieſem Zeitpunkte zurlidgelegt hat: 
ec? 


5 
IR bie Zeit größer als 2 fo fällt der Raum Heiner ale 5; aus; iſt bie- 
Zeit = =, jo ift der Raum Null, es ift alſo der Körper nad) feinem 


Ausgangspunkt zurückgelehrt; ift endlich die Zeit noch größer als =, fo ift 


s negativ, d. 5. es befindet fich der Körper vom Anfangspunfte aus auf der 
entgegengejegten Seite. 
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Beiſpiel. Ein Körper, welder mit c = 12 Meter Anfangsgeſchwindigkeit 
auf einer ſchiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 2 Meter 
pro Secunde erleidet, feigt nur = = 6 Secunden lang und = —= 36 Meter 
hoch, rolli dann zurüd, kommt nad) 12 Secunden mit 12 Meter Geſchwindigkeit 
in den Anfangspunft zurüd und hat nach 15 Secunden den Weg s — PEBER Ai 


2 
2 
—12. 152° = 180 — 225 = 45 Meter zurüdgelegt, ift alſo 45 Meter 


unter den Anfangspuntt gelangt, wenn fi die Ebene auch abwärts fort erftredt. 





Freier Fall der Körper. Der freie ober ſenkrechte Fall der 8. 15. 
Körper im Iuftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps pe- 
sants; engl vertical motion of bodies) giebt das wichtigfte Beiſpiel der 
gleichförmig befchleunigten Bervegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravitö; engl gravity) erzeugte Ücceleration biefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchftaben g, und hat unter den mittleren Breitegraden von 
Europa den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 pariſer Fuß, 
32,20 englifchen Fuß, 
« 31,03 wiener Fuß, 
311/, = 31,25 preußifchen Fuß und 
32,7 Schweizer⸗ oder Meterfuß zu je 0,3 Meter. 
Wenn man einen diefer Werte flatt g in bie gefundenen Formeln: 


— = ms v=YV2gs 


=; — 
einführt, fo kann man alle ragen, welche fich in Anjehung des freien Falles 
der Körper vorlegen laflen, beantworten. Für das Metermaß ift: 

v— 981.1 4429 Vs, 

8 — 4,9051? = 0,0510»? und 

t = 0,1019v — 0,4515 Vs; 
dagegen für das preußiſche Fußmaß: 

v— 31,25.1 = 7,906 Vs; 

s = 15,625 ..1? = 0,016v? und 

t = 0,0320 — 0,258 Ya. 

Beilpiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungehinderten Fallen in 4 Secun- 
den die Geſchwindigkeit — 31,25.4 = 125 Fuß und durdläuft in diejer Zeit 
den Weg s — 15,625.42 = 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe s = 9 Fuß 
berabgefallener Körper hat die Beihwindigleit v — 7,906. V9 — 23,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Meter Geſchwindigkeit vertical emporgeworfener Körper feigt auf 
die Höhe s — 0,051.102 = 5,1 Meter und braucht dazu die Zeit: 

. t = 0,1019.10 = 1,019 oder reichlich 1 Secunde. 


8. 16, 
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Wie fich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe 
der Zeit geitalten, wird burch folgende Tabelle vor Augen geführt: 


Zeit in Secun- 
Ben... . 
Geſchwindigkeit 


De .... 


Differenzen. . 





Die letzte Horizontalcolumme biefer - Tafel giebt die Wege an, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man flieht, daß 
fi diefe Wege wie bie ungeraden Zahlen 1, 8, 5, 7 u. ſ. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Gefchwindigfeiten wie bie natürlichen 
Zahlen, 1, 2, 3, 4 u. |. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. f. w. wachſen. Hiernach ift z. B. die Gefchwindigkeit nad) 6 Ses 
cunden, 69 — 58,86 Meter, d. 5. der Körper wilrbe, wenn er von biefer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm Feine Hindernijfe darbie⸗ 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortjegte, in jeder Secunde ben Weg 
69 — 58,86 Meter durchlaufen. Diefen Raum durchläuft er im Laufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, ſondern berjelbe beträgt 


nad) der legten Columne genau 13 2 — 13.4,905 = 63,765 Meter; 


in der achten Secunde ift er fogar 18-2 — 15.4,905 = 73,575 Me 
ter u. ſ. w. 


Anmerlung. Weltere deutſche Schriftfteller bezeichnen den Raum bon 4,905 
Meter —= 15,625 Fuß, welcher vom frei fallenden Körper in der erſten Secunde 
durdlaufen wird, durch g und nennen ihn wohl aud) Beſchleunigung der Schwere. 
Sie haben dann für den freien Fall der Körper die Formeln: 


v— 2gt = 2Vgs, 


8 
=g"=7, 
—_ 9 _ 8, 
270g 


Diefer nur in Deutſchland vorkommende Gebrauch ift nun faſt ganz verſchwunden, 
aber bein Lejen älterer deutſcher Werke über Phyſik und Mechanik, z. B. der 
Werke von Eytelwein, Gerfiner u. |. w. zu beachten. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht ber $. 17. 
freie Fall der Körper mit einer gewiſſen Anfangsgefchwindigleit (franz. 
vitesse initial; engl. initiale-velocity) c vor fi), fo nehmen die Formeln 
folgende Yormen an: 
e=c+gt=c + 9811Meder = c + 31,251 Fuß, 


and): 
vo —Ve: + 295=Vc? + 19,625 Meter = Vc?+ 62,5 3 Fuß, 
s—=c+ z 2 — ct + 4,905 1? Meter = ct + 18,625 1? Fuß, 
and): ' 
ve — €? 


u = 0,0510 (0! — c?) Meter = 0,016 (0? — c?) Fuß. 


Wird Hingegen der Körper mit der Gefchtwindigfeit c ſenkrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
v=ce— ge=c— 9811 Meter = c — 31,251 Fuß, 
auch 


ve —=Ve — 298 =Ve? — 19,625 Meter = Ve? — 62,5 s Fuß, 
s — et — ze — ct — 4,9052 Meer — ct — 15,625 1" Fuß, 


and): 





ce — p? 
39 — 0,051 (c? — v2) Meter = 0,016 (c? — v?) Fuß. 
Betrachtet man eine gegebene Gejchwinbigfeit c als eine durch ben freien 
Fall erlangte Endgefchwindigkeit, jo nennt man den entjprechenden Fall⸗ 
raum 





35 — 0,016.c? Fuß = 0,0510 c? Meter. 
die Geſchwindigkeitshöhe (franz. hauteur dueäla vitesse; engl. height 
due to velocity). Durch Einführung derſelben laſſen fid) einige der obigen 
Formeln einfacher ausbrüden. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 


(—) von der Anfangsgeichwindigfeit c durch % und die ber Endgeſchwiu⸗ 


bigfeit (5) durch A, fo hat man fur fallende Körper: 
h=k+swWs—=h—k, 
und für fleigende: 
h=k—swe=k—h. 
Es ift alfo der Fall⸗ oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Geſchwindigkeits höhen. 


? 
$. 18.  Dassenkrechte Emporsteigen. Setzt man in der Formels — < 5 
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Beifpiel. Sind bei einer gleihförmig veränderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten 5 Dieter und 11 Meter, aljo die Geſchwindigkeitshöhen = 0,061 .5? 
— 1275 Meter und 0,0651.112 = 6,171 Meter, jo ift der Raum, welcher wäh- 
rend des Ueberganges aus ber einen Geihwindigleit in die andere zurüdgelegt 
wird: 8 = 6,171 — 1,275 = 4,896 Meter. 





für das fenkrechte Emporfteigen der Körper die Endgefchwindigfeit v — 0, 
fo giebt 3 bie größte Steighöhe 
c? 
k= 27° 
Es iſt folglich die der Anfangsgefchwindigkeit c entiprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgeſchwindigkeit c zukommenden Fallhöhe %, 
und alfo auh ce =Y29% nicht allein die Endgefchwindigfeit für die freie 
Fallhöhe %, jondern auch bie Anfangsgeihwindigkeit für die größte Steighöhe 
k, und es folgt daher noch, daß der ſenkrecht in die Höhe geworfene Körper 


an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit v —V2gs 93 bat, die er, jedoch in . 


umgefehrter Richtung, haben witrde, wenn er von der noch iibrigen Steighöhe 
8 bis zu diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alſo aud) beim darauf 
folgenden Niederfallen bort wirklich beſitzt. 

Daffelbe Verhältniß findet natürlich auch bei jeder anderen gleichförmig 
beichleunigten Bewegung ftatt, 3. B. bei einem auf einer geneigten Ebene 
AB, %ig. 52, hinauffteigenden Körper A, welchen die Schwerkraft mit einer 


Dig. 52. 





gewiffen von dem Neigungswinkel CAB abhängigen Ucceleration p herab zu 
treiben fucht. Bei der Anfangsgeſchwindigkeit c fteigt ber Körper auf bie Höhe 


c3 
AB=k= 2, Und hat an einem Ort M, welcher um MB = 8 von 
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ber höchſten Stelle B abfteht, die Gefchwindigleit vo =Y2ps, mit welder 
er audı in M auläme, wenn er beim SHerabfallen den Weg BM = s 
zurüdgelegt hätte. 


Beilpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaftiiches Hinderniß, welches 
ihn momenten mit derjelben Geſchwindigkeit zurüdwirft, mit melcher er aufichlägt. 
Bie groß iſt nun dieſe Geſchwindigkeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen defjelben? Der Anfangsgefäwindigkeit ce — 15 Fuß entipridt die 
Eteighöhe x — 3,60 Fuß, die Geſchwindigkeitshöhe für den Augenblid des An⸗ 
Hoßes ift nun A = 3,60 — 2,00 = 1,60, und folglich diefe Geſchwindigkeit ſelbſt 
— 7,906 V1,6 = 10 Zub. Die Zeit zum Steigen auf bie ganze Höhe (8,6 Fuß) 
wäre: t = 0,082.c —= 0,032.15 = 0,480 Secunden, die Zeit zum Steigen 
auf die Höhe 1,6 Fuß aber: &, = 0,032. 10 — 0,820 Secunden, e& bleibt dieſem⸗ 
nad die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder die Zeit vom Anfang 
bis zum Anftob: t — t, = 0,480 — 0,320 = 0,160 Secunden, alſo endlich 
die ganze Zeit zum Steigen und allen = 2.0,160 = 0,820 Secunden. Diele 
iſt allo nur der on e = Bie Theil von der Zeit, welche zum Auffteigen und 
Zurüdfallen nöthig wäre, wenn der Körper unaufgehalten fliege und fiele. Dieler 
Fall findet beim Schmieden de& glühenden Eifens jeine Anwendung, weil es hier 
wegen des jchnellen Abkühlens darauf ankommt, in einer kurzen Zeit fo viel 
Hammerfchläge wie mögli erfolgen zu lafien. Wenn der Hammer durd eine 
elaſtiſche Praflvorridtung zurüdgeworfen wird, jo kann er unter den im Beifpiele 
zum Grunde liegenden Berhältnifien in derjelben Zeit ziemlich dreimal jo viel 
Säläge thun als beim ungehinderten Auffleigen. 

Anmerkung 1. Das Umfegen der Geſchwindigkeit in Geſchwindigkeitshöhe 
fowie auch das Umfegen der letzteren in die erftere, ift ein in der praftifchen 
Mechanik und namentlid in der Hydraulik jehr oft vorlommendes Geſchäft. Eine 
Kafel, wodurch dafjelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet deßs⸗ 
halb dem Praktiker jehr nügliche Dienfte. Eine ſich auf das preußiihe Fußmaß 
beziehende Tabelle diefer Art enthält der „Ingenieur” Seite 326 bis 829. 

Anmertung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
aux für den freien Fall im Iuftleeren Raume fireng richtig; fie laſſen fich jedoch 
auch beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglichen Genauigkeit ge- 
branden, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Bolumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Geſchwindigleiten nicht jehr groß ausfallen. Uebri⸗ 
gens werben fie auch noch unter anderen Umftänden und Berbältnifien in vielen 
anderen Fällen gebraudt, wie fi) in der Folge zeigen wird. 





Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct 8. 19. 


($. 5) für die gleihförmige Bewegung gilt auch für jede ungleichförmige 
Bewegung, wenn man ftatt & ein Beitelement ober unendlich Heines Zeit 
theilchen r, und flatt s das innerhalb diefes Zeittheilchens zurlidgelegte Raums 
element 6 fest, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblides die Ges 
ſchwindigkeit c, welche hier durch v bezeichnet werben ſoll, ſich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 
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Man hat demnach für jede ungleichförmige Bewegung: 
L) 6 = vr, ſowie v = 2 (vergl. $. 10). 


Es ift alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durd 
den Duotienten aus dem Raum- und aus dem Zeitelemente 
beftimmt. | 

Ebenjo ift die Formel v — pt ($. 11) für die gleichförmig bejchleunigte 
Bewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
man ftatt € und v das Zeitelement 7 und den innerhalb deilelben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da ſich die Beſchleu⸗ 
nigung p innerhalb eines Augenblickes v nicht angebbar verändert, alſo bie 
Bewegung während deffelben als gleichförmig befchleunigt angefehen werden 
lann. 

Hiernad) hat man für alle Bewegungen: 


I) x = pr, ſowie p = —. 


Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe⸗ 
gung gleich dem Duotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 
entſprechenden Zeitelemente. 

Segt man die ganze Bewegungszeit E — nr, und die Gefchwindigfeiten 
in den einzelnen Zeittheilen 7, der Reihe nad) v1, 9, 95 . . 9, fo find bie 
entfprechenden Wegelemente 6, = vıT, =Wwr, y—tyt.., tl; 
und e8 ift daher ber ganze in der Zeit t zurlidigelegte Weg 


s= (vn + % ++ = (FR Fre 
1*) are 


wenn v -atmt tm die mittlere Geſchwindigkeit bei 
- BZurlidlegung des Weges 3 bezeichnet. | 

Ebenfo ift, wenn c die Anfange- ımd v die Endgefchwindigkeit bezeichnet, 
und Ps, Ps... 2 die Üccelerationen in ben ftetig auf einander folgenden 
gleichen Beitelementen © find, 


v— c=(p Hatte (ARE Een 


nt, db. i.: 


d. i. 
Ir) v— ec (tar F tm), — pt, 
wenn p = p+p + +P die mittlere Acceleration bezeichnet. 


n 
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Durch Verbindung der Formeln J. und II. erhält man folgende nicht min⸗ 
ber wichtige Gleichung: 
IM. ve =pe. 
Nimmt bei Durcjlaufung des Weges s — 10, bie Hcceleration nad) und 
nad) die Werte Pı, Pa, . . 2. an, jo ift die Summe der Producte 96, 


-ptm+: me (te Fine 
_ {Atp Forte) ps 


n 

wenn p die mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangsgeſchwin⸗ 
digkeit c durch wiederholtes Wachſen um x — in bie Erdoeſchwin- 
digkeit v über, fo iſt die Summe der Producte vx: 

a +(c+)a + wat n—=[cH(c+ ++) te 








— n60 _v—c 
=e+97 = 2 ig 
und daher zu fegen: 
y? — ec? — — c? 
III*) Zn, oder .g — (vergl. IV. 8. 13). 


Auch ift die Zeit, im welcher ber Raum» s —= n0 mit der beränberlichen 
Geſchwindigkeit 4, v3, . . - du zurückgelegt wird, 


— + „+,)=:(6 „+ - ++,)=4, 


wenn ber Werth * (> + Fr +.4 —) — geſetzt, alſo deſſen Res 


ciprofe v als die mittlere Geſchwindigkeit angeſehen wird. 
Sbenfo ift die Zeit, innerhalb welcher bei der veränderlichen Acceleration 
PP - - - Du die Deitmirdigtet cinv begeht 


vwyi=r— Gt ++ 


een 


e 
Mit Hilfe der vorftehenden Formeln laſſen fich die vielfachtten Aufgaben 
ber Phoronomie und Mechanik loſen. 
Beifpiel. Wenn fi ein Körper nad dem Geſetze u — at? bewegt, fo ift 
e + z=alt + 1? = all? + 247 + 72), alio x = ar(2t5+ 7), folglich 
pP — — — 2 at. 





die mittlere Keceleration be⸗ 


20 
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Die Geſchwindigkeiten des Körpers am Ende der Zeiten z,27,37..nr find 
ar, a (27)3, a (87)?..a(nz), 
und es folgt daher ber durdlaufene Weg nad t — nr Secunden: 
s= [ar + a@ +..an]r= (+22 +99 4. .4 nNarr, 
ober da nad) 8.15, IV., der analytiſchen Hülfslehren, 124 224 3?+..+n? 
ns 


5 iſ: 


n “ ats 
ı=Gar=Sn= . 


Das einfache Schwingungsgesets. Mit Hillfe der vorftehenden 
phoronometriſchen Formeln laſſen fich die Bewegungsverhältniffe ſchwingender 
Körper wie folgt entwideln. Das Gefeg, welches benfelben zum Grunde 
liegt, wird durch die Formel 

rP=— us 
in welcher p einen conftanten Factor oder Coefficienten bezeichnet, ausgedrüdt. 
Bezeichnet c bie Anfangsgeſchwindigleit, ſowie v die variable Geſchwindigkeit 
bes bewegten Körpers .M, in dem Augenblide, wenn er den Weg CM — 8 
(Big. 53) zuritdgelegt Hat, fo läßt ſich nad; Formel IIL*) des vorigen Para- 
graphen jegen: 





"a 
Jg pm —uss 
ig. 58. Nun ift aber ber Mittel» 
. ü werth der Acceleration 
[2 =, baher Hat 
man einfad): 
v—d=—us, 
oder 
—co— us, 
N und 
v =Ve — us. 
- Hiernach nimmt während 


der Bewegung des Körpers 
von C nad) A bie Gefchwindigkeit v befjelben immer mehr und mehr ab, 


und es ift diefelbe Null, wenn us? — c*, oder sVe = €, d. i. wenn ber 
Körper den Weg 


A=-a- —— 
u 
zurüdgelegt Hat. Führt man den Werth a? — c? in den obigen Ausdrud 


ein, jo erhält man: 
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Nun it Va? — s? — der Ordinate MO, eines mit dem Halbmeſſer 
A=-00=(0D=a bejchriebenen Kreiſes, daher folgt auch: 
—. 76. 
a 
Das Wegelemnt MN — 6 — vr, welches im Zeitelemente 7 durch⸗ 
laufen wird, ift die Projection PQ eines Bogenelemente8 OP, und läßt fich 
wegen Webnlichkeit der Dreiede COM und POQ feken: 
PO.MO _PO.MO PO. 


oi= 777 ce ’ 





hiernach iſt 
6 PO 


v c 
und es folgt die ganze Zeit, innerhalb welcher ſich der Körper von C nad; 
A beivegt, 


tı 


__ Summe aller Bogenelemente __ Ouadrant DA 
e e ’ 


Diefelbe Zeit ift auch zu dem darauf folgenden Ruckgang bes Körpers 
nöthig, wobei bie Geſchwindigkeit deffelben wieder von Null bis c ftetig wächſt. 


Nach der Zeit u — 2 = * gelangt der Körper auf die andere Seite 
u 
von C unb durchläuft hier in denſelben Zeiten den Weg CB — a hin und 
zurüd, jo Daß fchlieglich die Zeit eines vollftändigen Spieles oder Hin⸗ unb 
Ridganges 
22 
24, — 4hı = — ausfällt. 
ve 
Dem variablen Weg CM — s entipridit ein Bogen DO —= aß, für 
| C 
. . M_s 
sin.B = sin. DCO=sn.COM= co = 7’ 
iR, daher hat man: 
8 
B= are. (sn. — +). 
ſowie 
DO — aare.(sin. = *) 
und die Zeit zum Durchlaufen bes Weges s: 
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DO a (si 2) 
i—= — = — area! sin. = —|), 
C c G 


= I ara. (sin - Ve). 
| V c 
Umeelehrt folgt aus der Zeit t: 


* * sin. (Ye) = = asin. (& =). 


= Ver — [esin. al =c ' 1 — tVa)⸗, 
v = ccos. (t Vn) = ccos. (2). 
* = — cVu.sin. (Ye) = — = sin. (=) = — us. 


Anfangs, alfo fird = 0, ts = 0, v=cewdp— 0, fpäter für 


— T T . c 
t = —, oder — i 8 = v — 0 und —=—YV , 





ferner für 
Ve=am, de = 700 ‚vr=—-emp=0(, 
u 
ebenjo für 
Ye= yet — Lo —0mp=cVh, 
2Yu Ve 
und für \ 


{Vu = 2x, de = ice = 0 mp0. 
u 


Der bewegte Punkt Hat folglich eine fchwingende Bewegung auf beiben 
Seiten des feiten Anfangspunktes C, zu welchem er jedes Mal nad Zurück⸗ 
fegung des Weges a — + 5 mit der von Null allmälig bs — + ce 
u 

wachſenden Gefchwindigfeit zurückkehrt. 
(8. 21) Phoronometrisohe Differenzial- und Integralformeln. “Die 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen im Gewande der Differenzial- und Integral» 


rechnung, wo man das Beitelement r durch Ot, das Wegelement 6 durch Os 
und das Geſchwindigkeitselement x durch Ov bezeichnet, folgende Formeln an: 


L) 0 = 22, der os = odt, tahers | vor, fonie = [. 
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ID)? = 3. oder 99 — pot, daher v = /poi, fowie € = /®- 


II.) 00v = »0s, ober s = /®, fowie r 3 ia —= [pd;, 
wenn c die Anfangs⸗ und v die Endgefchwindigkeit bei Durchlaufung bes 
Weges s bezeichnet. 

Es ift alfo Hiernadh die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
glei dem doppelten Integrale von dem Producte aus ber Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und bem Raume, welder 
während des Ueberganges der Gefchwindigfeit aus c in v zurück⸗ 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinſten zufolge hat der Raum einen em i⸗ 
uenten Werth, alfo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 





= — 9 = Null 
ift, und ift die Geſchwindigkeit am größten oder kleinſten für: 
= =p —= Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 


Beilpiele. 1) Aus der gegebenen Bleihung a — 2 -+ 34 + 12 für den 
Raum folgt durch Differenziiren für die Geſchwindigkeit die Gleichung v—= 3 + 2t, 
und für die Acceleration p=2; es ift aljo die legtere conflant, und die Bewegung 
gleihförmig beſchleunigt. Für = 0, 1,2, 3... Secunden hat man aber 

v=8,5,7,9... (Meter), und 
s—=2,6,12,%... (Meter. 

2) Aus der Formel vo = 10 + 8 — 1? für die Geſchwindigkeit ergiebt ſich durch 


. . . v3 
Inlegriren die Bleihung 8 = f10pt + [Stat — [Prdt=10t + %— 
dagegen durch Differenzüiren die Formel p = 3 — 2t. 


Hiernad if fuür — 2t —0, d.1. für — %, Secunden, die Weceleration Null 
und die Geſchwindigkeit ein Marimum (vo = 121/,), und für 10+8—12=0, 


ii e= + Vi F = Secunden, die Gefhwindigfeit Rull 





und der Raum ein Marimum. 

Firt — 0, 1, 2, 8, 4 6, 6 Secunden hat man 
p 8, 1, — 1, — 8, — 6, — 7, — 9 Nee, 
=0,2, 12, 0 6, 0, — 8 Meter, 

s— 0, IIV, 331,, BAY, 42%,, 455/,, 42 Meter. 


Attractionsgesetze. Rad, dem Attractionsgeſetze wächſt die Acceleration ($. 22.) 
der Schwere umgelehrt wie das Quadrat der Entfernung CM des Körpers 


- 
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M vom Mittelpunkt C der Erde (Fig. 54), hat baher diejelbe an ber Erd⸗ 
oberfläche ober im Abflande CB — r vom Mittelpunkte C der Erde, bie 
Größe 9, fo ift fie im Abftend CA — a, 








. 2 
Big. 64. pı = . 
ſowie im Abftande CM = l(A=a— 8, 
_ — _ 
er) 
zu fegen. Nun hat man aber: 
ı_ 0 
| ® 2 c —— S pr O8, 
x daher folgt hier für die Endgefchwindigfeit v eines 


mit der Anfangsgefchwindigfeit c fallenden Körpers: 

















"—cd__ —s— — — 72(0 — gy— 
—* [ger ja s)>29s—=r?(a — s)1 + Con. 
r?. 
473 + Com. 
2 
Da fürs — 0, v = eilt, fo folgt Con. = — — und ſchließlich 
— dad rt nn _ rs 
293 0 —s5 a ala—s)’ 
oder 
2gr:s 
— e — 
— a(a — 9) 
und 
— 2gr?s 
v 
"+ ala — 3) 
Iſt die Fallhöhe s im Vergleich zum Abftand a und dem Exbhalbmefler r 
_.d 
flein, jo fann man a — s=a=r, und daher p==g, fowie 8 — ur 


fegen, welches in den gewöhnlichen Fällen der praftifchen Mechanik geſchieht. 
Iſt die Anfangsgefchwindigkeit Null, jo hat man einfach: 


ver: 
= yz a — 8)’ 


und umgekehrt die Fallhöhe: 
a? v? 
= sun Fa 
Die Fallzeit, innerhalb welcher ber Körper ben Weg s durchläuft, ift durch 
die Integralformel 


. 
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v a a — 8 
zu Selen. 
Nun hat man nad) der Rebuctionsformel in $.28 der analyt. Hülfslehren: 


JV=a=:yı-: - [seye=: 


=Va 34 [ Va 
and) laßt ſich 


—— —— J 
jegen, daher folgt die Fallzeit: 











4 er s(o — s) + 


Bezeichnet man haze_ — durch u, fo kann man 


la a 
aodu Ä 
92 ’ 


08 ou 

I; 1 Iha — -3 /v — u ſeben. 
u Gr ya J 

Endlich iſt nach V, 8. 26 der analyt. Hülfslehren: 


— Km == arc.(c08. = u), 
— u 
daher “ 
— [Vor — 9) +2 7 are. (o = —9— 


28 
Büget man ——— — c08.% — 1 -£ + 2 (. IV., 8. 27 ber 
analyt. Hülfslehren) ein, fo erhält man annähernd: 


n)=7 

12/ a’ 
8 _s 

«= 2)YE (1 + 6a 


a a a — 23 8 
ge = Zarc.(cm -=:7) = Vsa (1 + Sa 


Veiltbaqch'e Lehrbuch d. Mechanik, L 7 








= — 





gr: 


daher den Bogen 


umd 





8. 23. 
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während ſich 


—VV——— 


ſetzen läßt, daher iſt die Fallzeit fiir eine Heine Fallhöhe s, 
— V__ .V — — —— —2 - 4.) 
= gr? sa (1 Ja rt ba Fr (2 3a, 
= (1- &) ayj2s | 
ba)r' g’ 
und endlich für eine ſehr Kleine Fallhöhe s, wober ar geſetzt werben Tann, 
t — v®, fowie s — 1y gt?, wie befannt. 


_ 8 
u; 
für einen Augenblick oder während eines Zeitelementes x — 9t ift diejenige 


Geſchwindigkeit ei — * verſchieden, welche ſich ergiebt, wenn man den 


Raum, welcher während einer gewiſſen Zeit, z. B. während einer Periode 
einer periodiſchen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit ſelbſt 
dividirt. Dan nennt dieſelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und fann fie aud) al8 diejenige Geſchwin⸗ 
digkeit anfjehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (t) 
einen gewifien Raum (s) gleichförmig zuritdzulegen, welcher in Wirklichfeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durchlaufen wird. So ift z.B. bei der 
gleichförmig veränderten Bewegung bie mittlere Geſchwindigkeit gleich der 


halben Summe ( = ) aus der Anfangs- und Endgeſchwindigkeit; denn 


c+v 
2 


| u. 6 
Mittlere Geschwindigkeit. Bon ber Gefchwindigfeit  — z 








es ift nad) $. 13 der Raum gleich diefer Summe ( 
durch die Zeit (f). 
Allgemein ift(nach$. 19) die mittlere Gefchwindigkeit c, — 


) multiplieirt 


vu v . 
— Ta, 
wenn 9,9 ..dn eine gleichen und ſehr kleinen Zeitintervallen entſprechende 
Sejchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

Beijpiel. Während eine Kurbel CO gleihförmig im Kreiſe AEBD, 
dig. 55, herumgedreht wird, geht die daran hängende Laſt Q, 3. B. der Kolben 
einer Luft: oder Waflerpumpe u. ſ. w., ganz ungleihförmig auf und nieder; die 
Geſchwindigkeit diefer Laft ift im tiefften und höchſten Punkte A und B der 
Kurbelwarze am fleinften, nämlich Null, auf der halben Höhe derjelben, in D und 
E, aber am größten, nämlidy der Kurbelgeſchwindigkeit c glei. Innerhalb einer 
halben Umdrehung ift die mittlere Geſchwindigkeit gleich der ganzen Steighöhe, 


N 
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d. i. dem Durchmeſſer AB des Kreiſes, in welchem die Kurbel herungeht, divi⸗ 
dirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Segen wir ven Halbmefir CA= CO 
Fig. 55 des Warzenkreiſes — a, aljo jenen Durch⸗ 
oo meſſer =2a, und diefe Zeit = t, jo folgt 

demnach die mittlere Geſchwindigkeit der Laft 


a= = Die Kurbel ſelbſt macht in 
diejer Zeit den Halbfreis na; es ift daher 
ihre Geſchwindigkeit c — = und folglich 
die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt 

2 
a=—ze= c = 0,6366mal jo 


groß als die unveränderlicde Geſchwindigkeit 
c der Kurbel. 





Während die Kurbelmarze von ihrem mittleren Stande D aus, bei der Dre: 


bung um den Winfel DCO = $, den Weg DO = aß = ct in der Zeit 
mit der unveränderliden Geſchwindigkeit c zurücklegt, macht die an ihr hängende 
Stange den Weg: 

s—= CM= NO == asın.B, 


et. 
oder da ß = 7 iſt, 
fe 
s = an. (Z)- 

Diefer Ausprud ſtimmt aber mit dem oben, 8. 20, gefundenen Weg einer 
einfahen Schwingung überein, daher bewegt fi aud die Stange OQ der Kurbel 
CO, fowie die an ihr hängende Laſt auf diefelbe Weile, wie ein mit der Accele⸗ 

2 | 
union p=— u= — (2) s ſchwingender Körper. 


Endli if die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt beim Durchlaufen des Weges 
s = asın.ß, 





8 c sin. 
c — 7 == 7 2, 
+ B. für 89 = 30 Brad, oder $ — Y,r, wobei sin. ausfällt: 


am = — 0,95498 c. 


Graphische Darstellung der Bewegungsformeln. “Die im 
Borigen gefundenen Bewegungsgeſetze laſſen fich aud) in geometrifchen Figuren 
ausbrüden oder, wie man fagt, graphiſch darſtellen. Graphiſche Dar- 
Rellungen überhaupt erleichtern die Auffaſſung, unterftügen das Gedächtniß, 
Ichligen wohl auch gegen Fehler und dienen fogar zuweilen zur ummittel- 
baren Ausmittelung der gejuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nuten. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift der Raum (s) das Product (ct) 
aus Geſchwindigkeit und Zeit, und von einem Rechtecke der Geometrie ift der 

7* 


§. 24. 


100 Erſter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 25. 26. 


Flächenraum ein Product aus Höhe und Grimdlinie; man ann daher auch 
den gleichfürmig durchlaufenen Raum 8 durch ein Rechteck ABCD, %ig.56, 


Fig. 56. darftellen, deſſen Grundlinie AB die Zeit (f) 

N und defien Höhe AD —= BC die Geſchwindigkeit 

D ° (c) ift, vorausgefegt, daß die Zeit mit der Ge⸗ 
c ce ſchwindigkeit in einerlei Rängeneinheiten ausgedrückt, 
daß aljo durch eine und diefelbe Linie die Zeit- 

7 B fecunde und der Meter zugleich repräſentirt werben. 


8.25. Während bei der gleichförmigen Bewegung die Geichwindigleit (MN) zu 


$. 26. 





jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine und biefelbe ift, fällt diefelbe 
bei der ungleihförmigen Bewegung in jedem Augenblide anders aus; 

Fig. 57. es läßt ſich deshalb diefe Bewegung nur durch ein 
Viereck ABCD, Fig. 57, darftellen, weldjes 
zur Orundlinie AB die Zeit (t) und zur übrigen 
Begrenzung drei andere Tinien AD, BC und CD 
hat, von denen die erften beiden der Anfangs⸗ und 
Endgeſchwindigkeit gleich find, und die legte durch 
die Endpunkte (N) der verfchiedenen Geſchwindig⸗ 
feitswerthe in den Zwiſchenpunkten (MM) geht. Nach 
den verfchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewe⸗ 
gungen ift die vierte Linie OD entweder gerade oder krumm; ferner von 
Anfang aus auffteigend oder nieberfteigend, endlich entweder gegen bie Grund⸗ 
linie concav (hohl) oder conver (erhaben). In jebem Falle ift der ungleich 
förmig durcchlaufene Raum (8) durch den Flächeninhalt dieſer Figur zu meflen; 
denn dieſer Flüchentaum ABCD, Fig. 57, läßt ſich durch Höhenlinien in 
lauter ſchmale, als Rechtede anzufehende Streifen wie MOPN zerlegen, 
wovon jeder ein Product aus einem Theile (MO) der Grundlinie und aus 
der diefem Theile entfprechenden Höhe (MN) oder (OP) ift, und ebenfo läßt 
fi) der in einer gewiſſen Zeit durchlaufene Raum aus Theilcden zufammen- 
fegen, wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während 
defielben ftattfindenden Geſchwindigkeit if. Die Figur führt auch die 
Differenz zwifchen dem Geſchwindigkeitsmaß und dem in ber folgenden Zeit⸗ 
einheit wirklich zuriicdigelegten Weg vor Augen. Das Rechted UIL v.1 
über der Orundlinie MH — Eins (1) ift das Maß der Geſchwindigkeit 
MN == v, wogegen die Flähe MK über derfelben Grundlinie den wirklich 
durchlaufenen Raum barftellt. Ebenſo ift das Rechteck AF über Al — 
Eins, da8 Maß der Anfangsgeſchwindigkeit AD = c, dagegen bie Fläche 
AE ber in der erften Secunde wirklich zurüdgelegte Weg. 


Bei der gleihföürmig veränderten Bewegung ift bie Zu⸗ ober Ab» 
nahme 9 — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (t). 
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Ziehen wir nun in Fig. 58 und %ig.59 die Linie DE der Grunblinie AB 
parallel, und ſchneiden wir dadurch von ben die Geſchwindigkeiten vorftellen- 
Gig. 58. fig. 59. 





den Linien BC und MN bie der Anfangsgefchwindigfeit AD gleichen Stüde 
BE md MO ob, fo bleiben uns die Linien CE und NO als Geſchwin- 
digkeitszu⸗ oder Geſchwindigkeitsabnahmen übrig, für welche nach dem Döigen 
die PBroportion: 

NO:CE=DO:DE 


gilt. 

Eine folche Proportion bedingt, daß N nnd fo auch jeder Punkt ber Linie 
CD, in der geraden Berbindungslinie zwifchen C und D liegen, daß alfo 
jene, die verjchiedenen Gefchwindigkeiten (MN) begrenzende Linie CD felbft, 
gerade fein muß. 

Diefem zufolge läßt ſich aljo der gleichförmig beſchleunigt und gleichfür- 
mig verzögert durchlaufene Raum durd) ben Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, da8 zur Höhe AB die Zeit (£) und zu den (parallelen) Grund⸗ 
Inin AD und BC die Anfangs» und Endgeſchwindigkeit hat. Auch ift 


damit bie $. 13 gefundene Formel s = C 


einftimmung. Bei der gleichfürmig befchleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite DO vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig ver» 
zögerten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit Null Geſchwin⸗ 
digkeit anfangenden gleichförmig beichleunigten Bewegung geht das Trapez in 
ein Dreied vom Inhalte 1, BC. AB= 1); vt über. 





Die mittlere Geſchwindigkeit einer ungleichförmigen Bewegung ift 8. 27. 
der Quotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt alfo mittelft Multi⸗ 
plication durch die Zeit, den Weg und läßt fich deshalb auch als die Höhe 
AF B E desjenigen Rechteckes ABEF, Fig. 60 (a. f. S.), anfehen, welches 
zur Grundlinie AB die Zeit & hat und an Inhalt bem den zurückgelegten 
Weg oder Raum mefjenden Bierede ABCND glei if. Die mittlere 
Geſchwindigkeit ergiebt fi) demnad) auch durch Verwandlung des Vieredes 
ABCND in ein gleich langes Rechteck ABEF. Ihre Beſtimmung ift 
beſonders bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Mafchinen 
vortommen, von Wichtigkeit. Das Geſetz diefer Bewegungen wird durd) eine 
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Schlangenlinie CDEFG, Fig. 61, repräfentirt. Schneidet die mit AB 
parallel laufende Gerade LM denſelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 


Fig. 60. Fig. 61. 
E G 
L M 
A N 10) pP B 





ift alfo LM gleichſam die Ure, um welche ſich CDEFG winbet, fo ift 
der Abftand AZ —= BM zwiſchen beiden parallelen Linien AB und LM 
die mittlere Gefchwindigfeit der periodifchen Bervegung, dagegen AC,OE, 
BG u. f. w. die größte und ND, PF u. f. w. die Heinfte Geſchwindigkeit 
einer Periode AO, OB u. |. w. 


8.28. Auch die Acceleration ober der in der Beitfecunde erfolgte Zufag an 


Geſchwindigkeit läßt fich in der Figur leicht nachweiſen. Bei ber gleich- 
förmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffes 
renz PQ, Fig. 62 und Fig. 63, zwifchen zwei Gefchwindigfeiten OP und 





Sig. 62. gig. 63. 
C D 
N P 
D C 
A M 0 B A M OO B 


M N, wovon bie eine einer um eine Secunde (MO) größeren Zeit angehört 
als die andere. It die Bewegung ungleidhförmig verändert, aljo die 
Geſchwindigkeitslinie CD eine Curve, fo ift fr jeden Zeitpunkt (MM) bie Accer 
leration eine andere, und beshalb ift fie auch nicht die wirkliche Differenz 
PQ zwifchen den um eine Secunde MO von einander abftehenden Geſchwin⸗ 
digfeiten OP und MN = 09, Fig. 64 und 65, fondern fie ift die Zu⸗ 
nahme RQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten würde, wenn von dem 
Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig befchleunigte, alfo die 
frumme Geſchwindigkeitslinie N PC in eine gerade Linie N Eüberginge. Nun 
ift aber die Tangente oder Berührungslinie NE diejenige Gerade, in welche 
eine Curve D.N weiter fortgeht, wenn fie von einer gewiflen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnach die neue Geſchwindig⸗ 
feitslinie mit der Tangente zufammen, es ift ferner auch die bis zu biefer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Gejchwindigkeit, welche nad) einer Secunbe 
eintreten wlirde, wenn die Bewegung von Anfang berfelben an in eine gleich 


TE 
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förmig befchleunigte übergegangen wäre, und endlich bie Differenz Q.R zwifchen 

diefer Geſchwindigkeit O.R und ber anfänglichen MN, bie Acceleration fur 

den Augenblid, welcher dem Punkte M in der.Zeitlinie 4 B entſpricht. 
Fig. 64. Gig. 66. 














Dem Borftehenden zu Folge laſſen ſich die vier Bewegungselemente: Zeit, 
Beg, Geſchwindigleit und Acceleration, durch eine ebene Curve wie DNC, 
dig. 64 u. 65, graphiſch darftelen, und zwar bie Zeit £ durch die Abfcifje 
4AM=z, bie Geſchwindigkeit » am Ende derfelben durch die Ordinate 
HN = y, das Maaß des zurüdigelegten Weges 3 durch die Fläche AMND 
= 8 zwiſchen der Anfangsgeſchwindigkeit AD — c und der Endgeſchwin⸗ 
digfeit MN = o, und endlich das Maaß der Acceleration p durch die trigo- 
nometriſche Tangente des Winkels MTN — «, welden die Beruhrungs- 
linie TE mit der Grundlinie oder Abfeiffenare AX einſchließt. 

Der Tangententoinfel @ und bemfelben entſprechend, auch die Aeceleration 
p iſt Null, alfo die Berlifrungslinie DE parallel zur Grundlinie AX, 
wenn die Geſchwindigkeit v ihren größten ober Heinften Werth hat, und 
ebenfo ift die Geſchwindigkeit v — Null, an der Stelle, wo der Weg s einen 
Grenzwerth erreicht hat. 

Man kann auch die Zeiten und ccelerationen als die Coorbinaten einer 
Gurve anfehen, in welchem Falle natürlich bie Geſchwindigkeiten durch Flächen- 
tiume repräfentirt werben. 


8. 29. 
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Zweites Capitel. 
Zuſammengeſetzte Bewegung. 


Zusammensetzung der Bewegungen. Ein und derſelbe Körper 
kann gleichzeitig zwei oder mehrere Bewegungen befigen; jede (relative) Bes 
wegung befteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Raumes und aus der 
Bewegung diefes Raumes innerhalb ober in Beziehung auf einen zweiten 
Raum. So befist ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglich einmal um die Erdare und mit dieſer zugleich jährlich einmal 
um bie Sonne. Eine auf dem Schiffe gehende Perfon hat in Beziehung 
auf bie Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die bes Schiffes; das Waffer, 
welches durch eine Boden⸗ oder Seitenöffuung eines Gefäßes ausfließt, das 
auf einem Wagen fortgefahren wirb, hat zwei Bewegungen, bie Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. f. w. 

Man unterfcheidet Hiernah einfache und zufammengefeste Bewe⸗ 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die gerablinigen Bewe⸗ 
gungen, aus welchen andere gerad» oder krummlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zuſammengeſetzte (franz. oomposés; engl. oomposed) nenut, 
beftehen ober beftehend gedacht werben künnen. 

Die Zufammenfegimg mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufanmmengefegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Folgenden abgehandelt. 


8. 30. Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und berjelben geraden Linie, 


fo giebt bie Summe oder Differenz derfelben die refultirende zuſammengeſetzte 
Bewegung, erfteres, wenn die Bewegungen nad) gleichen Richtungen vor ſich 
gehen, letzteres, wenn ihre Richtungen entgegengefegt find. ‘Die Richtigkeit 
diefes Satzes leuchtet fogleich ein, wenn man bie gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichförmigen Be 
wegungen mit den Gefchwindigfeiten c, und es entiprechen die gleichzeitigen 
Räume ct und cht; haben diefe Bewegungen eine und biefelbe Richtung, 
fo ift demnach der Raum nad) t Secunden: 
s=at+at=la + alt, 

und folglich ift die refultirende Geſchwindigkeit, mit welcher die zufammen- 
gefegte Bervegung vor fich geht, die Summe der Gefchwinbigkeiten von den 
einfachen Bewegungen. Bei entgegengefegten Richtungen beider Bewegun⸗ 
gen ift: 
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s — cit — ot=la — olt, 

hier iſt alſo die reſultirende Geſchwindigkeit der Differenz der einfachen Ge⸗ 

ſchwindigkeiten gleich. 

Beiſpiele. 1) An einer Perſon, welche ſich mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Verdecke eines Schiffes in der Bewegungsrichtung deſſelben fortbewegt, wäh⸗ 
rend das Schiff jelbſt 6 Fuß Geſchwindigkeit bat, ſcheinen die Gegenſtände an 
den Ufern mit 4 + 6 = 10 Fuß Geſchwindigkeit vorbei zu geben. 2) Das 
Waſſer, welches aus der Geitenöffnung eine Gefäßes mit 10 Meter Geſchwindig⸗ 
feit außfliekt, während es mit dem Gefäße zugleich in der entgegengejegten Rich⸗ 
tung mit 3 Meter Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die Übrigen in 
Ruhe befindlichen Begenftände nur 10 — 3 = 7 Meter Geſchwindigkeit. 


Diefelben Berhältniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen $. 31. 
fett. Hat ein und derſelbe Körper außer den Anfangsgefchtwindigkeiten cı 
und c, noch bie conftanten Accelerationen p, und 9%, fo find die entſprechen⸗ 
den Räume cıt, at, Ya mıt?, Yapst?, und haben nun Gefchwindigfeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, fo ift der ganze Raum, welcher 
diefen einfachen Bewegungen entipricht: 


s=atai+mtm%- 
Setzt man nun ci To =cwi p +9 — p, fo erhält man 
5.66. ct 2 und e8 folgt hiernach, daß nicht allein durch 


A 

„u Die Summe der einfachen Gefchwindigfeiten die Geſchwindigkeit, 
B fondern aud) durd) die Summe der Accelerationen der einfachen 
Bewegungen die Acceleration der refulticenden oder zufanmens 
geſetzten Bewegung gegeben wird. 

Beilpiel. Ein Körper auf dem Monde erhält von der Mond- 
maſſe die Acceleration 9, = 5 Fuß und von der Erde die Acce⸗ 
leration 9, = 0,01 Fuß. Es fällt daher ein Körper A, Fig. 66, 
außerhalb de8 Mondes M und der Erde Z, mit 5,01 Yuß, und 
ein Körper B innerhalb M und E, mit 4,99 Fuß Beſchleunigung den Mittel: 
punkte des Mondes zu. 





Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in ben $. 32. 
Richtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, jo nimmt er eine 
zwilchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun⸗ 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichförmig 
beſchleunigt, fo ift die Richtung an jeber Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung felbft alfo eine krummlinige. 

Denn ein Körper von einem Punkte A aus während eines Beitelementes 
in der Richtung AX das Wegelement AM, — x, und in der Richtung 
AY das Wegelement AN, = yı zurücklegt (f. Fig. 67 a. f. S.), fo ift ders 
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ſelbe am Ende dieſes Zeitelementes in einem Punkte O,, welcher in der Rich⸗ 
tung AX um N, O0, = AM, = x, von AY, und in der Richtung A Y 


Fig. 67. 





um MO, = AN, = yı von AX abfteht; und wenn der Körper im 
zweiten Beitelemente nach den angegebenen Richtungen die Wegelemente 
0,4; = % und Oi N, —=ys durchläuft, jo befindet fich derfelbe am Ende 
diefer Zeit in einem Punkte O,, welcher in der Richtung AX um N, 0ı + 
0 =AM +0, =x + x von AZ, fowie in der Richtung 
AYm MO, +49 =AN +0, =yı +9 von AX 
abſteht. Sind ferner im dritten Zeitelemente die Wegelemente 0, M; — x; 
und O,. N; — %,, fo hat man die Abftände des Ortes O, am Ende diefes 
Beitelementes: 


NO, +09 +N9, = +% + % 


Ma, +40 +99, =y +9 + 3., 
und es ift num leicht zu ermeflen, daß am Ende einer gewiſſen Seit & ber 
Drt O des bewegten Körpers von ben Bewegungsrichtungen AY und AX 
um die Wege | 
N0=4M=:=44+. +%+--, 


M0=4AN=y=ytntYv + 

abfteht, und daher den vierten Eckpunkt O eines Barallelogramms bildet, welches 
fi) aus ben beiben gleichzeitigen Wegen AM = x und AN =y und 
dem von den Richtungen derjelben eingefchloffenen Winkel X AY conftrui- 
ren läßt. 

Man gelangt auch zu demfelben Refultat, wenn man fich vorftellt, daß 
der Raum AM = x in einer Linie AX zurüdgelegt werbe, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung AY fortgeht, aljo auch M mit AY 


und 


und 
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parallel fortführt und dieſen Punkt den Weg MO = AN —=y beſchrei⸗ 
ben läßt. 


Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Crfolgen die beiden $. 33. 


Bewegungen in ben Richtungen AX und AY gleichfürmig und mit den 
Geſchwindigkeiten c, und cs, fo find die Räume nad; einer gewiſſen Zeit (): 
= atwdy—et; 


a if alſo ihr Verhältniß I — = zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigen⸗ 
1 


thümlichkeit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 68, zukommt. Es folgt 
alfo hieraus, daß die zufanmengefegte Bewegung in einer geraden Linie vor 
Sig. 68. fi) geht. Konftruirt man ferner aus den 
Geſchwindigkeiten AB=c, und AC=co 
das Parallelogramm ABCD, fo giebt 
deflen vierter Eckpunkt den Ort D an, wo 
N 0 fi) der Körper am Ende einer Secunde 
befindet. Da aber bie refultirende Bewe⸗ 
gung eine geradlinige ift, jo folgt, daß dieſe 
überhanpt in der Richtung der Diagonale 
des aus den Gefchwindigfeiten conftruirten 
a B M X Barallelogrammes vor ſich geht. Bezeichnet 
man nun ben Weg AO, welcher in ber 
Zeit (6) wirklich zurüdgelegt wird, durch 3, fo Hat man wegen Aehnlichkeit 
der Dreiede AMO und ABD: - 
s _4D 
x AB 
es folgt demnach biefer Weg: 


AB Cci 


Der letzten Gleichung zufolge iſt der Weg in der Diagonale der Zeit (t) 
proportional, alfo die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit o 
gleich der Diagonale AD. 

Es giebt alſo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindigkeiten 
und dem von ihnen eingeſchloſſenen Winkel gebildeten Paralle— 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Geſchwindigkeit 
an, mit welcher die reſultirende Bewegung wirklich vor ſich geht. 
Man nennt dieſes Parallelogramm Par allelogramm der Geſchwindig—⸗ 
feiten (franz. parallélogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
locities), die einfachen Geſchwindigkeiten heißen auch wohl Komponenten 
oder Seitengefchwinbigfeiten (franz. composantes; engl. components) 


ve 
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und die zuſammengeſetzte Geſchwindigkeit die reſultirende oder mittlere 
(franz. resultante; engl. resultant). 


Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Durch die Anwen⸗ 
dung trigonometrifcher Formeln läßt fich die Richtung und Größe ber 
mittleren Geſchwindigkeit auch rechnen finden. ‘Die Auflöfung von einem 
der gleichen ‘Dreiede, 3. ®. von ABD, aus denen das Parallelogramm 
ABDC (fig. 69) der Gefchwinbigfeiten befteht, giebt die mittlere Geſchwin⸗ 
digfeit AD — c aus ben Seitengefchwinbigkeiten AB —=c, un AC=a 
und aus dem von ihren Richtungen gebildeten Winkel BAC = & burd) 








die Formel: 
e =Ve? + cc? + 2c0,%c08.%, 
Big. 69. und die Winfel XAD = a, und YAD 
Y — 0 , die die mittlere Gefchwindigkeit mit 
den Gefchwindigkeiten c, und cz einfchliekt, 
durch die Formel: 
. 63 sin. 
sin.ch = —— 
c 
und 
. 101 sin. 
sin.c. — 
R c 
a BR oder 
_AE __AB+BE A co. æ cı 
eotg.a = DE DE (3 sin. & =colg. + ca Sin. & 
ci 


1 
æ æ 
4 = 2” (5 — u) 
Sind die Geſchwindigleiten ci und c, einander gleich, iſt alſo das Parallelo⸗ 
gramm derfelben ein Rhombus, fo ergiebt N i in Folge ber Rechtwinkeligkeit 
zwifchen den Diagonalen einfacher: 
ce= 20008. md & = — Yu. 

Schließen endlich die Geſchwindigkeiten einen Nechtwinfel ein, fo erhält 

man ebenfalls einfacher. 


ca + c} und tang.cı = =. 
1 


Beifpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Mafchine ausfliegende 
Waſſer hat eine Geſchwindigkeit c, — 25 Fuß, während fi das Gefäh ſelbſt 
mit einer Geihwindigfeit c; = 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
des audfließenden Waflerd einen Wintel «® = 1309 bildet. Welches iſt bie 
Richtung und Größe der refultirenden, oder wie man wohl fagt, der abjoluten 
Geſchwindigleit des Waflers I 
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Es it e= V252+192-+2.25.19cos. 130% — V625-+361 —50.19.c0s.50% 
— V986—960.c08.500 — Y 986 — 610,7 = V375,3— 19,37 Fuß 
die gefudhte rejultirende Geſchwindigkeit. 


n ö 

Ferner sin. = —— — 0,9808 sin. 500 = 0,7513, und ſonach 
der Winkel, um melden die Reſultirende von der Geſchwindigkeit c, abweicht, 
a = 48942’, aljo der Winkel, welden fie mit der Bewegungsriätung des Ge: 
füßes einſchließt: ag = a — a, = 81018. 

2) Wären die vorigen Geſchwindigkeiten winkelrecht gegen einander gerichtet, 
jo würde cos. « —= cos. 900 — 0, und deshalb die mittlere Geſchwindigkeit 
e = Y386 = 81,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre fang. a, = 1%, = 0,76, 
daher die Abweichung derjelben von der erften Geſchwindigkeit: a, = 87914, 
fowie & MP — 37914’ = 52046°, 


Zerlegung der Geschwindigkeiten. Man Tann auch jebe gegebene $. 35. 
Geſchwindigleit aus zwei Seitengefchiwindigfeiten ‚beftehend anſehen, und des- 
halb, gewifſen Bedingungen entjprechend, in folche zerlegen. Sind z. B. 

70 die Winkel DAX =, mb DAY= 0, 
Öig. 70. dig. 70, gegeben, welche bie zu fuchenden Ge⸗ 
ſchwindigkeiten mit der mittleren AD = c 
einschließen follen, fo ziehe man burd) den End» 
punkt .D der die c vorftellinden Graben andere 
Linien parallel zu den Richtungen AX und 
AF: die fi) ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und C ſchneiden nun die gefuchten Geſchwin⸗ 
digfeiten 
AB ci und AC= «ob. 

Die Trigonometrie giebt dieſe Geſchwindig⸗ 

keiten durch die Formeln: 
c sin. Dig csin. c 
sin. (&ı + 0.) 
In vielen Fällen der Anwendung find die beiden Geſchwindigkeiten winkelrecht 
gegen einander gerichtet, dann ift alfo & + &% — 90°, sin. (a, + 0%) 
— 1, und es folgt: 

G = 0.0080, = C. sin. c. und C; = C8iN.&ı == 0008.02. 

Uebrigens kann aud) aus einer Seitengefchwinbigfeit (1) und ihrem Rich⸗ 
tungswintel (&,) die Richtung und Größe der anderen Seitengejchwindigfeit 
gefunden werben. Endlich laſſen ſich auch aus den Geſchwindigkeiten c, cı 
und cz ihre Richtungswintel beitimmen, wie man aus den drei Seiten eines 
Treieds die Winkel deſſelben findet. Ä 

Beilpiel. Es fei die Geſchwindigkeit ce = 10 Meter in zwei Seitengeſchwin⸗ 
digleiten zu zerlegen, deren Richtungen um bie Winkel «, — 65° und a, — 70 
von ihrer Richtung abweichen. Dieſe Geſchwindigkeiten find: 
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108in.65°__ 9,063 


—12,81 Reter. 

8.36. Polygon und Parsallelepiped der Geschwindigkeiten. 
Durch wiederholte Anwendimg des Parallelogrammes der Gejchwindigfeiten läßt 
ſich jebe beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Geſchwindigkeit ver- 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogrammes ABDC (Fig. 71) giebt 
die mittlere Geſchwindigkeit AD zu c, und cz; durch Konftruction des Paralle= 
logramms ADFE erhält man in AF die mittlere Geſchwindigkeit zu AD 
und AE = cz, und ebenfo ftellt ſich durch Conftruction des Parallelo- 
grammes AFHG die mittlere Geſchwindigket AH —= c von AF und 
AG = c, und dadurd) aud) die von ci, cz, cz und c, heraus. 

Am einfachften ergiebt fich die in Frage ftehende mittlere Geſchwindigkeit 
durch Eonftruction des Polygones ABDFH der Geſchwindigkeiten, 
defien Seiten AB, BD, DF und FH den gegebenen Geſchwindigkeiten 
C1, (9, C; umd c, parallel und gleich gemacht werden, umd deſſen letzte Seite 
AH allemal die refultirende Geſchwindigkeit ift. 


dig. 7. Fig. 72. 





Auch in dem Falle, wenn die Gefchwindigkeitsrichtungen nicht in einerlei 
Ebene liegen, läßt ſich die mittlere Gefchwindigkeit durch mehrfache Anwen⸗ 
dung bes Barallelogrammes der Gefchwindigkeiten finden. Die mittlere Ges 
ſchwindigkeit AF = c (Sig. 72) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geſchwindigkeiten AB —= c, AC = « und AE= c; ift die Diagonale 
eines Parallelepipedts BCHG, deilen Seiten diefen Gefchwindigfeiten gleich 
find. Man fpricht daher wohl auch von einem Barallelepiped der Ge— 
ſchwindigkeiten. 


$. 37. Zusammensetzung der Accelerationen. Zwei gleichförmig 
bejchleunigte und mit Null Gefhwindigfeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zufammenfegung wieder eine gleichförmig befchleunigte Yes 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Accelerationen dieſer nach 
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den Richtungen AX und AY Gig. 78) vor ſich gehenden Bewegungen durch 
p, und 9, jo find am Ende der Zeitet die Räume: 


dig. 73. AM=:= 2 # 
2 

und 

13 

an=y= Eh, 

und es ift ihr Verhältniß 

y at pn 

von der Zeit gar nicht abhängig, deshalb 

aljo der Weg AO der zuſammengeſetzten 

Bewegung ein gemblingr. Macht man 

AB=p,m BD=AC=p,, ſo erhält man ein Parallelogramm 

ABDC, weldes dem Parallelogramm AMON ähnlich und file welches 





— — — a — Ya, alfo. AO = 1a AD.t iſt. 


Dieſer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zuſammengeſetzten Bewegung 
dem Duabrate der Zeit proportional, die Bewegung felbft alfo gleihförmig 
bejchleunigt, und die Acceleration derfelben die Diagonale AD des aus 
den einfachen Accelerationen 9| und 95 conftruirten Parallelogramms. 

So wie man alfo durch das Barallelogramm der Gefchwindigfeiten Ge- 
fehwindigfeiten zujanmenfegt und zerlegt, ebenjo laſſen fid) nad) genau den- 
felben Regeln durch ein Parallelogramım, weldjes man das Parallelo- 
gramm der Accelerationen (franz. parall6logramme des acc&lörations; 
engl. parallelogram of accelerations) nennt, Xccelerationen zu einer einzi⸗ 
gen vereinigen, fowie in mehrere andere zerlegen. 


Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Aoccelera- 8. 


tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihförmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig bejchleunigten geht eine gänzlich ungleich⸗ 
förmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zufanmen- 
fallen. Während einer gewiffen Zeit & wird in ber einen Richtung AX, 
dig. 74, mit Null Anfongsgefhwindigfeit und der unveränderlichen Accele- 
ration p der Weg 
=, 
AM=:ı= 7 
und in der Richtung AY, welche um den Winkel XAY — « von ber 
Richtung A X abweicht, mit der conftanten Gefchwindigkeit c gleichzeitig der 
Weg AN=y=.ci 


112 Erſter Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 38. 
zurlidgelegt, und es ift daher der auf diefe Weife bewegte Körper am Ende ber 
Zeit t im vierten Eckpunkt O des aus x — * und y = ct conſtruirten 
Parallelogrammms angelangt. Mit Hilfe diefer Formeln läßt fi) zwar ber 
Ort des Körpers fir jeden Augenblid finden, aber derfelbe Tiegt nicht mehr in 
einer geraden Linie, fondern gehört einer Curve an, beren Gleichung durch 


Elimination der Zeit 3 gefunden wird, und zwar, indem man — * aus 


2 
der zweiten Gleichung in die erſte Gleichung æ — eT einfest. Auf dieſe 


Weiſe folgt die Gleichung der Bahn des Körpers: 

* = oder yı = 3 
Diefer zufolge verhalten fich die Wege (2) in der zweiten Bewegungsrichtung 
nicht wie die Wege felbft, fondern wie die Quadrate (42) der Wege in der 





Fig. 74. Fig. 75. 





erften Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers auch 
feine gerade, fondern eine gewiſſe krumme Linie, welche man in ber Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) fennen 
lernt. 

Während fich beifpielsweife die Wege in der Richtung AY wie die Zahlen 
1, 2, 3, 4 u. f. w. zu einander verhalten, ftehen die Wege in der Richtung 
AX in den quabdratifchen Verhältniffen 1, 4,9,16 u. f. w. zu einander und 
find die Eckpunkte c, ß, y, 6 u. |. w. ber aus je zwei biefer Wege gebilbeten 
Parallelogramme Bunte in der parabolifchen Bahn 40 des bewegten Körpers. 

Anmertung Es ſei ABC, Gig. 75, ein Kegel mit kreisförmiger Bafis 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt deffelben parallel zur Seitenlinie BC und 
winkelrecht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit ber 
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Bofis paralleler und deswegen ebenfalls kreisförmiger Durchſchnitt. Es jei 
ferner EF die Durdfchnittslinie zwilchen der Bafi8 und dem erften Schnitte, 
und ON die zwiſchen beiden Schnitten; denken wir und enbli im triangulären 
Durchſchnitte ABC die parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF die Axe DG geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreiſſehne MN—= MO 
die Gleifung MN2—= PM.MQ; ober MQ it = GB und für PM gilt die 
Proportion PM: DM = AG:DG, & ergiebt fi daher: 
‘ MN? = BG ae 

Ebenjo it aber au GE? = BG.AG; dividirt man daher beide Bleihungen 
durd einander, jo folgt: 

DM _MN 

DE GER’ 
ed verhalten jich aljo die auf der Are abgefhnittenen Stüde (Ab: 
jeiffen), wie die Quadrate der entjprehenden Perpendilel (Ordi- 
naten). Dieſes Geſetz ſtimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgeſetze voll- 
Iommen überein; es gebt aljo diefe. Bewegung in einer trummen Linie DNE 
vor fh, weldhe einem ſegelſchnitte angehört. 

Ueber die Gonftruction, Tangentenlage und andere Eigenjchaften der Parabel 

iR im Ingenieur Seite 175 u. f. w. nachzufehen. 

Parabelbewegung. lm die aus der Zufanmenfegung von Geſchwin⸗ 
digkeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu kennen, muß 
man auch nod) bie Richtung, Geſchwindigkeit und den durchlaufenen 
Weg für jede Zeit (t) angeben können. Die Gefchwindigfeit parallel zu 
AY iſt unveränderlich — c, die parallel zu AX aber unveränderlid) v und 
zwar v — pt; conſtruirt man nun aus den Gefchwindigkeiten c und v für 
einen Punkt O der Bahn das Parallelogramm Ocwv, Fig. 76, fo erhält 

Fig. 76. 
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man in der Diagonale 10 defielben die mittlere oder die veränderliche Geſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher der bewegte Körper die parabolifche Bahn AO durch 
läuft. Dieſe Geſchwindigkeit ift: 


w=—Vc? + 0% + 2cvcos.a —=Ve? + 2cpteos.a + (Pf)? (1.8.34), 
wobei & den Winkel XAY— vOc bezeichnet, welchen die Richtungen AX 
und AY der Bewegungen zwifchen ſich einjchliegen. Die Richtung dieler 
Geſchwindigkeit ift zugleich die Tangente ber parabolifchen Bahn AO in O, 
daher fie aud) Tangentialgefchwindigfeit genannt wird. Für den Winfel 
vOw = XTO = 9, welden die Tangentialgejchwindigleit so mit ber 
Arenrichtung AX einſchließt, hat man die bekannten Formeln 








ain. — csin.a 
und | 
v - ccos.e v pt 
ceotang.O = ——— — . - — cotq. — 
9.0 csin.a , colg.a + c sin. ge + csin.“ | 
Sig. 77. Ä 
Y 





Auch ift 


daher die fogenannte Subtangente: 
MT = e = pt == 2 — pi 
r MO sy pi 2 5 
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DL: Subtang. MT = 2x = 2AM. 
Um endlich noch ben Raum oder Eurvenbogen AO — 8 zu finden, kann 
men fi der Formel 6 — wr ($. 19) bedienen, wonach fich die Elemente 
6 and dem Zeitelemente 7 umd ben verjchiebenen Werthen der Tangential⸗ 
geihwindigfeit berechnen laſſen. Es ift hiernad): \ 
s — (v; ta +++ w)r 


" t 
— CGe ta tus tt 
wenn bie Zeit der Bewegung mit bezeichnet und die Anzahl der Zeitelemente 
= # angenommen, aljo 7 — a gefeist wird. Uebrigens giebt die Formel 


w—=YVc? + 2cptcos.a + (pt)? | 
die verſchiedenen Werthe 101, Ws, %g ... %,, wenn man darin der Reihe nad) 
i=1T,2r,3rT...nr ſetzt. 


And) jet man 1 — 9 und 


7 
„Ve 4 2pycos..o + 22) . 


Rad) der Simpfon’fchen Kegel kann man den mittleren Geſchwindig⸗ 
keitswerth 


+ 4m + 2 + 4w +--- dw + 0 
3n 
fegen und hiernach den parabofifchen Weg 
s — wt berechnen. 
Uebrigens giebt die höhere Geometrie einen compficirten logarithmiſch⸗trigo⸗ 
sometrifchen Ausdrud für die Länge eines Parabelbogens (f. weiter unten, 
Irtitel Kettenlinie). 


Mit Hüffe der im Borftehenden gefundenen Formeln kann man aus der $. 40. 
gegebenen Geſchwindigleit c, ber Acceleration p und dem Winkel @ zwifchen 
den Bewegungsrichtungen für jede Zeit £ die Koordinaten des Orts, bie 
Bewegungsrichtung und die Gefchwindigfeiten, fowie annäherungsweife aud) 
die Länge des von dem bewegten Körper zurücgelegten Weges berechnen. 
Da nun aber ber letztere eine gemeine Parabel ift, jo hat man noch ben 
Scheitel berfelben zu ermitteln, ſowie die orthogonalen Coordinaten des be 


wegten Punktes anzugeben. | 
2c?z 2% 
Ans der gefundenen Gleichung y? — ur oder y = c v 7; folgt 


fogleich, daß jeder Abſciſſe A M= x, zwei gleiche entgegengefettte Ordinaten 
+ y und — y angehören, daß folglich die Richtung AX der Acceleration 
8* 
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zugleich die Richtung der durch den Scheitel C gehenden Hauptare C’X,, der 
parabolifchen Bahn des bewegten Bunktes fei. Die Anfangsgefchwindigfeit c 
defielben läßt fich in die Komponenten cı = esin.@ und oa — c.cos.a 
zerlegen, wovon ber legtere als eine in einer gewillen Zeit do durch Die Accer 
leration p erzeugte Gefchwindigfeit anzufehen ift und fi) daher — pt, fegen 
läßt. Sind nun a und d die gefuchten orthogonalen Koordinaten CB und 
BA bes Punktes A in Hinficht auf den Parabeljcheitel C, jo hat man daher: 


db= cab — chsin.a 





and 
a __Plo.to __ 6608. .to __ CI, cos. 
— 2 — 2 — 2 
ccos. . 
oder, u = — eingeſetzt: 
u cꝰ sin. & cos. & _ e?lsin.2« 
— p — 2p 
und 


a c?(cos. &)? 
| 2p 
Mißt man num die orthogonalen Coordinaten ON, =rı md N O=yı 
vom Scheitel C aus, und rechnet man ebenfo die Zeit &, vom Abgang in C 
an, jo hat man zu fegen: 


— 1/, bcotang.ı. 


_ pl 
an 
und 
— Yı = ci ti — csin.a.tı = ct sin. ok, 
daher auch 


a — _ PU _ fowie yı = esin a\ 2” 
17 202 (sin.a)®’ 9ı ESIn. p 


Anmerlung. Die feither abgehandelte Theorie der paraboliichen, aus einer 
unveränderliden Geſchwindigkeit und einer conſtanten Acceleration hervorgehenden 
Bewegung findet ihre Unwendung in der Balliftil, oder der Lehre von der IBurf- 
bewegung. Die jchief auf: oder abwärts gemorfenen Körper würden in Folge ihrer 
Anfangsgeſchwindigkeit (c) und der Ucceleration der Schwere (9 — 9,81 Meter oder 
31y, Zub) einen Parabelbogen durdjlaufen, wenn der Widerfiand der Luft bes 
feitigt wäre, oder die Bewegung im luftleeren Raume vor fi ginge. Iſt die 
Wurfgejhwindigfeit nicht groß, dagegen die Dichtigfeit des geworfenen Körpers 
bedeutend, jo fällt die Abweichung von der Parabel klein genug aus, um diefelbe 
ganz vernadläffigen zu fönnen. Am vollkommenſten wird nod die paraboliſche 
Bahn an jpringenden Wafjerftraglen, wie fie fi beim Ausfluſſe aus Gefäßen, bei 
Sprigen u. j. w. bilden, vorgefunden. Abgeſchoſſene Körper, wie z. B. Geſchütz⸗ 
fugeln, beſchreiben in Folge des großen Luftwiderftandes, von der Parabel bes 
deutend abweidhende Bahnen. 


$. 41.] | Zuſammengeſetzte Bewegung. 117 


Wurfbewegung. Ein unter ben Elevationswinkel X, AY— a (Fig. 78) $. Al. 


abgefchoflener Körper fteigt auf eine gewiſſe Höhe 3 C, welche die Wurfhöhe 
Sig. 78. (franz. hauteur du jet; 
engl. height of projection) 
genannt wird, und er ers 
reicht beim Herabfallen bie 
Horigontalebene, von der 
er in A auögegangen: ift, 
in einer Entfernung AD, 
welde die Wurfweite 
(franz. amplitude du jet; 
engl. range of projection) 
heißt. 
Aus der Geſchwindigkeit 
c, ber Xcceleration g der 
Schwere und dem Slevationswinte o folgt der Weg in ber Wurfrichtung, 





AT—=ct, 
ſowie der Weg in der Fallrichtung 
n—% 
92 ’ 


daber find die horizontalen und verticalen Projectionen der Bahn AO des 
geworfenen Körpers: 
AN — ATcos.a,d.i.2 = cetcos.a, 
und 
ES — 8. gt? 
NO = ATsin.a — TO, db.i. y = ctsina — — 


Auch folgt, wenn man t = 7 





z in bie zweite Gleichung einfegt: 
U x sine 9 ( x ) 
yTRse 2 \ccos.a) ’ 


y= stan.a — 1 [1 -F (ang.o)?], 


ba ſich 

eine _, 

co. ange 
und 

aa —=1 + (tang.«)? 
Veen laßt. 


4 
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Für y = 0 iſt z entweder auch = 0, oder = der Wurfweite AD, 
und zwar 


208 20 ce? 
= T (cos. a)? tanꝗq. = T sin. 008.0 — 7 sin.2 0, 


folglich die Halbe Wurfweite: 


AB=1%4AD=ıa—= 2 sin. 2a. 
Auch ergiebt fi, wenn man in der Gleichung 
— — — 
v tang.e —A 


x ec . 
ı-=;= 7 sin. 08. einjegt 
Mn ng 
y— 7 (sin. )? — 39 (sin. «)?, 
d. i. die Wurfhöhe: 
e3 
— — ) R | 
b= 37 (sin. &)2, 
Lestere ift ein Maximum mit sin. — 1, alſo beim fentrechten Wurf, 
2 
und zwar = 5 erſtere iſt dagegen ein Maximum mit sin. 2« —= 1, alſo 
für 20 900, d. i. für @« = 45°, Bei dem Elevetienarriubel a e= = 450 
fallt aljo die Wurfweite 2a am größten, und zwar — = 29° ‚bi 
doppelt jo groß als bie größte jentrechte Steighöhe aus, auch folgt, da sin. 45° 
1/, ift, die entfprechende Wurfhöhe 
—* c 
ll. C —1. 
b — / 3 2 g / 4 g L 
d. i. gleich ein Viertel der entfprechenben Wurfweite. 
Giebt man der Gleichung 
+3 
y= ztang.a — —* [1 + (fang. «)?] 
die Form 
(tang.a)? — tan. = — (1 + — 2 * 
und loſſt dieſelbe in Hinſicht auf kang. auf, fo erhält man die Sleihung: 


tung. "+ VE) — (1 + 29) (14 2cy\ 


welche diejenige Größe bes Wurfwinlkels c angiebt, ride ein durch die 
Coordinaten x und y gegebenes Ziel O erreicht wird. | 
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a(£) = ı+ — oder ed — 29ey ⸗g9ꝛ⸗, daher 
— + Ve + m), 


fo fallt einfach tang.a = 2 aus, und bann wird das Ziel am höchſten 


vunlte oder im Scheitel der Wurflinie erreicht. 

Meinere Werthe von c machen fang. imaginär, größere Werthe führen 
dagegen auf zwei Werthe von kang. c; im erfteren Falle ift das Ziel gar 
nicht zu erreichen, im zweiten wird es bagegen ſowohl beim Auffteigen, als 
and) beim Niederfallen des Geſchoſſes getroffen. 

Beijpiele. 1) Ein unter dem Elevationswinkel von 66° mit 20 Fuß Ges 
ſawindigieit auffleigender Wafſſerſtrahl, dem aljo die Geſchwindigkeiishöhe 
h = 0.016.202 — 6,4 Zuß zulommt, fteigt auf die Höhe a — han. = 
64 (ein. 6602 — 5,34 duß und hat die Wurf- oder Sprungweile 2) = 
2.648in. 132° — 2.6,45in.48° — 9,51 Fuß. Die Zeit, melde jedes Waffer- 
teilen braucht, um den ganzen Parabelbogen AC.D (Fig. 78) zu durdlaufen, ift 
t= —— — = 1,17 Secunde. Die Höhe, welche dem Kos 


Gunilabfande AN = 2 — 3 Fuß entjpricht, it 





_ 3125.98 _ unge _ 035156 
y—B.tang. 6 — og. (con. = 6788 — D,ToBas 





= 6,738 — 2,125 — 4,613 Fuß. 

2) Man hat dur ein Bohrloh AB, Fig. 79, in einen alten Grubendau 
CD eingeiäjlagen, und es kommt das darin angejammelte Waſſer durd das 
Sie. 79 Bohrlod zum Ahfluf. Um 
nun den Waſſerſtand in dem 
Grubenbau zu ermitteln, ift 
die Halbe Sprungweite AH 
= a und die zugehörige 
Sprunghöfe HO = b de 
Waſſerſtrahls, welcher ſich in 
den freien Raum der Strecke 
E exgießt, gemeſſen worden. 
Die Formeln a = ct und 

_M_g(ea\ 

3=4=3(). 
füßren auf den Ausbrud 
— 
c=aY 
für die gefuchte Ausflußgeſchwindigkeit, und wenn der Geſchwindigleitsverluſt, wels 
gen das Wafer beim Durfluß durch daß Vohrloch erleidet, vernachläffigt wird, 
fo if} der Waflerftand oder die Höhe des Wafferjpiegels im Grubenbau über der 
Bohrlogsmündung: 


h= 


eilt 
sit 


$. 42. 
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Mißt z. B. bei der Sprungweite a —=6 Meter und die Sprunghöhe b=0,55 
Meter, jo ift der gefuchte wat erftand im alten Grubenbau: 


86 
= =” = 25,71 Meter, 


während die Ausflußgeſchwindigkeit 
ce =V2gh = V19,62.25,71 = 22,46 Meter 
beträgt, und das ſtündlich abfliegende Waflerquantum 
Q = 3600 Fe = 3600 ..0,0019635 . 22,46 — 158,8 Eubifmeter 


betragen würde, wenn daß Bohrloh einen Durchmeſſer von 5 Centimeter, oder 
einen Querſchnitt von 19,635 QDuadratcentimeter hätte. 


Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthimlichfeiten der Bewegung 
des Waſſers in fpringenden Strahlen werden beſonders durch Folgendes dar⸗ 
gethan und zur Anſchauung gebracht. Nach dem Borftehenden find 
ga®[1 + (tang.«)’] 

2c? 

2 

Yyı = Aıtang.cı — 9x, [1 * (ans. &)?] 


die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derfelben Geſchwindigkeit e 
unter verfchiedenen Neigungswinfeln & und a, auffteigende Waflerftrahlen 
bilden. Setzt man &ı = 7 und fuhtrahirt man diefe Gleichungen von eins 


y — ætang. — 
und 


ander, ſo erhält man die neue Gleichung 


—* 
y— Yyı = z(tang.a — tang.cı) — I [(tang.«)? — (tang.a,)?] 


= r(tang.a — tang.cı) (1 — * (tang.a + tang. ))- 


Nimmt man ferner an, daß diefe beiden Waflerftrahlen nahe unter den⸗ 
felben Winkeln auffteigen, und verlangt man endlich, daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinfchaftlic, haben, jo hat marı yı — y, daher 

&(tang.a — tang.cı) (1 — er (tang.a + tang.cn)) —=(, 
alſo 
9% 
RE (tang.& + tang.cı) = 1, 
oder, da fih &, — ſetzen läßt, einfad) 
gæ tang. _ — 


os 1, oder tang.a = nz 


Führt man diefen Ausdrud in der Gleichung 
3 
y= xltang.a — 2 [1 + (tang.e)?] 
ein, jo erhält man die Gleichung 


8. 42.] - Zufammengejebte Bewegung. 121 


ee g2? a\_e 92? 
‚=, lit 2 20 
der Curve DPSPD, Fig. 80, welche durch die benachbarten Punkte geht, 


worin ſich je zwei ber mit verfchiedenen Winkeln aus einem und demfelben 
Fig. 80. 





1 
kr 


Punkte A auffteigenden Barabeln fchneiden, unb daher aud) das ganze Syftem 
der Barabeln ACD, AOR u. ſ. w. berührt oder umhüllt. 
3 
Die Sprunghöhe des ſenkrecht auffteigenden Strahles ift AS — 37 
md die Sprumgweite bes unter dem Winkel « — 45 Grad auffteigenden 
} 2 — 
Etrahles ACD iſt AD— 2. =2. 228 
Berlegt man den Coorbinatenanfangspunft von A nad) S, erjegt man 
alfo die Koordinaten AN = x und NP=y burd die Coordinaten 
SU=umwd UP=v, fo hat man 


2 
y—=45S—- SIT=-I--uwWws=-4AN = UP=o, 





29 
daher geht die obige Gleichung 
0 g22 . laende ab , 
75 — 2 in folgen er: 
gv? 20? 


% 30 oder v 7 * 
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Diefe Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p — 


418 an, und es ift daher auch die Umhilllungscurve DPSPD 


ber ſämmtlichen aus demjelben Punkte A auffteigenden Waſſerſtrahlen bie 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S und der Are SA. 


Sig. 81. 





Ein nad allen Richtungen aus A auffteigenbes Strahlenbünbel wird 
folglich von einem Paraboloid umhült, welches durch Umdrehung der Um⸗ 
büllungscurve DPSPD um AS entfteht. 

ft € die Zeit, im welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen AO, Fig. 81, zurlidlegt, deſſen Coordinaten AM =z md MNOM 
find, jo bat man 

2 
x —= ctcos.a und y —= cisin.a — Z 
folglich auch 


1), gt? 
008.6 — — und sin.a — y + 'hot, 


ci 

Set man nun biefe Werthe für cos.o und sin. in bie befannte trigo- 
nometrifche Yormel (cos.a)? + (sin.a)? — 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 
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1/, q2)2 
ED han 

Wenn von einem Punkte A, Fig. 81, ans, gleichzeitig in derfelben Ver⸗ 
ticalebene Körper unter verichiedenen Neigungswinfeln mit gleichen Geſchwin⸗ 
digfeiten emporgeworfen werben, jo find die Orte, welche diefelben nach irgend 
einer Zeit t einnehmen, durch die zuletzt gefundene Gleichung beftimntt, welche 
einem Kreife vom Balbmefler r = ct angehört, deilen Mittelpunft um 
die Größe a — 1/, gt? ſenkrecht unter dem Ausgangspunkte A Tiegt und deſſen 
Gleichung fich daher in der Form a + (y+ a = — r? barftellen läßt. 
Diefer Kreis wird daher auch gleichzeitig von den in einem und demfelben 
Augenblide ans A auffteigenden Elementen der fpringenden Waflerftrahlen 
ACD, AOR, ALS... erreicht. 

2 ce? 
Sest man in der Formel 4, = Dos. cu und = AB=— 39° 


ein, fo erhält man td, = Dan = v7 /a, daher die Zeit zum 


Darhlaufen des Parabelbogens ACD, t — 24, — V» und den Halb⸗ 


meiler des Kreiſes DLD, welcher von ben verjchiedenen Wafferelementen 
gleichzeitig erreicht wird: 
’ ) 3 — 

— ——— — 2,828. 48, 
jowie den Abftand des Mittelpunktes K von A: 

2 3 — 
— 

Theilt man nun DK in 4, ſowie AK in 16 gleiche Theile, fo kann 
man, da r mit & und a mit t? proportional wächſt, aus den Theilpuntten 
1,4, 9 von AK mit 7), DK, ?/, DK und 2/, DK andere Kreife beſchrei⸗ 
ben, welche andere in gleichen Zeiten durdjlaufene Parabelbögen abfchneiden. 
Eo ſchneidet 3. ®. der aus (1) mit 1a = 1), DK beichriebene Kreis in 
den Punkten &,&,..., jowie der aus (4) mit 4B = Y, DK beichriebene 
Kreis im den Punkten B,Pßı... gleichzeitig durchlaufene Parabelmege A, 

O -..0% fowie Aß, Aßı ... 0b. 

Dreht man diefe Kreife um die verticale Are KL, fo beichreiben fie die 
Kugelflähen, welche die gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Strahlen rund herum, nach allen Richtungen und unter allen Nei⸗ 
gungswinkeln aufſteigen. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus ber Vereinigung $. 43. 
von mehreren Geſchwindigleiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 
entſpringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, denn es lafien fich nicht 


8. 44. 
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nur die Gefchwindigfeiten, fondern auch die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; es ift aljo da8 Ergebniß daffelbe, als wenn nur eine Geſchwin⸗ 
digkeit und nur eine Acceleration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig befchleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Sind die Üccelerationen veränderlich, fo kann man fie ebenjo gut zu einer 
nuittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, benn es ift erlaubt, die 
ſelben in einem unendlich kleinen Zeittheilhen (7) als unveränderlich, die 
entjprechenden Bewegungen alfo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
beichleunigt anzufehen. Allerdings ift die vefultivende Acceleration veränder- 
Tih, wie ihre Komponenten felbft. Vereinigt man nun diefe refultivende 
Hcceleration mit der gegebenen Gejchwindigkeit, jo läßt ſich ein kleiner Para» 
belbogen angeben, in welchem die Bewegung während eines Fleinen Zeittheil⸗ 
chens ftatthat. Beftimmt man fo für das folgende Zeittheilchen wieder bie 
Geſchwindigkeit und die mittlere Acceleration, fo läßt ſich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenftüd finden, und führt man fo fort, fo 
erhält man dadurch nad) und nad) die angenäherte vollftändige Bahncurve. 


Man Tann jeden Heinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis. 
bogen anfehen. ‘Der Kreis, welchem diefer Bogen zugehört, heißt Krüm⸗ 
mungsfreis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature, oscula- 
tory circle), und fein ihm zugehöriger Halbmeifer Krümmungshalb- 
meffer (franz. rayon de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt 
ſich ebenfo die Bahn eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zuſammenſetzen, 

Fig. 82. und deshalb eine Formel fitr 
ihre Halbmeſſer entwideln. 

Es fi AM (Fig. 82) 
ein fehr Heiner gleichförmig 
beichleunigt zurückgelegter 


2 
Weg = Ein ber Rich- 


tung AX, und AN ein 
fehr Kleiner, gleihförmig 
durdjlaufener Weg y=rr, 
und O der vierte Eckpunkt 
des aus z und yconftruirs 
ten Parallelogramms, d. i. 
der Punkt, welchen der von 

\ A ausgehende Körper am 
DEN Ende des Zeittheilchens (x) 
C einnimmt. Legen wir AC 
rechtwinkelig gegen AXY 





. c 
Bahn ii r = 0,1019 na 
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und fehen wir nun zu, aus welchem Punkte C in biefer Linie fich ein leiner 
Kreisbogen durch A und O befchreiben läßt. Wegen ber Kleinheit des Bogens 
AO können wir annehmen, daß nicht allein CA, fondern auch die Gerade 
COP reditwintelig auf AY ftehe, daß aljo im Heinen Dreiede N OP der 
Binfel N PO ein rechter fei. Die Auflöfung diefes Dreieds giebt: 


0P= ONSin ONP= AMsin.XAY = A sin.o, 


und die Tangente 
pr? pr 
AP=AN+ NP=vr: + 5 608.0 = (v + cr o0s..)t, 


welche ſich — vr ſetzen läßt, weil * cos.« wegen des unendlich kleinen 


Factors T gegen vverſchwindet. Nun ift aber nach ber Lehre vom Kreiſe 
TAA OP. (OPA 200), oder, da OP gegen 200 verſchwindet, 
AP OP. 20063; es folgt daher der gefuchte Ktümmungshalb— 
meijer: 


Apr v?r? v? 
4=00-r=- 20P prsn.a peina 


Um den Kriimmungshalbmeffer conftruirend zu beftinmen, trage man auf 
die Normale der anfänglichen Bewegungsrichtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. ben normalen Componenten psin.a@ als AD auf, verbinde 
den Endpunkt E der Geſchwindigkeit AE — v mit D durd) die Gerade 
DE und ziehe EC winfelreht auf DE; ber dadurd) beftimmte Durd- 
ſchnitt C mit der erſten Normalen ift der Mittelpunkt des Kriimmungs- 
freifeß durch A. 

Durch Umkehrung der letzten Formel folgt die Normalacceleration 


2 
m = psin.a — =; e8 wächſt hiernach diefelbe wie das Quadrat der Ge⸗ 


ſchwindigkeit v und umgekehrt wie der Krümmungshalbmeſſer 7, alſo direct 
mit ber Stärfe der Krlimmung. 


Deifpiel Für die dur die Acceleration der Schwere bewirkte paraboliiche 





Meter, und im Scheitel diefer Eurven, wo «— MP, 
alfo sin.«a—=1, fällt r — 0,1019e2 aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Meter 
ergäbe fi aljo r = 0,1019.400 — 40,76 Fuß; je mehr ſich aber der Körper 
vom Scheitel entfernt, defto Kleiner wird « und deito größer wird folglich der 
Krümmungshalbmeſſer. 


Hat der Punkt A das Wegelement AOL — 61, %ig.83 (a. f. S.), durd- 
laufen, fo ift feine Geſchwindigkeit eine andere geworden, weil ſich num zur 
anfänglichen Gefchwindigfeit e in der Richtung von A Y die erlangte Ge— 


126 Erfter Abſchnitt. Zweites Eapitel. [$. 45. 
ſchwindigkeit u, = pr in der Richtung von AX gefellt, ımd es ift folglich 
für den neuen Geſchwindigkeitswerth v,, bem Parallelogramm der Geſchwin⸗ 
digkeiten zufolge: 

vv =ct + 2cprcos.a + pr? — ct + pr(2ccos.u + pr), 
oder, da pr gegen 2uc0s.« verſchwindet, 

vu = c? + 2cpr 008.0. 


Gig. 83. 





Noch ift cr das Wegelement AN = AO, — Gi, und 9c08.% die Tan» 
gentialacceleration, d. i. der Komponent % der Ücceleration p in der 
Tangenten- oder Bewegungsrichtung (Fig. 83), daher hat man: 


He — ko, 
Ferner ift 6, cos. bie Projection AR, —= £ı des Wegelementes in ber 


Richtung der Acceleration, daher hat man aud): 


v—c _ 
2 = p$- 


Bei fortgejetter Bewegung geht nach und nad) v, in 9%, 9,...0, über, 
wobei bie projicirten Wegtheile um &s, &,... &u wachſen, e8 ift 





ı_ 02 _g ı_ ed 
a 1—ph, Ten. pin 


daher folgt durch Addition: 
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vꝰ — ⸗⸗ 
3 — pe, 


wenn æ bie Projection AR des ganzen Curvenweges AO in der Richtung 
AX der Xcceleration p bezeichnet. Auch läßt fich 
v? 6 + Ps +. tm), 
2 n 
fehen, wenn die Acceleration variabel ift und nad und nad) die Werthe 
9 Pr... Pu annimmt. 

Es ift alfo die Veränderung des Quabdrats der Geſchwindigkeit gar 
nicht von der Geftalt und Größe, fondern nur von der Projection z 
de8 Weges in der Richtung der Acceleration abhängig. Sie ift 
+ 8. bei der Curve AL O diefelbe wie bei der Curve AO, Os... O, da beide 
Wege in der Richtung der gemeinfchaftlichen Acceleration 9 die gemeinſchaft⸗ 
liche Projection AR — x haben. Ebenſo ift 


"a khtkt-tk\,_ 
—- HF, on 


wenn s den Curvenweg und % bie mittlere Tangentialacceleration bezeichnet. 

Aus diefem Grunde haben 3.2. die Wafferelemente ſämmtlicher ſpringen⸗ 

den Strahlen in Fig. 81, wenn fie eine und diefelbe Horizontale ZH ers 

reihen, eine und biejelbe Gefchwindigfeit. It, wie oben, c die Austritts« 

oder Anfangsgefchwindigfeit, v die Gefchwinbigfeit in HH, und d die Höhe 
der Linie ZZ.H über dem Anfangspınkt A, jo bat man 

02 — (€? 

2 





— 9 b, 
und daher 
v=YVc? — 29b. 

IR an einer gewiffen Stelle der Bewegung, & —= 90 Grad, fo fällt die 
Zangentialacceleration & — P cos.@ — 0 aus und die Normalacceleration 
m—psin.a mit der mittleren Acceleration p zufammen. Auch iſt dann bie 
Veränderung des Geſchwindigkeitsquadrates bei Durdjlaufung eines Weg⸗ 
elementes 0, u? — v?=0, aljo 1, —Pv; und wenn fid) nım bei fortgefegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Ucceleration fo ändert, daf fie 
ſtets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, alfo eine Tangentialacceleration- 
gar nicht vorkommt, fo ift auch bei Durchlaufung eines endlichen Curven⸗ 
weges, v? — v? —= 0, aljo u,’ — v, umveränderlih, aljo die Endgeſchwin⸗ 
digkeit gleich der Anfangsgefehwindigkeit c. 

Die Normalacceleration, bei welcher dieſe Beſtändigkeit der Geſchwindigkeit 
Ratthat, ift 


mp —= » 


1% 
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und fie fällt bei der Bewegung im Kreiſe AOD, Fig. 84, ba hier ber 
Krümmungshalbmeſſer CA=CO—=CD=r conſtant ift, ebenfalls 


Gig. 84. 
A NT y 


—— 
/ 


x 


==2.n=6,283 Meter, und die Rormalacceleration pr= 


unveränderlid) aus. Umgekehrt bringt auch 
eine unveränderliche Acceleration, welche den 
Körper unaufhörlic) rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablenkt, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 

Beilpiel. Ein Körper, welder in einem 


Kreiſe von 5 Meter Halbmefler jo herumgeht, dag 
er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braudt, 





hat die Geihwindigleit c = zu — ar 5 
2 
GEL — 1,006 Mes 


ter; d. 5. er wird in jeder Eecunde um p = Y4.8,896 — 3,948 Meter von 


der geraden Linie abgelentt. 


($. 46) Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt ſich em Pımft P, 
Fig. 85, nad) zwei Richtungen AX und AT zugleich, fo lafjen fich feine 
Wege AK= LP=—=x und AL= KP=y als Coordinaten der von ber 


ig. 35 





Bahn defielben gebildeten Curve 
APW anfehen, und ift nın 
Ot das Zeitelement, innerhalb 
deffen der Körper die Wegs 
elemente PR = dx und 
RQ = 9y zurädlegt, To Hat 
man nad) ($. 21) die Abs 
feiffengefhwindigfeit: 
0x 
1) uvm a’ 
fowie die Drdinatenges 
ſchwindigkeit: 
° 
ot’ 
© und daher die daraus refulti» 
rende Tangential- oder 


2) v—= 


Gurvengefhwindigfeit, wenn die Bewegungsrichtungen AX und AY 


den Rechtwinkel einfchließen: 


re Ve VE 
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wo Os das Curvenelement PQ bezeichnet, welches nach $. 32 der analy⸗ 


tiſchen Hülfslehren 
Vox: + Oy? zu fegen iſt. 


Ebenfo ift die Acceleration in der Richtung der Abfciffenaze, oder die ſoge⸗ 
nannte Abſciſſenacceleration nad) ($. 21): 


ou 
)P =: 
fowie die Orbinatenacceleration: 
PAUSE 00 
)gy= 577 


Für den Tangentenwintel PTX = QPR=e, ım welchen bie 
Beregungsrichtung Pro von der Abfciffenrichtung abweicht, het man: 


d 
unge=-—n, 
ſowie auch: 

in — 9% 

we 0s 
und 
rt. 

° wo. 08 


Die Iccelerationen, p und q laſſen fich nach der Tengentafkätung PT 
und nad) der Normalrichtung PN in die Componenten: 
Pı = Pcos.e und 9, — psin.a, ſowie 
a1 = asin.a und & = gcus. c 
zerlegen, woraus fich durch eine andere Zufammenjegung die Tangentials 
acceleration: 
k=p + gqı =peoos.a + gsin.a 
_ u u ov v uou + vOv 
ua u vr 
und die Normalacceleration: 
m—=pı — 4. = psin. — 08.0 
— ou vv 0Ov u __vOu — udv 
 uv Ko wor 
ergiebt. 
Nun folgt aber ans u? + v2 — w? durch Differenzüren: 
uou + vöOv—= wow, 


daher ift einfad) die Tangentinlacceleration: 


Beisbad’so Lehrbuch der Mechauit. I. 9 
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Ferner ergiebt ſich aus tang.« — —; 


uov — vOou 
u? 

(f. analyt. Hülfslehren $. 8), und es ift der Kriimmungshalbmefler CP—= CQ 

des Bogenelementes PQ, nad) $. 33 der analytischen Hiülfslehren: 


dtang. = , 





a 
—Ddtang. 
daher folgt: 
urös 0s  Os/ds w?0s 
vu — ur = — u?09lang.e = nn vor — 6 — 
und daher die Normalacceleration einfach 
7) m w?0s. — *. os or 
ul. r HE Fr 
Endlich folgt: 
ow _08 
xo 7575 Os = vw = wow; 


woraus or num ie in 8 21): 


== Jkds 
ergiebt, wenn man annimmt, daß beit Durchlaufung des Weges s die Ges 
ſchwindigkeit ce in w übergeht, Es ift alfo auch bei der frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate das 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege s. 
Ebenſo ift 





»0x + qady = udu + vOr = wow, 
alſo auch noch 


— ——— — 


10) ſhos = /p9x + /ady, 


kös=y0x + qdy. 

Das Product aus der Tangentialacceleration und bem Eur- 
venelemente ift alfo glei der Summe von den Producten aus 
ben Coordinatenaccelerationen und ben ihnen entſprechenden 
Coordinatenelementen. 


Beifpiel Ein Körper bewegt fi) in der einen Are AX mit der Geſchwin⸗ 
digkeit u— 128, und in der anderen Age A Y mit der Geſchwindigkeit = 41? — 9; 





und 


oder 
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man fol die übrigen Berhältnifie der hieraus refultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entipredenden Eoordinatenaccelerationen find: 

vu 
dt 
und die zugehörigen Coordinaten oder Axenwege ſelbſt: 


x — [wat = fıatrt — 612, und 


= 2, wg=2=8t, 


y- fwi= fur -9u=4r- gt, 


woien diefe Räume mit der Zeit & —= O beginnen. Die Eurven- oder Tangen⸗ 
tialgeſchwindigkeit ift: j 
oe=V#w +02 — V1412 + (412 — 92—V164 4 7212481 = 42 +9, 
folgli die Tangentialacceleration: 
vw 
| k= Free 84 
== der Drbinatenacceleration g, und der Curvenweg: 


= /[wit= [ur +9t= rn 8 + 91. 


derner iſt für die Bewegungsrichtung: 
v 42 —9I x —9 


tang. « = 78 —5* — daher: 
_ 49 +9 
dtang. « = BET m dt, 
und der Krlimmungshalbmefier der Bahn: 
= — 383 __(+9)%.1208 _ (4 12 + 9)2 , 
m daran aa De 

3 

r=— 7 


Hiernach iſt nun noch die Rormalacceleration, wodurch der bewegte Körper 
die fletige Richtungsänderung erleidet: 


n=— = —12 
aljo conftant. 
2 . x 2 2 
Die Gleichung der Bahncurve folgt, wenn man * Vz in der obigen 
Gleichung für y einfegt: 


v=3V-V5=-@e-)VE 


Die Ordinate y iR ein Morimum für v = 0, d. i. für 8 — 2, alfo fir 


_. 3 — 6. —6. — 7, in: 
i=z, wae=6.4 =6 y zz un: 
49 38 5 
„=357 17 °377° 
Eie if dagegen = 0, jur A= Z,Het=3 Vi, und æ ⸗SI. € 


9” 


A 
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läuft alfo die Bahncurve anfangs unter der Abſciſſenaxe hin, durchſchneidet nach 
der Zeitet -VZ, und zwar bei der Abſciſſe = = J. dieſelbe, und bleibt von 


da an über dieſer Axe. 

Folgende Tabelle enthält eine Zuſammenſtellung der zufanımengehörigen Werthe 
von E, u, vo, w, z, y, tang.a, r und s, wonad die entipredhende Bahncurve 
ABUDE in Fig. 86 conftruirt ift. 


Fig. 86. E 





0 e I-s | s/lo| o eo |-# 
28 6 18 | 81 
. | 97 
11, 18 o is 7—0 o —218 
27 025 | 86 
2 24 ı|5|2|-2 | 2 |-2| 5 
v8 |ı8V5 | ı8 | 3 0 vi 108 127 V3 
8 ss | a7 Iss|se| +8 2 |-2| 
18 | 55 us29| 864 
4 e |sınjs| +2 | I-2| 7 


8.47. Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Yage, 
Entfernung u. f. w. derfelben ftatt, welche fi mit Hilfe des Obigen für 
jeden Zeitpunkt wie folgt: beſtimmen läßt. Es fei in ig. 87 A der An⸗ 
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fangspunft des einen Körpers, B der des anderen; jener rücke in der Rich⸗ 
tung AX im einer gewiljen Zeit (£) nach M, diefer in der Richtung BY 
in eben diefer Seit nach N; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in dieſer 
Linie die relative Lage und Entfernung der Körper A und B anı Ende 
Sig. 87. diefer Zeit. Legen wir AO parallel 
mit MN und maden au) AO = 
IN, fo wird bie Linie AO die 
gegenfeitige Lage der Körper A und 
B ebenfalld angeben. Ziehen wir 
noch ON, fo erhalten wir ein Pas 
rallelogramm, in welchem auch ON 
— AM if. Machen wir endlid) 
noch BQ parallel und gleich der NO und ziehen OQ, fo erhalten wir ein 
neues Parallelogramm BNOYQ, in welchem die eine Seite BN der ab» 
folute Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ ber nad) ent» 
gegengejetster Richtung gelegte Weg (x) des eriten Körpers, und ber vierte 
Edpunkt O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlich auf 
den als unverändetlich anzufehenden Ort bes erſten Körpers bezogen wird. 
Man findet alfo den relativen Ort O eines bewegten Körpers (B), 
wenn man biefem Körper außer feiner eigeren Bewegung (BN) noch dies 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgefehrter 
Richtung, alfo BQ, beilegt, und nım nad) den gewöhnlichen Regeln, 3. 2. 
mit Hülfe eines Barallelogranımes BNO Q, diefe Bewegungen zuſammenſetzt. 
Sind die Bewegungen der Körper A und B gleihfürmig, jo kann man $. 48, 
für AM und BN die Geſchwindigkeiten e und c,, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einfegen. Man erhält deshalb bie relative Gejchwindigfeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen abs 
joluten Geſchwindigkeit auch noch die des Körpers, auf welchen 
man die erſte Geſchwindigkeit bezieht, in entgegengejegter Rich— 
tung beilegt. Auch findet dafjelbe Verhältniß mit den Accelerationen ftatt. 
Bewegt fi 3. B. ein Körper A, Big. 88, in der Richtung 4X gleid)- 
förmig mit der Gefchwindigfeit c, und ein Körper B in der Richtung BY, 
Fig. 88. welche mit A X den Winkel & einſchließt, 
B bei Null Anfangsgeſchwindigkeit mit der 
eonftanten Xcceleration p, jo kann man 
auch annehmen, daß A ftill ftehe und B 
außer der Acceleration p nod) die Ge⸗ 
ſchwindigkeit (— c) in der Richtung 
BX, || AX befige, wobei er folglid) 
relativ eine paraboliihe Bahn BOP 
durchläuft. Die in der Zeit & durd)- 
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z2 
laufenen Wege in den Richtungen BY und BX, ſind: BN= — 


3 
BM = ct, wovon fid) die erftere in die Componenten NR = 2 008. &% 


3 
und BR= rn sin. zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 


AX gerichtet find. Sind nun AU = a und CB = b bie anfänglichen 
Coordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, fowie AXK—=r und 
KO = y die Coordinaten defjelben nad) der Zeit &, jo bat man, da 
AK=AC—ON—- NRwKO=CB— BRit, 
pt? pe . 

s—=a—ci — 008.0 und y—=b— 7 sin. 
und die entfprechenden relativen Gejchwindigfeiten: 

u — — cc — pt cos. und — — pisin. 

Aus der Abſeiſſe 2 beftimmt fich die Zeit: 


| —_ y?e 9 — 4) 
- p 008. % + (= ) - — 


dagegen aus ber Ordinate y: 


— Y:l N, 
p Sin. 


Läuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo iſt ſo⸗ 
wohl b = 0, als auch & — 0, daher 
2(a — a) )" e 
t= 2 + (-) — -, 
V+G)-; 
und jest man x = 0, ſo folgt bie Zeit, nad) welder die Körper zuſam⸗ 


menftoßen: 
2a, (sy) 2 Varteze 
p p Pr p 
Läuft dagegen der Körper B in der Linie AX dem Körper A voraus, fo 
ift & = 1809, daher die Entfernung defjelben vom legten Körper: 


12 . . 
z—=a—ct+ u. und umgefehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 
um x von einander entfernt find: 


sach 


Die entiprechende Geſchwindigkeit = — c + pt it — 0, and die 
Entfernung z ein Minimum für = * und zwar = a — ri 
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Für jeden anderen Werth von © giebt e8 zwei Zeitwerthe, ben einen 
größer und ben anderen Heiner als = 


Anmerlung. Die vorſtehende Theorie der relativen Bewegung findet ſowohl 
in der Himmels: ald auch in der Maſchinenmechanik vielfache Anwendung. Behans 
deln wir bier nur folgenden Fall. Ein Körper A, ig. 89, bewegt ſich in der 
Kihtung AX mit der Geſchwindigkeit c,, und joll von einem- anderen flörper B 
getroffen werden, welcher die Geſchwindigkeit c, hat; welche Richtung ift demſelben 
zu geben? Ziehen wir AB, tragen wir .e, an B in umgelehrter Richtung, und 
vollenden wir aus c, und cs ein Parallelogramm Bc,cc,, deflen Diagonale c 
auf AB fällt, fo erhalten wir in der Richtung der Seite Bc, — cz defielben 
zuglei die gefuchte Richtung BY, in welcher der Körper B’ zu bewegen ift, 
damit er den Körper A treffe, und zugleich in dem Durchſchnittspunkte C der 
beiden Rihtungen AX und BY die Stelle des Zujammenfloßes. Iſt « der 
Bintel BAX, um welden AX, und A der Wintel ABY, um welden BY 
von AB abweicht, jo hat man: 


sin.B _ 4, 
sin.a Cg 


Tiefe Formel findet au ihre Anwendung in der Aberration des Gter: 
nenlihtes, welde aus der Zujammenjegung der Geſchwindigkeit c, der um 
Fig. 89 die Sonne laufenden Erde A und der Geſchwindig⸗ 
a teit ca des Sternenlichtes B hervorgeht. Es ift c, 
circa 4 Meilen und c; —= 42000 Meilen, folglid: 
4sin.a sSin. 
42000 10500 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— 4, um welden die Richtung AB, in welder 
man den als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
fieht, von der Richtung BC oder AD abweidt, in 
welcher er fi wirklid befindet, 8 = 20” sin.a; 
aljo für « = 90°, d. i. für einen Stern, welcher ſich 
winfelreht über der Erbbahn (in dem fogenannten 
Efliptitpol) befindet, # = 20”. In Folge diefer Ab- 
weichung fiehft man aljo einen Stern in der Bewe⸗ 
gungsrichtung der Erde ſtets 20” von jeinem wahren Orte abgerüdt, und e8 be⸗ 
ſchreibt folglih ein Stern in der Nähe des Efliptifpoles im Laufe eines Yahres 
Fig. 9 ſcheinbar einen Heinen Frei von 20 Se 
Ba cunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 
y Bei Sternen, welde in der Ebene der 
Erdbahn fliehen, bildet dieſe ſcheinbare Be- 
wegung eine gerade Linie, und bei den 
übrigen Sternen geben dieje jcheinbaren 
Bewegungen in Ellipfen vor fid. 
Beispiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 90, von 
A aus mit 35 Fuß Geichwindigkeit; ein 
anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
x Bahn BY, welde mit der erfteren ben 





[0 C * 
sin.a = Zusin.a = 
3 
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Winkel BDX = 560 einſchließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun die 
anfängliden Abftlände AC = 30000 Fuß und C B= 24000 Fuß betragen, wie 
groß ift die Entfernung A O beider Wagenzüge nad) einer Biertelftunde? Aus 
der abjoluten Geſchwindigkeit BE = c, = 20 Fuß des zweiten Zuges, der um⸗ 
gekehrten Geſchwindigkeit BF = c —= 35 Fuß des erften Zuges und dem einge: 
ſchloſſenen Winkel EBF = « = 1800— BDC = 180% — 56° = 124° folgt 
u Geſchwindigkeit des zweiten Zuges: 
| — Ve? + c*-+2cc,cos.a — V35% + 202 — 2.85.20.c08.56° 
LE 56° — V1625 — 782,9 = V342,1 — 239,02 Fuß. 
Für den Winkel GBF=9, den die Richtung der relativen n Bemegung mit 
der erften Bewegungsrichtung einſchließt, ift: 
ci sin.56° _ 20. 0,8290, — _ 

59.02 = IR” ; Log.sin. 9 = 0,75690 — 1, daher 9349,50. 
Der in 15 Minuten =900 Sec. relativ durchlaufene Weg ift BO = 29,02.900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB = V(30000)2 + (24000)? = 38419 Zu, 
der Wintel BAC = ABF, da deſſen Tangente nn = 08 if, hat den 
Werth B880 40, daher ift der Wintel ABO = 9 -+ y = 34950’ + 88940’ 
== 78” 30°, und die Entfernung der beiden Wagenzüge nad 15 Minuten: 


AO—=YVAB? + BOT 2AB. BOcos. ABO 
— Y38419% + 26118? — 2.88419.26118cos. 739 80° 
— V1588190000 = 39850 Fuß. 


sin.o = ı —— 


Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyfifche Bewegungslehre 
im Allgemeinen, 


Erſes Capitel. 
Grundbegriffe und Grundgeſetze der Mechanik. 


Mechanik. Die Mechanik (franz. mécanique; engl. mechanics) iſt $. 49. 
die Wifjenjchaft, welche von den Bewegungsgefegen materieller Körper 
handelt. Sie ift infofern eine Anwendung der Phoronomie oder Eines 
matif auf die Körper der Außenwelt, als die letztere fich nur mit der Bes 
wegung geometrifcher Körper befaßt und die Urfachen der Bewegung 
außer Betracht läßt. 

Die Mechanik ift ein Theil der Naturlebre (franz. physique gönerale; 
engl natural-philosophy) oder der Lehre von den Gefegen, nad; welchen 
die Veränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
welcher fich mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Verände⸗ 
rungen in der materiellen Welt beichäftigt. 


Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urfache der Bewegung $. 50 
oder ber Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Bewegungsver⸗ 
änderung, 3. B. jede Veränderung in der Gefchwindigfeit eines Körpers, ift 
als die Wirkung einer Kraft anzufehen. Aus dieſem Grunde mefjen wir 
denn auch jedem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwers 
traft, bei, weil derfelbe feine Geſchwindigkeit unaufhörlic, ändert. Auf der 
anderen Seite ift aus der Ruhe oder aus der Unveränderlichleit im Bewe⸗ 
gungszuſtande eines Körpers noch nicht auf die Abweſenheit von Kräften zu 
Idließen; denn e8 können fich die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 


$. 52. 
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ohne eine Wirkung übrig zu laffen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör⸗ 
per zur Erde miederfällt, befigt derfelbe auch noch, wenn er auf einem Tiſche 
ruht, e8 wird aber Bier ihre Wirkung duch die Feftigkeit des Tiſches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 


Gleichgewicht. Ein Körper ift im Gleichgewicht (franz. öquilibre; 
engl. equilibrium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander das 
Gleichgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirkung übrig zu laſſen, ober 
ohne Bewegung zu erzeugen ober zu verändern, einander aufheben oder vers 
nichten. 

Bei einem an einem Yaden aufgehängten Körper ift z. DB. die Schwers 
kraft in demfelben mit der Eohäfion bes Fadens im Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entfteht Bewegung, 
wenn man eine von ben Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeber in Bewegung 
über, wenn diefes Gewicht weggenommen wird, weil num diejenige Kraft der 
Geber, welche man ihre Efaftieität nennt, allein noch wirft. 

Statik (franz. stetique; engl. statice) ift derjenige Theil der Mechanik, 
welcher von den Gefegen des Gleichgewichts handelt; die Dynamit (franz. 
dynamigque; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, inwiefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nad) ihren Wirkungen find bie Kräfte 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl moving 
forces) oder widerſtehende (Wiberftände, franz. rösistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen biejelben zu 
erzeugen, biefe hingegen können biefelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elaftieität einer Stahlfeder u. |. w. gehören zu den bewegen⸗ 
den Kräften, die Reibung, Feſtigkeit der Körper u. |. w. find widerſtehende 
Kräfte oder Widerftände, weil durd) fie nur Bewegungen verhindert oder vers 
mindert pder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen hers 
vorgerufen werden können. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
beichleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in vers 
zögernde (franz. retardatrices; engl. reterding); Jene erzeugen eine 
pofitive, diefe eine negative Acceleration, durch jene wird aljo eine beſchleu⸗ 
nigte, durch diefe eine verzögerte Bewegung hervorgebracht. Die Widerftände 
find ſtets verzögernde Kräfte, aber nicht alle verzögernde Kräfte find widers 
ftehende. Bet einem fenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirft 3.8. die 
Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch feine wider⸗ 
ftehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 
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Noch unterfcheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderliche Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conflante Kräfte immer auf gleiche Weife wirten 
und eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Aufäge oder Abnahmen in ber Gefchwindigfeit hervorbringen, find bei den 
veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiebenen Zeiten verfchieden; 
während alfo aus jenen Kräften gleichfürmig veränderte Bewegungen her⸗ 
vorgehen, entſprechen diefen Kräften ungleichförmig beſchleunigte oder uns 
gleihförmig verzögerte Bewegungen. 


Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. 8. 53. 


traction; engl. traction) find die erften Wirkungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Bermöge bderfelben werden Körper zufanınengedrüdt und ausges 
dehnt, oder überhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die Lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebrachte 
Drud oder Zug, welchen die Unterlage eines fchweren Körpers oder der 
Faden, woran ein Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heißt das Ge⸗ 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Druck und Zug, und alfo auch Gewicht find Größen eigenthiimlicher Art, 
bie zwar num unter einander verglichen werden, aber als Wirkungen ber 
Kräfte zum Maße derjelben dienen Fünnen. 

Die einfachften und deshalb gemöhnlichften Mittel zum Meffen ber Kräfte 
find Gewichte. 


Gleichheit der Kräfte. Zwei Gewichte oder auch zwei ‘Drilde oder 8. 54 


Züge, und alfo and) die Kräfte, welche letzteren entfpredjen, find gleich, 
wenn man eine durch die andere ers 
fegen Tann, ohne dadurch eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn z. 2. 
eine Stahlfeder FF, Fig. 91, durch 
ein angehängte® Gewicht & genau 
fo gebogen wird wie Durch ein anderes, 
genau ebenfo angehängtes, 3. B. in dies 
felbe Wagſchale W, gelegtes Gewicht 
Gi, fo find diefe Gewichte, und deshalb 
auch die Schwerkräfte in beiden Kör⸗ 
pern, gleich. Wenn ebenfo eine bes 
laftete Wage (franz. und engl. ba- 
lance) fowohl durch das Gewidht E 
als auch durch ein anderes Gewicht 
Gı, welches man an die Stelle von 
@ fest, zum Einſpielen gebradt 





> 


$. 55. 


8. 56. 
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wird, fo find dieſe Gewichte G und GC, gleich, die Wage mag übrigens 
gleich⸗ ober ungleiharmig, und die übrige Belaftung berjelben mag groß 
ober Hein fein. 

Ein Drud ober Gewicht (Kraft) if 2, 3, 4 u. ſ. w. und überhaupt 
mal fo groß als ein anderer Drud u. f. w., wenn er biefelbe Wirkung 
hervorbringt als 2, 3, 4... n Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 

eine Übrigens beliebig bes 

Big. 9. laſtete Wage durch ein Ge 
wicht (@) ebenſo zum Ein, 

fpielen gebracht wird, als 

durch Auflegen von 2,3,4 

u. f. w. gleichen Gewichten 

(61), fo ift jenes Gewicht 

(@) 2, 8,4 u ſ. w. mal 

fo groß als diefes Gewicht 

(GC). Wenn z. 8. das 

Gewicht G die Federwage 

FF, fig. 91, genau fo 

ſtark fpannt oder ausbiegt, 

c wie bie reigleichen Gewichte 


h ? 61,61 aufammen, fo 
iR das Gewicht G = 
Ww 3@,. Und wenn die Stoß 


kraft P desaus dem Gefäße 

R fliegenden Waſſers die 
Zunge Z der Schnellwage ACB, Fig. 92, genau fo zum Einfpielen bringt, 
wie ein auf bie Wagſchale W gelegtes Gewicht G, fo iſt P= @. 


Materie. Materie (franz. matiöre; engl. matter) ift Dasjenige, wo⸗ 
durch die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenfag zu den Körpern der 
Geometrie, auch materielle oder phyfifche Körper nennen, auf unfere 
Sinne wirken. Maſſe (franz. und engl. masse) ift dad Quantum der einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Volumen (franz. und engl. volume) oder gleichem 
geometriſchen Suhalte haben gewöhnlich verſchiedene Gewichte, wenn fie aus vers 
ſchiedenartigen Materien beftehen. Man kann daher aus dem Volumen eines 
Körpers auf deſſen Gewicht noch nicht ſchließen; es ift dazu vielmehr nöthig, 
daß man das Gewicht von einer Volumeneinheit, 3. B. von einem Cubilfuß, 
Eubifmeter u. ſ. w., der Materie des Körpers kenne, 


Gewichtseinheit, Das Mefien von Gewichten oder Kräften befteht 
in einer Vergleichung derfelben mit einem gegebenen und unveränberlicen, 
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zum Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts» oder 
Krafteinheit ift zwar an fid) willtürlich, es ift jedoch praftifch vortheilhaft, 
hierzu da8 Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem ber 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszuwählen. 

Eine derartige Gewichtseinheit ift das Gramm, welces durch das 
Gewicht von einem Cubikcentimeter reinen Waflers im Zuftande der größten 
Dihtigfeit (bei ungefähr 4° C. Temperatur) gegeben wird. Aber auch das 
alte preußische Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zurücgeführte 
Einheit, es wiegt nämlich ein preußiſcher Cubikfuß deſtillirten Waſſers im 
Iuftleeren Raume und bei 160 R. Temperatur, 66 preußiſche Pfund. Nun 
it aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Pariſer Linien = 0,3138535 
Meter, e8 folgt daher ein preußiſches Pfund — 467,711 Gramm. Das 
preußische Neu oder Zollpfund ift genau 2/, Kilogramm. 


Trägheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. inertie; $. 57. 
engl. inertia) ift diejenige Eigenſchaft der Materie, vermöge welcher diefelbe 
durch fi allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab» 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als feine 
Kraft auf ihn einwirkt, und jeder einmal in Bewegung gejegte materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmigen Bewegung, fo 
lange als er ohne Einwirkung einer Kraft if. Wenn alfo in dem Bewe⸗ 
gungezuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor ſich gehen, wenn 
ein Körper feine Bewegungsrichtung verändert, oder wenn er eine größere 
oder Heinnere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Körper, als 
einem gewifien Duantım von Materie, an fich beizumefien, fondern e8 muß 
eine fremde Urfache, d. i. eine Kraft, diefelbe herbeigeführt haben. ' | 

' Sufofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor fich geht, inſofern läßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Mafle wickenden Kräfte gänzlich ent⸗ 
fernen, fo würde dieſelbe ſich ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 
aber eine ſolche gleichfürmige Bewegung nirgends, weil es uns nicht möglich 
if, eine Maſſe der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt fich eine 
Maſſe auf einem horizontalen Tiſche, fo übt zwar die nun vom Tiſche aufs 
genommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
aus, allein aus dem Drude des Körpers gegen den Tisch entjteht ein Wider⸗ 
fland, den wir in der Folge unter dem Namen Reibung näher kennen lernen 
werben, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Geſchwindigkeit entzieht, 
weshalb ex aus diefem Grunde eine verzögerte Bewegung annimmt und end» 
lich zur Ruhe übergeht. Indeſſen aud) die Luft fegt dem bewegten Körper 
einen Wiberflanb entgegen, und wenn auch bie Reibung des Körpers ganz 


142 Zweiter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [8. 58. 59. 


bejeitigt werden könnte, jo wiirde fchon dieſes Hinderniffes wegen eine all» 
mälige Abnahme an Geſchwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Berluft an Geſchwindigkeit um jo Heiner wird, die Bewegung fi alfe um 
fo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir biefe Widerftänbe 
der Zahl und Stärke nad) vermindern, und können darcus fchließen, daß bei 
Befeitigung aller bewegenden Kräfte und Wiserftände eine gänzlich gleiche 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


8.58. Kräftemaass. Die Kraft (P), welche eine träge Maſſe (M) accelerirt, 
ift proportional der Acceleration (p) und proportional der Maſſe (M) felbft; 
fie wächſt bei einerlei Maſſen wie die in unendlich Heinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Geſchwindigkeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits⸗ 
zunahmen m demfelben Maße zu, als die Maffen größer werden. Die 
mfacye Acceleration einer und derſelben Maſſe oder gleicher Maflen erfordert 
eine mfache Kraft und die nfache Maſſe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jett ein Maß der Maffen noch nicht ausgewählt haben, 
fo können wir deshalb fogleich: 

P=Mp, 
die Kraft gleich dem Producte aus Maffe und Acceleration am 
nehmen, und zugleich ftatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr hervorges 
brachten Drud einjegen. 

Die Richtigkeit dieſes allgemeinen Bewegungsgefeges läßt fich allerdings 
wohl durch directe Verſuche darthun, indem man 3. B. gleiche und verjchies 
dene, auf einem horizontalen Tiſche bewegliche Maſſen durch gebogene Stahl- 
febern fortjchnellen läßt, indeſſen liegt diefelbe auch fchon darin, daß alle aus 
diefem Geſetze gemachten Folgerungen und entwidelten Regeln für zuſam⸗ 
mengejette Bervegungen den Beobachtungen und Erfcheinungen in ber Natur 
vollkommen entſprechen. 


8.59. Masse. Alle Körper fallen an einem und demſelben Orte der Erbe und 
im luftleeren Raume gleich fchnell.nieder, nämlich mit der unveränderlichen 
Acceleration g = 9,81 Meter = 311/, Fuß ($. 15); ift daher die Maffe 
eines Körper = M und das die Schwerkraft deſſelben mefjende Gewicht 
— 4, ſo hat man nad) der legten Formel auch: 

G= Mg, 
b. i. das Gewicht eines Körpers ift ein Product aus deſſen Maſſe 
und der Acceleration der Schwere, und umgefehtt: 
M= & 
9 


d. i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
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die Beſchleunigung der Schwere, ober Maſſe ift dasjenige Gewicht 
eined Körpers, welches derfelbe haben würde, wenn die Ucceleration ber 
Schwere — Eins, 3. B. ein Meter, ein Fuß u. |. m. wäre. An dem 
Bunkte auf oder in der Nähe der Erde oder eines anderen Weltkörpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Geſchwindigkeit 
(nad) der erften Secunde) niederfallen, wird hiernad) die Maffe, oder viel 
mehr nur das Maß derjelben, durch das Gewicht des Körpers unmittelbar 
angegeben. 

Je nachdem wir die Beſchleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 
ausdrücken, haben wir nun die Maſſe: 


M— ser = — 0,1019@ 


oder 
. n- 4 _ 
| M— 3135 > 0032 4. 
Hiernach ift 3. 3. bie Maffe von einem 20 Pfund fchweren Körper, 
= 0,032 ..20 — 0,64 Pfund, und umgelehrt, da8 Gewicht einer Maſſe 
von 20 Pfund, G = 31,25.20 — 625 Pfund. 


Wenn wir die Beſchleunigung (g) der Schwere als unveränderlich anneh- 8. 60, 


men, jo folgt, daß die Maffe eines Körpers dem Gewichte deffelben voll- 
fommen proportional ift, daß aljo für die Maſſen M und M, mit den Ge 
wichten G und Gı iſt: 
M_4, 
M 61 | 

Bir erhalten hiernach das Gewicht als Maß der Maſſe eines Körpers, fo 
doß alſo ein Körper um fo mehr Maſſe hat, je größer fein Gewicht ift. 

Allerdings ift die Beichleunigung der Schwere etwas veränberlic); fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man fi) dem Erbäguator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Aequator am Heinften. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindlich ift, und verändert fi, mit 
der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da nun 
aber eine Maſſe, jo lange man zu ihr Nichts hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Unveränderliches ift, alſo auf allen Punkten der 
Erde und felbft außerhalb derfelben, 3.8. auf dem Monde, noch diefelbe bleibt, 
fo folgt daraus, daß auch das Gewicht eines Körpers veränderlicd, und von 
dem Orte der Körper abhängig, iiberhaupt aber der bem Orte entjprechenden 
Acceleration der Schwere proportional, oder * = rn fein müſſe. 

Es wird alfo hiernach eine und diefelbe Stahlfeder durch ein und dafjelbe 
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Gewicht an verſchiedenen Orten der Erde, verſchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am ſchwächſten, in der Nähe der Erdpole und im 
Niveau des Meeres am ftärkiten. 


Absolutes und specifisches Gewicht. In ber Folge verftehen 
wir unter dem fpecififchen Gewichte eines Stoffes oder einer gewiſſen 
Materie (franz. poids sp6cifique; engl. specific-weight, specific-gravity, 
oder nad Ranfine, heaviness) da8 Gewicht einer VBolumeneinheit 
berjelben, und unter dem abfoluten Gewichte das Gewicht eines Körpers 
von irgend einem Volumen. Bezeichnet y das fpecifiidhe Gewicht und V 
das Bolumen eines Körpers, fo hat man hiernad) das abfolute Ge⸗ 
wicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) beffelben: 

G=,VYy, 
d. i. Bolumen mal fpecififches Gewicht zu fegen. 

So ift 3. B. das fpecififche Gewicht ober das Gewicht eines Eubifmeters 
Wafler 7 — 1000 Kilogramm, und daher das abjolute Gewicht deilelben 
bei dem Volumen 9 Eubifmeter, @ = 1000 F Kilogramm, 3. B. von demi 
Wofferguantum 9 — 15 Cubikmeter, 

G = 1000.15 — 15000 Kilogramm. 
Umgekehrt ift das ſpecifiſche Gewicht: 
G 

r= 7 
fowie das Volumen: 

v= 4., 
y' 
und da8 Volumen der Gewichtseinheit, welches im Folgenden das fpeci« 


fifche Bolumen genannt werden fol, u — * alſo die Reciproke des 
ſpecifiſchen Gewichts. Z. B. für Waſſer iſt 
1 . 
mr — 0,001 Eubifmeter, 


d. i. ein Kilogramm Waſſer nimmt den Raum von 0,001 Cubilmeter — = 


1 Eubifdecimeter ein. dur ſtark gehämmertes Kupfer iſt dagegen das ſpe⸗ 
cifiſche Volumen v — 3000 en — 0,000125 Eubilmeter = 125 Cubikcenti⸗ 
meter, weil das fpecifiiche Gewicht, db. i. das eines Cubikmeters Kupfer, 8000 
Kilogramm beträgt. 
Auch ift hiernach 
G= 1A = v 
a’ 6 
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md V= Go, di. das abfolute Volumen gleich dem abfoluten Ge- 
wicht mal fpecififches Volumen. 3.8. für Kupfer ft V = 125 @ 
Eubifcentimeter, daher das Volumen von 20 Kilogramm Kupfer: 


= 125.20 = 2500 Cubifcentimeter. 


Anmertung. Die Werthe der fpecififchen Gewichte und ſpecifiſchen Bolus 
mine find bei verfchiedenen Maß⸗ und Gewichtsſyſtemen verſchieden. Nach dem 
alien preußiſchen Maß⸗ und Gewichtsſyſtem ift 3. B. das ſpecifiſche Gewicht 
bes Waſſers, d. i. das Gewicht von einem Cubikfuß Waſſer, y = 66 Pfund, 
daher daB abjolute Gewicht eines Waflerquantums 9, G = 66 V Pfund, 
; 8. für V = 20 Gubiffuß, @ — 66.20 — 1320 Pfund. Au iſt hiernach 
das Bolumen von 1 Pfund Wafler: 

— — — = 0,01515 Cubitfuß — 26,18 Cubitʒoll. 

Dichtigkeit. Dichtigkeit (franz. densits; engl. density) ift die $. 62, 
Stärke der Raumerfüllimg durch Materie. Ein Körper ift um fo dichter, 
je mehr Deaterie derfelbe in feinem Raume einſchließt. Da ſich das Quan⸗ 
tum an Materie nur durch Gewichte meſſen läßt, jo ift das natürliche Maß 
der Dichtigkeit eines Körpers das fpecififche Gewicht Y defielben. Uebrigens 
fl die Dichtigkeit der Körper entweder gleihförmig (franz. uniforme, 
homogene; engl uniform) oder ungleichförmig (franz. variable, hétéro- 
gene; engl variable); je nachdem gleiche Bolumenelemente deſſelben gleich) 
oder verſchieden ſchwer find. Es ift z. B. die Dichtigfeit der Metalle und 
Metalllegirungen gleichförmig oder es find die Metalle und Dtetalllegirungen 
bomogen, weil auch die Heinften Theile berfelben ein= und dafjelbe ſpecifiſche 
Gewicht haben; Hingegen ift Granit ein Körper von ungleichförmiger Dichtig- 
keit, weil er aus heilen von verfchiedenen fpecififchen Gewichten zufammen- 
gejetgt iſt. 

Dos Berhältnig der Dichtigleiten zweier Körper ift auch das Verhältniß 


vn ſpecifiſchen Gewichte Y, und Y berfelben zu einander. 


Nimmt man mm die Dichtigfeit der Materie eines Körpers, 3. B. des 
Waſſers, deflen ſpecifiſches Gewicht —= Y fein möge, al8 Einheit an, fo ift 
hiernach das Maß der Dichtigkeit eines anderen Körpers vom jpecifiichen 
Gewicht yꝛ, oder die Dichtigfeit defielben ſchlechtweg 

——t, 
die Dichtigfeit eines Stoffes gleich dem Berhältniß feines fpe- 
cififgen Gewichtes zu bem bes Waſſers, fowie yı = E87, d. i. das 
ſpecifiſche Gewicht gleich der Dichtigkeit deffelben, multiplicirt mit dem 
ſpecifiſchen Gewicht bes Waſſers. 

Beisbach's Lchrbud ver Mechanik. L 10 
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Auch Hat man hiernach das abſolute Gewicht G einer Maſſe vom Volumen 
und der Dichtigkeit &, 


Ebenfo ift 7 


G= Yy = Vey. 


vı — v 
wenn v und v, bie fpecififchen Bolumina des Waſſers und des gebachten 
Körpers bezeichnen, und es läßt ſich das abfolute Bolumen befjelben 


V— — — — — G0 = ©? fepen. 


Beilpiele. 1) Die Dichtigkeit des Queckſilbers & = 13,6, aljo das Ger 
wicht defielben 13,6mal jo groß als das eines Waflerquantums von demielben 
Bolumen angenommen, folgt das ſpecifiſche Gewicht des Quedfilbers, y, = 8Y 
— 13,6.1000 = 13600, alſo das eine Gubifvecimeter8 Quedfilber 13,6 Kilos 
gramm. Auch wiegt hiernach eine Duedfilbermafle von 20 Eubifcentimeter Bo: 
Iumen: @ = V sy = 20.0,0136 = 0,272 Kilogramm —= 272 Bramm. Umge⸗ 
kehrt ift das Volumen einer Quedfilbermafje von 500 Kilogramm Gewicht 

‚= @ = 500 — 86,76 Eubilcentimeter. 
ey 18,6 

2) Das ſpecifiſche Gewicht des reinen Silbers ift 633 Pfund und die de8 
Waſſers — 61,75 Altpfund, folglich die Dichtigleit des erfteren (in Hinſicht auf 
MWafler) = ni = 10,25, d. 5. jede Silbermafie it 10Y, mal jo ſchwer als 
eine ebenfo viel Raum einnehmende Waflermafle. 

Anmerkung. Der Gebraud des franzöfiihen Maßes und Gewichtes ge 
währt bei diejen Rechnungen den Bortheil, daß man die Wultiplication von & 
und y durch bloße Vorrüden des Decimalftrihes vollziehen kann, weil ein 
Eubifcentimeter Wafler ein Gramm und ein Cubikmeter eine Million Gramm 
oder 1000 Kilogramm wiegt. Das fpecifiihe Gewicht des Quedfilbers ift hiernad) 
für das franzöfiihe Maß und Gewidt y, — 13,598.1000 = 18698 Kilogramm, 
d. i. ein Cubikmeter Quedfilber wiegt 13598 Kilogramm. 


8.63. Folgende Tabelle enthält die Dichtigkeiten von einigen, vorzüglich in 
der praftifchen Mechanik in Anwendung kommenden Körpern. Eine voll- 
ftändige Zufammenftellung diefer Gewichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 

Tabelle der Dichtigkeiten (s) einiger Körper. 





I. Feſte Körper. 


Mittlere Dichtigkeit Ebenholz, Pockholz, troden — 1,8 
der getrodneten Laubhölzer = 0,659 Solfalr. -.--...2. = 1382 
mit Wafler gejättigt. . — 1,110 Untbract -. . 22 2.. — 1,50 
Mittleres ſpecifiſches Gewicht Brauntoble. . ..... —= 12 
der getrodneten Rabelhölzer = 0,458 Steinlohle ....:.. = 1,30 
mit Wafler gejättigt . — 0,839*) | Cod® . .. . 2.2.0. —= 0,45 


*) Siche das Waſſeranſaugen des Holzes, polytehniihe Mittheilungen, 
8b. II, 1846. 
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LT nu nn nn — ————— — — — 


Blatin .-- 00020. —= 21,45 . Mauerwerk! mit Kalkmöortel, von 
1) — 19,38 Bruchſteinen: 
Silber = 10,51 td - 2.222200. = 2,48 
>») [> = 11,87 troden. . - 2 2 2 200. = 240 
Kupfer, gegoflen und dicht = 875 Mauerwerk mit Kallmörtel, von 
„ geihmiedet . = 89 on. 
Sandfteinen: 
Meifing . 000.00. = 8,55 friſch rn — 212 
Eifen, Gußeiſen, weiß . = 7,50 La 
troden -. » 2 22200 — 2,05 
. :» maus . = 7,10 , 
, . halbirtes. — 7,06 Mauerwerk mit Kaltmörtel, von 
„ Gtabeiken . = 7,60 biß 7,80 Siegelfteinen: = 
Sint, gegoflen - . . . . — 706 hid...-... = 1,55 bis 1,70 
„ gwhlt ..... — 75 |todn..... = 147 „ 1,59 
Sinn . a ER .. = 7,30 Erde, lehmige, feſtgeſtampft: 
Amin. oo 2200. = 2397 | ern. — 9, 
Ganit ...... = 250 58808 | kooden. 2.00.00... — 1,8 
Gneiß..... = 289 „ 271 " 
Rallfein - . -. = 240 „ 2,86 Garienerbe: 
Sandkein ...—=190 , 270 |MÜh 0... = 2,06 
Ziegelftein = 1,40 . 2,22 ttoden . - - 2» 2 200.0. = 1,68 


trodene magere Erde . . = 1,34 
IL Flaäſſige Körper. 
Waſſer, deftillirtes . . . = 1,000 Alkohol, abjoluter . . . = 0,798 


Meerrwafler - - . . . - = 1,026 Scähwefeäther . . .. . = 0,715 
Duedfilber . - . . . » = 13,598 Scähwefellohlenfloff . . . = 1,272 
Säwefeljäure, concentrirte = 1,840 Ölycerin - - 2.20%. = 1,260 
Salpeterjäure . - . . » = 1,500 Mid ..: 20000 == 1,080 


Aggregatzustände. Die Körper erjcheinen uns nad) dem verfchiedenen 8. 64, 
Zuſammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre⸗ 
gatzuftände derſelben nennen. Sie find entweder feit (franz. solides; 
engl. rigid) oder flüſſig (franz. Aluides; engl. fluid) und im letteren alle 
wieder entweder tropfbar flüffig (franz. liquides; engl. liquid) ober 
elaftifch flüſſig (franz. gazeux, adriformes; engl. aäriform). Feſte 
oder ftarre Körper find diejenigen, deren Theilchen fo ſtark unter fich 
zulanmenhängen, daß eine gewifie Kraft nöthig ift, die Geftalt diefer Körper * 
zu verändern oder eine Zertheilung derſelben zu bewirken. Flüſſige Kör- 
per hingegen find folche, deren Theile durch die kleinſte Kraft an einander 
verfchoben werben können. Die elaftifch flüffigen Körper, deren Re⸗ 
präfentant die atmofphärifche Luft iſt, unterfcheiden fich dadurch von ben 
tropfbar flüffigen, durch das Waſſer vepräfentirten Körpern, daß ben 
felben ein Beftreben, ſich immer weiter unb weiter außzubehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dem Wafler u. |. w. mangelt. 

Während bie feften Körper eine eigenthümliche Geftalt und ein beftimmtes 
Bolmmen haben, befigen die tropfbar flüffigen oder wafjerförmigen Körper 

10* 
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nur ein beftimmtes Volumen ohne eigenthlimliche Form, bie elaftifch- ober 
ausdehnfam flüffigen Körper endlich weber das eine noch das andere. 


8.65. Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad) find bie Kräfte fehr 
verſchieden; wir führen hier nur die vorzüglichſten an: 

1) Die Schwerfraft, vermöge welcher ſich alle Körper dem Mittel⸗ 
punkte der Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Geſchwindigkeits⸗ und Rid- 
tungsveränderungen bewegter Maffen hervortritt. 

8) Die Muskelkraft der befeelten Weſen, ober die mittelft der Muslel 
von Menjchen und Thieren ausgelibte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federkraft, welde Körper bei ihren Form⸗ 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmelraft, vermöge welcher fich Körper beim Wechjel ber 
Temperatur ausdehnen oder zufanmmenziehen. 

6) Die Cohäſionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kür 
pers zufammenbängen, mit welcher alfo auch diefelben einer Trenmung 
wiberftehen. | 

7) Die Adhäſionskraft, mit welcher zwei in nahe Berlihrung gebrachte 
Körper einander anhängen. 

8) Die Magnettraft, oder bie Anziehungs- und Abſtoßungskraft der 
Magnete. 

Nächſtdem noch die elektriſchen und eleftromagnetifchen Kräfte 

u. |. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feſtigkeit u. f. m. entfpringen 
vorzüglich aus der Cohäfionskraft, welche, wie bie Efafticität u. f. w., aus 
der fogenannten Molekularkraft, ober der Kraft, mit welcher die Mo⸗ 
Lefüle oder Heinften ‘Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


8.66. Bestimmungsstücke einer Kraft. Bei einer jeden Kraft unter» 
fheiden wir: 

1) Den Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), ben Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit⸗ 
telbar wirkt. 

2) Die Kraftrichtung (franz. ımd engl. direction), bie gerade Linie, 
in welcher eine Kraft den Angriffepunft fortbeivegt, oder fortzubewwegen 
oder beifen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung hat, 
wie jede Bewegungsrichtung, zwei Seiten; fie fann von links nad) 
recht8 oder von rechts nach links, ferner von oben nad) unten oder von 
unten nad) oben gehen. Man nennt die eine die poſit ive und bie 
andere die negative. Da wir von links nad) rechts und von oben 
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nad) unten leſen und fchreiben, jo wäre es am geeignetften, biefe Be⸗ 
wegungen pofitive und die entgegengefegten Bewegungen negas 
tive zu nennen. 

3) Die abfolute Größe oder Intenfität (franz. grandeur absolue, 
intensit6; engl. intensity) der Kraft, die nach dem Obigen burd) 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. ſ. w., gemeſſen wird. 

Man ftellt die Kräfte graphifch durch gerade Linien dar, welche durch 

ihre Richtung und Ränge die Richtung und Größe oder Stärke, fowie durch 
ihre Anfangspunkte die Angriffspunkte der Kräfte angeben. 


Wirkung und Gegenwirkung. Die erfte Wirkung, welche eine $. 67. 
Kraft in einem.Körper hervorbringt, ift eine mit Ausdehnung oder Zufam- 
mendrüdung verbundene Form⸗ oder Volumenveränderung, welche im An⸗ 
griffspunft ihren Anfang nimmt und fi) von da aus immer weiter umd 
weiter im Körper ausbreitet. Durch diefe innere Veränderung des Körpers 
wird aber die in ihm liegende Efafticität angeregt, die fich mit der äußeren 
Kraft ins Gleichgewicht jet und deshalb derjelben gleich ift und ihr entgegen- 
gelegt wirkt. Man jagt hiernadh: Wirkung und Gegenwirkung find 
einander gleich und entgegengefett. Diejes Gefeg findet nicht nur bei 
den durch Berührung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, ſondern auch bei 
ben fogenannten Anziehungs- und Abſtoßungskräften, wohin bie magnetifche 
umb felbft die Schwerkraft zu rechnen find, flat. So ſtark ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftark wird der Magnet vom Eifenftabe felbft 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), ift gleich der Kraft, mit welcher der Mond 
auf die Erde zurückwirkt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drückt, giebt diefe 
in der entgegengefegten Richtung zurück; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Maſchine zieht, fchiebt u. |. w., wirft auf den Arbeiter zurück und fucht 
denſelben in entgegengefeßter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper gegen 
einen anderen ftößt, fo drückt der erſte den anderen genau fo viel wie der 
andere den erften. 


Eintheilung der Mechanik. Die gejammte Mechanik wirb nad) $. 68. 
ben ne Aggregatzuftänden der Körper in zwei Hauptabtheilungen gebracht, 
nämli 


1) in die Mechanik der feſten oder ſtarren Körper, welche man auch 
wohl Geomechanik (franz. mecanique des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 

2) in die Mechanik der flüfjigen Körper, Hydromechanik, aud) 
Hydraulik (franz. mecanique des fluides, hydraulique; engl. 
mechanics of fluids). Die letztere theilt man wieder ein 
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8) in die Mechanik des Waffers unb ber tropfbar flüffigen 
Körper überhaupt, Hydromehanif, and Hydraufit (franz. 
hydraulique; engl. hydraulic), und | 

b) in die Mechanik der Luft und anderer Iuftförmigen Kör⸗ 
per überhaupt, Asromechanik (franz. möcanique des fluides 
aöriformes; engl. mechanics of elastic fluid). 


Nimmt man num nod) auf die Eintheilung der Mechanik in Statik und 
Dynamit ($. 51) Rüdfiht, fo erhält man folgende Theile: 

1) Statik der feften Körper, oder Geoftatil, 

2) Dynamik der feften Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waffers u. f. w., oder Hydroſtatik, 

4) Dynamik des Waffers u. |. w., oder Hydrodynamik, 

5) Statik der Luft (ber Safe und Dämpfe), oder Asroſtatik, 

6) Dynamik der Luft, oder Adrodynamik, auch Pneumatik. 

Bon den feſten und flüffigen Körpern find noch die Loderen oder joges 
nannten Erdmaſſen (franz. terres läches; engl loose earth) zu unter- 
fcheiden. Die Gleichgewichtslehre diefer Maffen bilbet einen befondern Theil 
der Statik. 

Ebenſo bildet die mechanifhe Wärmetheorie fowie die Theorie der 
Schwingungen des Aethers, eined im ganzen Weltraume verbreiteten 
äuferft feinen elaftijchen Stoffes, einen bejondern Theil der Dynamik (frauz. 
thermo-dynamique; engl. thermo-dynamics). 
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Mechanik des materiellen Punktes. 


Ein materieller Bunkt (franz. point matöriel; engl. material point) $. 69. 
ift ein materieller Körper, deſſen Dimenfionen nach allen Seiten hin unend⸗ 
lich Hein find in Hinfiht auf die von ihm zurüdgelegten Wege. Um den 
Bortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
und bem Öleichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fen. Ein 
(endlicher) Körper ift eine ftetige Berbindung von unendlich vielen materiellen 
Punkten oder Molekülen. Wenn fi) die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle volllommen glei, d. i. in parallelen geraden Linien 
gleich fchmell bewegen, jo kann man bie Theorie der Bewegung eines mate⸗ 
riellen Punktes aud auf die des ganzen Körpers anwenden, weil fich in 
biefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maffentheile des Körpers durch 
gleiche Krafttheile getrieben werben. 


Einfache oonstante Kraft. Iſt p die Xcceleration, mit welcher eine 8. 70. 
Maſſe M durch eine Kraft fortgetrieben wird, jo bat man nad) $. 58 
für dieje: 


P = Hp, fowie umgefehrt, die Acceleration p = - . 


Seen wir ferner die Mafle M — 5. wo das Gewicht des Körpers 
nd g die Beichleunigung der Schwere bezeichnet, jo iſt die Kraft: 
ı) P= 7 G, 
und die Acceleration: 
)p—Z 
p — G 9. 


Man ſindet alſo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer 
gewiſſen Acceleration (p) forttreibt, wenn man das Gewicht (@) 


des Körpers durch das Verhältniß (2) feiner Acceleration zu 


ber der Schwere multiplicirt. 
Es ergiebt ſich umgekehrt die Acceleration (p), mit welcher ein 
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Körper durd eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man bie 
Ücceleration (g) ber Schwere durch das Berhältniß (7) zwi⸗ 
ſchen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beilpiel. Dan dente fi einen Körper auf einem horizontalen und jehr 
glatten Tiſche liegend, welcher dem Körper keine Hindernifie in den Weg fett, 
wohl aber die Schwerkraft in demfelben aufbebt. Wird diefer Körper von einer 
horizontal wirkenden Kraft gedrüdt, jo muß der Körper der Einwirkung derſel⸗ 
ben nadgeben und in der Richtung diejer Kraft fortgehen. Iſt das Gewidt 
diejes Körpers: & —= 50 Kilogramm und die auf ihn unaußgejegt drüdende 
Kraft P = 10 Silogramm, jo wird er in eine gleihförmig beichleunigte Bewe⸗ 
gung mit der cceleration p = 3 .·9 * 5 - 9,81 = 1,962 Meter übergehen. 
Iſt hingegen die Acceleration, mit welcher ein 42 Kilogramm ſchwerer Körper 
dur eine Kraft (P) beidhleunigt wird, p —= 3 Meter, jo wird dieſe Kraft 


P= £ = . ..43 = 0,1019 . 136 — 19,8 Rilogramm betragen. 
Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirft, conftant, fo entfteht eine 


gleichförntig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche Bewegungsrichtung fällt, umb bar 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn bie Kraftrichtung der anfänglichen 
Bewegungsrichtung entgegengejegt ift. Segen wir num in ben phoronomifchen 


Formeln ($. 13 und $. 14) ftatt 2 den Werth Z= FE ein, fo bekom⸗ 


men wir Yolgendes: 
L Für gleihförmig befchleunigte Bewegungen: 
pP pP pP 
)v=c+H gyi=e + 9,81 gt! Meter ec + 81,25 z' Fuß, 
ar ? — Pa 
2)s—=ct+ 3 —ct + 4,905 ge Meter = ct + 15,625 g' Fuß. 


I. Für gleichförmig verzögerte Bewegungen: 


P pP pP 
))vo=c— gıtme— 981 Gi Meter—c — 31,25 Zt Fuß, 


— ei EHE —_a—_ 190, Meter —et — P 
2) 8 = ci G 2 — ct — 4,905 z! Meter = ct — 15,625 a Suf. 
Mit Hilfe diefer Formeln laſſen ſich alle Fragen, welche ſich in Aufehung 
der durch eine beftändige Kraft veranlagten gerablinigen Bewegungen von 
Körpern ftellen laſſen, beantworten. 
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Beilpiele. 1) Ein 2000 Kilogramm ſchwerer Wagen geht mit 1%, Meter 
Geſchwindigleit auf einer horizontalen, ihm feine Hinderniſſe entgegenjegenden 
Bahn fort, und wird 15 Secunden lang durch eine unveränderliche Kraft von 
25 Kilogramm vorwärts geſchoben; mit welcher Geſchwindigkeit wird er nad) Ein- 


wirkung dieſer Kraft fortgehen? Es ift dieſe Gejchwindigleito = c + 9,81 z t; 


va hier = 14, P= 25, 0 — 2000 und # = 15, fo folgt 
o=15 +98 18 — 15 + 1,899 — 8,399 Meter. 

2) Unter gleihen Umftänden wird ein 2500 Kilogramm jchwerer Wagen, der 
vorher während 3 Minuten gleihförmig fortgehend 360 Dieter zurüdgelegt hat, 
durch eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft jo fortgetrieben, daß er 
fpäter in 8 Minuten 650 Meter gleihförmig durchläuft. Welches war dieje Kraft? 





Hier {ft Anfangsgeſchwindigkeit c — 8 — 2 Meter, und Endgeſchwindigkeit 
„— ni — 3,611 Meter, daher der Geſchwindigkeitszuwachs 
Got =v—c=1$öll, 
und die Kraft 
P=- a1.C — 0,1019.1,611 IT _ 0.184182 — 13,68 Rilogramm. 


3) Ein mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fortgleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlit⸗ 
ien verliert in Folge der Reibung auf feiner horizontalen Unterlage innerhalb 
235 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß ift diefe Reibung? Hier ift die 
Bewegung gleichförmig verzögert und die Endgeſchwindigkeit —= 0, daher 


Pt 
c = 81,25 7T 


Ge 1500.15 
P = 0,082 77 = 0,083. —gz 
bie in Frage ftehende Reibung. 

4) Ein anderer Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangs- 
geſchwindigkeit bat bei feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu über- 
winden; welche Geſchwindigkeit befigt derfelbe nah 8 Secunden und wie groß ift 
der zurückgelegte Weg defjelben? Die Endgeſchwindigkeit ift 

45.8 
o= 12 — 31,25 - 10” 12 — 9,375 = 2,625 Fuß, 
und der zurüdgelegte Weg 


= (HN (EHI). 5-05 


und 





— 0,0382.900 = 28,8 Pfund 


Mechanische Arbeit. Leiſtung oder Arbeit einer Kraft (franz. 8. 72. 
travail möcanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir» 
bung einer Kraft, welche diefelbe bei Ueberwindung eines Wiberftandes, 
+ D. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. f. w., hervorbringt. 
Man verrichtet aljo eine mechaniſche Arbeit, indem man Laſten empor- 
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hebt, Maflen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. Die Leiftung ober Arbeit hängt nidjt allein von 
ber Kraft, fondern aud) von dem Wege ab, auf welchem dieſe thätig ift ober 
einen Widerftand überwindet; fie wächft überhaupt proportional der Kraft 
und dem Wege zugleih. Heben wir einen Körper langſam genug in die 
Höhe, um feine Trägheit vernacjläffigen zu können, fo tft die verrichtete Arbeit 
feinem Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, propor- 
tional; denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen 
Gewichte (MG) auf eine gewilfe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper 
vom einfachen Gewichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werben; fie ift nämlich 
mmal jo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Ges 
wichtes auf die nämliche Höhe; auch ift 2) die Leiſtung diejelbe, ob ein und 
daffelbe Gewicht auf die n (5) fache Höhe (nA) ober ob e8 n (5) mal auf die 
einfache Höhe gehoben wird, überhaupt aber n (5) mal jo groß, als wenn 
daſſelbe Gewicht um bie einfache Höhe (A) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langſam finfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe dieſes Ge- 
wichtes und der Höhe, von welcher es herabgefunfen ift, proportional. Dieſe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrichtung 
ftatt; um bei emerlei Tiefe einen Sägefchnitt von doppelter Fänge auszu- 
führen, find noch einmal fo viel Theilchen zu trennen, al8 beim Schnitt von 
der einfachen Länge, ift alfo auch die Arbeit doppelt fo groß; die doppelte 
Länge erfordert aber aud) den doppelten Weg ber Kraft, es ift folglich bie 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenfo wird die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit der Menge der Körner einer gewiſſen Getreideart, welche ber» 
jelbe bis zu einem gewiſſen Grabe zerreibt, wachen. Dieſe Menge iſt aber 
unter Übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, welchen der obere Mühlſtein (Läufer) während des Mahlens 
biefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; e8 wächſt folglich auch die 
mechanifche Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 


8. 73. Arbeitseinheit. Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft 
von der Größe und dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche 
bei Ueberwindung eines Widerftandes von der Größe der Gewichtseinheit 
(3. B. Kilogramm, Pfund u. f. w.) längs eines Weges von der Größe bet 
Längeneinheit (3. B. Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit ber 
mechaniſchen Arbeit oder Leiftung (franz. unit6 dynamique; engl. 
dynamical unit, unit of work) anzunehmen und nun das Maß biefer 
gleichzufegen dem Producte aus Kraft oder Wiberftand und aus dem wäh- 
rend der Ueberwindung bes Widerftandes in der Kraftrichtumg zuriidgelegten 
Wege. 

Segen wir die Größe des Widerftandes felbft = P, und ben bei feiner 


8. 74.) Mechanik des materiellen Punktes. 155 


Ueberwinbung von ber Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunfte zurück- 
gelegten Üeg, — 8, fo ift hiernach bie bei Ueberwindung biefes Wiberftandes 
aufgewendete Arbeit ober bie Leiſtung 

A = Ps XÜrbeitseinheiten. 

Um bie Urbeitseinheit, fiir welche man auch den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen Tann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich bie 
Einheiten beider Factoren P und s an, und fagt deshalb flatt Arbeitsein- 
„heiten Kilogrammmeter, Pfundfuß, aud) umgekehrt, Meterkilogramm, 
Gußpfund u. ſ. w., je nachdem Gewicht und eg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgebrlt werden. Der Einfachheit wegen fchreibt 
man flatt Meterfilogramm m% oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 

Uebrigens ift 

1 Kilogrammmeter — 2,13807 .3,1862 — 6,8123 Fußpfb. preuß. 

— 2,20460.3,2809 = 7,233 ,„ engl. 
Beifpiele. 1) Um einen Bochftempel von 150 Kilogramm Gewicht 36 Eentis 
meter hoch zu heben, ift die mechaniſche Arbeit 
A = 150.086 — 54 Rilogrammmeter, nöthig. 
2) Durch eine mechaniſche Leiftung von 1500 Fußpfund kann ein Schlitten, 
welcher bei feiner Bewegung 75 Pfund Reibung zu überwinden hat, um den Weg 


.es—= —- = — = % Buß fortgegogen werden. 


Richt nur bei unveränderlicher Kraft ober conftantem Widerſtande ift die $. 74. 
Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern aud) dann, wenn der 
Widerftand während feiner Ueberwindung veränderlich ift, Täßt ſich bie 
Arbeit als da8 Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als 
Kraft einen mittleren Werth aus ber ftetigen Folge von Kräften annimmt. 

Das Berhältniß ift hier daflelbe wie das zwifchen Zeit, Gefchwinbigfeit und 
Kaum; denn auch ber letztere läßt fi) ja als ein Product aus Zeit und 
einem mittleren Werthe der Gefchwindigkeiten anfehen. Auch hier find bie, 
felben graphifchen Darftellungen anwendbar. Es Täßt ſich bie mechanifche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Rechteckes ABCD, Fig. 93, anfehen, deſſen 


Fig. 98. Fig. 9. 
* 
N F E 
v ° D 0 
© o 
A | B 5 B 


Grundlinie AB der zurldgelegte Weg (s) und befien Höhe entweder bie 
unveränderliche Kraft (P) jelbft ober das Mittel von den verfchiedenen Kraft- 
werthen if. Im Allgemeinen läßt fich aber die Arbeit durch den Flächen⸗ 
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raum einer Figur ABOND, Fig. 94 (a. v. ©.), darftellen, die zur Grund⸗ 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grunblinie gleich 
ift der diefer Stelle des Weges entfprechenden Kraft. Verwandelt man bie 
Figur ABOND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleihem Inhalte, jo erhält man in der Höhe AF— BE beflelben den 
mittleren Werth diefer Kraft. 


8.75. Die Arithmetif und Geometrie geben verfchiedene Mittel an, um aus 
einer fletigen Folge von Größen einen mittleren Werth derfelben ausfindig * 
zu machen; man findet auch die borzüglichften im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Regel dasjenige, welches 
man in ber Praxis am häufigften anmwenbet, weil fie in vielen Fällen große 
Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigkeit in ſich vereinigt. 
In jedem Falle ift es nöthig, den Weg AB — 3 (fig. 95) in m 
(möglichft viel) gleiche Theile, we AE 
Big. 9. —=EG=@GIu.|.w., einzutheilen und 
die Kräfte ZF—P,, GH—P,IK—P, 
u. ſ. w. an den Enden diefer Wegtdeile zu ers 
mitteln. Setzen wir dann noch die anfüng- 
liche Kraft AD — P, und die Kraft BC 
am Ende P,, jo erhalten wir die mittlere 
Kraft: P=(yR+P+PR+Pp 
+++ Po +1 Pu):n, und daher 
die Arbeit berjelben: 


P=(/B+PA+P+-+PRat+ pP) 
Iſt die Anzahl (m) der Theile eine gerade, nämlid 2, 4, 6, 8 u. f. w, 
fo giebt die Simpfon’fche Regel noch genauer die mittlere Kraft: 
P=(P, +4P +2PRr +4P +++ 4Poı + P):3n, 
und daher die entjprechende Arbeit: 
P=(R +4P 4 2ä, +4R+--+4P,ı + pP) 32° 
Iſt n ungerade, fo läßt ſich jegen: 
Ps=[’h(P +3Pı 4 BP. +DP) + YP +4P +2P 


+... 4 4. + >) =. (S. Art. 38 der analyt. Hulfslehren)) 





Beilpiel. Um die mechanifche Arbeit eines Zugpferdes zu finden, melde 
diefes beim Fortziehen eine Wagens auf einer gewiflen Straße verrichtet, be 
dient man fich eines Kraftmeſſers (Dynamometers), welcher auf der einen Seite 
mit dem Wagen und auf der anderen Seite mit den Strängen des Pferdes in 
Berbindung geſetzt ift, und beobachtet an demjelben von Zeit zu Zeit die Größe 
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der Kroll. Wenn die anfünglidde Kraft P, = 110 Pfund, die nad Zurücklle⸗ 
gung von 25 Fuß Weg, 122 Pfund, nah Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, 
bei einem Wege von 75 Fuß, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Fuß, —= 114 Pfund beträgt, jo hat man den mittleren Kraftwerth nad der 
wien Formel: 

— (Y,.110 + 122 + 127 + 120 + Y,.114) : 4 = 120,25 Pfund, 
u die mechaniſche Arbeit: 

Ps = 1%0,25.100 = 12025 Yußpfund; 

nad der zweiten Formel aber: 1446 


P = (110+4.122+2.127+4.120+119):8.4,= 7," = 120,5 Pi. 


und die mechaniſche Leiftung: 
Ps = 12%0,5.100 = 120560 Fußpfund. 


Arbeit der Trägheitskraft. Sehen wir in der $. 13 entwidelten $. 76, 
Formel der Phoronomie: 


v? — ce? v3 — 0? 
oder 98 = 








für die Hcceleration p ihren Werth z g ein, fo erhalten wir da8 der beweg⸗ 


ten Mafie M innetsoßnenbe mechaniſche Arbeitsvermögen (energy, 
nad Rankine): 








ve —c v — 
A=D == 5 ) = ( 29 =) @ . 
3 
ober, wenn wir bie Geſchwindigkeitshehen 7 und 5 durch A und % ber 
zeichnen: Ps=(h—Md@. 


Diefe für die praftifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung fagt: 

Die mehanifhe Arbeit (Ps), welde eine Maſſe entweder in fich 
aufnimmt, wenn fie aus einer Fleineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
(v) übergeht, oder hervorbringt, wern fie aus einer größeren Geſchwindigkeit 
in eine Fleinere Üüberzugehen genöthigt wird, ift ſtets gleich bem Pros 
ducte aus dem Gewichte biefer Maffe und der Differenz ber 
beiden Geſchwindigkeiten entfprehenden Geſchwindigkeitshöhen 


9 29 
Beiſpiele. 1) Um einen 2000 Kilogramm ſchweren Wagen auf einer volllommen 


glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkleit von 10 Meter zu verſetzen, iſt eine 
mechaniſche Arbeit ° 


3 
Ps = 5 G = 0,6102 G O OGI. 100. 2000 — 10200 Kilogrammmeter 


aufzumenden nöthig; und ebenjo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Widerftand entgegenjegt und ihn dadurch allmälig in Ruhe über: 
zugehen nöthigt. 
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2) Ein anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 Fuß Geſchwindigkeit 
fort und wird dur eine auf ihn wirkende Kraft in eine Geſchwindigkeit von 
24 Fuß verjegt; wie groß ift die von diefem Wagen in fi aufgenommene ober 
von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Gejchwindigleiten 15 Fuß und 24 Buß 


entſprechen die Geſchwindigkeitshöhen 


x—S—36 d2 9216 
= 3, = 36 Sub un =,79 Buß; 


demnach ift die geſuchte mechaniſche Arbeit: 

Ps = (kh — k)G = (9,216 — 3,600) .6000 = 5,616.6000 — 38696 Fpfb. 
Kennt man nun den Weg, auf melden dieſe Geſchwindigkeitsveränderung vor 
ſich gebt, fo läßt fi die Kraft finden, fennt man dagegen diefe, jo lan man den 
Weg beftimmen. Sol z. B. im legten alle der Weg des Wagens nur 100 Fuß 
betragen, während deſſen Zurüdlegung die Befehwindigleit von 15 Fuß in die von 
24 Fuß übergeht, jo hat man die Kraft 


P=-(h—R < = 9° — 886,96 Pfund. 
Wäre aber die Kraft jelbft 2000 Pfund, jo würde der Weg 
s=(h—h 3 = ea = 16,848 Fuß betragen. 


3) Wenn ein 500 Kilogramm ſchwerer Schlitten in Folge der Reibung auf 
der Bahn jeine Geſchwindigkeit von 4 Meter nad Zurüdlegung von 82 Meier 
Weg gänzlich verloren bat, jo ift der Reibungswiderftand: 


— *6 — 0,061.48 = — 0,061.260 — 12,75 Rilogramm. 


Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 
v — c 
A=P=(-)0=6— MG 


gilt nicht allein für conftante, fondern auch für veränderliche Kräfte, 
wenn man mır (na $.75) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nach III*) in $. 19 fir jebe ftetige Bewegung überhaupt 


v — ce? 
—— =psih, 





wenn pP = m tn to tm die gleichen Wegelementen 0 entipre- 


chende mittlere Acceleration bei dem Durchlaufen bes Weges s bezeichnet, jo 
hat man aud) 
_P+P+ +2. 
pP nM . 


Eau (atretn, 


folglich 
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Pı= 3 








c v2 — c? 
)#= TE G=(hkh— hd, 


wenn P — Ar+rptti das Mittel aller nach Zurliciegung 


n 
der Wege — . = j = ... — gemeflenen Kraftwerthe bezeichnet. 
Uebrigens läßt ſich natürlich, P aud) nach einer der letzteren Formeln des 
8. 75 berechnen, wenn zumal die Zahl m der Theile nicht jehr groß ange 
nommen wird. 
Sehr oft ift die Gefchwindigleitsperänderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maſſe M bei Aufnahme einer gewiffen mecjanifchen Arbeit Ps 
erleidet. Die gefundene Hauptgleihung wird dann in der Form 


Ps Ps 
[U 0 y — mund 9 — 
h=k+ 7 ber= +297 
angewendet. 
le ki s 23 38 
Hat man mittels diefer Formel die den Wegen Fair Er ent> 


ſprechenden Endgeſchwindigkeiten o,, v2, © . . . v, beftimmt, fo kann man 
durch Anwendung der Formel 
s /1 1 1 1 
69 

die Zeit, in welcher der Weg s zurückgelegt wird, berechnen. 
2 Ps Ps 
endlich die gefundene Hauptgleichung noch dazu, um die Maſſe M zu bes 
fiimmen, bei welcher die mechanifche Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindig⸗ 
feitöveränderung v — c hervorbringt. 

Wenn bei ber (ftetigen) Bewegung eines Körpers bie Endgeſchwindigkeit 
v gleich ift der Anfangsgeſchwindigkeit c, jo füllt die Hierbei in Anfprud) 
genommene Arbeit — Null aus, d. h. e8 nimmt der beichleunigte Theil der 
Bewegung gerade fo viel Arbeit in Anjpruch, als der verzögerte Theil ber- 
felben verrichtet. 

Beijpiel. 1) Wenn ein ohne Reibung auf einer Eiſenbahn fortgehender 

Bagen von 2500 Pfund Gewicht zur Bermehrung feiner Geſchwindigkeit, die ans 


fangs nur 10 Fuß betrug, eine mechaniſche Arbeit von 8000 Fußpfund in fidh 
aufgenommen bat, jo wird jeine Gejchwindigleit nad Aufnahme diefer Arbeit 


v= Y102 + 625 - 2500 = Yıo0 + 200 — 17,32 Fuß betragen. 


2) Wenn während des Auswalzens eines Metallftabe AB mittels der Walzen 
C und D, Fig. 96 (a. f. ©.), die Umdrehungsgeſchwindigkeit u — 20 Meter des 
mit der einen Walze verbundenen Schwungrades EF allmälig inc = 3 Meter 


dient 
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übergeht, fo iſt bei dem Gewichte G — 10000 Kilogramm des Schwungringes 
die von der Tragheitskraft defielben verrichtete und auf das Auswalzen verwens 
Bio. 86 dete mechaniſche Arbeit 
ig. 96. 
® 4-8 
29 

= 0,051 (400 — 9) 10000 
= 391.510=1M410Rülo- 
grammeter, ſowie die mitte 
lere Kraft, mit welder der 
Metollftab bei der Länge 
8 —= 4 Meter beleben 
mittels der Traghen des 
Sähwungrabes durch die Wai⸗ 
gen gezogen wird, 








— 49852,5 Rilogr. 

Anmerkung. Man nennt, ohne einen bejonderen Begriff damit zu vers 
binden, das Product aus Maſſe M — sg und Quabrat der Geſchwindigkeit (v9), 
alfo Mv®, die lebendige Kraft (franz. force vive; engl., eigentlich Iat. vis 
viva) der bewegten Mafie, und kann hiernad die mechaniſche Arbeit, welche eine 
bewegte Maffe in ſich aufnimmt, gleidjfegen der halben Iebendigen Kraft derfelben. 
Geht eine träge Maffe auß einer Geſchwindigleit c in eine andere © über, fo ik 
jowohl die gewonnene als aud die verlorene Arbeit glei der halben Differenz 
gwifchen den lebendigen Kräften am Ende und am Anfange der Geſchwindigkeits-⸗ 
veränderung. Dieſes Gejeh von der mechaniſchen Seiftung der Körper durch ihre 
Trögheit nennt man das Princip der Iebendigen Kräfte (franz. principe 
des forces vives; engl. principle of vis viva). 

8.78. Zusammensetzung der Kräfte. Wirten zwei Kräfte P, ımb P, 
auf einen und benfelben Körper 1) in gleicher oder 2) in entgegengefeigter 
Richtung, fo ift die Wirkung biefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleich 
ift, denn diefe Kräfte erteilen der Maſſe M die Acceleration: 

Amnoh, 
Peaywp— gi 
es ift folglich nad) $. 31 die aus beiden refultirende Acceleration: 
ö AtP 
s=ntn= — 
und demnach die derſelben entſprechende Kraft: 
P=M=PH+tP. 

Man nennt die aus ben beiden Kräften hervorgehenbe, gleich viel ver⸗ 
mögende (äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. rösultante; engl. 
resultant), die Beftandtheile P, und Ps aber die Componenten (franz 
composantes; engl. components). 


| men — — 
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Beifpiele. 1) Ein auf der flachen Hand liegender Körper brüdt nur fo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf diejelbe, fo lange die Hand in Ruhe 
iR oder mit dem Körper gleihförmig aufs ober abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand beidleunigt empor, jo erleidet dieſelbe einen ftärteren Drud, 
geht man dagegen beichleunigt mit der Hand ſentrecht nieder, jo wird der Drud 
Heiner als das Gewicht; er wird ſogar Null, wenn man die Hand mit der 
Lereleration der Schwere herabführt. If der Drud auf die Hand = P, fo 
felt der Körper nur mit der Kraft G — P nieder, während feine Mafie 


H= Ss iR; fegen wir daher die Weceleration, mit welcher die Hand mit dem 
Yarauf iegenben Mörper niedergeft, = 7, fo folgt G — P= s 9. und daher 


fe Id P= Ge = (Ü _ 2) G. Laßt man dagegen den Körper 
anf der Hand mit der Xcceleration p auffteigen, fo iſt 2 der Xcceleration g ents 
eamgdet, daher der Drud auf die dand, P= (1 + 2) G. 3e. nachdem 
man einen Rörper mit 20 Fuß Veſchleunigung ab- oder aufwärts fteigen laßt, iſt 
de Dat auf die Band = (1 — sm) € = (10,4) @ = 0,86 des Adte 


pergenißteß oder = 1 + 0,64 — 1,64 defielben. 

2) Wenn ih mit der fladen Hand einen Körper von 3 Pfund Gericht 
14 Fuß doch ſentrecht in die Höhe fHleudere, indem id) ihm auf bie erften zwei 
Sub Höhe mit der Hand unausgefegt forttreibe, fo ift die verridhtete medanijche 
Arbeit Pr = Gh = 3.14 — 42 Fuhpfund, und demnach der Drud des Kör⸗ 


vers auf die Hand: P= © = 21 Pfund. Während alfo ber rußenbe Adıper 


mit.3 Pfund drüdt, wirkt er während des Werfens mit 21 Pfund Kraft auf die 
Hand zurid, 
3) Welde Laſt Q vermag der in einem Eylinder ABCD, ig. 97, bes 
weglie Kolben um AD — s = 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der erften 
Sig. 9 Weghälfte AM von innen durch die 
A auß einem großen Rejervoir R zuftrös 
mende Luft mit der Kraft P = 6000 
Pfund, und auf der zweiten Weghälite 
MD burd) die im Gplinder abgelperrte 
und nad dem Mariotte’fhen Gejeke 
mit aNmälig abnehmender Kraft wire 
tende Suft fortbewegt wird, mährend 
die Außere Luft conftant auf den Rolben 
mit der Kraft PD, — 2000 Pfund ents 
gegemwirtt? Da fi die im Gplinder 
abgejperrte Zuft am Ende der zweiten 
Hälfte des ganzen Rolbenwegeb um daß 
Doppelte ausgedehnt hat, fo ift die 
Kraft derfelben zulegt mur Y,. P— 3000 
Pfund. Es drüdt die im Cylinder 
abgejperrte Luft am Ende des Kolben⸗ 
weges- von 3 Fuß nod) mit 6000 Pfund, 
Belsvaw's Lchrönd der Deanit, L u 
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dagegen am Ende des Weges von 4 Fuß mit %/, . 6000 = 4500 Pfund, am Ende 
des Weges von 5 Fuß mit 3%, .6000 —= 3600 Pfund, und am Ende des ganzen 
Weges von 6 Fuß mit %,.6000 = 3000 Pfund, wonach fih die mittlere Kraft 


während der Exrpanfion — !/, [6000 + 3 (4500 + 3600) 4 8000] = 


— 4162 Pfund, und folglich die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung 


P,= u zn — 5081 Pfund ergiebt. Zieht man hiervon den conftanten 


Gegendruck Po = 2000 Pfund ab, jo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 
Q = P, — P, = 5081 — 2000 = 3081 Pfund. 
Die bewegende Kraft bei der erften Weghälfte ift: 
P—P, = 6000 — 5081 = 919 Pfund, 
folglich die Acceleration der Bewegung: 
P=( g = 0: 81,25 = 9,92 Fuß, 
ferner die Geſchwindigkeit am Ende des Kolbenweges 
,— 5 — 8 Fuß: v =V2ps, = V6.9,32 = V55,92 —= 7,478 Fuß, 
und die Zeit, in welcher dieſer Kolbenweg zurüdgelegt wird: 
u = — = ss = 0,802 Secunden. 


Der Kolbenweg, bei welchem fih Kraft P, und Laſt P, + Q das Gleichgewicht 
halten, alfo die bewegende Kraft und folglid auch die Acceleration Rull, und die 
Kolbengeſchwindigkeit ein Maximum ift, hat die Größe: 








Am Ende des Kolbenweges 258 —= 8,2715 Fuß if die mittlere Kolbenkraft 
__. 6000.83 u 
a — 65502, folglich die bewegende Kraft 


—= 5502 — 5081 = 421 Pfund, 
und der mittlere Werth derjelben, während der Fortbewegung des Kolbens um 


8: = 3,543 — 3 = 0,543 Fuß, = _ 19 +4.21 FO _ u Pfund. 


6 
Die entſprechende mittlere Acceleration ift 
434 434. 31,26 
= 5081 9 = aus 7 902 Dub, 


folglid die Maximalkolbengeſchwindigkeit am Ende des Weges 2 —= 5, + 3, 
— 8,543 Fuß: 


Um = Vv? + 2ps, = V55,92 + 2. 4,102.0,543 = V60,70 = 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdlaufen des Weges s, — 0,543 Fuß läßt fich fegen: 
— 2(2 4 1\_ —4A 00 
4=3 ( + —) — 0,2715 (7 at mi) — 0,071 Secunden. 
Hat der Kolben den — 5,5 Fuß zurückgelegt, jo ift die bewegende Kraft: 


= a — 5081 = — 1808 Pfund, 


ls 
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Reht aber der Kolben im Mittel zwifden dieſem Punkte und dem Punkte der 
Maximalgeſchwindigkeit, jo ift diefe Kraft: 
18000 


und es find die entiprechenden Xccelerationen folgende: 
1808 . 31,25 — 1100.31,25 


= — — UT — — 1834 Fuß und 5081 = — 1116 Fuß. 


Beim Durdlaufen des Wegftüdes s, — 5,500 — 3,543 — 1,967 Fuß, ift 
folgli die mittlere Acceleration 
_ _0+4. 116 + 1834 _ _ 10,50 guß, 


und demnach die am Ende diejeg Weges erlangte Geſchwindigkeit: 
: = V60,70 — 2.10,50.1,957 = V19,60 = 4,427 Fuß. 
Gür die erfle Hälfte 0,9785 Fuß des letzteren Wegftüdes iſt dagegen die mittlere 
Uceleration 
__ 0 ta — — 558 Fuß, 


daher die Geſchwindigkeit am Ende des Weges von 4,5215 Fuß: 


0, = V60,70 — 2.5,58. 0,9786 — V49,73 — 7,055 Fuß. 
Run ergiebt fi) die Zeit zum Durchlaufen des Wegftüdes s, — 1,957 Fuß: 


(rt 
= mt + 2.) = 0826 zoo + vos + Zar) 
= 0,326. 12 = 0,500 Secunden. 


ferner laßt fih die Zeit für das Iekte Stüd s, — 0,5 Fuß des ganzen Rolbens 
iweges, bei deſſen Durdlaufung die Geſchwindigkeit allmälig in Null übergeht, 





28 1 
— ns — — y 
= 17 0,226 Secunden 


kgen, und e& folgt nun die Zeit des ganzen Kolbenhubes: 
t= 4 +12 + t, — 0,802 40,071 4 0,300 + 0,226 — 1,40 Gecunden. 


Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maffe (ein materieller $. 79. 
Pınft) M, Fig. 98, von zwei Kräften P, und .P, ergriffen, deren Richtun⸗ 
gn MX und? MY einen Winkel XMY — « zwiſchen ſich einschließen, 
Fig. 98, fo erzeugen diefe nad; eben diefen Richtungen 
die Accelerationen: 
vw Pı 





Pi. 
M M’ 
aus deren Bereinigung eine mittlere Accele⸗ 
ration ($. 37) in einer Richtung MZ entftebt, 
welche durch die Diagonale eines auß pi, Ps 
\ z und « conftruirten Parallelogramms gegeben 
Y ift; auch ift diefe mittlere oder refulticende 
Acceleration: 


x =. mp — 


11* 
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»—=Vp? + p} + 2pım2 cos.o 
unb für den Winkel @,, den die Richtung berfelben mit der Richtung MX 
der einen Acceleration py einjchließt, hat man: 





sin. 0 = Ps 72. ni 
Setzen wir in diefe beiden Formeln die angegebenen Werthe von 7, und pa, 
jo folgt: 
Va) +@ u + 2) (a) we 
und 





sin.d 
sin. cd, = 


Multiplieirt man die erfte Gleichung Pe 5 ſo ergiebt ſich: 
Mp =VP? + P2 +2P, P, cos. , 

oder, da Mp die der Xcceleration 9 entfprechende Kraft P ift: 
1) P=VP} + P2 + 2P,P;cos. a, 


Ps sin. 
P 


Es wird alſo die Reſultirende oder Mittelkraft ſowohl ihrer 
Größe als auch ihrer Richtung nach aus den Componenten oder 
Seitenkräften genau ſo beſtimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Repräfentiren wir die Kräfte durch gerade Linien, indem wir dieſe in 
benfelben Berhältniffen zu einander ftehen laffen, wie fie in Gewichten, z. 2. 
Kilogramm, in Wirklichkeit zu einander ftehen, fo läßt fi) demnach die Reful- 
tirende durch die Diagonale desjenigen Parallelogramms barftellen, deſſen 
Geiten durd die Seitenkräfte gebildet werden und wovon ein Winkel dem 
von den Richtungen der Seitenkräfte gebildeten Winkel glei, iſt. Das fo 
aus den Seitenkräften conftruirte und durch feine Diagonale die Mittelkraft 
ausdrüdende Parallelogramm wird da8 PBarallelogramm ber Kräfte 
genannt. 


und 





2) sin. = 


Beijpiel. Wenn ein auf einem volllommen glatten Tiſche ruhender Koͤr⸗ 
per, Gig. 99, von 150 Kilogramm Gewidt von zwei Kräften P, = 30 Kilogramm 
und P; = 24 Kilogramm ergriffen wird, welde einen Wintel PL MP, =«a= 
105 Grad zwiſchen fih einjchließen, jo ift die Frage, nad) welder Richtung und mit 
weldyer Acceleration die Bewegung vor fi) gehen werde? Da cos.a« cos. 106° 
= — c03.75°, jo folgt die Mittelkraft: 

P = Y302 + 242 — 2.30.24c0s.75° — Y9%00 + 576 — 1440 cos. 75° 
= V1476 — 372,7 = 83,22 Kilogramm; 
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und die ihr entſprechende Acceleration: 


Die Bewegungsrichtung ſchließt mit der Richtung der erften Kraft einen 
Winkel a, ein, der beſtimmt ift durch 


sin. 1050 — 0,7224 sin. 760 —= 0,6978; 





24 
93,22 
if alio «a, = 449 16°. 

Anmerlung. Die Mitteltraft (P) hängt, den gefundenen Formeln zufolge, 
nur von den Seitenfräften, nie aber von der Maſſe (M) des Körpers, auf welche 
Fig. o0 die Kräfte wirken, ab. Deshalb findet man in vielen 

a Werken über Mechanik die Richtigleit des Parallelo- 

gramms der Kräfte ohne Rüdfiht auf die Mafie, 
wohl aber mit Zugrundlegung irgend eines Grund⸗ 
geſetzes bewiefen. Solder rein ſtatiſchen Beweiſe giebt 
8 viele. In jedem der folgenden Werke findet man 
einen anderen Beweis: Eytelwein's Handbuch der 
Statik feſter Körper, Gerfiner’8 Handbuch der Mes 
chanik, Kayſer's Handbuch der Statit, Möbius’ 
Lehrbuch der Statit, Rühlmann's techniſche Mecha⸗ 
nik. Der Beweis in Gerſtner's Mechanik ſetzt die 
Theorie des Hebels voraus; er iſt übrigens ſehr ein⸗ 
fach und findet fich in ſehr vielen alten und auch in 
neuen Schriften, 3. B. in denen von Käftner, 
Monge, Whewellu. |. w. Kayfer’s Beweis ift 
der Boiffon’sche in elementarem Gewande. Möbius’ 

Entwidelung iſt auf eine bejondere, von Poinſot (El&ömens de Statique) einge: 
führle Theorie, auf die der Kräftepaare (des couples), gegründet. Einen eigen- 
thümlichen Beweis liefert Duchayla in der Correspondance sur l’öcole 
polytechnique No. 4, benjelben hat auch Brix in feinem Lehrbud der Statit 
feter Körper, 2. Auflage, aufgenommen; er wird aber auch noch in vielen anderen 
Berlen angewendet, 3. B. in Moſeley's Mechanical Principles u. |. w. Den 
deweis des Parallelogramms der Kräfte, welchen Navier in feinen Lecons de 
möcanique (deutſch von Mejer, 1858) liefert, findet man au in Rühlmann's 
Grundzüge der Mechanik, Leipzig 1860. Eine auf die Bewegungsgeiege gegrün⸗ 
deie Theorie dieſes Barallelogramms findet man ſchon in Newton's Brincipien; 
fe wird aber auch von vielen Reueren gebraucht, 3. B. von Benturoli, Bons 
celet, Burg u. |. w. ©. Elementi di Mecanica e d’Idraulica di Ventu- 
roli; Mecanigque industrielle par Poncelet; &ompendium der populären 
Mechanik und Mafchinenlehre von Burg. Ein neuer Beweiß von Möbius 
findet fi in den Berichten der Geſellſchaft der Wiſſenſchaften zu Leipzig (1850), 
ein anderer von Ettingshaufen in den Wiener akademiſchen Schriften (1851), 
ein dritter von Schlömilch in deſſen Zeitjchrift für Mathematik und Phyſik (1857) 
und ein vierter von John Stevelly im Philosophical Magazine Vol. XXXI, 
1866. ©. au Wolf's Taſchenbuch der Mathematik, Phyſik u. ſ. w. Züri) 1869. 


sin. au= 





Zerlegung der Kräfte. Mit Hulfe des Kräfteparallelogramms laſſen 8. SO. 
fh nicht mur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zuſammenſetzen, 


8.81. 
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fondern auch gegebene Kräfte unter gegebenen Verhältniſſen in zwei oder 
mehrere Kräfte zerlegen. Sind die Winkel a, unb a, gegeben, welche die 
Seitenfräfte MP, —= Pı und MP, — P,, fig. 99, mit der gegebenen 
Kraft MP = P einfchließen, fo ergeben fich die Seitenfräfte oder Compos 
nenten durch bie Formeln: 

p,— Pine __Psine, | 

sine Fa)” sind + 0) 

Stehen die Seitenkräfte winkelrecht auf einander, ift aljo a + as = 90° 
und sin.(&ı + 0) = 1, fo hat man: 

P, = Pcos.o, und P, = Psin.. 
Sind endlich ©, und &, einander gleich, fo ift auch: 
Psin.a_ PP 
din 2c0s.0 


Beifpiele. 1) Wie ſtark wird der Tiſch AB, Fig. 100, von einem Körper 

M gebrüdt, defien Gewiht & — 70 Pfund ift, und auf den eine Kraft P= 

50 Pfund wirkt, deren Richtung unter dem Winkel 
Gig. 100. PMP, = «a, = 40° gegen den Horizont geneigt 
it? Der horizontale Eomponent von P ift: 
P, = Pecos.a, = 50c08.40° = 38,30 Pfund, 
und der verticale Component: 

B P, = Psin.a, = 508in.40° = 82,14 Pfund; 
der letztere jucht den Körper vom Tiſche abzuziehen, 
es bleibt folgli der Drud auf den Tiſch: 

G—- BR =7% — 32,14 = 37,86 Pfund. 
2) Wenn ein Körper M, Fig.99, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage durch 
G zwei Kräfte jo bewegt wird, daß er in ber erfien 
Secunde einen Weg von 6,5 Fuß in einer Richtung 
durdläuft, welche von den beiden Kräfterichtungen 
um die Winkel «&, — 520 und a, = 779 abweicht, fo ergeben fi die Kräfte 
jelbft durch Folgendes: Die Acceleration ift der doppelte Weg in der erfien Se 
cunde, alfo hier = 2.6,5 = 13 Fuß. Die Mittellraft ift num: 


P- Pr — 0,092.18.110 = 45,76 Pfund; 


daber die eine Seitenfraft: 
_ _.Psin.770 __ 45,768:1n.779 . 
= sin. (520 + 77) 7 sin.5l0 67,87 Pfund; 
und bie andere Seitenfraft: 
p, — 45:76 sin.520 
ı 7 80.619 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. lim die Mittel 


P, — P, nänlid — 








Pas ‚P 


— 46,40 Pfund. 


kraft P zu einem Syſteme von Geitenkräften Pi, Ps, Ps u. ſ. w. (dig. 101) 
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zu finden, kann man genau benfelben Weg ($. 34) einfchlagen, welcher bei der 
Zufanmenfegung von Gefchwindigfeiten befolgt wird; man kann nämlich durch 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte 
zu einer vereinigen, bis zulegt nur nod) eine übrig bleibt. Die Kräfte P, 
und Ps geben 3. B. durch das Parallelogramm MP, QP; die Mittelfraft 
4Q= Q; wenn man diefe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pas 
rallelogramm MQORP, die Mittel- 
fraft MR—R, und die legtere wies 
der mit P, zu einem Parallelogramm 
verbunden, ftellt fich in der Diago⸗ 
nale MP — P die legte allen vier 
Kräften P,, Pa, Ps, Pı zufammen 
äquivalente Mittelfraft heraus. 

Es iſt nicht nöthig, bei diefer Zu⸗ 
fammenfegungsweife das Barallelo- 
gramm ſtets zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Bolygon M PLQRP, indem man 
die Seiten MP,.Pı Q, QOR,RP den 
gegebenen Componenten P,, Ps, Ps, P, parallel legt und gleichmacht; die 
leste, da8 Polygon zufchließende Seite MP ift die gefuchte Mittelfraft P 
oder vielmehr das lineäre Maß derjelben. 

Anmerfung. Es ift jehr nüglih, die Aufgaben ver Mechanik auch durch 
Gonftruction aufzulöjen; wenn die conftruirende Aufloͤſung aud nicht jo viel Ges 
nauigleit gewährt als die rechnende, fo fihert fie dagegen jehr vor groben Fehlern 
und lann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In Fig. 101 hat 
man die Kräfte unter den gegebenen Winkeln P,MP, = 72030, P,MP, = 
33020’ und P,MP, = 92940’ an einander geftoßen und jo aufgetragen, daß 
ein Kilogramm durd) ein Millimeter repräfentirt wird. Die Kräfte P, = 18,0 

‚Pa = 16,0 Kilogr., P, — 13,3 Rilogr. und P, = 19,0 Rilogr. find 
daher durch Seiten von 18,0 Millimeter, 16,0 Millimeter, 13,3 Millimeter und 
19,0 Millimeter Länge außgebrüdt, Eine forgfältige Conftruction des Kräfte- 
polygons giebt die Größe der Mittellraft P = 22,0 Kilogr. und die Abweichung 
ihrex Richtung ALP von der Richtung MP, der erften Kraft, = 87 Grab. 

Einfacher und jchärfer beftimmt fich die Mittelfraft P, wenn man jeden 
der gegebenen Componenten P,, Ps, P; u. f. w. nach zwei redjtwinflig gegen 
einander ftehenden Arenrichtungen XXwdYY, Fig. 102, a. f. S. in Seiten- 
fräfte wie Qı und Ri, Qs und R,, Q; und RB; u. ſ. w. zerlegt, die in eine 
und diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraiich abdirt und nun aus dem 
fi} ergebenden, unter einem Rechtwinkel zufammenftogenden zwei Kräften 
Q und R die Größe und Richtung der Refultivenden ſucht. Sind die Winfel 
P,MX, P,MX, P,MX u. f. w., welche bie Richtungen von ben Kräften 


Fig. 101. 
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Pı, P., Pı u. |. w. mit ber Are X X einschließen, — a, %, % u. |. m, 
fo hat man bie Seitenkrüfte Qı = Pıcos.cı, Rı = P, sin.; Go = 
Ps 08. c, Ra = Ps8in.o, u. |. w., weshalb folgt aus: 


Q0=Q + % +9+-.-, 
1) Q = Pıcos.&, + Pa cos. + P3c08.0 +», 
und ebnpasR= Rh +tR+RB..., . 
3) R= Pısima, + Pısinag + Psin.gg + --- 
Aus den fo gefundenen zwei Seitenfräften Q und R ergiebt ſich nun die 
Größe der gefuchten Mittelfraft: 


89) P=Yg!: + R: 


und der Wintel PM X — 0, ben ihre Richtung mit X X einfchlieft, durch 


4) tang. = r . 

Fig. 102. Bei der algebraifchen Abdition ber 
Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berlidfichtigen; denn find biejelben 
bei zwei Sräften verfchieden, d. 6. 
find diefe Kräfte vom Angriffspunfte 
M aus nad; entgegengefegten Seiten 
gerichtet, fo geht diefe Addition in 
eine arithmetifche Subtraction über 
($. 78). Der Wintel & ift fpie, fo 
fange Q und R pofitiv find, er ft 
zwifchen einem und zwei Rechtwin⸗ 
teln, wenn Q negativ und R pofitin, 
‚zwifchen zwei und drei Rechten, wenn 
Q und BR beide negativ find, und 
liegt endlich zwifchen drei und vier Rechten, wenn bloß R negativ iſt. 


Beiſpiel. Weldes ift die Größe und Richtung der Mittelkraft aus ben 
Seitenträften P, — 30 Pfund, P, = 70 Pfund md P, = 50 Pfund, deren 
Richtungen, in einer Ebene liegend, die Winkel P, MP, = 56° und P,MP, 
— 1040 zwiſchen fi einſchließen? Legen wir die Are X X, Fig. 102, in die Ri 
tung der erften Kraft, jo erhalten wir a, —=09, a, = 569 und as = 56° + 1049 
= 160°; baber: 

1) @ = 30.c08.00 + 70.c08.56° + 50.c08.1600 = 30 + 89,14 — 46,98 
— 22,16 Pfund, und 

2) R = 30.8in.00 + 70. sin. 660 + 50.81n.160° = 0 + 58,08 + 17,10 
— 75,18 Pfund. Ferner: 


75,18 _ 
3316 — 33908, 








8) tang.a — 
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und hiernach den Winkel, welchen die Mittelfraft mit dem pofitiven Arentheile 
MX oder der Rraft P, einſchließt, a = 73934’, endlich dieſe Kraft felber: 


r=-Vorm= LE _ 1818 aa = 78,38 Pfund. 





Gina — Fine ν— 


Kräfte im Baume. Siegen die Kraftrichtungen nicht in einer und $. 89. 


derfelben Ebene, fo lege man durch den Angriffspunft der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jede derfelben in zwei andere, bie eine berfelben im ber Ebene 
fiegenb, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenkräfte in 
der Ebene find nun nach ber Megel des vorigen Paragraphen zu einer, und 
die Seitenfräfte rechtwinklig zur Ebene durch bloße Addition zu einer anderen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu ben auf dieſe Weiſe erhaltenen zwei recht⸗ 
winfligen Componenten ift endlich nach der befannten Pegel ($. 79) die 
Mittelfraft zu finden. 

Fig. 103 führt das eben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP, 
=P, MP —=P,MP,—=P; fein bie eingelnen Kräfte, AB bie 

Big. 103. 





Ebene (Brojectionsebene) und ZZ die Age winkelrecht zu ihr. Aus der Zer⸗ 
fegung der Kräfte P,, Ps u. |. w. ergeben ſich die Kräfte 8), S u. ſ. w. 
in der Ebene, und die Kräfte Ni, N, u. f. w. in der Normalen ZZ. Jene 
erben wieder nad) zwei Ayen XX und XV in bie Seitenkräfte Qu, Os 
nf.mw Ru, R, uf. w. zerlegt und geben die Componenten Q unb R, 
woraus ſich endlich die Mittelfraft 8 beftimmen läßt, welde, mit der alge- 
braiſchen Summe N aller Normalträfte N}, Ns uf w. vereinigt, bie ge» 
ſuchte Mittelfcaft P giebt. 
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Segen wir bie Winkel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen bie 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 61, Ps u. |. w., fo er 
geben ſich die Kräfte in der Ebene S, = Pıcos.Pı, Ss = P3c08. Ba u. ſ. w, 
und Die Normalfräfte N, = Pı sin. ßBı, Ns = P; sin. 6. u. ſ. w.; be⸗ 
zeichnen wir endlich die Winkel, welche die in der Ebene AB liegenden 
Brojectionen der Kräfterichtungen mit der Are XX einfchließen, mit a,, «, 
u. f. w., fegen wir alfo XMS, = a, XMS = u. |. w., fo floßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipebs (des Kräfte: 
parallelepipebs) bildende Kräfte: 

0 = 9,008.0 + 008.0 + ---, 


oder 

1) Q = Pıcos.ßı cos. + Prcos.ßsc0s. +» -, 
ebenfo 

2) R= Pıcos.ßı sin.a, + Pa cos.Basin.ag +: *, 
endlich 


3) N= P, sin.ßı + P, sin. ßs + ° 
Aus diefen drei Kräften folgt die leiste Reſultirende: 
)P=VQ +R+ NM, 
ferner der Neigungswintel P MS — P derfelben gegen bie Brojectiondebene 
durch 
N N 
B)tang.ß = — = —, 
) tang. 838 3 7 
endlich der Winkel X MS — a, welchen die Projection der Reſultirenden im 
ber Ebene AB mit der erften Are XX einfchließt, durch 


6) am. = 5 


Sind A,, As... die Winkel, welche die Kräfte P,, P,.. mit der Are MX, 
ferner 1, la... die Winkel, welche diefelben mit der Are MY, und v,,%.. 
die Winkel, welche fie mit der Are AZ einſchließen, fo hat man auch: 

1%) Q = P,cos.Aı + Pacos.dg; +: -, 
2*) R= P,cos.u, + P, cos. us + - »», 
und 
3%) N = Pıcosvı + P2008.v; + - - ». 
Die Größe der Mitteltraft ift wieder durch die Formel 


#*)P=YQ” +R?+ M 
beſtimmt, wogegen fich die Richtung derfelben mitteld der Formeln 
5*) cos. A = —, cos.u = — und c08.v — N 
pP’ P P 
berechnen läßt, in welchen A, u und v die Winkel bezeichnen, welche P mit 
den Aıen MX, MY und MZ einſchließt. 
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Auch ift cosA — cos.a.c0s.ß, cos.u — sin.acos.ß und v—=90°’— PB, 


alfo cos.v = sin. P. 


Beijpiel. Um ein Gewiät G, Gig. 104, I und II, mittels des über ber 
Leitrolle B weggezogenen Geiles @.BA ſenkrecht emporzubeben, ziehen an dem 


Big. 104. 
B 


„esa, nn onen — 





Seilende A drei Arbeiter mit den Kräften 
P, = 50 Pfund, P, = 100 Pfund und 
P, = 40 Pfund, deren Richtungen eine 
Neigung don 60 Grad gegen den Horizont 
haben, und melde die Horizontalwinkel 
S. AS. = 5A, = 135 Brad und 
AI, =% Grad unter fi einſchließen; 
welches ift die Größe und Richtung der 
dem Gewichte GC gleichzujegenden Mittel 
fraft, und wie groß könnte diefes Gewicht 
fein, wenn die Kräfte eine und dieſelbe 
Richtung hätten? 

Die verticalen Eomponenten der Kräfte 
find: 
N, =P, sin. $, =50 8in.600= 48,30 Pfd., 
N, = P, sin. Ba = 100 sin. 60°—=86,60 Pfb. 
und 
N,=P;sin.P; = sin.600— 34,64 Pfb., 
folglich ift die in A vertical nieberziehende 
Kraft 

N=N+N,+N,=164,54 Pfr. 

Serner find die horizontalen Compo⸗ 
nenten: 
S,=P,cos. A. = 50cos. 609 — 25 ®fb,, 
S, = Pa c08. Bg = 10008. 600 — 50 Pfb., 
und 
Sg = P5c08. sg = 40.08. 609 = 20 Pfr. 


Legt man eine Are X X in der Richtung 
der Kraft S,, ſo folgt die Seitenkraft in 
diefer Are: ' 
9=-Q ++ = eo. + 
59 cos. %g + 85.08. ag = 25c08.0° + 
50.cos. 135° + 20.08.2709 = 25.1 — 
50 .0,7071— 20.0 —=25 — 85,855 = 
— 10,355 Bf. 


ſowie die Seitenfraft in der zweiten Are X Y: 


RB=R+R+R = 8 sin.a, Sʒ Sin. c- + S;sin.ag 
— 25 sin.00 + 50 80.1350 + 20 83n.270° = 50.0,7071 — % 


— 15,855 Pfund, 
und die horizontale Mittelfcaft: 


S —=VQ? + R? = V10,35669 + 15,355% — 18,520 Pfund. 


$. 84. 
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Der Winkel «, welchen dieſe Kraft mit der Are AX einſchließt, ift beftimmt 
durch 
—R_ _ 1,585 _ _ 
tang.a = 905° 1,4828, 
wonach « = 1800 — 656° —= 12490' folgt. 
Die vollſtändige Mittelkraft ift: 
P=YN: + 53 = V164,542 + 18,520 = 165,58 Pfund. 
Der Reigungswintel 4 diefer Kraft gegen den Horizont wird beftimmt durch 
N _ 16454 _ — aa0arıs 
tang.ß = = 18,520 — 8,8848, wonach 4 — 839 35° folgt. 


. Wenn die drei Kräfte in einer und derjelben Richtung und zwar vertical 
wirkten, wäre die Mittelraft = 50 + 100 + 40 = 1% Pfund, aljo um 
190 — 185,58 — 24,42 Pfund größer als die gefundene. 


Zusammensetzung der mechanischen Arbeiten. Aus ben in 
bem Borigen gefundenen Regeln über die Zuſammenſetzung der Kräfte laſſen 
ſich noch zwei andere, im praktischen Gebrauch wejentliche Dienfte leiftende, ab» 
leiten. Es ſei in Fig. 105, M ein materieller Punkt, ferner fein MP, —P, 
und MP, — P; bie auf ihn wirkenden Kräfte, und MP — P bie 

Fig. 108, Mitteffraft aus den Kräften P, und 
Ps. Legen wir durch M zwei Aren 
MX und MY winkelrecht gegen ein- 
ander, unb zerlegen wir die Kräfte 
P, und P, fowie ihre Mittelfraft P 
in nad) diefen Aren gerichtete Seiten- 
fräfte, alſo Pı in Qı und Rı P; in 
Q und Rs, und Pin Q und R, fo 
erhalten wir die Kräfte in der einen 
Axre Qı, Qs und Q, und bie in der 
anderen Rı, Rs und R, und es iſt 
Q=Qı + 9 ſowie R=Rı + Ra. 

Nehmen wir nun in der Are MX 
irgend einen Punkt O an, und fällen von demſelben Perpenbifel OL,, OL, 
und OL gegen die Richtungen der Kräfte P,, P, und P, fo erhalten wir 
rechtwinkelige Dreiede MOL,, MOL, MOL, welche ben von den brei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlich find, nämlich: 

AMOL un AMP; 0: 
AMOL na AMPR. 





un MQ ,.Q _ML, 
Diefen Aehnlichkeiten zufolge iſt aber MP’ d. i. Rn 75 ebenſo 
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% _ML — 
PR Mo und — = z 5 ; fegen wir bie hiernach beſtimmten Werthe 


von Qı, Q und Q in bie Gleichung Q —= Qı + Q., Jo erhalten wir: 
P.ML= P,.MI, + P,.ML.. 


Ebenſo iſt auch: 
R_ 0b R_0L, und * = OL 
PR D|M0’R MO — a0’ 
daher: 


P.OL—=P.OL, + P,.01.. 
Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelfraft aus 
drei oder mehreren Kräften P,, Pa, Pz u. f. w. ift, weil mar allgemein 
= +. +9 + -- 
R=R+R+BRH+--- ha. 
Man kanmm daher allgemein: 
)P.ML=P.ML) +PR.ML+P.ML+:-., 
2)P.OL—=P.OL, + P,.OL, + P,.0L2, + ... ſetzen. 
Beiden Gleichungen muß die Mittelkraft P aus ben Kräften P,, Pꝛ, P; 
u. ſ. w. entjprechen, es laſſen fich daher auch diefe Gleichungen zur Beitim- 
mung von P anwenden. 
Die erftere diefer beiden Gleichungen ift auch auf ein Kräftefuftem im 
Raume, wie N, Q,R, Fig. 103, anwendbar, da auch hier 
N=N+N+N + +-., oe 
Pcos.v = P,cos.v, + Pgc08.vg + P5cos.v +: », 
alfo auch 
P. M Ocos.v— P,.M0Ocos.v, + P,M Ocos.», + P,M Ocos.v; +. 
üt u. f. w. 


Ruückt der Angriffspunft M, Fig. 106 und Fig. 107, in einer geraden Linie $. 85, 
nad) O, oder denkt man fich den Angriffspunkt um den Weg MO —= x 
Fig. 106. | Fig. 107. 


o M 


fortgegangen, fo nennt man bie Projection ML = s dieſes Weges x nad) 
der Kraftrihtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
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der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nun 
dieſe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, ſo 
erhalten wir: 

Ps Puisi — Pis 4 Pasſs. +», 
es iſt alſo die Arbeit der Mittelkraft gleich der Summe aus ben 
Arbeiten der Seitenkräfte. 

Bei der Summation dieſer mechaniſchen Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf die Zeichen derſelben Rückſicht zu nehmen. Wirkt 
eine von den Kräften Qı, Qs u. |. w. bes vorigen Paragraphen den übrigen 
entgegengeſetzt, jo hat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, 
wie z. B. Q; in Sig. 102, $. 82, ift aber Component einer Kraft P;, die 
unter den Berhältniffen, wie fie im vorigen Paragraphen vorausgefett wurden, 
der Bewegung ML, ihres Angriffspunftes entgegengefegt wirft; man ift da 
ber genöthigt, diejenige Kraft, Fig. 107, welche der Bewegung ML entgegen- 
gefegt wirkt, ald negativ zu behandeln, wenn man diejenige Kraft P, Fig. 
106, welche in der Bewegungsrichtung ML wirkt, pofitiv fekt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Richtung nad) veränderlich, fo hat die 
Formel 

Ps — Pisi + Ps + Pa +:-- 
nur für unendlich Heine Wege s, 81, 82 u. |. w. ihre Richtigkeit. 

Man nennt die einer unendlich Heinen Verrückung 6 bes materiellen 
Punktes entfprechenden Wege O1, Os, O3 u. ſ. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derjelben und das der Formel Po —= Po, + P% + P%5+--- ent 
ſprechende Geſetz das Brincip der virtuellen Geſchwindigkeiten. 


8.86. Debertragung der mechanischen Arbeit auf die Trägheit. 
Nach dem Principe der Arbeit der Trägheit ift für eine geradlinige Bewegung 
($. 76) die mechanijche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem 
fie eine Mafle M aus der Geſchwindigkeit c in die Gefchwindigkeit u verfekt: 


v — c 
PB ( = -) 


Iſt num aber P die Mittelfraft aus anderen, auf die Maſſe M wirkenden 
Kräften Pı, Pr u. f. w., und find die Wege, welche diefe zurücklegen, 81, 8 
u. f. w., während die Mafje M jelbft den Weg s macht, jo hat man nadı 
dem vorigen Paragraphen: 

Ps=Pıa + Ps +», 
es läßt fich daher folgende allgemeine Formel: 
v — 2 


Psı + Rs +: = )M 








2 
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angeben, und ihr zufolge die Summe der Arbeiten der einzelnen 
Kräfte gleichfegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft ber 
Maife. 

ft die Gefchiwindigfeit während der Bewegung unveränberlich, alfo v= c, 
und die Bewegung felbft gleichförmig, jo hat man v2 — c? — 0, alſo weder 
Gewinn noch Berluft an lebendiger Kraft, umb daher: 

Ps + Ps + Ps +». =0; 
dann iſt alſo die Summe der mechaniſchen Arbeiten von den einzelnen Kräften 
— Null. 

Wenn umgekehrt die Summe der Arbeiten gleich Null ift, fo verändern 
bie Kräfte die Bewegung des Körpers in der gegebenen Richtung nicht; hatte 
der Körper nad) der gegebenen Richtung feine Bewegung, fo wird er auch 
durch Einwirkung der Kräfte in diefer Richtung nicht in Bewegung kommen; 
hatte er vorher eine gewiſſe Gefchwindigfeit nach einer beitimmmten Richtung, 
fo wird er diejelbe auch behalten. 

Sind die Kräfte veränderlich, fo kann die veränberliche Geſchwindigkeit v 
nach einer gewiſſen Zeit wieder in die Anfangsgeſchwindigkeit c übergehen, 
was bei allen periodiichen Bewegungen, wie fie namentlich an vielen Ma⸗ 
—c 
3 M 
— Null, e8 ift daher innerhalb einer Periode der Bewegung der Arbeits- 
verluft oder Gewinn — Null. 

Beilpiel. Ein Wagen, Fig. 108, von dem Gewichte F — 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege dur eine unter dem Winkel « — 24 Grad 
Fig. 108, auffteigende Kraft P, = 660 
Pfund vorwärts bewegt und 
bat während der Bewegung 
den der Reibung entfprechens 
den horizontalen Widerftand 
P, = 450 Pfund zu über: 
winden. Welde Arbeit wird 
die Kraft (P,) verrichten 
muüuſſen, um jenen anfängllch 
mit 2 Fuß Geſchwindigkeit 
fortgehenden Wagen in eine 
Geihmwindigkeit von 5 Fuß 
zu verjegen ? 
Segen wir den Weg MO des Wagens — 8, jo haben wir die Arbeit der 
Kraft P:: 
— P,.ML.= P,scos.« = 660.808. 24° — 602,91. s, 
ferner die Arbeit der ala Widerſtand wirkenden Kraft P,: 
= (— P.).s = — 450.8 
Hiernach bleibt dann die Urbeit der bewegenden Kraft: 
Ps = P,scos.a — P, scos. = (602,94 — 450)8 = 152,94 Fußpfund. 





3 
ſchinen vorkommen, eintritt. Nun giebt aber v— c, die Arbeit ( 
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Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Beichwindigleitsperänderung die Arbeit: 
2_ 2 2 _02 
( 2) — * , 5000 = 0,016. (25 — 4). Booo = 1880 Fubpfund; 
jegen wir daher beide Arbeiten einander gleich, jo erhalten wir 152,94. s — 1680, 
folgli den Weg des Wagens: 
1680 


MO=8= og 108 Buß, 


und endlich die mechaniſche Arbeit der Kraft P;: 
P,8cos.a — 602,94 .10,98 — 6620 Fußpfund. 





8.87. Krummlinige Bewegung. Geben wir umenbliche Tleine Wege 
(6,6, u. f. w.) voraus, fo können wir die zulegt gefundene Formel aud auf 
krumme Bahnen anwenden. Es ſei MOS, Sig. 109, die Bahn des 

Fig. 100. materiellen Punktes M, und MP 
— P, bie Müteltraft aller auf 
ihn wirkenden Kräfte. erlegen 
wir diefe Kraft in zwei anbere, 
wovon bie eine MK — K taw 
gential und die andere MN—N 
normal zur Curve gerichtet ift, fo 


nennen wir jene QTangentials 
und diefe Normalfraft. 


Während der materielle Punkt 
das Element MO — 0 feines frummen Weges M OS durchläuft umd feine 
Geſchwindigkeit c in v, übergeht, nimmt die Maſſe M deſſelben die Arbeit 

2 _ 08 
=) M in Anſpruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialkraft K 
die Arbeit Ko, und die Normalkraft bie Arbeit N.O = 0; es ift folglid;: 

Kö = (AT M. 

Wenn während der Zurüdiegung des Weges MOS—s—no bie Tan 
gentialgefchwinbigfeit des Körpers aus c in v übergeht, und hierbei die Tan⸗ 
gentialfraft nach und nad) die Werthe Ki, Ka,» +, K, annimmt, fo iſt 
daher auch: 

. .. 31 — 
K+RH+-+ 1) (Fat —— 7 
alſo die mechaniſche Arbeit: 

A=Kı= (7 =) 2, mobi g = FREIES 


ben Mittelwert der ———— Tangentialkraft bezeichnet (vergl. 8. 77). 
Setzt man die Projection ML des Wegelementes MO — 6 in ber Kraft⸗ 
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richtumg ML—= &, fo hat man au) P&E = KG; wenn daher bei Durch⸗ 
laufung des Weges MOS—s—no die Mittelfraft P allmälig die Werthe 
Pı Pr... P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente nach und 
nad) & & ... & find, fo hat man auch: 
Pf, + Ps $s +-- + P&=(Kı +K +-- + 6, 
und daher: 
ve — c 
A=Ph+Rbt+ + Bs= (IE) u 


Benn Hierbei die Richtung der Kraft P conftant bleibt, fo bilden bie 
fümmtlichen Projectionen &1,&: . . &u der Wegtheile 0,0. . oder des ganzen 
Beged s — "0 eine gerade Linie 

MRk=s: = ++: + 

Sest man dann noch x = mE, fo kann man auch 


4=(Pf, +++ P)5=(Pı + P ++ Du — 





durch Pæ ausdrücken, wo dann P das Mittel Atatıt Pe aus 


ben Kräften bezeichnet, welche gleichen Theilen & — — der Projection des 


Beges in der gegebenen Kraftrichtung entſprechen. 
Es ift daher auch 


Pa = (— )\u=-—-n6, 


wenn x die ber Anfangegefähoinigei c, ſowie % die der Endgefchwindigkeit 
v entſprechende Gefchwindigfeitöhühe, und G das Gewicht Mg bes bewegten 
Körpers bezeichnet. 

Alfo auch bei einer frummlinigen Bewegung ift die ganze Ar- 
beit ber bewegenden Kraft gleich dem Probucte aus dem Gewichte 
des bewegten Körpers und aus ber Differenz der Geſchwindig— 
leitshöhen. 

Anmerkung. Die gewonnene Formel, welche aus der Verbindung des 
Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geſchwindigkeiten hervor⸗ 
geht, it vorzüglich in den Fällen anwendbar, wenn Körper durch fefte Unterlagen 
oder durch Aufhängen gezwungen werden, eine beftimmte Bahn zu durchlaufen, 
Treibt einen ſolchen Körper die Schwerkraft allein, fo ift die Arbeit, welche das 
Gewicht GE defjelben beim Herabfinken von einer Höhe, deren Berticalprojection 
s iR, verrichtet, = Ges, und daher: 

Gs=(h—k)G,db.iLs=h—k. 

Welches alſo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horizons 
lalen Ebene AB, Fig. 110 (a. f. ©.), biß zu einer zweiten Horizontalebene CD 
berabfintt, immer ift die Differenz der Geſchwindigleitshöhen gleich der ſenkrechten 
Galhöhe EFF. Körper, welche die Bahnen E,F,, EsFy u. |. w. mit gleicher 
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Geſchwindigkeit (e) zu durchlaufen anfangen, erlangen auch am Ende dieſer Bahnen, 
obwohl zu verſchiedenen Zeiten, gleiche Endgeſchwindigkeiten. Iſt z. B. die An⸗ 


Fig. 110. 





fangsgefhwindigfeit ce — 10 Fuß und die ſenkrechte Fallhöhe s = 20 Fuß, alſo 
h=s-+ k= 20 + 0,016.10? — 21,6 Fuß, jo folgt die Endgeſchwindigleit 


v—=V2gh = 7,906 V21,5 —= 86,74 Fuß, 
in welcher geraden oder krummen Linie au) das Herabfallen vor ſich gehe. 


Dritter Abſchnitt. 
Statik fefter Körper. 


Erſtes Capitel. 
Allgemeine Lehren der Statik feſter Körper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeder feſte Körper $. 88. 
durch die auf ihn wirkenden Kräfte in feiner Form verändert, nämlich zu- 
faınmengedrücdt, ausgedehnt, gebogen wird u. f. w., fo ift es doch geitattet, 
benjelben in vielen Fällen als volllommen ſtarr anzufehen, weil diefe Forms 
veränderung oder Verrückung ber Theile nicht allein oft ſehr Klein ift, ſon⸗ 
dern auch innerhalb eines jehr kurzen Zeitraumes vor fich geht. Wir wer- 
den. beshalb zunächſt und wenn es auch nicht beſonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feſten Körper als ein Syſtem feſt unter ein— 
ander verbundener Punkte anjehen. 

Eine Kraft P, Fig. 111, welche auf einen Punkt A eines feften aAorpers 
ig. ann. M wirft, pflanzt ſich in 
_ ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durch den gan- 
zen Körper hindurch fort, 
und eine ihr gleiche Gegen- 
kraft P, ſetzt ſich mit ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn ber Angriffspunft A, 
derfelben in der Richtung 
XX ber erften Kraft liegt. 
Die Entfermmg biefer Angriffspunfte A und A, ift ohne Einfluß auf die 
fen Gleichgewichtszuftand; die beiden Gegenkräfte halten fich bei jeder Ent- 
feruung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feft umter einander ver- 
12* 
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bunden ſind. Hiernach läßt ſich alſo behaupten: die Wirkung einer 
Kraft P (Fig. 112) bleibt dieſelbe, in welchem Punkte 441, As, As 
u. f. w. ihrer Richtung fie auch angreift oder unmittelbar auf 
den Körper M wirkt. Sie ift daher nicht von einem Angriffspunfte, 
fondern von der Angriffslinie abhängig. 


8.89. Ergreifen zwei, in derfelben Ebene wirlende Kräfte P, ımd P, 


8. 90, 


Fig. 113, einen Körper in verjchiedenen Punkten A, und A,, fo ift deren 
gig. 118. Wirkung auf den Körper biefelbe, als 
wenn fie ben Punkt O zum gemein⸗ 
ſchaftlichen Ungriffspunfte hätten, in 
welchen fich die Richtungen beider fchnei- 
den; denn es läßt fich nach dem oben 
ausgefprochenen Satze jeder diefer An- 
griffspunfte nach C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurch 
bervorzubringen.. Macht man deshalb 
cQı = APı —=P, und 
CQ = APı = Pu 
Yp . umb vollendet jet das Parallelogramm 
CQı QQs, fo giebt uns deſſen Diago⸗ 
nale bie Mittelfraft CQ — P von CQ, und CQ, und alfo auch von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunft übrigens auch jeder andere Punkt 
A in der Richtung diefer Diagonale fein kann. 

Setzt man der fo gefundenen Mittelfraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrichtung CQ angreifende Gegenkraft 
BP — — P entgegen, fo wird dadurch den gegebenen Kräften P, und P; 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglich P,, Ps und — P brei Kräfte 
im Gleichgewichte. 


Angriffslinie der Mittelkraft. Fällt man von irgend einen Punkte 
O, Fig. 114, in ber Kräfteebene Perpendikel OL), OL, und OL. gegen 
die Richtungen der Seitenkräfte P, und Ps und ihrer Mittelfraft P, jo hat 
man bem $. 84 zufolge: 

P.OL=P.OL + P.0L, 
und es läßt fich demmach aus den Perpendifeln oder Abftänden OL, ımb 
OL, der Seitenträfte der Abftand OL der Angriffslinie der Mittelfraft 
finden, indem man fegt: 


or — Pı. 00 + BO 
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Während man die Richtung und Größe der Mittelfraft durch Anwenduñg 
des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fich der Ort Z ihres Angriffe- 
Punktes mit Hülfe der legten Formel durch Beftimmung des Abftandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Wintel Pı OP, = «a 
zwiſchen ſich ein, fo hat man die Größe der Mittelfraft: 

1) P=VP?+P2+2P,P,cos.o. | 
Sig. 114 Bildet ferner die Mittelfraft ben 
Winkel POP, — «a, mit der Richtung 
der Seitenfraft Pi, fo ilt: 
2) sin.a, — P; sin.a 

Stehen endlich die Richtungen CP, 
und OP, der gegebenen Kräfte um — 
OL =a und OL, = a, von einem 
willfürlichen Punkte O ab, fo ift der 
Abftand OL = a ber Richtung CP 
der Mitteltraft von eben diefem Bunte: 


_FPıa + Pa 
3) a = * 


Mit Hilfe dieſes letzten Abſtandes a 
ergiebt ſich aber die Angriffslinie der Mittelkraft ohne Rückſichtnahme auf den 
Hulfspunkt C, wenn man mit a aus O einen Kreis conſtruirt und an dieſen 
eme Tangente LP legt, deren Richtung durch den Winkel &, beftimmt ift. 


Beilpiel. Es mirten auf einen Körper die Kräfte PR, = 20 Pfund und 
P,=3% Pfund, deren Richtungen unter einem Wintel PR, CP, =a«=170 rad 
miommenftoßen und von einem gewiſſen Punkte O um OL, =a, =4%uß und 
OL, = ag —= 1 Fuß abſtehen; welches iſt die Größe, die Richtung und der Ort 
der Mitiellraft? Die Größe der Mitteltraft ift: 

P = V202 + 342 -+-2.20.84.c03.700 — Y400 ++ 1156 -+ 1360 . 0,34202 
— V2021,15 = 44,96 Pfund; 
fir ihre Richtung ift ferner: 
s 0 
sin.ca = u, Log.sin.a, = 0,85168 — 1, 
daher &, — 45017’ der Winkel, um welden dieſe Mittellraft von der Richtung 
der Kraft P, abweiht. Der Ort oder die Angriffslinie diefer Mittelkraft ift 
endlich beſtimmt durch ihren Abfland OL von O, welder ift: 
20.4 + 34.1 114 


a= us = 14,96 = 2,536 Fuß. 


Hebelarme der Kräfte und Kraftmomente. Man nennt die $. 91. 
Rormalabftände OL; = a, OL. = a; u. ſ. w. der Kroftrichtungen von 
einem vwillkürlichen Punkte O, Big. 115 (a. f. S.), bie Hebelarme ber 





$. 92. 
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Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil fie bei der 
in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein weſentliches Element 
ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat ben Namen 


Fig. 116. ftatifches oder Kraftmoment (franz. moment 
des forces; engl. momentum of the forces) er⸗ 
L halten. Nun ift aber Pa = Pıaı + Pı@; 


j ur folglich das ftatifhe Moment ber Mittel: 
kraft gleid; der Summe ber ftatifhen Mo» 
L mente der beiden Seitenfräfte. 
0 Bel der Addition der Momente tft noch auf 
Plus und Minus Rüdfiht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte P, und P,, wie in Fig. 115, nad) gleicher Richtung um ben 
Punkt O herum, ftimmen 3. B. die Kraftrichtungen mit den Bewegungs 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man dieſe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird alfo die eine pofitio 
angenommen, fo muß die andere ebenfalls pofitiv gefegt werben. Wirken hin- 
gegen, wie in Fig. 116, die Kräfte in entgegengejegten Richtungen um ben 
j Fig. 116. Sig. 117. 








1 N. 
Punkt O herum, fo nennt man biefelben, fowie ihre ftatifchen Momente, ent > 
gegengeſetzte, und es ift num die eine negativ zu fegen, wenn man die andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 117 repräfentirten Zuſammenſetzung hat 
man 3.8. Pa = Pa, — Pzas, weil P, der Kraft P, entgegengejekt, 
alfo ihr Moment P,a, negativ ift, während bei ber Zuſammenſetzung in 
Fig. 114, Pa = Pa, + Pras ausfällt. 

Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte Pi, Pa, Ps, Big. 118, einen Körper in verfchiedenen Punkten A,, 
As, As einer Ebene, jo vereinige man nad) der legten Regel erft zei 
(P,, P,) dieſer Kräfte zu einer Mittelfraft CQ — Q, und dieſe nachher, 
nad) derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, = CQ 
und DR; —= A; P; das Parallelogramm DR, RR, conftruirt. Die Dias 
gonale DR ift num die gefuchte Mittelfraft P zu Pi, P, und P, Es 
ift hiernach auch leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelfraft gefunden werden Tann, u. |. w. 


- 7 
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Bei diefer Zufammenfegung ber Kräfte wird die Größe und Richtung ber 
Mittelfroft genau fo gefunden, ald wenn bie Kräfte in einem einzigen 
Fig. 118, Punkte angegriffen (f. $. 82), es 
find daher die in 8. 84 angegebes 
nen Rechnungsregeln anzumen- 
den, um biefe beiden erften Ele⸗ 
menteder Mittelfraft zu beftimmen; 
um aber das dritte Element, näms» 
lid) den Ort der Mitteltraft ober 
u ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwiſchen 
den ftatifchen Momenten Gebraud; 
zu machen. Sind auch bier 
0L=a,0L=a,0,=a 
und OL a bie Hebelarme der 
drei Seitenkräfte P, P., P; und 
ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willkürlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus P, und P, fowie OR der Hebelarm berfelben, fo 
hat man: 
Pa—= Q.0K + Pa, mb Q.OK—= Pıa, + Pa. 
Berbinben wir aber dieſe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa= Pıa + Pa + Pıa, 
und ebenfo ftellt ſich für mehrere Kräfte heraus: 
P=Pa+Pa +PRa +, 
d. 5. es ift allemal das (ſtatiſche) Moment der Mitteltraft gleich 
der algebraifhen Sunme aus den (ftatifchen) Momenten der 
Seitenfräfte. 


Sind nun Pi, Pꝛ, Ps u. f. w, Fig119 (a. f. ©.), die einzelnen Kräfte $. 93. 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner a, &, @ u. f. w. bie Winkel P,D, X, 
PD, X, P,D,X u. ſ. w., unter welden eine beliebig angenommene Are 
XX von ben Kraftrichtungen geſchnitten wird, und bezeichnen endlich 
%,%, @, u. ſ- w. bie Hebelarme OLy, OTa, OL, u. ſ. w. dieſer Kräfte 
hinſichtlich des Durchſchnittspunltes O zroifchen beiden Aten XX und YY, 
fo Hat man nad) den 88. 82 und 92: 

1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 

Q= Pıeos.a + Psc0s.0, + ++", 

2) die Seitenkraft parallel zur Are Y Y: 

R= Pısin.c, + Pısin.g +, 
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3) die Mittelkraft des ganzen Syſtemes: 
P=VQ?! + RR, 
4) den Winkel «, unter welchem die Mittelkraft die Are fchneibet, durch 
R 
tang.& = Q j , 
5) ben Hebelarm der Mittellraft, oder den Halbmeſſer des Sreifes, 
welchen die Richtung der Mittelkraft tangirt: 


4 — Pıa, + Pa + . 
= 7 


Sig. 119. 





Dezeichnen b, di, da u. ſ. w. die Abichnitte OD, OD, OD; u. f. w. von 

der Are X X, fo ift: 
—= bsin.o, a, = bi Sin. c, as = b sin.as u. ſ. w., 

und daher auch: 

pn — Zıbisin.on + Pabasin.ay + > __ Rıbı + Bobs + 

Psin.a R 

Erſetzt man die Mittelfraft (P) durch eine ihr gleiche Gegenkraft (— P), 
fo halten ſich die Kräfte Pi, P;, P... (— P ) das Gleichgewicht. 

Bezeichnen noch 2,25 . . . ſowie Yyı,9s ... die Coordinaten der Angriffs 
punkte Ay, As... ber gegebenen Kräfte P,,Ps ..., fo find die Momente 
der Componenten der legteren: Rx, Ra ... ſowie Qıyı, QeYya..., umd 
es ift dag Moment ber Mittelfraft: 
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Pf=(Rnt+tBar+)- (Qyı +9 +) 
daher der Hebelarm derfelben: ⸗ 

4— Rat+Ra +)— (Ayı + 9% +). 

B+R+P+A+e+) 

Beifpiel Die Kräfte PR =40 Pfund, P,— 80 Pfund, P, — 70 Pfund, 
Big. 120, Durchfchneiden die Are X X unter den Winkeln «, —= 60°, a, = — 80°, 
“% = — 142°, und e8 find die Entfernungen zwiſchen den Durchſchnittspunkten 
D,, D., D, der Rroftrigtungen mit der Axe, D, D, = 4 Fuß und D, D; 
=5 Fuß. Man fucht die ſämmtlichen Beftimmungsftüde der Mittelfraft. Die 
Eumme der Seitenkräfte parallel zur Are XX ift: 

Q = 40.038.600 + 30c0s. (— 80°) + 70c08. 1420 
— 40c08.60° + 80c08.800 — 70 cos. 389 
— 20 -+ 5,209 — 55,161 = -— 29,952 Pfund. 
Die Summe der Seitenträfte parallel zur Are YY: 
R = 40 85in.60° 80 sin. (— 80°) + 70 sin. 1420 
= 40 sin. 600 — 30 83n.800 +4 70 sin. 38° 
— 34,641 — 29,544 + 43,096 — 48,193. 
Sig. 120. 


V 







Run folgt die ie geſuchte Mittelkraft: 
P—YV0Q?-} R? = V29,952? + 48,193? — V3219,68 — 56,742 Pfund. 


Der Winkel c, unter welchem fie die Are jchneidet, ift ferner beftimmt durch: 
tang.a = & - -U®_ _ _ 1,6090, 
Lebt ſih babe " Q 29,952 
es oo. 
ergiebt ſich da a = 1800 — 5808’ 212210 52. 
Berlegt man den Axpunkt O nad D,, ſo hat man den Hebelarm der 
Mittelkraft: 


L-a—htr-a.b Teams ht — E- 


_ 4641. (4+ 5) — 29,544.5 +0 164,049 


66,722 = Gr 91 Bub, 
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und dagegen den Abſchnitt: 





Parallelkräfte. Sind bie Kräfte P,, Pa, Ps u. f. w., Sig. 121, 
eines feiten Syſtemes unter fi) parallel, fo fallen die Hebelarme OL,, 
OL,, OL; u. ſ. w. über einander; zieht man nun durch den Anfangspunkt 
O eine willfürliche Linie XX, fo fchneiden hiervon die Kraftrichtungen die 
Stüde OD,, OD,, OD; u/f. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, OL, 
OL, u..w. proportional find, weil AOD,L®,AO0D IA 02,1 
u. ſ. w. ift. Bezeichnet man den Winkel DR OL, D, OT, u. ſ. w. durch 
a, die Hebelarme O Ti, O L, u. ſ. w. durch ai, aa u. ſ. w., die Abſchnitte 
OD, OD; u. ſ. w. durch bi, dꝛ u. ſ. w, fo hat man: 

a, bi cos.a, a; — b,c08.% u. |. w. 
Setzt man endlich diefe Werthe in die Formel: 
Pa=Pa=Pw + -,, 
jo erhält man: 
Pbcos.x = P,b,cos,& + P,b,cos.@ + -»-, 
oder, wenn man den gemeinfchaftlichen Factor cos. wegläßt: 
PP=Pb+Pb+-- 
Es ift alfo bei jedem Sy 
Big. 121. fteme paralleler Kräfte geftat- 
- tet, die Hebelarme durch bie 
von irgend einer Linie XX 
abgefchnittenen fchiefen Ent⸗ 
fernungen, wie OD,, OD; 
u. |. w., zu erfegen. Da bie 
Größe und Richtung der Mit 
telfvaft eines Kräfteſyſtemes 
mit verfchiedenen Angriffe 
punften diefelbe ift, wie bie 
eines Syftemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mitteltraft des Syſtemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleiche Richtung und ift gleich der algebraifchen Summe 
derjelben; es ift alſo: 
)P=P, +PR+DPR+:- m 
_Pıar+ Pa + --- 
Map +. 
„_ Pb +Bb + 


B+B+t-. 





‚ oder auch: 
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Beilpiel. Es feien die Kräfte P, = 12 Pfund, P, = — 82 Pfund, 
P, = 3 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D,, D; und D,, Fig. 121 (a. v. S.), ſchneiden, deren Abftände von einander 
folgende find: D. D, = 21 Zoll, D,D, = 30 Zoll. Man fol die Mittels 
kraft angeben. Die Größe diefer Kraft ift: 

P=-12 — 32 + 2 = 6 Pfund, 

und die Entfernung D,D ihres Angriffspunttes D in der Are XX, vom Punkte 
D, aus gemefien: 


p = 12.09.21 425.21 80) _ OO HIME 12083 


Kräftepaare. wei gleich große, zwar parallel, aber entgegengefegt ge- $. 8. 
richtete Kräfte P, und P,, Fig. 122, haben die Mittelkraft: 
P=P+(—-P)=PA—P =Hl, 
mit dem Hebelarme 
‘= Aare — © (unendlich groß). 


Sig. 122. Fig. 128. 





-R Li 


-R 


Zur Herftellung bes Gleichgewichtes mit einem folchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P uicht hinreichend, wohl aber können zwei folcher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht Halten. Sind P, und — P, fowie — P, und Ps, Fig. 123, 
zwei folche Paare, ud OL, = a, OM = OL, — LM =a—b, 
ferner OLs = und OM, = Ol, — LAY = — b die Hebel- 
arme derfelben, von einem gewiffen Punkte O aus genommen, fo hat man für 
das Gleichgewicht: 

Pı &ı — Pi (a, — bi) — P,@% + Pꝛ (q. — b,) = 0, d. i.: 
pP, b, — P, be. 

Zwei folde Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge— 
gentraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Baar von gleichen Gegenkräften nennt man ſchlechtweg ein Kräftepaar 
oder Gegenpaar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft 
defielben und dem Normalabftande von ber anderen Kraft heit das Moment 
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des Kräftepaares. Nach dem Borigen find zwei nad) entgegengeſetzten Rich⸗ 
tungen wirkende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn fie gleiche Momente befigen. 
Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auch direct auf folgende Weiſe dar⸗ 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte Pꝛ, P, und — Pi, — P, 
ber Kräftepaare (P,, — Pı) und (P., — P;), Big. 124, nad) den Durch⸗ 
Sig. 1. fchnitten A und B ihrer 
Angriffslinien, und vereini- 
gen wir ſowohl P, mit P,, 
als auch — P, mit — P, 
durch ein Kräfteparallelo⸗ 
gramm zu den Mittelkräf⸗ 
ten Rund — R. Fallen 
nun die Richtungen dieſer 
Mittelfräfte in die Fort⸗ 
feßungen der Linie AB, jo 
find diefe Kräfte und folg- 
ih auch die ihnen ent» 
ſprechenden Kräftepaare (Pi, — Pı), (Pa; — Ps), mit einander im Gleich⸗ 
gewichte. ‘Damit dies eintrete, muß das durch AB und durch bie Richtun⸗ 
gen der Kräfte — Pı und Ps gebildete Dreied ABC ähnlich fein den 
Dreieden RAP, und BRP, und daher der Proportion: 
a = 2 oder ber Öleihung: P,.CA = P,.CB 
Genlige gejchehen. 
Nun find aber die Perpendikel AL, = b, und B L; = be zwifchen den 
Richtungen der Kräftepaare den Hypotenufen CA und CB ber einander 
ähnlichen vechtwinkligen Dreiede ACL, und BCL, proportional, folglich 


iſt auch Pbh=Bb 
zu fegen. Es find alfo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleich. 

Segen wir in ber Formel ($. 93) für den Hebelarm a der Mittelfraft: 
_’"PAas + Pa + 
pP 
P — 0, während die Summe der flatifchen Momente einen endlichen Werth 
bat, fo bekommen wir ebenfallg a — wo, ein Beweis, daß in biefem alle 
gleichfalls feine Mitteltraft, fonbern nur ein Kräftepaar möglich) if. 

Damit fid) die Kräfte eines Kräftefyftems das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht bloß nöthig, daß die Mittelkraft P—=YQ? + R?, oder jeder 
ber Componenten Q und Z, fondern aud) ihr Moment 

Pa=Pa + Ba +. = Nul fe. 
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Beilpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P, = 25 Pfund und 
—-P, = — 25 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P, = — 18 Pfund 
m P,—=18 Pfund, und if der Normalabftand db, des erfteren Paares —=3 Fuß, 
jo muß für den Gleichgewichtszuftand, der Normalabftand oder Hebelarm des 

ziveiten 
25.8 


>> 41), Fuß betragen. 


= 
Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare. Die $. 9%. 
Aufammenjegung und Zerlegung der in einer und berfelben Ebene wir- 
kenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher al8 die Zufammenfegung ımd Zerlegung einzel- 
ner Kräfte. Da fich zwei entgegengejegte Kräftepaare einander da8 Gleich 
gewicht halten, wenn fie einerlei Momente haben, fo find auch die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — Pı) und (P, — P;), Big. 125, mit einander 
zu vereinigen, fo kann man das eine (Ps, — P;) 
durch ein anderes erfeßen, welches mit dem ers 
fteren Baar (P, — Pı) den Hebelarm AB bi 
gemeinfchaftlich hat, und dann die Kräüfte deſſel⸗ 
ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 
ein einziges Kräftepaar erhält. Iſt ds der 
Hebelarm CD des anderen Kräftepaares und 
ift (Q, — Q) das reducirte Kräftepaar, fo hat 
man Qb, = Pybs, folglid 
Pb; 
7. 
daher einen Komponenten des zuſammengeſetzten 
Kräftepaares: 
Pr by 


PR +Q=P+ bı ’ 


und das gefuchte Moment des refultirenden Kräftepaares: 
(Pı Obi = Pıb + Pıb. 
Auf gleiche Weife findet man das aus drei Kräftepaaren refultivende 
Rräftepaar. Sind Pb, Pabs und P,b, die Momente diefer Kräftepaare, 
jo kann man: 


oder 


ig. 126, 








Pb, = ob, und P,;b; = Rb, 





— __ Psbs 
=, md R = — 


ſetzen, ſo daß nun das Moment des reſultirenden Kräftepaares 
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@A+Q0+Bb=Pbh+PRb + Pb 
ſich ergiebt. 

Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Rüdficht zu nehmen, da die Momente 
derjenigen Kräftepaare, welche nad; der einen Umbdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengejegten Richtung umzudrehen fuchen, das negative Zeichen 
erhalten mitfjen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares kann 
man ſich ſogleich Rechenſchaft ablegen, wenn man zwiſchen den Angriffslinien 
de8 Paares einen Dredungspunkt willkürlich annimmt. Haben dann die 
Kräfte des Paares bie Richtung, im welcher ſich die Zeiger einer Uhr ums 
drehen, fo fann man das Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, ein pofi- 
tives nennen, und wirken die Kräfte eines Paares der Umdrejungsbervegung 
der Uhrzeiger entgegengefegt, d.i. von rechts nach links, fo erhält dann dieſes 
Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, das negative Zeichen. 

Die vorftehende Regel über die Zufammenfegung der Kräftepaare ift 

Fig. 126. dann noch anwendbar, wenn die Klafte- 
poare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Kräftepaare (P,, 
— Pı) und (P,, — P;) Sig. 126, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten Pb, und Pb, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht; 
denn es tefultiren aus bdenfelben zwei 
Mittelfräfte Ph + Paund — (Pı + P,), 
welche einander volftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte Z angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 
EA. =EC.P,EB.P =ED.P, 
und — — 
Pibi = Pb, d. i. AB. P. = CD.P, 
wonach 
EA:EB:AB= EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt Z mit dem Durchſchnitte der Transverfalen 
AC und BD zufammenfällt. 

Da dem Kräftepaare (Pa, — Ps) jebes andere Kräftepaar das leide 
gericht hält, weldes mit demfelben in einerlei Ebene wirft, und das ent 
gegengefegte Moment hat, fo folgt auch, daß jebes Kräftepaar durch ein an⸗ 
deres erfegt werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirkt, welche ber Ebene des erften parallel läuft. 
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Benn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wir- 
kungsebenen parallel find, jo laſſen fich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erſetzen, deſſen Moment die algebraifche Summe von den Momenten dieſer 
Paare ift, und deffen übrigens willkürliche Wirkungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. 


Kräftepaare in verschiedenen Ebenen. Wirken zwei Kräftepaare 
(P, — Pı) und (P,, — P;) in zwei Ebenen EME, ud FNF\,, Fig. 
127, welche fich unter einem gewifjen Winkel 

EAF= E, BF ı — 4 
in der geraden Tinie AB fchneiden, fo laſſen fich diefelben, nachdem man fie 
auf einen tınd denfelben Hebelarm AB 
reducirt hat, durch das Kräfteparalle- 
logramm zu einem Kräftepaare vers 
einigen. Durch dieſe Zuſammenſetzung 
erhält man aus P, und P, die Mittel⸗ 

fraft R, jowie aus — Pı und — P, 

die Mittelfraft — R. Beide Mittel 

fräfte find gleich groß und einander ent⸗ 
gegengejegt gerichtet, und bilden folglich 

wieder ein Kräftepaar (BR, — R), 

deffen Ebene durch die Richtungen 

von R und — R beitimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt ſich nad) 
8. 79 die Mittelfraft RR wmittelft der 


Sig. 127. 





Formeln: 
R=YVP, + P} + 2PıP,cos.& und 
sin.B — P, sin. & 
. — R 9 


wo 4 den Winkel FEAR —= E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelkraft R mit der der Seitenkraft P, einſchließt. 
Iſt nun der Hebelarm AB =c, und fegt man das Moment PAc= Pa 
a 


md das Moment P,c — Qb, ober P, — z und P, — 2, ſo erhält 


— VL ı (N Pa gb 

a=V(2®) +(S +27 608.0, 

alfo das Moment ded aus den Kräftepaaren (P, — P) und (Q, — Q) refuls 
hrenden Kräftepaares: 


Re =Y(Pa)!? + (95)? + 2 Pa.Qb.cos.a, 


man 
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und ebenfo für den Winkel 43, um welden die Ebene deſſelben von der des 
eriten Kräftepanres (P, — P) abweicht: 
sin. = sin 0. 

Es laſſen fi alſo die in verſchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ges 
nau fo zuſammenſetzen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der legteren die Momente der erfteren, 
und ftatt der Winkel, unter welchen ſich die Richtungen der erfteren ſchneiden, 
die Winkel einfett, um welchen die Ebenen der leßteren von einander abweichen. 

Diefe Zurückführung der Theorie der Kräftepaare auf die Lehre von ber 
Aufammenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt fich noch durch Ein- 
führen von Umbdrehungsaren ftatt der Umdrehumgsebenen ber Paare befonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare oder Are eines Kräftepaares 
verfteht man jedes Perpendifel auf der Ebene deffelben. Da ſich jebes Kräfte: 
paar in feiner Ebene beliebig verrücken läßt, ohne feine Wirkung auf ben 
Körper zu verändern, fo kann man auch die Are des Paares durch jeden 
beliebigen Punkt legen. 

In Folge der Rechtwinkligkeit zwifchen der Ebene und der Are eines 
Krüftepnares [ehließen die Aren AX, AY und AZ, Fig. 128, ber Kräfte 

Sig. 128. € 





paare eines Körpers genau benfelben Winkel zwiſchen fich ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK berfelben. Iſt das eine SKräftepaar die Re 
fultante aus den beiden anderen, fo bildet, dem Borftehenden zufolge, befien 
Moment Rc die Diagonale des aus den Momenten Pa und Qb ou 
firuirten Parallelogramms, trägt man daher die Momente Pa und Qb auf 
bie Aren AX und AY auf und vollendet man das dadurch angefangene 
Parallelogranım, jo erhält man in der Diagonale befjelben nicht allein bie 
Ure AZ des refulticenden Kräftepaares, fondern auch defien Moment Re. 


a u 
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Hiernach find alfo die Kräftepaare genau fo zufammen zu fegen und 
zu zerlegen, wie die einzelnen in einem Punkte angreifenden 
Kräfte, vorausgeſetzt, daß man die Aren diefer Paare mit den Richtungen, 
und die Momente derfelben mit den Größen der einfachen Kräfte vertaufct. 
Ale in $.78, 8.79 u. ſ. w. abgehandelten Lehren über die Zuſammenſetzung 
und Zerlegung der Kräfte finden daher auch in diefem Sinne ihre Anwendung 
bei der Zuſammenſetzung umd Zerlegung der Kräftepaare. 


Mittelpunkt paralleler Kräfte. tiegen die Parallelfräfte in ver- $. 98. 

ſchiedenen Ebenen, fo ift deren Vereinigung auf folgende Weile auszuführen. 

gig. 199. Berlängert man bie Gerade A, As, 
Fig. 129, welche die Angriffspuntte 
zweier Parallelfräfte P, und P, ver- 
bindet, bis zur Ebene X Y zwifchen 
den rechtwinklig gegen einander ftehen- 
den Axen MX und MY, und nimmt 
man den Durchſchnittspunkt K als 
den Anfangspunft an, jo erhält man 
für den Angriffspunft A der Mittel-- 
kraft P=Pı + P; diefer Kräfte: 

Y (P, +P).KA=P,.KA, 
+ P,.KA.. 
Da nım B, B, und B, die Projectionen der Angriffspunfte A, A, umd 
A, in der Ebene XY find, fo hat man: 
AB:A,Bı: AsB; = KA:KA,: KA, 
und daher auch: 
(Pı 4 P,). AB = P, . Aı Bı + P,.A; Br. 

Bezeichnen wir die Normalabftände Aı Bi und 4- Bs der Angriffs- 
punkte von der Grundebene XY durd) refpect. #, und za, fowie den Normal⸗ 
abftand A B des Angriffspunttes A von eben diefer Ebene durch , jo haben 
wir hiernach fiir zwei Kräfte: 

(PA + P)s=Pıa+ P2%. 

Ferner ift für drei Kräfte D,, P,., P,, Fig. 130 (a.f.©.), da Pı + Pr: 

in einem Punkte L angreift, deffen Abftand von der Grundebene X Y, 


— P,2£ + Pꝛ æs 
LN = —— — 
— 





iſt — 
Gi 4 P)LN+ Rs, = Prei + Par Paæs, 
ſowie allgemein für jede Anzahl von Kräften: 
Beisbach'e Lehrbud der Mehanit. I. 18 
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(AA+BR+PR+)=PAat+PaHt+ RP, 


folglich : | 
un Pı£ + Ps® + 


1 = 
IF —— 
Sig. 130. 
2 
Aı 


— 


Y B5 


Bezeichnen wir ebenfo die Abftände AC und AD des Angriffepunftes A 
der Mittelkraft von den Ebenen XZ und YZburd y und z, fowie bie Ab» 
ftänbe der Angriffspunfte A,, As... von eben biefen Ebenen durch Yı, 9s--- 
und 21, 72 ..., fo erhalten wir: 

Py +Pyp ++ 
2 — ——— 
— — 


_"PAa+ P% +, 
Aue Te ee 

Die Abftände, ©, y, 2, von drei Grundebenen, wie 3. B. von dem Fuß⸗ 
boden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beftimmen aber den Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus x, y und s zu con 
ſtruirenden Parallelepipedes; es giebt folglich nur einen einzigen Angriffs- 
punkt der Mittelkraft eines ſolchen Kräftefuftens. 

Da bie drei Formeln für x, y und & die Winkel, welche die Kräfte mit 
den Grundebenen einfchließen, gar nicht enthalten, fo ift ber Angriffepunft 
von diefen, und alfo aud) von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 
läßt ſich demnach aud das ganze Syſtem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, wen nur bei diefer Drehung der Paralles 

lismus unter den Kräften bleibt. 


und 
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Man nennt bei einem Syſteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und den Abftande ihres Angriffspunftes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft Hinfichtlich diefer Ebene oder Linie, auch ift es 
gewöhnlich, den Angriffspuntt ber Mittelfraft felbft den Mittelpunkt des 
ganzen Syſtems (franz. centre des forces parallöles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält alfo den Abftand des Mittelpunts 
tes eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene 
oder Linie (letzteres, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man 
die Summe ber (flatifhen) Momente durch die Summe der 
Kräfte dividirt. 





Beiſpiel. Sind die Kräfte 4 ſtilogramm, 


9 Meter, 
die Abſtände oder Goorbinaten 3 
der Angriffsſspunkte derſelben. ⸗ 
86 Meter⸗ſtilogrm. 
fo Hat man die Momente. . . | 12 . 
40 v 





Run iſt aber die Kraftſumme = 19 — 7 —= 12 Kilogramm; es folgen daher 
bie Abflände des Mitielpunttes diefes Syſtems von den drei Örundebenen: 


5-86 — 14 7_2 


y- VRR m MU some 
__40 +70 +40 — 21 _129 _ 43 
= 15 =7=7 > 197 Meter. 


Kräfte im Raume. Sfommt es barauf an, ein aus verfchieden ge- 
richteten Kräften beftehenbes Syſtem zu vereinigen, fo lege man eine Ebene 
durch baffelbe, verlege ſämmtliche Angriffspunfte in diefe Ebene und zerfege 
jede Kraft in zwei Seitenfräfte, die eine winfelrecht auf diefe Ebene und die 
zweite in bie Ebene jelbft fallend. Sind 1, Py... die Winkel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen gefchnitten wird, fo folgen die Normal⸗ 
träfte P, sin. Bı, Pr sin. Ba... ., dagegen die Kräfte in der Ebene P, cos. Bı, 
P, cos.ß, u.f.w. Die legteren laflen fi) nach $. 93 und die erfteren nad) 
dem legten Paragraphen (98) zu einer Mittelfraft vereinigen. In der Regel 
werben fich die Richtungen beider Mittelfräfte nirgends fchneiden, unb es 
wird demnach auch eine Bereinigung diefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus ben parallelen Kräften durch einen Punft X, 

13* 
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Big. 131, in der Richtung AB der Mittellraft P aus den im der Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zufammenfegung möglid. 
Segen wir die Abftinde = DKE=uıd 0ODD=CK — v« für 
den Angriffspunft X der erften Mittelkraft, dagegen ben Hebelarm OL der 
zweiten — a und ben Wintel BAO, unter welchem biefelbe die Are XX 
ſchneidet, = a, fo ift die Bedingung für die Möglichkeit der Zufammenfegung: 
usnatveos.a=a 

Wird diefer Gleichung nicht Genlige geleiftet, geht 3. B. bie Mittelkraft 
aus den Normalkräften durch Ay, fo ift die Zurüdführung des ganzen Kräfter 
ſyſtems auf eine Mittellraft gar nicht möglich, wohl aber läßt ſich daſſelbe 

Big. 181. Sig. 192, 





7 eco 0 


auf eine Mittelfraft R, Fig. 132, und ein Kräftepaar (P, — P) zurld- 
führen, wenn man bie Mittelfraft N der parallelen Seitenfräfte in bie Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen bie eine ber Mitteltraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengefegt gerichtet ift. 
Wenn man das Kräftepaar (P, — P), Fig. 133, in die Paare (Pı, —Pı) 
und (3, — 8) zerlegt und den Componenten S berfelben ber Eingelfraft R 
Big. 188. gleichfegt, fo reſultirt aus beiden 
das Kräftepaar (Pı, — Pı) und 
die Eingelfraft —8 = R. 
Sind nun a ımb 4 die Win 
tel PARund PAR, um welde 
die Richtung der Einzellkraft R 
von den Ebenen der beiden Paare 
(P,—P) mb (Pu — Py ab 
weicht, fo hat man 





_Psin(e—B) . 
R= sin.ß 
und 
Psin.« 
n= sin.B' 
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und daher das Moment des neuen Kräftepaares (P,, — Pi) 
Pasin. 

sin.B 

Daffelbe ift ein Minimum, unb zwar — Pa sin. a, wenn B — 90°, 
wenn alfo bie Einzeltraft R winkelrecht fteht auf der Ebene AP,KP, bes 
reſultirenden Paares (P, lı — P; ). 

Diefe Zurüdführung eines beliebigen Kräftefyftems auf eine einzige Kraft 
und auf ein Kräftepaar läßt ſich auch unmittelbar dadurch bewirken, daß 
man fich in einem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen biefes Syſtem 
von Kräften wirkt, noch ein Syſtem von Kräftepaaren angreifenb denkt, 
deren pofitive Componenten den gegebenen Kräften in Größe und Richtung 
vollkommen glei, find. ‘Diefe Kräftepaare ändern natürlich in dem Gleich)» 
gewichtszuftande des Körpers nichts, da fie in demfelben Punkte angreifen, 
ſich folglich felbft aufheben, dagegen laſſen fich die pofitiven Componenten 
derjelben nad) den bekannten Regeln ($. 83) zu einer Mittelkraft vereinigen, 
und es bilden die negativen Componenten derjelben mit ben gegebenen Kräf⸗ 
ten Kräftepaare, bie ſich nad $. 97 zu einem einzigen Kräftepaar zuſam⸗ 
menjegen laſſen. Es bleibt alſo zulegt nur noch jene Mittellraft und 
dieſes Kräftepaar übrig. 


Pa= 


Mechanische Arbeit der Mittelkraft. Wird ein Syſtem von $. 100. 
Kräften Pı, Pa, Ps, Fig. 134, welche in einer und bderfelben Ebene wirken, 
progrefjiv, d. h. fo fortgerückt, daß alle Angriffspunfte A,, As, As... 

Tig. 134. 





gleiche Parallelwege A, Bi, As Bo, As Ba durchlaufen, fo ift (in dem Sinne 
des 8. 85) die Arbeit der Mittelfraft gleid der Summe aus den Arbeiten 
der Seitenkräfte, folglich im Zuftande des Gleichgewichts diefelbe = Null, 


8. 101. 
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Sind die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A, Ti, A, Ly u. ſ. w. 
des gemeinfchaftlichen Wege® A, Bı = AB u. w. — 5,5% u. ſ. w. 
fo ift alfo die mehanifche Arbeit der Mittelfraft: 

Ps — Pisi + Ps +--- 

Diefes Geſetz folgt aus einer der Formeln des $. 93. Nach diefer For 
mel ift der mit einer Are XX parallel laufende Component Q der Mittel» 
fraft gleich der Summe: 

Qı + Q: +9 + - 
der gleichlaufenden Componenten der Seitenträfte P,, Ps u. |. w.; nun folgt 
aber aus der Aehnlichkeit der Dreiede A,B,Lı und A,Pı Qı die Proportion: 


und hieraus: 
9 = a, ebenfo Q, = 55 u. ſ. w, ſowie auch Q — 5 
man Tann daher ſtatt 
= 64 
Ps = Pi 81 4 Ps 8 +... feßen. 

Es ift alfo auch bei einem Kräfteſyſtem mit verjchiedenen Angriffepunften 
für jede progreffive ober fortfchreitende Bewegung (franz. mouve- 
ment simple de translation, engl. straight translation, or shifting) die 
Arbeit der Mittellraft gleich der algebraifchen Summe der Sei— 
tenträfte. 


Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer Ebene 
wirkende Kräfteſyſtem P,, Ps u. ſ. w, Sig. 135, um einen Punkt O fehr wenig 
gedreht, fo gilt das in den Paragraphen 85 unb 100 ausgefprochene Geſetz 

bes Brincips der virtuellen Ge⸗ 

öig. 186. ſchwindigkeiten oder der Zufam- 

menfegung ber mehanifchen Ar- 
beiten ebenfalls, wie fich auf folgende 
Weife beweifen läßt. Nach $. 91 ifl 
das Kraftmoment P. OL — Pa der 
Mittelfraft gleich der Summe von 
den Diomenten ber Seitenträfte, aljo: 

Pa=Pa+ Pa +--- 

Der einer Drehung um den Heinen 
Winfel A, OB, — P® oder Bogen 


B= Rn - #0 entiprechende Weg 





| 
j 
{ 
| 
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4, Bi ift auf dem Halbmeffer OA, winkelrecht, daher das Dreieck A, Bı Ch, 
welches entfteht, wenn man ein Loth B,C, gegen bie Kraftrichtung fällt, 
dem burch den Hebelarm OL, — % beftimmten Dreiede. OA, Z, ähnlich 


und biefemnad): 
OL, _ AıCı 


04 AB 
Segt man die virtuelle Gefcjwindigfeit A,C, — 6, und den Bogen 
AB, = 04,1. ß, fo erhält man: 
a OA,.0ı —_ A 
0A. 8 
Benn man nun dieſe Werthe fir a, as u. ſ. w. in bie obige Gleichung 








ebenfo a; —= 3 u. ſ. w. 








einfegt, fo erhält man: 
Po _ Po | P% |. 
3", + B + *.. u. ſ. m, 


ober, da 4 ein gemeinſchaftlicher Diviſor iſt, 
Po=P,a+PR%+---, 
genan wie in $. 85. 
Es ift alfo auch für Kleine Drehungen (franz. und engl. rotations) 
die mechaniſche Arbeit (Po) ber Mittelfraft gleich der Summe 
aus den mechaniſchen Arbeiten der Seitenfräfte. 


Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt fogar bei beliebig $. 102. 


großen Drehungen, wenn man ftatt der virtuellen Geſchwindigkeiten der 
Fig. 136, Angriffspunfte die Projectionen 
L, O, 1,0 u. ſ. w., Fig. 136, 
der in den Lothpunkten Ta, Ze 
u. f. w. anfangenden Wege eins 
führt; denn multiplicirt man bie 
befannte Gleichung der ftatifchen 
Momente 
Pa=Pa+P:a+-- 

durch sin. B, und jegt in der neuen 
Gleichung: 

Pa sin. ß = P.aı sin. B + P,as sin. B + ... 
ftatt a, sin. B, a, sin. ß... die Wege 

OB, sin. LOB, —=DB = L.Cı — 81, 

OB; sin. Ia0 Bs = DB = InC; = 51 U. ſ. w., 
ſo folgt die Gleichung: 

Ps — Pes + Ps + 
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Ebenſo behält diefes Brincip bei endlichen Drehungen feine Richtigkeit, 

wenn ſich die Kraftrichtungen mit dem Syſteme gleichzeitig umbrehen, ober 

wenn fid) der Angriffs» ober Lothpunkt Z umaufförlic und fo verändert, 

baß die Hebelarme OL; — OB, u. f. iv. unveränderlich bleiben; denn aus 
Pa=Pa+PBay +-- 

folgt durch Multiplication mit ß: 

Paß=Paß+Paß+-,bi 

P=Pa+Ps +, 

wenn 81, 8; u. f. w. bie bogenförmigen Wege Li Bi, Zs B, u. |. w. ber 

Loth- oder Angriffspunkte Ta, Ta u. |. w. bezeichnen. 





Zurückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor fid) gehende Heine Bewegung oder Berriidung eines 
Körpers läßt ſich ald eine Heine Drehung uın einen beweglichen Mittelpuntt 
anfehen, wie in Folgendem bewiefen werden foll. Seien zwei Punkte A 
und B, Fig. 137, diefes Körpers (dieſer Fläche oder Linie) bei einer Heinen 

fig. 197. Bewegung nad) A, und Bi fortgerüdt, 

fei alfo auch A, B, —= AB. Errichten 

wir im diefen Punkten Perpendifel auf 

bie durchlaufenen Kleinen Wege AA, und 

B Bı, fo ſchneiden fid) diefelben in einem 

Punkte C, aus dem man ſich diefe als 

Kreisbogen anzufehenden Wege A Aı und 

BB, befchrieben denken kann. Nun find 

aber wegen der Öleichheiten AB— A, Bi, 

4AC= A, Cund BC = B, C bie Drei» 

ce de aBc und A, B,C einander con 

gruent; es ift daher auch der Winkel 

BC A, gleid) dem Winfel BCA und der Drehungswinfel ACAı gleich 
dem Drehungswinkel BOB. Macht man AD, = AD, fo belommt 
man wegen der Gleichheit der Wintel D, A,C und DAC und wegen ber 
Gleichheit der Seiten OA, und CA, in CA, Di und CAD wieder zwei 
congruente Dreiede, in welhen CD, = CL und ZACD, = ZACD 
ift. Es if folglich auf) ZDCD, — LACA,, und es geht daher bei 
ber Heinen Berrüdung der Linie AB, auch jeder beliebige Punkt D in ihr 
in einem Meinen Kreisbogen DD, fort. Iſt endlich Z ein außerhalb der 
Linie AB liegender und mit ihr feſt verbundener Punkt, fo ift noch der 
Meine Weg EEı deſſelben als ein Kreisbogen aus C anzufehen; denn macht 
man den Winfel E) A, Bı — EAB und bie Entfernung A, E)} = AE, 
fo erhält man wieder zwei congruente Dreiede E) A,C und EAC mit ben 
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gleichen Seiten CE, und CE und ben gleichen Winkeln A, CE, und ACE, 
und daffelbe läßt ſich auch für jeden anderen mit AB feit verbundenen 
Punkt beweifen. Man kann folglich jebe Kleine Bewegung einer mit AB 
feft verbundenen Fläche oder eines feften Körpers als eine Heine Drehung 
um ein Centrum anfehen, das fich ergiebt, wenn man den Durchſchnitts⸗ 
punft CO beftimmt, in weldhen: fich die Perpendifel zu den Wegen AA, und 
BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 

Diefer Drehungspunft, deffen Ort ſich unaufhörlich verändern kann, heißt 
die momentane ober augenblidlicke Drehungsare (franz. centre instan- 
tan& de rotation, engl. instantaneous axis of rotation) des Kräfteſyſtems. 


Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- $. 104. 
keiten. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (101) ift fir eine Kleine 
Drehung des Kräftefyftems die mechanische Arbeit der Mitteltraft gleich der 
algebraifchen Summe aus den Arbeiten ihrer Componenten, nad) dem letzten 
Paragraphen (103) läßt fich aber jede Heine Verrückung eines Körpers als 
eine Heine Drehung anjehen; es gilt daher das oben ausgefprochene Geſetz 
von dem Brincipe ber virtuellen Geſchwindigkeiten oder virtuellen 
mehanifchen Arbeiten auch fir jede beliebig Feine Bewegung eines feften 
Körpers oder Kräftefuftems. 

Iſt alfo in einem Kräfteſyſteme Gleichgewicht vorhanden, d.h. die Mittels 
kraft felbft gleich Null, jo muß auch nad) einer Fleinen, übrigens belie- 
bigen Bewegung die Summe ber mechaniſchen Arbeiten gleich 
Null fein. Wenn umgekehrt fiir eine Heine Bewegung des Körpers die Summe 
der mechanifchen Arbeiten gleid) Null ift, fo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht 
nothwendig, e8 muß vielmehr bei allen möglichen Kleinen Verrückungen dieje 
Summe gleich, Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein foll.- Da 
die das Gefe der virtuellen Gejchwindigfeiten auöbritdende Formel nur eine 
Bedingung. des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert da8 Gleichgewicht, daß dies 
ſem Geſetze wenigftens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen 
entfprochen wird, als foldher Bedingungen gemacht werben können, 3.8. für ein 
Kräftefyften in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


$. 105. 
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Zweites Capitel 


Die Lehre vom Schwerpunkte. 


Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines jchweren Körpers 
bilden ein Syftem von Parallefträften, deſſen Mittelfcaft das Gewicht des 
ganzen Körpers ift und deffen Mittelpunkt nad den drei Formeln des Para- 
graphen 98 beftimmt werden kann. Mean nennt diefen Mittelpunkt ber 
Schwerkräfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunft 
(franz. centre de gravit&; engl. centre of gravity), aud) wohl Mittel» 
punkt der Maſſe des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpuntt, fo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Orundebenen, 
auf die man die Angriffspunkte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleich fich umdrehen, fo ändert ſich bei. diefer Drehung nur die 
Lage der Kraftrichtungen gegen biefe Ebenen, die Abftände der Angriffe 
punkte von dieſen Ebenen hingegen bleiben ımverändert. Der Schwer- 
punkt ift hiernach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem das Gewicht 
defielben als vertical niederziehenbe Kraft wirkt, der aljo ımterftiigt oder feit- 
gehalten werben muß, um den Körper in jeder Lage in Ruhe zu erhalten. 


Schwerlinie und Schwerebene. Jede den Schwerpunkt enthaltende 
gerade Tinte Heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpunkt gehende 
Ebene Schwerebene. Der Schwerpunkt beftimmt fich durch ben Durch⸗ 
fchnitt zweier Schwerlinien, oder durch den Durchſchnitt einer Schwerlinie 
mit einer Schwerebene, oder durch das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da ſich der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver» 
legen läßt, ohne bie Wirkung der Kraft zu verändern, fo ift ein Körper in 
einer Lage im Gleichgemwichte, wenn irgend ein Punkt in ber durch ben 
Schwerpunkt gehenden Berticallinie feftgehalten wird. 

Hängt man einen Körper M, Fig. 138, an einem Yaden CA auf, fo 
erhält man hiernach in der Verlängerung AB dieſes Fadens eine Schwer: 
linie, und hängt man ihn noch auf eine zweite Weife auf, fo ftößt man auf 
eine zweite Schwerlinie DE. Der Durchſchnittspunkt 3 beider Linien ifl 
nun ber Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt man den Körper an einer Are auf, ober bringt man ihn fiber 
einer fcharfen Kante (Schneide eines Mefjers) ins Gleichgewicht, fo erhält 
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man in der Verticalebene durch die Are ober ſcharfe Kante eine Schwer 
ebene u. |. w. 

Enpiriſche Beſtimmungen bes Schwerpunftes, wie fie eben angedeutet 

wurden, find felten anwendbar; meiftens hat man aber von den im Folgen⸗ 

R den gegebenen geometrifchen Regeln 

dig. 188. Gebrauch zu machen, um den 

- Schwerpunkt mit Sicherheit zu 

beftimmen. 

Dei manchen Körpern, 3. B. 
bei Ringen, fällt der Schwerpunlt 
außerhalb der Mafle des Kör- 
pers. Soll ein folder Körper in 
feinem Schwerpunkte feftgehalten 
werden, fo ift esnöthig, dieſen durch 
einen zweiten Körper jo mit dem 
erften zu verbinden, daß bie 
Schwerpunlte beider Körper zu» 
fammenfallen. 


Schwerpunktsbestimmung. Sind z,, 23, 23 u. f. w. die Abftände 8. 107. 
der Theile eines ſchweren Körpers von ber einen Örundebene, Yyı, Yar Ya--- 
diefelben von ber anderen, und #, #9, 83 ... die von der dritten, find endlich 
die Gewichte diefer Theile Pi. Ps, Ps u. ſ. w., fo hat man nad} $. 98 bie 
Abſtande des Schwerpunftes dieſes Körpers von Bit b drei Ebenen: 
_Pat+tPRs»+Pm + 
A+PR+PBR+ 
—_Pyı+Py + Pp + 
OO A+RBR+PR+ ° 
_Pat+tPRs+PRst“ 
— — 
Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile duch Pi, Va, 9a u.f.m, 
unb ihr ſperifiſches Gewicht durch Yı, 9, 9a u. ſ. w, fo läßt ſich auch fegen: 
—— 
BA TE a TE ee 
Iſt endlich ber Körper homogen, haben alfo alle Theile deſſelben eine und 
dieſelbe Dichtigkeit oder einerlei fpecifiiches Gewicht Y, fo ergiebt ſich: 
_Mathat)r 
oder, indem man ben gewieinſchaftlichen Factor y oben und unten hebt: 
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_hathnt 

y 
_yHtrfyn+ 

y=TyHnH 
_hathatıe 

DEisin Eure: 

Man kann alfo ftatt der Gewichte die Volumina ber einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurch bie Beftimmung des Schwer 
punftes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nad) einer ober nad) zwei Raumbdimenfionen wenig aus 
gedehnt find, wie z. B. dunne Bleche, feine Drähte u. |. w., fo fann man 
fie als Flächen oder Linien anfehen und nun mit Hlilfe ber letzteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfalls beftimmen, wenn man ftatt ber Bos 
lumina Vi, 9a u. |. w., Slächeninhalte Fi, Fs u f. w. oder Längen I), Is 
u. f. w. einführt. 





$.108. Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunkt mit dem Mittel 
punkte zuſammen, 3. B. bei dem Würfel, ber Kugel, dem gleichſeitigen Dreis 
ede, Kreife u. ſ. w. Symmetrifhe Räume haben ihren Schwerpunft 
in ber Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFE, ig. 139, in zwei nur durch rechts 
und links verſchiedene Hälften, e8 finden daher auf beiden Seiten diefer Ebene 
gleiche Berhältniffe ftatt; es find alfo auch die Momente auf der einen Seite 
fo groß, wie auf der anderen, und es fällt folglich der Schwerpunkt in diefe 
Ebene felbft. 

Big. 189. 
Big. 140. Sig. 141. 


Weil ebenfo die Are EF der Symmetrie eine ebene Fläche ABFCD, 
Fig. 140, in zwei Theile zerſchneidet, wovon der eine Spiegelbild des anderen 
ift, fo find aud) hier die Verhältniſſe auf der einen Seite biefelben wie auf 
der anderen; es find folglich auch die Momente auf beiden Seiten gleich, 
und es liegt der Schwerpunft des Ganzen in diefer Linie felbft. 
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Endlich ift aud) die Symmetrieare KL eines Körpers ABGH, 
Fig. 141, Schwerlinie deffelben, weil fie aus dem Durchſchnitt von zwei 
Spmmetrieebenen ABCD und EFGH hervorgeht. Aus biefem Grunde 
füllt der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegels und eines durch Um- 
drehung einer Flache, ober durch Abdrehung auf der Drehbant entftandenen 
Rotationsförpers überhaupt, in die Age dieſer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Linie liegt in der Mitte derfelben. 
Der Schwerpunft eines Kreisbogene AMB — b, fig. 142, 
befindet fich in dem Halbmeſſer CM, welcher in ber Mitte M des Bogens 
Fig. 142. ausläuft, denn diefer Halb⸗ 
meffer ift Are der Sym⸗ 
metrie dieſes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS—=y 
des Schwerpunkte 8 vom 
Mittelpunfte zu finden, 
theile man den Bogen in 
ſehr viele Theile und ber 
fimme die ftatifchen Mo— 
mente derfelben in Beziehung auf eine durch den Mittelpunkt C und mit der 
Sehne AB — 8 parallel gehende Are XX. If PQ ein Theil des Bogens 
und PN deſſen Abftand von X X, fo ift dag ſtatiſche Moment dieſes Bogen» 
theiles = PQ. PN. Zieht man nun den Halbmeſſer O—=Ml=r 
und die Projection OR von PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähn⸗ 
fie Dreiede PQOR und CPN, für welche gilt: 
PQ:QR=CP:PN 
amd woraus fid das ſtatiſche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN=QR.CP=QR.r 


Nun ift aber für die ſtatiſchen Momente aller übrigen Elemente der Halb» 
mefler r ein gemeinfchaftlicher Factor und die Summe aller Projectionen 
OR der Bogenelemente gleich der der Projection des ganzen Bogens ents 
ſprechenden Sehne AB = 3; es folgt daher aud) das Moment bes ganzen 
Bogens gleich Sehne smal Halbmeffer r. Sept man diefes Moment gleich 
Bogen dimal Abftend y, aljo dy — er, fo erhält man: 

* = 5. und y ⸗ *. 

Es verhält ſich alſo der Abſtand bes Schwerpunktes vom Mit- 
telpunkte zum Halbmeſſer, wie die Sehne zum Bogen. 


8.10. 


8. 110, 
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Iſt der Centriwinkel ACB des Bogens d, — Ao, alfo der dem Halb- 
mefler 1 entiprechende Bogen = En 7, fo hat man b —= fr md 
8 — 2r sin. e weshalb auch folgt: 


— 2 Sin. 
— 


Fur den Halbkreis iſt = x und sin.E — 1, daher 


2 7 
y=_.'1- 0,6366 ... r, ungefähr — 11 


Anmerlung. Der Ubftand des Schwerpunttes S des Kreisbogens AB vom 
Mittelpunkt M deſſelben ift 


2 sin. 
M=y,=r—-y=r(1-$)=r(i zen hb). 
Zür niedrige Bögen läßt fi 


fegen (fiehe Ingenieur ©. 158), daher iſt bier 
y = Wur®= Yu = Yon 


2 
ober yı = Yah, da die Bogenhohe A = 2 gelegt werben Tann, 


Um den Schwerpunkt eines Polygons oder einer Linienverbindung 
ABCD, Fig. 143, zu finden, fuche man die Abftände der Mittelpunfte 
H, K, L der Linien AB=1, BC=1,CD=%uf. w. von zwei 

Tig. 143. 
Sig. 144. 





Aren OX und OY, nänlid HH, =y, HH =r, KK = 
KB, —=2 u f. w.; die Abftände des gejuchten Schwerpunftes S von eben 
biefen Aren find danıt: 
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ha +, + 


08 === 7, 2.." 
0 ey ten t, 


| th + 
3.3. der Abftand des Schwerpunktes S eines im Triangel gebogenen 
Drahtes ABO, Fig. 144, von der Grundlinie AB ift: 


wenn die den Winfeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durdy a, d, c 
und die Höhe CE durch % bezeichnet werden. 

Berbindet man bie Mittelpuntte ZZ, K, M der Dreiedsfeiten unter ein- 
ander, und conftruirt man in das fo erhaltene Dreied einen Kreis, fo fällt 
deſſen Mittelpunkt mit dem Schwerpunfte 8 zufammen, denn der Abjtand 
dieſes Punktes von der einen Seite HK ift: 

_h__a+b h_ ch 
BSD=ND-NS=, a+b+c 2° 2a +b+e) 
.AABC __ Inhalt 
—s+tb+re Umfang’ 
alfo conftant und daher gleich den Abftänden SE und SF von den anderen 
Seiten. 





Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines Pa- 
tallelogrammes ABCD, Fig. 145, liegt im Durchſchnittspunkte 8 fei- 
ner Diagonalen, denn alle Streifen, wie KL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale B.D parallelen Linien ſich ergeben, werden durch die andere 
Diagonale AC halbirt, es ift alſo jede von den Diagonalen eine Schwerlinie. 

Gig. 146. 


ig. 146. 





H ND 


Bei einem Dreiede ABC, Fig. 146, ift die Linie OD von einer 
Spige nad) der Mitte D der Gegenfeite AB eine Schwerlinie, denn es 
halbirt diefelbe alle Elemente KL des Dreieckes, welche ſich ergeben, wenn 
man daflelbe durch Parallellinien zu AB zerfchneidet. Zieht man von 
einem zweiten Eckpunkte A nad) ber Mitte E der Gegenfeite BC eine zweite 


F§. 111. 


8. 112. 
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Scwerlinie, jo giebt der Durchſchnitt S beider Schwerlinien den Schwer- 
punft des ganzen Dreieckes. 

Beil BD=1Y,BAud BE=1,BC, fo ift DE parallel zu AC 
und glei) 1/, AC, ud) ADES ühnlid) dem Dreiede CAS und endlich 
CS = 2SD. Addirt man hierzu noh SD, fo folgt CS + SD, d. i. 
CD=3DS, und demnad umgeht DS = 1), SD. Es fteht. alfo 
ber Schwerpunkt S um ein Drittel der Linie C.D von dem Mittelpunfte D 
der Grundlinie und um zwei Drittel derſelben von der Spige C ab. Zieht 
man CH und SN winlelrecht zur Bafis, fo hat man u) SN = 1,CH; 
es fteht aljo der Schwerpunkt S auch um ein Drittel der Höhe von ber 
Baſis des Dreiedes ab. 

Auch findet man den Schwerpunft S des Dreiedes ABC, wenn man 
AF= 1,AC madt, FG parallel AB zieht und den Mittelpunkt von 
FG angiebt. 

Fig. 147. Fig. 148, 





4, CıSıD, Bı 


Der Abftand des Schwerpimftes eines Dreieckes ABC, ig. 148, von 
einer Are XX SS —= DD + !,(CG — DD), 
aber DD = Ja (AAı + BBı), folglich ift: 

AA BB C 
y=85= CO, + %n(AAı+ BB) = At, 
d. i. das arithmetifche Mittel aus den Abftänden ber brei Eckpunkte von XX. 

Da der Abftand des Schwerpunftes von brei gleichen, in ben Eckpunkten 
eines Dreieckes angebrachten Gewichten auf diefelbe Weife beftimmt wird, fo 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit dem Schwerpunfte von 
biefen drei gleichen Gewichten zuſammen. . 


Die Beltimmung des Schwerpunftes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 149, läßt ſich auf folgende Weife beiverkftelligen. Die gerade Pinie 
MN, welde die Mittelpunfte der beiden Grundlinien AB und CD mit 
einander verbindet, ift Schwerlinie bes Trapezes, denn viele gerade Linien, 
parallel zu den Grimblinien gezogen, zerlegen das Trapez in ſchmale Strei- 
fen, deren Mittel- und Schwerpunkte in MN fallen. Um num den Schwer” 
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punkt S vollftändig zn beftimmen, hat man nur noch deſſen Abftand Z7S 
von der einen Bafis AB zu finden. 


ig. 149. 





Kö HME B 


- 
a. 
F-:------------ 


Es bezeichne db, die eine und d, die andere der parallelen Seiten A.B und 
CD des Trapezes, fowie AR die Höhe oder den Normalabftand diefer Seiten 
von einander. Zieht man nun DE parallel zur Seite CB, fo erhält man ein 
Parallelogramım BCDE mit dem Inhalte db, % und dem Schwerpuntte Si, 


deſen Abftand von AB, — 3. und ein Dreieck ADE mit dem Inhalte 


(bı F b,)h und dem Schwerpunkte Sy, deſſen Abftand von AB, — 2 iſt. 


Das ſtatiſche Moment des Trapezes hinſichtlich AB ift bergab 
aba —.— -“ +2), 


aber der Inhalt des Trapeges ift F = (bi + 6) > 78 folgt daher der 
-Rormalabftand feines Schwerpunftes S von der Baſi: 


(be) br 3 
Der Abſtand diefes Punktes von der Mittellinie KL — th des 


Trapezes ift: 
_h _ (36 +5) — 26 +26)\ ho. 
uUS= 75 - gr 
— bb, h 
da ee 
Um den Schwerpunkt conftruirend zu finden, verlängere man die beiden 
Grundlinien, mache die Verlängerung CC — bi und die Verlängerung 
AF — b,, und verbinde die dadurch erhaltenen Endpunfte F' und G durch 
eine Gerade; ber Durchſchnittspunkt S diefer Linie mit der Mittellinie MN 


ift der gefuchte Schwerpunft, denn aus HS — 1 r2b,h folgt auch: 
b+b 3 


VWeisbach'e Lebrbud der Mechanik. I. 14 


8. 113. 


8. 114. 
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bi +2, MN 2b)+b MN 
MS= db, tb, . gm, ' ur we alfo: 
MS_b+2,5 _Ybt+b _MA+AF _MF 
ana nn gone To 
wie aus der Hehnlichkeit der Dreiede MSF und NSG wirklich hervorgeht. 
Der Abftand des Schwerpunttes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Brojection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 


_,_ B+bb+tbitabı +20), 
AH=:= — — beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckes ABCD, 
Fig. 150, zu ermitteln, kann man daffelbe durch eine Diagonale AC in zwei 
fig. 150. Dreiede zerlegen, nach dem Borhergehenden die 
Scwerpunfte S, und Ss berjelben angeben 
und dadurch eine Schwerlinie S, S, beftimmen. 
Zerlegt man num noch das Viereck durd) die 
Diagonale BD in zwei andere Dreiede, und 
beſtimmt deren Schwerpunkte, fo ftößt man 
auf eine zweite Schwerlinie, deren Durchſchnitt 
mit der erfteren den Schwerpunkt des ganzen 
Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man die Diagonale AC in M 
halbirt, das größere Stüd BE ber zweiten Diagonale Über das kleinere 
trägt, fo daß DF —= BE wird; zieht man hierauf FM und theilt 
diefe Pinie in drei gleiche Theile, fo liegt im erften Theilpunkte S von M 
aus ber Schwerpunkt S, wie fid) auf folgende Weife beweiſen Täßt. Es 
it MS, = , MD uud MS, — 4, MB, folglich $, 5; parallel zu 
BD, ober SS, mal AACD= SS, mal AACB, oder SS,. DE 
— 882. BE, daher SS: SH —= BE:DE. Nunift noh BE 
— DFund DE= BF, folglid) ud) SS, : SS, = DF: BF. Die 
Gerade MF jchneidet demnad) die Schwerlinie S, S; in dem Schwerpunfte 8 
des ganzen Bieredes. 


Kommt e8 darauf an, den Schwerpunkt S eines Polygons ABCDE, 
Fig. 151, zu finden, fo zerlege man diefes Bolygon in Dreiede und bejtinme 
die ftatifchen Momente derfelben in Hinficht auf zwei rechtwinkfige Aren 
XX un YY. 

Sind die Eoordinaten OA, = 2u, 0A, = yı. OBı = % OB = 
u. |. w. ber Edpunfte gegeben, fo laſſen ſich die ſtatiſchen Momente der 
einzelnen Dreiede ABO, BCO, CDO u. ſ. w. einfad) auf folgende Weile 
ermitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift, nad) der unten ftehenden 
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Anmerlung, — D, = Ye (tı y — yI), der Inhalt des folgenden Drei⸗ 
edes BCO, = D, —Ya(a3 Yy — 2 Ya) u. ſ. w, die Abftände bes Schwer« 
punktes des Dreieckes ABO von YY, nad 8. 111: 

sa ta» +0 _ma+% 





m 3 3 
nXX=-n= nun, die des Schwerpunftes des Dreiedes B CO: 
tem ttRrim 





Multiplicirt man diefe Abftände mit den Inhalten der Dreiede, fo erhält 
man die Momente der legteren, und jest man die fo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 

u— Du + Dw + und u — Dvı + Du + 
D_+D+: D+D+-- 
fo erhält man bie Abftände u — OS, und v = 08, des geſuchten Schwer- 
punftes S von den Aren YY und X X. 

Wenn man ein nfeitiges Polygon auf zweierlei Weije durd) eine Diago- 
nale in ein Dreieck umd ein (n — 1) feitiges Polygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunkt des erfteren mit dem des letzteren verbindet, jo erhält man 
auf diefe Weiſe zwei Schwerlinien des Polygons, welche fi in dem Schwer- 
punkt defjelben jchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beſtimmung 
kann man den Schwerpunft eines jeden Velygons auf dem Wege der Con⸗ 
ſtruction finden. 

Beilpiel. Ein Fünfeck ABCDEÆ, Fig. 151, iſt durch die folgenden Coor⸗ 
dinaten jeiner Eckpuntie A, B, C u. |. mw. gegeben, und man ſucht die Coor⸗ 
dinaten feines Schwerpunties: 

14* 


$. 115. 
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— — ——. — — — —et 


Die dreifachen 


Coordinaten der 
Coordinaten. | Die zweifachen Inhalie 

Schw kte. 

der Dreiecke. chwerpunkte 


x | y 3m | 3. 6D. u,. 6D. v. 


24 11 | 24.21— 7.11=427 81 32 13237 13664 





Die ſechsfachen ſtati⸗ 
ſchen Momente. 


Gegebene 


7 21 7.154+21.16=41 | — 9 96 | — 3969 15876 

— 16 15 | 16. 9+12.15= 324 | — 28 6 | — 972 1944 
—12 | — 9 | 12.12+18. 9=306 |+ 6 | —21 1836 | — 6426 
18 | —12 | 18.11+$24.12=486 | +42 | — 1 20412 | — 486 
Summe 194 | — — 22444 24672 


Der Abſtand des Schwerpunftes von der Are Y J iſt nun: 
1 22444 


SB V— « vι 
und von der Are X X: 94579 
1 
Serge. 


Anmertung Sin 0A, =xz, CB = 2, CA, =y und CB=% 
die Eoordinaten von zwei Edpunften eine Dreiedes ABC, Fig. 152, deſſen 
dritter Edpuntt C mit dem Anfangspuntte des Coordinatenſyſtemes zuſammen⸗ 
fällt, jo Hat man den Inhalt dieſes Dreiecks: 

, D= Trapez ABB, A, + Dreied 
dig. 152. CBB, — Dreied CAA, 


_(NhtY\,,_ Zyı_Aıfı 
— IıYa — FaYı, 
2 


Es ift alfo der Inhalt dieſes Dreis 
eckes die Differenz von zwei anderen 
Dreieden CB,A, und CA,B,, und 

C es iſt die eine Goordinate eines Punktes 
Grundlinie des einen und die andere 
Coordinate Höhe des anderen Dreiedes, 

ebenfo die eine Eoordinate de8 anderen Punktes Höhe des einen und die andere 

Goordinate Grundlinie des anderen Dreieckes. 








x A, B, 


Der Schwerpunkt eines Kreisausſchnittes ACB, Fig. 153, 
fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kreisbogens A, Bi zufammen, der 
mit dem Ausjchnitte einerlei Centriwinfel hat und deflen Halbmefler CO Aı 
zwei Drittel von dem Halbmefjer CA des Wusfchnittes iſt, denn es 
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läßt fich der Ausfchnitt durch unendlich, viele Halbmeſſer in lauter ſchmale 
Dreiede zerlegen, deren Schwerpunkte um zwei Drittel de8 Halbmeflers von 
dem Sentro C abjtehen und deshalb in ihrer ftetigen Folge den Bogen 

Sig. 158 “ 4A,M,B, bilden. Es liegt alſo der Schwer- 
u punkt S des Ausfchnittes in dem diefes Flächen- 





M ſtück halbirenden Halbmeſſer CH und in der 
Entfernung 
Vz "neu 
M = 2. 
—W 3 ß 





infofern r den Halbmeſſer CA des Sectors 
und ß den den Centriwinkel ACB deflelben 
meſſenden Bogen bezeichnet. 
Für die Halbe Kreisflähe tA—=m, sin.!/,B = sin.90’ = 1, 
daher : 
y= aut — 0,4244 r oder ungefähr —* 
e Für einen Quadranten folgt: 


4 Via 4V2 
=3 7* * r 0,6002 r 
und für einen Sertanten: 





y= 3 . Var = =: — 0,6366 r. 

Der Schwerpunkt eines Kreisabſchnittes ABM, Fig. 154, $. 116. 
Fig. 154. ergiebt fi), wenn man da8 Moment des 

Abfchnittes ABM gleich fett der Differenz 

der Momente bes Ausſchnittes ACBM 

und des Dreiedes AC B. Iſt r der Halb- 

mefler CA, s die Sehne AB, h die Höhe 

CD des Dreiedes A BC und A der Flächen» 

inhalt des Segmentes ABM, fo bat man 

c das Moment des Ausfchnittes: 


— Ausihnitt mal CS = —- . Mr = Yyar), 
ſowie das Moment des Dreiedes: 


ABER, 2, CD= Y!;sh,, 


demnach das Moment des Abjchnittes A: 


M 
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A-CS = Ay = Ysr? — Ysh? = Yıs(r! — A), 


83 g3 
— 18» 2 
8 
und folglich den gefuchten Abftand: y = 151 A 


Für den Halbkreis ift s — 2r und A —= 1/, wr?, daher: 
8r? 4r 

zrı 3m’ 
2 
wie oben ($. 115) gefunden wurde. . 

Auf gleiche Weife beftimmt fich auch der Schwerpunft S eines Ring- 

fig. 155. ſtückes ABDE, dig. 155, denn dies 

jes ift die Differenz zweier Sectoren 
ACB wnd DCE. Sind bie Halb 
meſſer CA=rn wCE=r und 
die Sehnen AB = sı nd DE —= 8, 
fo erhält man die ſtatiſchen Momente 


der Sectoren =! * und 22 an , baher das 
ftatifche Dome des —* : 





y= 





Der Inhalt des Ringftüdes ift F= ri — en —ß n— Te) 


wofern 6 ben den Centriwintel ACB entpechenden Bogen Keride; eg 
folgt demnach der Schwerpunkt S des Ringſtückes durch den Abftand 

M r—r) 2 5 2 /r — rn ‚ Sehne 
3 nßB 3\r— 72)" Bogen 


ö¶ ——————ä—e ———  () 


wi „fr y,(l)]r 


wenn r den mittleren Halbmefier atn und b bie Breite AE —= BD des 
Ringſtückes bezeichnet. 


Beilpiel. Sind die Halbmefjer der Stirnfläche eines Gewölbes r, = 5 Meter 
und r, — 3), Meter, und ift der Gentriwinfel diefer Flaäche #0 = 1309, fo folgt 
der Abfland des Schwerpunktes diejer Fläche vom Mittelpuntte: 
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4 sin. 660 635-8,55 _ 4.0,9063 125-—42,875 __ 3,6252. 82,125 


= — 0 _1 2, — —2—2 — 


$ arc.1300 652—-38,52 8.2,2689 25—12,25 6,8067 . 12,75 
—= 3,430 Meter. 


Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Die $. (117). 
Yeftimmung des Schwerpunftes ebener Flächen läßt fi) mit Hülfe des 
höheren Calculs wie folgt bewirken. Es ſei ANP, fig. 156, die ge 
gebene Fläche F, AN — x ihre Abfciffe und? NP die Ordinate ders 
felben. Der Inhalt eines Efementes N MP der Fläche ift 
OF = y9x (vergl. analyt. Hülfslehren, $. 29), 
folglich) das Moment defjelben in Hinficht auf die Ordinatenage AY': 
Fig. 156. OM.OF—=AN.OF—= xydr; 
fest man daher den Abjtand LS — AK bes 
Schwerpunktes S der ganzen Fläche F' von der 
Are AY, = u, jo hat man: 
Fu= [aydz, 
und folglich): 
ſævudæs _S z yoz 
F S[ yoz 
Da der Mittel- oder Schwerpuntt M des Elementes NMP von ber 
Abſciſſenare AX um NM = Ysy abiteht, fo iſt das Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AX: 
NM.OF—= j0 = 1 y?0x; 
fest man nun den Abftand KS — AL des Schwerpunftes S der ganzen 
Fläche F von ber Are AX, — v, ſo iſt 
Fr=  f /ay?dx, und baher 
hfydr _ „J9 2. 
Fr — 
Z. B. fir die Parabel, deren Gleichung y? — pr oder y = V». x® 
if, hat nıan 
[ Vp.:* 20x Vr [z*0= _ Je*0e 
 SVr.x*0x  Vofaroz [s*°z 
2 __ Hz" Ex 
3 2/,c% Pi 








) vu = 





2) v = 


=: D, 
alfo: 


und dagegen 


LS=AK=2/,AN, 
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© ° 
ae Er LIEBER 2 BEER 23 





Vr fa*0z Je*dz 
= Vr= hy 
alfo: KS=AL=,NP. 


$.118. Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunkt von der 
trummen Oberfläde (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
Big. 157, Liegt in ber Mitte S der Are MN diefes Körpers; denn alle 
tingförmigen Elemente des Eylindermantels, welde man erhält, wenn man 
parallel zur Bafis Schnitte durch den Körper führt, find unter ſich gleich 
und haben ihre Schwer- und Mittelpunkte in diefer Are; es bilden alfo diefe 
Schwerpunfte eine gleichförmig ſchwere Linie. Aus denjelben Gründen liegt 
aud) der Schwerpunkt von der Umfläcde eines. Prismas im Mittelpuntte der 
die Schwerpunfte ber Umfänge beider Grundflachen verbindenden Geraden. 

Sig. 167. Fig. 168. 
[4 





Der Schwerpunft S des Manteld von einem geraden Kegel 
ABC, $ig. 158, liegt in ber Are CM de Kegels und ift um ein Drittel diefer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
biefe krumme Fläche läßt ſich durch gerade Linien, welche man Seiten de 
Kegels nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis HK bilden, welcher um zwei Drittel der Are von 
der Spige C abfleht, und deffen Schwer- oder Mittelpunkt S in die Age 


CM fänk. 
Der Schwerpunkt einer geraden Kegeljone ABDE, dig. 159, 
ſteht um ” 
_,—_ıt2n.h 
B=y= n+tn 8 


von der Grundfläche AB derfelben ab, vorausgefegt, daß A die Höhe CM, 
fowie rı und rz die Halbmefjer der Grundflähen AB und DE derfelben 
bezeichnen, denn die Schwerpunfte Si, 8,, S; aller trapezförmigen Elemente 
AEı, AıE,... derfelben ſtehen, $. 112 zufolge, um 
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AsS=TAFER EB ondn 


von dem Umfange der Grundfläche AB ab, bilden folglich, in ihrer ftetigen 
Folge einen Kreis, deffen Mittelpunkt der gefuchte Schwerpunkt der Kegels 
zone ifl, und um 


nt2n CM 
vorn 
von dem Mittelpunkte C der Grundfläche AB abfteht. 
Gig. 159. Tig. 160, 





Der Schwerpunkt einer Kugelzone ABDE, ig. 160, und ebenjo 
der Schwerpunft einer Kugelſchale (Calotte) Liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn es bat, den Lehren ber Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FG HK gleichen Inhalt, befien Höhe gleich ift der 
Höhe MN und beffen Halbmeffer gleich ift den Kugelhalbmeſſer CO ber 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringfürmigen Elementen 
ftatt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend⸗ 
lich viele Ebenen parallel zu den Grundkreifen derjelben legt; es fällt dieſem⸗ 
nad) der Schwerpunkt 8 der Zone mit dem des Cylindermanteld zufanmıen. 


Anmerlung. Der Schwerpunlt von dem Mantel eines ſchiefen Kegels oder 
einer ſchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Baſis ab, be⸗ 
findet fih aber nicht in der von der Spite nach dem Schwerpuntte des Uinfanges 
der Baſis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafis den Mantel in 
Ringe zerlegen, die an verſchiedenen Stellen ihres Umfanges verjchieden breit find. 


Schwerpunkte zusammengesetster Flächen. Wit Hülfe der $. 119. 
Momente laſſen ſich aud), wie folgt, die Schwerpimkte zufammengejegter 
Flächen beflimmen. 

1) Bezeichnen r, und r3 die Halbmeffer der Grundflähen AB und DE 
einer fegelfürmigen Sefäßwand ABDE, Fig. 159, während a bie 
Länge einer Seite A E derſelben vorftellt, fo ift der Inhalt diefer Fläche 

0=na (rı + r3). 
und daher das Moment derſelben, auf die Grundfläche AB bezogen, wenn 
man nad dem vorigen Paragraphen 
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| — Yı + 2 13 . h 


tn 3 


— Ernten) 


Durch Hinzufligung der Bodenfläche wird der Inhalt um x r? größer, wäh. 
rend das Moment unverändert bleibt, es ift folglich auch 


=" n+an)=(Oten)y= x [ar + r)+r/] m 
und daher der Abſtand des Schwerpunftes der ganzen Oberfläche bes  Gefäßes 
von der Grundfläche AB, 
_ab yrı + 2r __ a?sin.® ten 

wenn & den Neigungswinfel der Seitenwand gegen die Bodenfläche bezeichnet. 

Hat das Gefäß aud) noch einen Dedel, fo ift die ganze Oberfläche deſſelben 

O+xr(r + r)) 

und deren Moment in Beziehung auf die Grundfläche AB 


M= .. (n +2r) + arh, 


daher der Abftand ihres Schwerpunftes von der Baſis 
— ,alını +2r)+r 
Tin tn)+tr+r j 
Wäre das Gefäß chlindrifch, fo hätte man sin. « — 1 und n—=n-r, 
ſowie A —= a, daher 


einführt, 





— __BW_ * 
yy 4 5 2 


2) Der Schwerpunkt S der Oberfläche O einer dreifeitigen Py— 
ramide ABCD, Fig. 161, deren Höhe DL—A% iſt, fteht von der Grund» 
flähe ABC berfelben um die Höhe 


#8=y=(7 \ Se) 
ab, weil die Schmwerpunfte Z, z und @ ber drei Seitenflächen dieſes Kör⸗ 
pers um eine und diefelbe behe — über der gedachten Grundfläche Liegen, 
und folglid) dag Moment der gamgen Oberfläche: 
Oy=(AABD+AACD + ABCD)*=(0—AABG) e 
iſt. 


und Y% = 
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Hieraus folgt nım der Abftand des Schwerpunftes 8 von der durch E, 
F mb @ gelegten Ebene: 





ms=ur—se—-AABE. 
0 3 
oder fir AABC- 3 das Volumen 9 ber ganzen Pyramide eingefegt, 
Erz: v 
. 4S= ° 
Big. 161. 





> 
Da in biefem Ausbrude die Grumdflähe ABC gar nicht mehr vorfommt, 
fo gilt derfelbe auch für alle Grumdflächen; es fteht folglich der Schwer- 
punkt 9 der ganzen Oberfläche ber Pyramide um eine und diefelbe Höhe 


#=L von ben Seitefläien einer Ppramibe EFGH ab, deren Ea- 


punfte die Schwerpunkte 2, F, G und H der Umgrenzungsflächen der ge» 
gebenen Pyramide find, und es ift diefer Punkt zugleich der Mittelpunkt einer 
Kugel, welche von dieſen Flächen umpilllt wirb. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- $. 120. 
mas AK, Fig. 162 (a.f.©.),ift der Mittelpunkt S derjenigen geraden Linie, 
welche bie Schwerpunkte M und N der beiden-Grundflähen AD und GE 
verbindet; denn das Prisma läßt ſich durd Schnitte parallel zur Bafis in 
lauter congruente Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in M.N fallen, und 
in ihrer ſtetigen Folge bie gleichförmig ſchwere gerabe Linie MN jelbft bilden. 
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Aus deinfelben Grunde befindet ſich auch der Schwerpunkt eines Cylin« 
ders in der Mitte der Are deffelben. 

Der Schwerpunft einer Byramide ADF, fig. 163, liegt in der 
geraden Linie MF von der Spige F nad) dem Schwerpuntte M der Baſis; 


Fig. 163. 


Sig. 162. 
L 





denn .alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihret Aehnlichkeit mit der 
Bafis ABCDE ihre Schwerpuntte in diefer Linie. 

St die" Pyramide dreifeitig, wie ABOD, Fig. 164, fo läßt fich jeder der 
vier Edpunkte als Spige und die gegenüberliegende Fläche als Baſis an- 
fehen; es beftimmt ſich daher der Schwerpunkt S in dem Durchſchnitte von 
zwei aus den Eden D und A nad) ben Schwerpunkten M und N ber gegen 
überliegenden Flächen ABC und BOD gehenden geraden Linien. 

Giebt man noch die geraden Finien EA und ED an, fo hat man (nad) 
g.111) EM= 1, EA ud EN— 1, ED; e& ift daher MN parallel 
zu AD und = !/, AD, fowie auch das Dreied MNS ähnlich, bem Dreiede 
DAS. Diefer Aehnlichkeit zufolge hat man wieder MS — !/, DS, ober 
DS=3MS, alſo MD=MS+SD=4MS, und umgelehrt, 
MS= JMD. Der Schwerpunkt der dreifeitigen Pyramide Liegt alfo 
um ein Viertel derjenigen Linie von ber Baſis ab, welche die Spige D ber 
Pyramide mit dem Schwerpunfte M ihrer Baſis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien DH und SG an und zieht man bie 
Linie HM, fo erhält man bie ähnlichen Dreiede DHM und SGM, in 
welchen nach dem Borigen SG —= 1/, DH if. Man kann alfo behaup 
ten: der Abftand des Schwerpunftes I einer breifeitigen Pyramide ift von 
der Bafis gleich ein Viertel, und der von der Spige gleich drei Viertel der 
‚Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Der Schwerpuntt S einer dreifeitigen Pyramide halbirt auch bie geraden 
Linien EK und FL, weldye die Mittelpunfte der gegemüberliegenden Kanten 
AD und BC, fowie AB und CD derfelben mit einander verbindet, denn 
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sieht mar KO: parallelzu DM, fo fchneidet man in O die fine AO—=OM 
= ME='";AE0b, es if folglih ZO — 2EM, und alfo aud 
EK—=2ES, fowie umgekehrt ES — 1ER. 

Da endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Kegel, aus lauter gleich hoben 
dretfeitigen Pyramiden zufammengefegt ift, fo. fteht auch der Schwerpunft 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von der Grundfläche, 
foiwie um drei Viertel derfelben von der Spige ab. 

Man findet alfo den Schwerpunkt einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abftande, ein Viertel der Höhe von der Bafis, eine Ebene 
parallel zu berjelben legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Duerfchnittes 
oder den Durchſchnitt deſſelben mit ber die Spige und den Schwerpunkt der 
Baſis verbindenden Geraden aufſucht. 


Kennt man bie Abſtände AA,, BBı u. f. w. der vier Eckpunkte einer 
breifeitigen Pyramide ABOD, Fig. 165, von einer Ebene HK, fo 


Fig. 164. Sig. 165. 





erhält man ben Abftand SS, des Schwerpunftes S von diefer-Ebene durch den 
Bitten: 89, = AH BB 4 CG + DD, 
wie fich folgendergeftalt beweiſen läßt. 


Der Abftand des Schwerpunftes M der Bafis ABC von eben biefer 
Ebene ift ($. 111): 


MMı 
und der Abftand des Schwerpunftes S der Pyramide läßt ſich ſetzen: 
84 = MM, + !\ (DD, — MMı), 


wofern DD, ber Abſtand der Spige ift; e8 folgt baher aus der Verbindung 
der beiben legten Gleichungen: 


_4AA + BB, + 00 
— — — — 


$. 121. 


| 
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8 =y= MM + DD = 
Big. 166. 


AAı + BBı + €G + DD 
4 





Der Ubftand bes Schwerpunkte von vier gleichen, in den Edpuntten 


der dreifeitigen Piramide angebrachten Ge 
arithinetifchen Mittel 

AAı+ BB + 

y= 7 


wichten iſt ebenfalls gleich dem 


CG+DD 
; 


folglich fällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpumfte von dies 


ſem Gerwichtsfgfteme zufammen. 


Anmerkung. Auqh die Bolumenbeftimmung einer breifeitigen Pyramide aus den 
Coorbinaten ihrer Epuntte ift eine ſehr einfache. Legen wir durch die Epige O 


Big. 167. 





einer folhen Pyramide ABCO, 
Sig. 167, drei Örundebenen X Y, 
XZ, YZ, und bejeinen wir bie 
Abftände der Edpuntte A,B,C von 
dieſen Ebenen durch 21, Ze 2; 
Yır Ya Ya Und 21,29, 2, join dab 
Bolumen der Pyramide: 
vr=+Ylfayız + SyH 
+ay3—- ya + ad 
+zyaı)l 
wie fi ergiebt, wenn man die Pys 
ramide alß daß Wggregat von vier 
ſchlef abgeſchnittenen Prismen ans 
t. 


—* 

Die Abſtande des Schwerpuntteh 
dieſer Pyramide von den drei Grunds 
ebenen YZ, XZ und X Y find: 


-atntn „„utntn matt 
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Da fi) jedes Bolyeder, wie ABCDO, Fig. 168, in lauter breifeitige $. 122. 
Boramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, fo kann man auch den 
Fig. 168. 


x 


Schwerpunkt 8 deffelben finden, wenn man die Volumina und ftatifchen 
Momente ber einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Ecpunkte A, B, C u. f. w. von ben durch bie 
gemeinfchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Coorbinatenebenen Y’Z, 
XZ und XY: 2, 2, 23 u. ſ. w., Yı, 95, 95 u. ſ. w. und 2, #9, &5 u. ſ. w., 
fo Hat man die Volumina der einzelnen Pyramiden: 
Vetyayst apa +ayın apa — Ay — ayıfı), 
n=tYylansı taynt ann — any — my — er) 
n. f. w. und die Abftände ihrer Schwerpunkte von den gebachten Ebenen : 











stats ntnt+n „ _atats 
4 ‚vr 4 ‚m = 4 ’ 
„atatn „„ntntn statn,m 








Aus diefen Werten berechnen ſich endlich die Abſtände u, ©, w des 
Schwerpunkte 8 des ganzen Körpers mittelft der Formeln: 
— ,  Nhathom te 
— N+ht 
Yyoatro + 
N,Y+YHt 
Beiſpiel. Ein von ſechs Dreieden begrenzter Körper ABCDO, Fig. 168, 


iR durch folgende Goorbinatenwerthe feiner Edpunkte beftimmt, und man ſucht 
die Goorbinaten feines Schwerpunlies. 


“ und 
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Vierfache 


Gegebene Coordi⸗ 


Vierundzwamigfache 










Coeri⸗ Die ſechsfachen Inhalte maten ber | natifce Momente 
naten. der breifeitigen Pyramiden — 





ABCO un BCDO. 


Sa van vnber.e. 


— 





Y’= jean] 30. 2l= je: au =31072]77| 32 |s9]| 2392544 [2858624] so7e123 
41.45.40) 141.12.29, 
zan]- nme] 40.20) 





6 V=129.20.12 29.28.38 = 17204|95| 104 |78] 1634980 | 1789216] 1341919 


30.38.40, 










Aus den Ergebnifien diefer Rechnung folgen nun die Abſtande des Schwer⸗ 
punkte S des ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ und XY: 
1 ‚4026924 _ 





“Tee = 2088, 
1 4647840 

= 7 em = 40, 
1 4418040 

oT REN. 


Anmertung. Man kann natürlid den Schwerpunkt eines Polyeders auch 
dadurch finden, daß man dafjelbe auf zweierlei Weiſe durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, Die Schwerpunfte je zweier Stilde durch eine Gerade verbindet und 
den Durdjjänitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien 
des Polyebers find, fo ift naturlich ihr Durchſhnitt auch Schwerpunkt der Körpers. 
Wenn das Polyeder ſehr viele Eden hat, fo if jedoch dieſe Beftimmungsweile 
ſehr meitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stüde jehr oft 
wiederholen muß. Bei dem fünfedigen Mörper in ig. 168, weicher auf zweierlei 
Beile in je zwei dreifeitige Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunti 
im Durchſchnin der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je amei biefer 
Pyramiden mit einander verbinden. 


8.123. Der Schmwerpunft einer abgeftumpften Pyramide ADQN, 
Fig. 169, liegt in der Linie E M, welche die Schwerpunkte beider (parallelen) 
Grundflächen verbindet. Um noch den Abftand dieſes Punktes von einer 
der Grundflächen zu beffimmen, hat man die Volumina und Momente der 
vollſtändigen Pyramide ADF und der Ergänzungspyramide N QF zu 
ermitteln. Sinb die Inhalte der Grundflächen AD und NQ,— Gı und Gn 
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und ift der Normalabftand beider von einander — Ah, fo beftimmt fich die 
Höhe x der Ergänzungspyramide aus der Formel: | 


Sig. 169. G __(k+2)% 
F Gs — x ’ 
4 welche 
— h a 
An „rı=Yr 
j alfo 
„__ VG 
VH-V%' 
jowie 
Gı “ 
Rh + x == zz 
Ve —-V% 





A BES CD giet. 
Das Moment der ganzen Pyramide in Beiehumg auf bie Bafis Ch 


ift num: 
G(k+2) h+x h?G} 


3 4 —= Un: (Va — ya) Var 


fowie das der Ergänzungspyramide: 
2 x ‚, kV} i h? @2 
h+ — 
(+) hy + VE Vo 


es folgt daher das Moment der abgefürzten Pyramibe: 


— — 6 — Va — 62 
2 vn vo); 4 Va6 N 


_ (YH—41 VG +3G) _ 9VG,G, +38 
12(6,_2VOR +0) 15 (4 +2Y + 3@,). 


Nun ift noch der Inhalt der abgefürzten Pyramibe: 


"=(4 + Yo +); 


daher ergiebt fich endlich der Abftand SS, ihres Schwerpunktes S von der 
Baſis: 





⸗ 2 — — — —— — — — 


Der Abſtand SS dieſes Punktes von der Mittelebene KL, welche die 
Höhe A der Pyramide halbirt und mit den Grundflächen derſelben parallel 
läuft, ift: 

Veiabach'e Lehrbuch der Rechanik. I 15 


® 


$.124. 
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— +2V6,6, — 
—— 


I 





9 





» 


“+ * + ra 4 
Sind die Halbmeffer der Grundflächen eines abgefürzten Kegels rı 
und rz, ift alfo G, = ar} und G — zer}, fo hat man für dieſen 
_n+2nnt3r h 
„= Eee ui 
„ton _ — a, 
HSrtentn 


Beifpiel. Der Schwerpuntt eines abgelürzten Kegels von der Höhe à = 20 
Hof und den Halbmefiern r = 12 und r, — 8 Zoll liegt, wie alle Mal, in der 
die Mittelpunkte beider freisförmigen Grundflädien verbindenden Sinie, und Reht 
von der größeren um 

=. 12 +2.12.8+3.8%_ 5.528 _ 2640 

y= A Ternste 304 — 30 








= 8,684 Zoll ab. 


Ein Obelist, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 

und von vier Trapezen umſchloſſener Körper ACOQ, Fig. 170, lußt ſich 

Big. 170. in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 

an dreiſeitige Prismen EHRQ und GKRO 

unb in eine vierfeitige Pyramide HKR 

zerlegen; man kann daher mit Hllfe der 

Momente diefer Beftandtheile den Schwer · 
punft des ganzen Körpers finden. 

Es läßt fid) ſehr leicht einfehen, ba 
die gerade Finie von der Mitte der einen 
Bafis nad) der Mitte der anderen, Schwer» 
linie dieſes Körpers ift; es bleibt alfo 
nur noch der Abftand des Schwerpunfe 
te8 von der einen Baſis zu beftimmen übrig. Bezeichnen wir die Länge BO 
und Breite AB ber einen Bafis durch Z, und di, ſowie die Länge QR und 
Breite PQ der anderen Bafis durch Z, und d,, und die Höhe des Kor⸗ 
pers ober den Abftand beider Grundflä—en von einander, durd) A. Dann 
ift der Inhalt des Parallelepipeds — bal;h, und das Moment deffelben 


„ıh« 4 = !/gbglgh?, ferner der Inhalt der beiden dreifeitigen Prismen 


Ba +n-uWH, 
und deren Moment 
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-—B-Wa +1) 2.5 
endlich der Inhalt ber Pyramide 

— (i — bs) (h 1%, 
umb deren Moment 


=b-Wu—n&.h 
Hieraus folgt da8 Volumen des ganzen Körpers: , 
VM (Gbala 4 3bila - 34 — 6, +26, + 265 — 2b —2blı)-z 


—(2dıh +2 + dh +58), 
fowie deſſen Moment: . 
(dh +2 +2 dt bah —dil. —uhn· -, 


=(bh +3, + bil; +61), 


und es ergiebt ſich der Abftand feines Schwerpunktes S von der Grunde 
de bil: 
y_ bili 8 bala -— bila tb A 
2 d + 2bal + + blı 2 
Es läßt ſich auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von E. Koppe): 
_b+rb hrh b—b Ib h 
v=- a *4 | 
fegen. Der Abftand des Schwerpunftes y, von der mittleren Querſchnitts⸗ 
ebene beftimmt fich durch die Formel: 
Rh _ bh — bl, | 
Ta IT at) atrH)+e—m)U-—h) 


Anmerkung. Dieje Formel findet au ihre Anwendung bei Slörpern mit 
elliptiſchen Brundfläden. Sind die Halbaxen der einen Grundfläde a, und db, und 
die der anderen a, und d,, jo ift daß Volumen .eines jolden Körpers (Kübel): 


ah 
v= F (2a,d, + 205 + ads + abı), 
und der Abftand feines Schwerpunkte von der Bafis za, b.: 
_ Ah +3sb rad tab, h, 
ad — 

Beiſpiel. Ein Teichdamm ACOQ, Fig. 170, von 20 Fuß Höhe, ift unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Fuß breit; 
man ſucht den Abftand feines Schwerpunkte von der Bafis. Hier ift d, — 40, 
, =2390, u = 15, I, = 400, und k — 20, daher der geſuchte Berticals 
abftand: 


h. 


16* 
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40.250 4 3. 15. 400 + 40.400 + 15. 250 


yo 0.250 43.15. 400 + 40 . 400 + 15.280, „, 
3.40.20 7 2.15.400 + 40.400 -F 15. 250 
4775 1910 a: 
= m! = a 7927 Fuß. 
Fig. 171. 





8.125. Drreht ſich ein Kreisausſchnitt ACD, Fig. 172, um feinen Halbmeſſer 
CD, jo entfteht ein Kugelausfchnitt ACB, deſſen Schwerpunkt wie folgt 
beſtimmt wird. Dean kann fich diefen Körper als einen Inbegriff von 
unendlich vielen und unendlich dilnnen Pyramiden vorftellen, deren gemein- 
ſchaftliche Spige der Mittelpunkt C ift und deren Grundflächen die Kugel⸗ 
müge ADB bilden. Die Schwerpunkte aller dieſer Pyramiden ftehen um 
3/4 des Kugelhalbmefier8 CD vom Mittelpunkte C ab, es bilden daher die⸗ 
felben eine zweite Kugelmütze A,D, B, vom Halbmeſſer CD, = ?/, CD. 
Der Schwerpuntt S dieſer frummen Fläche ift aber auch der Schwerpunkt 
des Kugelausfchnittes, weil fich die Gewichte der Efementarpyramiben auf 
diefe Tläche gleichförmig vertheilen, diefe aljo gleichjörmig ſchwer ausfällt. 

fig. 172. 


Sig. 173. 





Segen wir nun den Halbmefer CA=CD—r und bie Höhe DM 
der äußeren Calotte— Rh, fo erhalten wir fit die innere Calotte CD, —®/;r, 
und MD, = ?/ı%, folglich (8.118) SD, — /s Mı Dı =®/; h und den 
Abſtand des Schwerpunktes des Kugelausfchnittes vom Mittelpunfte C: 


CS=CD-SD=-Yyr—Yyıy, (r — 3)" 


Sr die Halbfugel ift z. B. % = r, daher der Abftand ihres Schwers 
punktes S vom Mittelpuntte C: 


0Ss=,: 3 — Yyır, 
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Den Schwerpunkt S von einem Kugelſegmente ABD, %ig. 173, erhält $. 126, 
man, imdem man das Moment dieſes Segmentes gleichjegt der Differenz 
zuifchen dem Momente des Ausfchnittes ADBC und dem des Kegels ABC. 
Dezeichnen wir wieder den Kugelhalbmeſſer OD durch r und die Höhe DM 
durch A, fo erhalten wir da8 Moment des Ausfchnittes 
— 2, arıh. (ar —h) = \,ar!h (2r—h), 
und das des Kegels 
— 1, ah(2r—h).(r—h).?!\ (r—h)= Wahr —h)(r—h); 
daher ift da8 Moment bes Kugelſegmentes 
Yy=ah(2r—h) (? —[r —h]) = !Y, ah? (2r— h)%. 
Der Inhalt diefes Segmentes ift aber 
V=1ah (dr—h); 
es folgt daher der in Frage ſtehende Abftand: 
l/,zh?(2r — h)? (2r — h)? 
Sy, aM@r—h) — 

Setzt man wieder h — r, fo geht das Segment in eine Halbkugel 
über, und es folgt wie oben CS —= ?ysr. 

Diefe Formel gift jelbft für das Segment eines Sphäroides A,DB,, 
welches entiteht, wenn ſich der elliptifche Bogen DA, um die große Halb» 
are CD = r dreht; denn zerfchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Baſis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhältniß 
von je zwei derjelben unveränderlih — TH — — = = wenn b die 
Heine Halbare der Ellipfe bezeichnet. Man muß alfo ſowohl das Bolumen, 


3 
als auch das Moment des Kugelfegmentes durch z multipliciren, um das 
Bolumen und das Moment des Segmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 


Moment 
verändert dadurch den Quotienten CS — Dolumem’ um Nichts, 
Es ıft überhaupt 
(2r—h)?, 
— —83/ — — 
S=y=nT— 


wobei r die Größe derjenigen Halbare bezeichnet, um welche fich die Ellipfe 
bei Entftehung des Sphäroides dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Regel. Um ben Schwerpuntt $. 127. 
emes ungejegmäßigen Körpers ABCD, Fig. 174 (a. f. S.), zu finden, 
zerlege man benfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in 
diinne Scheiben, beftimme bie Inhalte der erhaltenen Durchſchnitte und beren 
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Momente in Hinſicht auf die als Baſis dienende erfte Parallelebene AB, 

und vereinige endlich beide durch die Simpſon'ſche Regel. 
Sind die Inhalte diefer Durchſchnitte Fr, Fi, Fa, Fa, Fu und ift die 
ganze Höhe oder ber Abftand MN zwiſchen den äußerten Parallelebenen, 
Big. 174. — h, fo hat man das Volumen bes Kor⸗ 
pers nad) der Simpfon’fchen Regel (an⸗ 

nähernd): 

VERHIRHIBHR+NE 


Multipfieirt man noch in diefer Formel 
jede Fläche durch ihren Abftand von ber 
k Baſis, fo erhält man das Moment des Kür« 
pers, nämlid): 
h.h 


W=0.R+14R+2.2M4+3.4R +4): 


umb e8 giebt bie Divifion beider Ausbriide durch einander den geſuchten Abs 
fand des Schwerpunftes S von der Bafis AB: 
MS—y (0. +1.4F+2.2,+3.4F,+4.F)h . 
R+4Fh+2BR+4B+F 4 

ft die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, fo hat man: 

_0.R+1.4F+2.2F,+3.4B 44.2, +5.4MR46.F h 
vETTRHIAFIAFIRFIEHRFE 6 

Es ift leicht zu erachten, wie man dieſe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Regel, daß bie Zahl 
der abgeſchnittenen Stüde eine gerade, die Flächenzahl alfo eine ungerade ift. 

Im vielen Fällen der Anwendung genügt die Beftimmung eines Abftan- 
des, weil außerbem nod) eine Schwerlinie befannt ift. Die in der Praxis 
gerwöhnlid, vorfommenden Körper find auf der Drehbank erzeugte Rotar 
tionsförper, deren Rotationsare eine Schwerlinie der Körper ift. 

Endlich) findet die Formel aud) ihre Anwendung bei Beftimmung bes 
Schwerpunftes einer Fläche, in welchem Falle die Querſchnitte Fu, Fi, Fr x. 
in Linien übergehen. 











Zeifpiel 1. Fur daB parabolife Gonoid ABC, ig. 175, welches durch 
Umbrehung de Parabefftüdes ABM um feine Me AM entftanden ift, erhält 
man, wenn man nur einen Mitteljenitt DN Z durdpführt, Folgendes: 


Es fei die Höhe AM — h, der Halbmeſſer BU—=r, AN=NM= 4 
und daher der Radius DN— r Vi. Der Inhalt des Schnittes durch A iR 
R=0,0u N F,=nDNM= 7 und dur M, FR =nr?. dier⸗ 
nad) folgt das Volumen dieſes Körpers: 
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V=-to4ın+ Mm =4 Ran tem =hr= Hd 
fowie da Moment deffelben: 
Yy= [4 (1.22 42.79 = Yarkı= YyFyhe, 
und daher der Abftand feines Schwerpunktes S vom Scheitel: 
4A5=y= a = Yıh. 
Sig. 175. Big. 176. 
B 


c 


Beifpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 176, hat die mittleren halben Weiten 
19 = 1 30ll, r, = 1,1 3ol, 73 = 09 Zoll, 1, = 0,7 Zoll, r, = 0,4 Boll 
bei einer Söhe MN = 2,5 Zoll; man fuht den Schwerpuntt S feines Faffungs« 
zaumes. Die Querjänitte find = 1.m, F=1äl.n, F,= 08.7, 
F, = 0,49.n, F, = 0,16.n, 8 it daher der Abſtand feines Schwerpuntteh 
von der Horigontalebene AB: 
ug — 0:1”+1.4.121.n-+2.2.081#48.4.049# 44.016. 25 
1”=f4.121”+2.081n+4.049n + O,l6.n 7T 


14,60 25 _ 36,50 _ 
= 98° oboꝛ Sol. 


Der Gaffungsraum it 7 = 9,598#.99 = 6,270 Gub.got. 





Schwerpunktsbestimmung von Rotstionsflächen und Rota- ($. 128.) 
tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und krummflächiger 
Körper von beftimmten Formen läffen ſich allgemein nur mit Hülfe der 
Differenzial- und Integrafredinung beftimmen. In der Praris tommen vor⸗ 
zuglich die Rotationsflähen und Rotationstörper vor, daher möge 
im Folgenden auch nur von der Beftimmung ber Schwerpunfte biefer Gebilde 
die Rede fein. Dreht fid) die ebene Eure AP, Fig. 177 (a. f. S.), um bie 
Are AC, fo beſchreibt fie eine fogenannte Rotationsfläche APP,, und dreht 
fich die von der Curve AP und ihren Coorbinaten AM und MP begrenzte 
Flache APM um eben biefe Are, fo wird dadurch ein von der Rotations- 
fläde APP, und von einer Kreisfläche PMP, begrenzter Rotationskörper 
erzeugt. 
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Bezeichnen wir die Abſciſſe AM durch x, die entfpredhende Ordinate MP 
durch y, ſowie den zugehörigen Bogen AP durch s, ferner das Abfciffen» 
Fig. 177. element MN — PR durch 9x, das Ordi⸗ 
natenelement Q.R durd) Oy und das Eur- 
venelement PQ durch ©, fo haben wir den 
Inhalt des bei der Notation von 98 durch⸗ 
laufenen gürtelförmigen Elementes PQ Q,Pı 
der Rotationsflähe APP, —= 0, 
* %0=2z.PM.PQ=2znyos, 
und dagegen den Inhalt des von biefem 
Flächenelemente umgürteten Efementes des 
Kotationsförpere APP, — V: 
6V=aPMi. MN—=ay’e. 

Weil beide Elemente um die Abſciſſe æ von einer durch A gehenden und 
auf der Age AC winkelrecht ftehenden Ebene abftehen, fo ift das Moment 
von 90: 

‘ z00 = 2nzy0s, 
und das von OV: 
x0V = azy?dn. 


0= fanyds=2n/yds, 


‚= Srydz — zfyoz 
ift, und dem legteren zufolge das Moment von O: 
JS: wzy0s—2ufzyOs, 


Da nun 


und 


und das von V: 
Sazyr02 = afay?dz 
ſich ergiebt, fo iſt demnach der Abſiand AS — y des Schwerpunktes 8 von 
dem Anfangspuulte A: 
1) für die Rotationsfläde: 
_ amfayde Jeyds 
zu 22 /yös Svos 
2) für den Rotationskörper: 
_ afey’dz _ Seydx 


F zfydx F /mos 
3.8. für eine Kugelcalotte mit dem Halbueffer CQ — r hat man, 
da bier 


„ und dagegen 
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= cQ bi > r 


am v 

aljo yos = rdx Ni 
__Jardz  fadz na 
Srdz Ser * 

(Vergleiche $. 118) 
Fur das Kugelſegment ift dagegen, da ſich y? = 2rx — 2 ſetzen läßt: 
Sarz—22)202 iu Sarzd— [20x 
Sarz— 22)0x Eu Sarsoz — [ar0x 
hr Y  Ohr— Ds _ (Br—3E\ © 





46 








!y2 = YAM. 


48 — u — 








a gie Ir —ae)4' 
und folglid): 
2) 
es ru IR. @egtg 126) 


Guldinische Regel. Eine interefjante und zuweilen ſehr nügliche An- 8. 


wenbumg der Lehre vom Schwerpunkte ift die Guldinifche Regel oder die 

bargcentrifche Methode (franz. möthode centrobarique; engl. the pro- 

perties of Guldinus). Diefer zufolge ift der Inhalt eines Rotations- 

Lörpers (oder einer Rotationsfläde) gleich dem Producte aus der 

Erzeugungsfläche (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung 

des Rotationsförpers (ober der. Rotationsfläche) durchlaufenen Wege 

ihres Schwerpunftes. Die Richtigkeit dieſes Sages läßt fic auf folgende 
Weiſe darthun. _ 

Dreht ſich die ebene Fläche ABD, Fig. 178, um eine Are XX, fo be 

ſchreibt jedes Element Fi, Pu ſ. w. derfelben einen Ring; find die Ent 

Sig. 178, fernungen Fi Xi, Fasz u.f. w. diefer Ele 

mente von derllmdrehungsare X. XKzrnn 

uf. w. und ift der Umdrehungswinlel 

FKF, = SCS =), alſo der ent- 

ſprechende Bogen für den Halbmeſſer 1, 

= a, fo find die bogenförmigen Wege der 

Elemente = 11%, 13% u. ſ. w. Die von 

den Elementen Fi, Fs u. f. w. durdlau- 

fenen Räume laſſen ſich als kruumgebogene 

Prismen von den Örundflächen Fi, Fa u.f.w. 

und von den Höhen rı@, rz« u. f. w. anfehen, haben aljo die Inhalte 

Fra, Farza uf. w., und es ift fonad) das Volumen des ganzen Kör- 

pers ABDD,Bı4ı: 
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v= Fırı® + Fa rʒ & ..— (Fırı + Fırs + ...) a. 
St CS — y, der Abftand des Schwerpunttes 8 der Erzeugungsfläche 
von der Umdrehungsare, jo hat man aud): 
Ei 4 F. MV Firi +Phrnt+t-, 
und folglich das Volumen des ganzen Körpers: 
v=(h+PR +.) ya. 
Über FR + F, + »-- ift der Inhalt ber ganzen Fläche F und ya ift ber 
vom Schwerpunkte‘ S durdjlaufene Kreisbogen 8S81 = w; es folgt daher 
= Fw, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt auch fir die Rotation einer Linie, weil fich diefelbe als 
eine Fläche von unendlich Kleiner Breite anfehen Läßt, es ift nämlich F=Iw, 
d.h. die Rotationsfläche ift ein Product aus der Erzeugungslinie (7) und 
dem Wege (1) ihres Schwerpunftes. 


Beijpiel 1. Bei einem halben Ringe mit elliptiſchem Querſchnitte 
ABED, fig. 179, feien die Halbagen des Querſchnittes CA = aud CB=b, 
und jei die Entfernung CM des Mittelpunttes C diejes Schnitte von der Are 
XX, =r. Dann ift die elliptiſche Erzeugungsfläche F= nab, und der Weg 
ihres Schwerpunktes (C), w = nr; daher da8 Bolumen diejes halben Ringes: 
V = n3abr, und daß des ganzen Ringes: 9, = 2V = 2ntabr. 

Sind die Dimenfionen folgende: a — 5 Zoll, b = 3 Zoll, r = 6 Boll, jo 
ift das Bolumen eine Viertelringes: 

),.n1.5.3.6 — 9,8696.5.9 — 444,132 Cubitzoll. 


tig. 179. Fig. 180. 





Beiipiel 2. Für einen Ring mit Halblreisförmigem Querjänitte 
ABD, Fig. 180, if, wenn CA=CB=a, den Halbmefier diefes Querſchnittes 
und MC = r, den des hohlen Raumes oder Halſes bezeichnet, das Bolumen 

2 
v=’ 27(r+5)=aa(art+ na) 

Beijpiel 3. Dreht fi ein Kreiſſegment ADB, Fig. 181, um eine durch 
den Mittelpunkt C defjelben gehende Are CK, jo beichreibt e8 eine Kugel AD, B 
mit einer coniihen Aushöhlung ABB, A,. Iſt nun A der Inhalt diejes 


Segmente jowie 8 die Größe der Sehne AB —= A, B, deflelben und 4 der 
Winkel CKB = CKB,, welden die Sehne mit der Umbrehungsage CK ein- 
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ſchließt, ſo Hat man nad) $. 116 den Abftand feines Schwerpunktes S vom Mits 
telpunfte C: 
WG= 
124 
und ben von ber Are CK: 
MS=y+ 03.0 = 
und daher daB Bolumen der erzeugten Hohlkugel: 


Panama yH= zes. 


Aud it 9 = ”——, wenn h die Agenlänge ZN der Bohrung eg 


#°c08.ß 
24°’ 





Bei einer arialen — Bohrung iſt s = h, daher P = er, und 
bei einer Bollkugel A — dem Durchmeſſer d der Kugel, daher wie betannt, 
= =. 

Beifpiel 4. Es fei die Oberfläße und ber Inhalt der Kuppel ADB, ig. 
182, eines Mloftergewölbes zu finden, und zu diefem Zweae bie Halbe Weite 
Fig. 181. 


K "gig. 182. 


v 


MA = MB = a und bie@öbe MD = A gegeben. Hub Seiben Dimenfionen 
folgt der Galbmeffer CA = CD des Grzeugungstriie: 
_atm . 
R 2a ’ 
und der Gentriwintel ACD = «°, wenn man fegt: 
sina=t. 
Der Shwerpuntt 3 eines Bogens 
DAD, =24D 
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it beſtimmt durch Die Entfernung: 
— Sehne MD _ rsin.a 
Ser: Bogen AD —« 
es ift folglich der Abftand des Schwerpunftes S von der Are MD: 


r sın.« sin. « 
MS= — 


—- 1rc8sa—=r ( z 
und der Weg des Schwerpunttes bei Erzeugung der Fläche ADB: 
v=9%ar (er ce 
— * @ 
Die Erzeugungslinie DAD, ift 2r«, folgli ihre Hälfte AD, = re, und 
die von der legteren bejchriebene Rotationsflähe ADB: 
O=re.2nr (Fe 
& 
Sehr gewöhnlich ift « — 60°, alfo: 
«= F sin.a = Y,V3 und cos. = Ya; 
daher folgt dann der gefuchte Inhalt: 


O= nr: (v— 3) —= 2,1515.r?. 


Für das Segment DAD, = A= r?(a — Yasin.2«) ift der Abftand 
des Schwerpunktes vom Mittelpuntte C: 
_ 2:MD% _,,  reina? 
ma N" 4 
daher Abftand von der Are: 
MIS=08- 0U=yTt 


endlich der Weg dieſes Schwerpunftes hai einer Umbrebung um MD: 


u= en (d, r?sin. ad — Acos.a) = 


, ferner CM = rcos.a, 





— c08. «) N 





— cos. «) . 





— cos. a) — 2nr? (sin.a — @cos.c) zu jegen. 


e 


— 108.0, 


X 7 P% sin. 0° — (a— Ysin.2a) cos. a]. 





Ds Bolumen des ganzen durch * Segment DAD, erzeugten Körpers 
ergiebt fi, wenn man biefen Weg durch A multiplicirt, und das Bolumen der 
Kuppel wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, aljo: 

V=nr [% sin.ad — (a — M sSin. 20) cos.«] jett. 

3. 2 für a’ = oo alio: 


a= 7 it an.ca—=Y,V3, sin. 2a—Y,V3 und cos.« = 1/., 


daher: Yan (,v8 - =) — 0,8956 . v3. 


$. 130. Die Guldini'ſche Regel findet aud) ihre Anwendung bei foldhen Körpern, 
welche entftehen, wenn ſich die Ergeugungsfläche beim Fortrücken ihres Schwer- 

punktes längs irgenb einer Curve ſtets winkelrecht gegen dieſelbe ftellt, weil 

ſich jede Curve aus unendlich, vielen und unendlich Heinen Kreisbögen zus 
ſammenſetzen läßt. Es ift auch Hier das Volumen des erzeugten Körpers 

das Product aus ber Erzeugungsfläche und bem Wege ihres Schwerpunttes. 
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Ebenfo ift diefe Regel noch dann anwendbar, wenn die Erzeugungsfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen bie Projection des Weges ihres Schwer 
punfte® auf irgend eine Ebene, rechtwinkelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Erzeugungsfläche nicht mit dem Wege, fondern mit der Projection des 
Weges zu multipliciren. 

Hiernach wird z. B. das Volumen eines Schraubengewindes AHK, Fig. 183, 
beſtimmt, durch das Product aus dem Querſchnitt ABDE deſſelben und 
Sig. 188. aus dem Umfang des Kreifes, deſſen 
Halbmefler der Abſtand MS des 
Schwerpunftes S der Flähe ABDE 
von ber Are CM der Schrauben» 

ſpindel ift. 
In manden Fällen kann man 
aud bei Beftimmung Törperlicher 
Näume die Guldini’fhe Regel mit 
der Simpfon’fchen Regel vereinigt 
anwenden. Um 3. B. ben In⸗ 
halt des krummen Danmlörpers 
Ao Do Bi D; Ar, Fig. 184, zu finden, hat man nur nöthig, den Krum⸗ 
mungswinkel 0, — 2S008. =290%, — B, ferner die Quer⸗ 


Big. 184. 





ſchnitte 5 D5 — Fa, Au D, — Fı und 4, D, — F, fowie die Abſtände 
cs — 0. CS — ri und OS, — , der Schwerpunfte S, 5 und 5 
diefer Querſchnitte von der verticalen Centralaxe CX zu fennen. Das Bor 
fumen 7 diejes Körpers beftimmt fi dann durch die Formel: 
v=ß (Feranmen) [6 een 
u 6 180° 6 
= 0,01745 ß0 er + an + An). 


Sind die Halbmeſſer ro, rı und rz einander gleich, ober wenig von ein 
ander verichieben, fo fann mann = rn = rs = r, und baher 


V = 0,01745 Bor rn) 











ſetzen. 


8.131. 
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Volumen schief abgeschnittener Prismen. (ine andere, mit 
der Tegten Regel in naher Verbindung ftehende Anwendung der Lehre vom 
Schwerpunkte ift folgende. 

Dan kann annehmen, daß jeder ſchief abgeſchnittene, prismatiſche 
Körper ABKL, ig. 185, aus lauter unendlich, dunnen Prismen wie 
FG beftehe. Sind nun Gh, G, u. ſ. w. die Grundflächen und Ay, Aa u. ſ. w. 

Big. 186. die Höhen diefer prismatifchen Elemente, fo 
hat man ihre Inhalte: 
Gh Ghz u. ſ. w, 
und fonad) das Volumen des ganzen ſchief 
abgeſchnittenen Prismas: 
v=Gh+Gbl+ 
Nun verhält ſich aber ein Element F, 
des ſchiefen Schnittes KL zum Elemente 
@, ber Bafis AB— G, wie die ganze 
ſchiefe Fläche F zur Bafis G; es folgt daher: 


4=2nG=Smuimm 


V=-önm+ Am +) 


Da endlich Fıhı + Fahr + -+- das Moment Fr des ganzen ſchiefen 
Schnittes ift, jo ergiebt fich: 


v=&.rn=on, 


d. i. der Inhalt des ſchief abgefhnittenen Prismas ift gleid; dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, welches mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deffen Höhe gleich ift dem Abftande 
SO des Schwerpunftes S des fhiefen Schnittes von der Baſis. 
1) Bei einem geraden und fchief abgejchnittenen dreifeitigen Prisma 
AEC, Fig. 186, ift, wenn Ay, Aa und A, bie Längen der drei Seitenfanten 
AF, BE und CD deſſelben find, der Abftand des Schwerpunftes des ſchie-⸗ 
fen Schnittes von der Bafis ABC —= @ (fiehe $. 111): 
n—hthtm 
= 
daher folgt da8 Volumen diefes Prismas: 


r=01= 0 hthtm) 


2) Dos Volumen des Keiles ABE, Fig. 187, ift hiernach, wenn bie 
Länge oder Schärfe BC beffelben durch d,, die mit derfelben parallel laufende 
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Seitenlänge AD = EF durch br, bie Höhe HL ber Bafls durch à und 
die Rüdenhöhe AK — AF durch a bezeichnet wird: 

Gt u+2h, a 

2 b+b 8 


| 





Von ati 


=+2W as 12) 


Fig. 186. 





Big. 188. 


a 

3) Fur einen Keil ADE, Fig. 188, mit Halbkreisförmiger Grund» 

fläche ABD ift, wenn der Halbmeffer CA — CD ber Iegteren durch r 
und die Höhe DE des Körpers durch A bezeichnet wird: 

ar ar! (8 ar 4h 


= S5=. 0 DES m 


Anmerkung 1. Das ſchiefabgeſchnittene Prisma ACE, Fig. 188, befteft: 

1) aus der deeifeitigen Ppranide ABC vom Inpalt V, = % Ch, und 
dem Moment 9, MY Chr, 

2) aus der dreifeitigen Pyramide BEFC vom Inhalt 9, — Y Gh, und 
dem Moment 9, (UF Pr) = Ya Ghz dh + A) 





= !ır!h. 
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3) aus der dreifeitigen Pyramide CD EF vom Inhalt 9, = Y% Gh, und 
dem Moment 9, = (AtFe te) — y, Gh (+ + A) 


folglich ift das Moment des ganzen Körpers in Hinfit auf die Baſis ABC—=G 
M=Y Ch +h$+rhst ht t hl t hahı), 
und der Abſtand feines Schwerpunttes S von derjelben 
35 —-, - M 1 MHMtr+he + Ale Cha lu 
ee hthth 

Ebenfo find die Abftände LS, = x und MS, = y des Schwerpunttes S 
von den Seitenflähen AD und AE des Prismas, wenn a und d die Abftände 
BH und CK der Ecitenfanten BE und CD von eben dieſen Geitenflähen 
bezeichnen, durd die Formeln 


a 2a 
nat — + 2h, + N 
— = me 
b b 2b 
ntandan Hat 2%, 
- y, +/Y+P nn, r 
zu beftimmen. 
‚Für ein gewöhnliches dreifeitiges Prisma tz. Bd.Ah, =h=h—h, 
a b h 
dders=n,y=zuns- 2° 


Anmertung 2. Das Moment des Keil ABE, Fig. 187, in Hinficht auf 
die vertikale Endfläche AH (den Rüden) ift 


M = Moment zur. 7 eines ee Prismas 
nn Moment a — 20* 77 einer vierſeitigen Pyramide, und zwar 


= Yıaa?h (b, + da), 
biain der Horizontalabſtand feines Schwerpunktes S, von dieſer Endfläche 


| "  2(6, + 209) 
Ebenſo folgt der Bertilalabftand F Punktes von der Horizontalebene AC, 
da hier das Moment 


Mm abın? aha N — db) _ 


Bi 


LM _hb + 8% 
Ns =y- yo 


2 
ll + 30 if, 
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Drittes Capitel. 
Gleichgewicht feſtgehaltener und unterftügter Koörper. 


Befestigungsarten. Die im erſten Capitel dieſes Abſchnittes ent- 8. 132. 


widelten Regeln über das Gleichgewicht fefter Kräftefgfteme finden ihre An- 
wendung auch auf fefte, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunkte deffelben an- 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. 5. fie fönnen der Einwirkung der Kräfte folgen, ober fie find 
in einem oder mehreren Punkten feftgehalten, ober fie werben von 
anderen Körpern unterftügt. . 

Bird nur ein Punkt C, Fig. 189, eines feften Körpers AB feftgehalten, 
fo lann jeber andere P befjelben eine Bewegung annehmen, deren Weg in 

Fig. 189. die Oberflähe AK einer Kugel 
fällt, die ſich aus dem feftgehalte- 
nen Punkte mit der Entfernung” 
CP des anderen Punktes, als 
Halbmeffer, bejchreiben läßt; hält 
man hingegen einen Körper in 
zwei Punkten C und D feſt, fo 
find bei jeder noch möglichen Bes 
wegung bie Wege von ben übri⸗ 
gen Punkten P, Pı Kreife, die 
fi) als die Durchſchnitte O.PQ, 
O,Pı Qı .. von je zweien, aus 
den feſtgehaltenen Punkten C und 
D beichriebenen Kugeloberflähen 
herausftellen. Diefe Kreife find 

unter ſich parallel und winkelrecht auf der geraden Linie, welche die feften 
Punlie mit einander verbindet. Die Punkte M, M, .. der legten Linie bfei- 
ben unbeweglich; es dreht ſich alfo der Körper um diefe Linie CD, die man 
beshalb auch Umdrehungsare (franz. axe de rotation; engl. axis of 
rotation) des Körpers nennt. Die auf diefer Are winkelrecht ftehenden 
Ebenen, in welchen die verfchiebenen Punkte umlaufen, heißen die Ums 
Beisbac's Lehrbud der Mechanit. L 16 


8. 139. 
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brebungsebenen (franz. plans de rotation; engl. planes of rotation) 
bes Körpers. 

Man findet den Halbmeſſer MP bes Kreifes OPQ, in welchem ſich ein 
Punkt P bewegt, wenn man von demſelben ein Perpendilel gegen die Um⸗ 
drehungsare CD fällt. Je größer dieſes Perpendikel ausfällt, defto größer 
ift aud) der Kreis, in welchem der Punkt um die Are herumgeht, und daher 
aud die Umbrehungsgefchwindigfeit des Punktes. 

MWerden von einem Körper drei nicht in eine gerade Linie fallende Punkte 
feftgehalten, fo Tann der Körper in feiner Deziehung eine Bewegung anneh- 
men, weil ſich die drei Kugeloberfläden, in welchen fd e ein vierter Punkt 
bewegen müßte, nur in einem Punkte jchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Iede Kraft, welche durch 
den feftgehaltenen Punkt eines Körpers, 3. B. durch den Mittelpunkt eines 
Kugelgelenkes geht, wird von der Stlige des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuſtand Teinen Einfluß. Ebenſo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten oder Zapfen unterftügt ift, fo wird jede Kraft, 
deren Richtung die Are fchneibet, welche fich durch diefe feftgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stützpunkten aufgenommen werben, ohne daß 
eine andere Wirkung atıf den Körper übrig bleibt. Auch wird ein Kräfte- 
paar von den Stüßpunften eines Körpers aufgenommen, wenn deſſen Ebene 
die durch diefe Punkte beftimmte Drehungsare enthält oder mit diefer Linie 


"parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, 3. B. (P, — P) in Fig. 190, 


bringt dagegen eine Drehung des Körpers ACB um die Drehungsare C 
Dig. 190. dig. 191. 





hervor, wenn e8 nicht durch ein anderes Kräftepaar (j. $. 97 und 99) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei ber Drehung feine 
Nichtung bei, fo ift der Hebelarm und folglich aud) da8 Moment deffelben 
veränderlich, und e8 fallen beide bei einer gewillen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, Fig. 190, welcher in einem 
Punkte C feftgehalten wird, die Kraftrihtung um den Winfel BAP= « 
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von der Linie AB durch beide Angriffspunkte A und .B abweicht, fo ift eine 
Drehung von ACA, = BCB, = ß! = 180° — a nöthig, um das 
Moment bes Kräftepaares (P, — P) zu annulliren, und ebenfo ift e8 bei 
einem in zwei Punkten ober einer Are feitgehaltenen Körper, welcher von 
einem Kräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene winkelrecht zur Are fteht. 

Wird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AC, Fig. 191, von 
einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, fo kann man 
durch Hinzufligung zweier Gegenträfte, + P und — P, diefe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stützpunkte 
aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenſo ift es, wenn ein Körper in 
einer Are feitgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirft. 
Hier vertheilt fich aber der Drucd + P auf beide Stligpunfte. Iſt a die 
Entfernung CA des Angriffspunftes A der Kraft von der Are C, und & ber 
Winkel ACA,, um welchen die Linie CA von ber Kraftrichtung abweicht, 
fo bat man den Hebeların des Kräftepaares (P. — P), AK = asin.e, 
und das Moment, mit welchem dafjelbe ben Körper um C umzubrehen fucht: 

M = Pasin.«. 

Bleibt während der Drehung die Richtung der Kraft P unverändert, fo 
änbert fih M mit « und ift für & — 90° ein Marimum (Pa), jowie für 
« — 0 oder 180°, — Null. Die mechanische Arbeit, welche bei Drehung 
bes Körpers um ACA, = a, bie Kraft P, oder das SKräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ift — 

A=P.KA Pa (I — cos. c). 


Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft eines 8. 134. 
in einem Punkte oder einer Linie unterftügten Körpers nur im Ges 
wichte befiefben, fo erfordert das Gleichgewicht dieſes Körpers, daß fein 
Scwerpunfi unterftügt fei, d. i. daß die verticale Schwerlinie deffelben 
durch den feften Punkt ober durch die fefte Linie gehe. 

Fällt der Schwerpunkt mit dem feftgehaltenen oder fogenannten Auf⸗ 
hängepuntte zufammen, fo hat man ein indifferentes Gleihgewidt 

Fig. 192. (franz. &quilibre indifferent; engl. indifferent 

\ equilibrium), weil der Körper im Gleichgewichte 

ı bleibt, man mag ihn um den feiten Punkt drehen wie 
» man will. Wird hingegen ein Körper AB, Fig. 192, 
in einem über dem Schwerpunkte S liegenden Punkte 
C feftgehalten oder unterftütt, fo befindet fich der 
Körper in einem ficheren oder ftabilen Gleich— 
gewichte (franz. und engl. stable), weil, wenn man 
diefen Körper in eine andere Lage bringt, aus dem 
Gewichte G defjelben eine Seitenfraft N hervorgeht, 

16* 
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die den Körper in die erfte Lage zuritdführt, während die andere Seitenfraft 
P der feite Punkt C aufnimmt. Wird endlich der Körper AB, Fig. 193, 

Fig. 198. in einem Punkte C feftgehalten, der unter bem Schwer: 
punkte S liegt, fo ift der Körper in einem unſiche⸗ 
ren oder labilen Gleichgewichte (franz. dquilibre 
instable, engl. unstable equilibrium); denn wenn 
man ben Schwerpunkt von der Berticalen durch C 
entfernt, fo geht aus dem Gewichte G bes Körpers 
eine Seitenfraft N hervor, die ben Körper in feine 
erfte Lage nicht nur nicht zurückführt, fondern denjel- 
ben davon noch mehr abzieht und ihn fo weit ums 
dreht, bis der Schwerpunkt unter den feften Punkt zu 
Tiegen kommt. | 

Diefelben Beziehungen finden auch bei einem in zwei Punkten ober in 
einer Are feftgehaltenen Körper ftatt; berfelbe ift im indifferenten, ftabifen 
oder labilen Gleichgewichte, je nachben der Schwerpunkt in, vertical unter 
oder vertical ber ber feiten Are befindlich ift. 

Wenn der Körper in einem Bunte, oder in einer horizontalen Are umters 
ftütgt wird, fo iſt das Moment, mit welchem fich ber Körper in der flabilen 
Gleichgewichtslage zurlicdzudrehen ſucht, M = Gasin.a, wobei @ bas Ge 
wicht, a den Abftand OS, des Schwerpunttes S, von der Are C, und « den 
Drefungswintel SCS, bezeichnet. Die mechanifche Arbeit, welche hierbei 
das Gewicht GE verrichtet, ift 


A=Ga(l1l— cos. œ). 





Druck auf die Stütspunkte eines Körpers. Wenn ein in zwei 
Punkten C und D ober einer Are CD feftgehaltener Körper CAD, Fig. 194, 
von einem Kräftefgfteme ergriffen wird, fo führt man, um die Bedingungen 
feines Gleichgewichtes zu ermitteln, nach $. 99, das ganze Syſtem auf zwei 
Kräfte zurüd, und zwar auf eine Kraft parallel zur Are und auf eine Kraft, 
deren Richtung in einer Normalebene zu diefer Linie liegt. Es ſei EN—N 
die erftere, mit ber durch die feften Punkte C und D gehenden Are X X 
parallel wirkende Kraft, nd AP — P bie zweite Kraft, welche in einer 
af XX normalftehenden Ebene Y ZY wirft. Aus der erfteren refultivt 
eine Kraft + N, welche die Are CD in ihrer eigenen Richtung fortzufchieben 
ſucht, und ein Kräftepaar (N, — N), welches ſich als ein anderes Kräfte 
paar (N), — N) auf die feften Punkte C und D fortpflanzt, deſſen Com⸗ 
ponenten 


M=INmWw—M=-{N 
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find, wenn d ben Abftand O Z der Parallelkraft N von ber Are OCD und! 
bie Entfernung C.D der beiden Stützpunkte C und D von einander bezeichnen. 


Gig. 194. 





Ebenſo zerfege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte⸗ 
paar (P, — P), ſowie die erftere wieder in die Seitenkräfte P, und P,, wo⸗ 
von die eine in C und bie andere in D angreift. Bezeichnen wir wieder die 
Abftände CO und DO des Angriffspunttes O von den beiden Stütpunften. 
C und D durch 4, und %,, fo haben wir: 

P=2P mb B=4P, 
und es läßt fid) num leicht aus N, und P, der Mitteldrud S, in C, fowie 
aus — N, und P, der Mitteldrud S, in D durch Anwendung des Kräfte 
parallelogrammes beftimmen. 

Bezeichnen wir den Wintel YO (+ P), unter welchem die Ebene NOX 
von der Richtung der Kraft P oder + P gejchnitten wird, durch a, fo ift 
auch der Winkel CP, = «, fowie N,DP; — 180° — «a, und «8 
ergeben fich daher bie refultirenden Driüde in C und D: 


S = VN}? + pP? + 2N,Pıcos.« und 
N? + P2— 2N,P,cos.m 
Bezeichnet endlich a das Loth OL auf die Richtung der Kraft P, fo ift 
das Moment des Umbrehungsträftepaares (PR — P), M = Pa. 
Im’ Gfeichgewichtszuftande muß natürlid) a — Null fein, und daher P 
durch die Are CD hindurchgehen. 
Beilpiel. Es fei das ganze Kräfteſyſtem eines in der Are XX feftgehal- 
tenen Körperd auf die Normaltrafi P = 36 Kilogramm und auf die Parallel- 
troft N = 20 Kilogramm zurüdgeführt; e8 ſei der Abſtand der letzteren Kraft 
von der Are OE, d = 60 Gentimeter, und der Abftand OD zwiſchen den feit« 
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gehaltenen Punkten, 3 = 160 Eentimeter; man ſucht die von der Are oder bon 
den feften Punkten CO und D aufzunehmenden Kräfte, vorausgefegt, daß die Rich- 
tung der Kraft P um den Winkel « = 65 Grad von der Grundebene X ab⸗ 
weiche und ihr Angriffspuntt O um CO = 1, —= 40 Eentimeter von dem feften 
Buntte C abftebe. 

Die Kraft N = 20 Kilogramm ertheilt der Are in ihrer eigenen Richtung 
den Schub N = 20 Kilogramm, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 


N = — N= 4 : 20 = 7,5 Kilogramm un — N, = — 7,5 Bilogramm, 
weldhe die feiten Punkte C und D aufnehmen. Aus der Kraft P entipringen 
die Kräfte: 

P,= a P= Nr.8=7 Kilogr. und p=4 P=Y,.36—9 Rilggr., 


aus welchen endlich durch Vereinigung mit den erfteren Kräften die Mittelkräfte: 
Ss, = V7,52 + 272 + 2.7,5.27.c0s.65° — V56,25 + 729 + 171,160 
— Y956,410 = 30,926 Kilogr. und 
Ss, = V75% + 92 — 2.7,5.9.c08.650 = V56,25 + 81 — 67,054 
— V80,196 — 8,955 Silogr. 
hervorgehen. 


8.136. Wird ein in zwei Punkten C umb.D feftgehaltener Körper CAD, Fig. 195, 
nur don einer Kraft R ergriffen, deren Richtung um den Winkel PAR ß 
Tig. 195. 





von ber Umbrehungsebene XOZ abweicht, fo zerlege man biefelbe in die 
Geitenkräfte: — 
AP=P=Rcos. ß und 
AN=N=Rsn$ß, 
wovon die erftere in der Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 
wirkt, und behandele diefe genau fo wie die reſultirenden Kräfte P umb N 


F. 136.] Gleichgewicht fefigehaltener und unterftügter Körper. 247 
eines ganzen. Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es ift hiernach die Kraft, 
welche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein bejonderes Wiberlager erhalten muß: 
N = Rein. ß, 
fowie jeder der Componenten des Kräftepaares (N), — N,), welcher in C 
und D nad) entgegengefeßten Richtungen winkelrecht gegen C.D wirft, 
d 


d 
M=IN={IRenßm N =—{Reinß, 


wofern wieder J bie Entfernung CD ber beiden Stüßpunfte C und D von 


einander, fo wie d den Abfland OA bes Angriffspunktes A der Kraft 22 
vom Arpunkt O bezeichnet. 


Ebenſo ift die Kraft, welche in O winkelrecht auf C.D wirft: 


+ P=Roos.ß, 
umd der Component derfelben in C': 
pP =2P=® RB, 
fowie der in D: 
P,= AP = a R cos. ß, 


wenn wieder /, und 1; die Abftände CO und DO ber Punkte C und D von 
der Umdrehungsebene Y zY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N,, P, und P, in die Formeln: 
Ss =VN? + pP? + 2N,P,cos.a und 
für die Normaldrücke in C und D ein, wobei man wieder mit & den Winkel 


YAP bezeichnet, um welchen die Richtung der Seitenkraft P von der Ebene 
ACD abweicht, jo erhält man: 


Sı = * V(dsin. B)? + (lycos. B)? + 2dl,sin.ß cos. B cos. « und 


S = * V(dsin. B)? + (lı cos. B)? — 2dli sin. ß cos. ß cos. . 


Das noch freibleibende Umdrehungskräftepaar (P, — P) hat das Moment 
P.OL—=Pa=— Rdsin.a cos. ß. 

Diefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 

geneigte Are CD drehbaren Körpers OA, Fig. 196 (a. f. ©.) 


Es ift hier R das Gewicht E des Körpers, d der Abſtand OS = OS, 
feines Schwerpunftes von der Umbdrefungsare, & der Elongationswintel 
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508; —=0OS,L, um weldien der Schwerpunkt 8, von feiner Gleichgewichts⸗ 
lage 8 durch Drehung in der auf CD rechtwinkelig ftehenden Ebene ZSY 
Bin. 198. verriidtift, und 4 der Winlel @S,P, 
welchen die Umbrehungsebene YSY 
mit ber Berticalen, folglich aud) bie 
Drehungsare CD mit der Horizon. 

talen DH einſchließt. 

Das Umdrehungsmoment, mit 
welchem der Körper durch fein Ge- 
wicht in die Gleichgewichtslage und Sı 
nad S zurücgeflhrt wird, ift 

Pa — Gd sin.a cos.ß, 
und die entfprechende mechaniſche 
Ürbeit 
A= 6G.KScos.ß = @dcos.ß (1 — c08.0). 


Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfraft P 
reſultirt aus allen denjenigen Seitenkräften, deren Richtungen in einer ober 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Nun ift aber in diefem Halle, nad} 
$. 91, das ſtatiſche Moment Pa der Mitteltraft gleich der Summe Pıaı 
+ P3a3 +++» der ſtatiſchen Momente der Seitenkräfte, und fur ben Gleich» 
gewichtezuftand bes feftgehaltenen Körpers, der Hebelarm a der Mittelfraft 
— Null, weil diefe durch die Are felbft geht; es ift daher aud) die Summe 

Pa+Ra +. =0, 


d. h. ein in einer Are feftgehaltener Körper ift im Zuftande bes 
Gleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ſtatiſchen Momente feiner Kräfte hinſichtlich diefer Are 
— Null, oder die Summe der Momente der nad) der einen Um— 
drehungsridtung wirkenden Kräfte eben fo groß ift als die 
Summe der Momente von ben nah ber entgegengejegten 
Richtung wirkenden Kräften. 

Mit Hüffe der legten Formel läßt ſich ein Element des im Gleichgewicht 
befinblichen Kräftefgftemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebelarm finden, fo 
wie eine Umdrehungskraft von einem Hebelarme auf einen andern reduciren. 

Kommt es darauf an, einen um eine fefte Are drehbaren Körper, deſſen 
Umbdrefungsmoment Pa ift, ins Gleichgewicht zu fegen, fo hat man nur 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungskraft Q, ober ein Umbrehungsträfter 
paar mit dem Moment Qb — Pa hinzuzufügen, wobei nur der Unterſchied 
Ratifat, deß durch Hinzufügung eines Kräftepaares (9, — Q) ber Agens 
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druck nicht verändert wird, dagegen durch Anfchliegen einer Kraft Q, zum 
Arendrud noch die Kraft + Q hinzutritt. 
de nachdem man die Kraft oder den Hebelarm b derſelben giebt, läßt ſich 


—! rg = 


berechnen. ° 
Dean nennt im letzteren Falle Q die vom Hebelarm a auf den He» 
belarm d rebucirte Kraft P, und kann hiernach die gegebene Umdre⸗ 
hungskraft P auf jeden beliebigen Hebelarm reduciren, alfo auch durch eine 
andere, an jebem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft erjegen, ober ins 
Gleichgewicht bringen. 
Auch kann man durch die Formel Q — Fa + ra + ai uhh 


Syſtem von Umbrehungsfräften auf einen und denfelben Hebelarm reduciren. 


ein ganzes 


Beilpiel. An einem um eine Axe drehbaren Körper wirken die Umdrehungs⸗ 
fräjte PR, = 50 Pfund und P, = — 35 Pfund an den Armen a, = 1, Fuß 
und a, — 21%, Fuß; man ſucht die Kraft P,, welde an einem Hebelarme a, — 4 
Fuß wirken fol, um Gleichgewicht berzuftellen, oder eine Umdrehung um die Are 
zu verhindern. Es ift: 


60.1,25 — 85.25 + 4; = 0, daher: 


P, * Ih ER — 6,25 Pfund. 


Hebel Ein um eine feite Are drehbarer und von Kräften ergriffener 8. 138. 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Denft 
man ſich benfelben gewichtslos, fo Heißt er ein mathematifcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyfifcher. 

In der Regel nimmt man an, baß die Kräfte eine Hebels in einer win- 
kelrecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erſetzt die Are durch einen feiten 
Punkt, den man den Ruhe⸗, Dreh- oder Stützpunkt (franz. point 
d’appui; engli fulerum, hypomochlion) nennt. . Die von diefem Punkte 
nad) den Richtungen der Kräfte gefällten Perpenditel heißen ($. 91) Hebel- 
arme. Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter fich parallel, fo 
bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und der Hebel heißt dann ein 
geradfiniger oder geraber Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, jo heißt ber 
Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courbé; engl. bent lever). Der 
geradlinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarmig, je nachdem die Angriffspunkte auf eimerlei ober auf 
entgegengefetsten Seiten des Stügpunftes liegen. Man unterjcheibet aud) 
wohl Hebel der erften, zweiten und dritten Art von einander, indem man ben 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erfien Art, den einarmigen Hebel aber ent⸗ 
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weder Hebel ber zweiten oder Hebel ber dritten Art nennt, je nachdem bie 
vertical abwärts wirkende Kraft (Laft), oder die vertical aufwärts wirkende 
Kraft (Kraft) dem Stutzpunkte näher liegt. 


8. 139. Die Theorie des Gleihgewichtes am Hebel ift im Vorhergehenden 
vollftändig begründet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung der- 
felben nöthig. ‘ 

Bei dem boppelarmigen Hebel ACB, Fig. 197, ift, menn man den 
Hebelarm CA der Kraft P durch a und den Hebelarm OB der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit d bezeichnet, nach der allge» 
meinen Theorie: Pa — Qb, d. i. Moment der Kraft glei Mo— 
ment der Laſt, vr ud: P:Q=b:a,b.i. die Kraft verhält 
fi zur Laſt, wie der Hebelarm der Legteren zu bem Hebel» 
arme der erfteren. Der Drud im Stütpunfte t R=?+ Q. 





Fig. 198. 
Sig. 197. p 

A B 
| a J 
| | 
| Q 
; 
U R 
v 
R 
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Bei den einarmigen Hebeln ABC, Fig. 198, und BAC, Fig. 199, 
findet diefelbe Beziehung zwiſchen Kraft (P) und Laſt (Q) ftatt, es ift hier 
aber die Kraft der Laſt entgegengefegt gerichtet, und deshalb der Drud im 
Stügpunkte glei, der Differenz beider, und zwar im erften Falle: 

R=0Q— P, und im zweiten Galle = P— Q. 

Auch beim Winkelhebel ACB mit ben Hebelarmen CN = a md 
co=b, fig. 200, bleibt P:Q = b:a, nur ift hier der Drud im 
Stügpunkte gleich der Diagonafe R besjenigen Parallelogrammes CP, BQı, 
welches fich aus der Kraft P und Laft Q und dem Winkel PR CQ, = PDQ=u, 
unter welchen die Richtungen derfelben zuſammenſtoßen, conftruiren läßt. 

St @ das Gewicht des Hebels ımd CE — e, Fig. 201, der Abſtand 
bes Drebpunftes C von der Berticallinie SG durch den Schwerpunkt deſſel⸗ 
ben, fo hat man Pa + Ge = Qb zu ſetzen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn ber Schwerpunkt auf der Seite ber Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf ber Seite ber Lat Q fich befindet. 
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Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Mafchinen ihre 
Anwendung Der Kniehebel ABCD, Fig. 202, welder zuweilen als 


Tig. 200. 
ig. 199. D 
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ein befonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winkelhebel. Der um 
bie Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er- 


ig. 202. 


Sig. 201. 





griffen und wirft mittels einer Stange BD auf die in D angreifende Laſt Q, 
welche den Arın unter einem fpigen Winkel ABD —= CBE = a ſchneidet. 
Dezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man den 
Hebelarm von Q: 

CE—=b sin. «, daher: 

Pa = Ob sin. a, oder: 


pP = Q sin.a, und umgefehrt: 


@ pP 
b sin. & 





= 


* 
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Dan wendet diefen Hebel oft zum Zufammenprefien von Stoffen an. 
Die Preßkraft Q wächſt hiernach direct wie P und ne dagegen umgekehrt 


wie sin. «. Durch Verkleinern des Winkels © läßt fich alfo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beiſpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange AC B, Fig. 203, 

mit einer Kraft P von 60 Pfund niederbrüdt, und es ift der Hebelarm CA der 

Kraft 12 mal jo groß als ber 

Fig. 208. Hebelarm OB der Laſt, jo wird 

diefe, oder vielmehr die in B 

außgeübte Kraft Q, 12mal jo 
eroß als P fein, aljo 

Q = 12.0 = 7%0 Pfund 
betragen. 

2) Wird einean einer Stange 
hängende Laft Q, ig. 204, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, von 
denen der eine in A und der 

Q andere in B angreift, jo kann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder der beiden Arbeiter auszu⸗ 

Fig. 204. halten hat. Es ſei die Laſt 
Q = 60 Rilogramm, daß Ges 
wicht der Stange, & = 6 Kilos 
gramm, die Entfernung A B der 
beiden Angriffspunftte von eins 





Entfernung der Laft von einem 
diefer Punlte B, BC = 10 
Gentimeter, und die Entfernung 
des Schwerpunktes S der Stange 
von eben demielben: 

BS = 140 Gentimeter. 
Sehen wir B als Stügpunft 
an, jo hat die Kraft P, in A 
den Laften Q und G@ das Gleich⸗ 
gewicht zu halten; es iſt aljo: 

P,..B4A=0Q.BC + G.BS,».i: 
240 P, = 10 . 60 + 140 .. 6 = 6000 -+ 840 = 6840, daher: 
P,= I — 285 Kilogramm. 
Wird hingegen A als Stügpunft angeſehen, jo ift zu fegen: 
P,.4AB=0Q.4C+H 0.48, 





alfo in Zahlen: 
240 P, = 140.60 + 100 .. 6 = 8400 + 600 = 9000, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 


PR = = = — 87,5 Kilogramm; 


ander, — 240 Gentimeter, die ' 
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euch ift, jehr richtig, die Summe der nad oben wirlenden Sräfte 
P, = 23,5 + 37,5 = 66 Rilogramm 
jo groß wie die Summe der nad unten wirlenden Kräfte 
+ G=60 +6 = 66 Rilogramm. 
8) Bei einem 150 Pfund ſchweren Wintelhebel AC B, Fig. 205, ift die vertical 
ziehende Saft Q = 650 Pfund und ihr Hebelarm CB — 4 Fuß, dagegen der 
Hebelarm der Kraft PR CA = 6 Fuß und 
der Hebelarm des Gewichte, CE — 1 Fuß. 
Wie groß ift die zur Herftellung des Gleich⸗ 
gewichtes nöthige Kraft P und der Drud R 
im Zapfen? Es ift: 
CA1.P=CB.Q+CE.4».i.: 
csP=4.6%0 + 1. 150 = 2750, 
folgli iſt die Kraft: 
P= un = 468%, Pfund; 
der Zapfendrud befteht aus der Berticaltraft 
Q + @ = 650 + 150 = 800 Pfund und 
die Horizontalgewalt P beträgt 458%, Pfund, 
folglich ift der Zapfendrud: 
R=V@+t@+P 
— V (800)2 + (453%,)% 
— V 850070 —= 922 Pfund. 


Fig. 205. 








Es körmen an einem Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q wir⸗ 
fen; auch ift es nicht nöthig, daß bie Kräfte eines Hebels in einer und der- 
felben Umdrehungsebene wirten. Sind Qı, Os, Qs die Laſten eines Hebels 
ACB,;, ig. 206, fo wie by, be, dʒ die Hebelarme O Bi, OBa, CB, der- 
felben, während die Kraft P am Hebelarme CA — a wirkt, fo hat man 

Pa = Qbdı + dba + Ob, 
und wenn ber Hebel ein geradliniger ift, den Drud im Stügpunfte: 
R=P+Q +9 + 9%. 
Sig. 206. Gig. 207. 





R 


Wirken die Kräfte eines Hebeld in verfchiedenen Umdrehungsebenen des 
Hebels ACDB, B;, Fig. 207, fo ändert ſich deshalb die Momentenformel 


$. 140. 


8. 141. 
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Pa = Qıbı + Q:bs P nicht, nur findet hier eine befondere Bertheilung 
des gefammten Arendruds 
R=P + Q + Q; + 0: 
Fig. 208. auf die beiden Stiigpunkte oder fogenannten 
D Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 
I die Länge der Hebelare CD ober die Ent⸗ 
fernung ihrer Stügpunfte von einander, und 
find do, li,lz... die Abftände O0,C0,,C 03... 
der Umbrehungsebenen der Kräfte vom Stütz⸗ 
punkte CO, fo hat man für die Zapfendrücke 2, 
und R, in D und C folgende Formeln: 
Pu + Qlı + Qıh + -- 
I 





R = 


‚und 


R=R-R= SIITW FOL -WEHE-M, 
Bei einem Winfelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirten, bleibt zwar 


der Ausdrud 
Pa = Qbi + Qi + 


unverändert, nur wirken dann die auf die Stlgpunfte rebucirten Arendrüde, 
wie z. B. — _—, 2 iz 1 ., in verfchiedenen Richtungen und laſſen fich 
daher nicht mehr durch Addition vereinigen, jondern müſſen wie die in einem 
umd demfelben Punkte angreifenden und in einer Ebene wirlenden Kräfte 
vereinigt werben (f. $. 81 und $. 82). 


Beifpiel. Wenn der Hebel in %ig.208 in den Abſtänden CO, = 1, =12 
Zoll und CO, = ih = 24 Zoll vom Zapfen O die an den Hebelarmen O, B, 
—=b, = 16$80l und 0,B, = b, = 1030 wirtenden Laften Q, —=_800 Pfund 
und Q, = 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichts 
nöthige und an dem Hebelarm VOA= a = 60 Zoll wirkende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, voraußgejett, daß die Kraft im Abftande 
CO = = 18 Zoll vom Zapfen C toirtt, und die ganze Arenlänge CD — | 
— 32 Zoll mißt? 

Es ift die Größe der erforberliden Kraft: 
pr ht h_ 300. erım. 10 —_ 8. Er — 801.80 160 Pfb. 
und es find die Zapfendrüde 

R= BE AI 18 + 300 . 12 -} 480 , 24 — 562,5 Pfund, und 


R=R- RB, = 30 + 0 + ım — 662,5 — 377,5 Pfund. 


Die Wirkung der Schwere am Hebel läßt fich mit Bortheil auch anwenden, 
um den Schwerpunkt S und das Gewicht G eines Körpers AB, Fig. 209, 
zu ermitteln. Man unterftilge den Körper erſt in einem Punkte C und dann 
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in einem Punkte O,, welcher um CC, = d vom erften abfteht, und bringe 
den Körper beide Mal durch eine in den Abftänden CA = a und CA 
Fig. 209. — a = a — d wirkende Kraft ind Gleich⸗ 

gewicht. Iſt nun der Werth diefer Kraft das 


B =—— AH ——pA erfte Mal — P und das zweite Mal derjelbe 
8 i — Pı, ferner das Gewicht des Körpers — 

und der Abſtand ſeines Schwerpunktes S von A, 
G Pr AB= x, fo hat man: 


Pa= G(x — a) und Pa, = G(& — a,), woraus 
— (P — P,) a0 


= Da’ jowie 
a Ferm sorgt. 
Ga — d 


Bei Anwendung einer gleicharmigen Wage HKL, Fig. 210, Imd IL, 
und eine auf einer Schneide C ruhenden einarmigen Hebeld CF Tann man 


Fig. 210 1. 





auf demjelben Wege das Gewicht G umd ben Schwerpunkt S eines Körpers 
MN ebenfalls beitimmen. Man legt denſelben auf den Hebel CF’, welcher 
durch ein Seil oder eine Kette FL mit dem Armende L des Wagebalfens 


D“ 


8. 142. 
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HKL verbunden ift, und bringt ihn mit einem auf die Wagfchale aufzu- 
legenden Gewichte P ins Gleichgewicht. Bezeichnet a den Hebelarm CF, 
b den Abftand OD (I) eines markirten Punktes D des Körpers von dem 
Stügpunfte C und z den Horizontalabftand DE der verticalen Schwerlinie 
S@ von D, fo läßt ſich jegen 


Pa=G(b+2), 


Peo=@lb +2) | 
wenn zur SHerftellung des Gleichgewichts das Gewicht PL auf die Wag- 
ſchale zu legen ift, nachdem man den Körper MN um dk, — b auf feiner 
Unterlage CF verjchoben hat. 

Aus beiden Gleichungen folgt 


fowie auch 


_ Pb, — Pıb 
1) = _p m 
_(P— Pı)a 
2) G= — — 


Bezeichnet in einer anderen Tage des Körpers MN (f. II) c den Abſtand 
CD bes marfirten Punktes D von der Stüge C, fowie y den Abftand DE, 
der verticalen Schwerlinie SG von D, und P, die Größe bes zur Herftellung 
bes Gleichgewichts aufzulegenden Gewichts, fo hat man wieder 

P,aa=@(c + y) daher 
P, 177 


3) ya Te 


Iſt nun der Körper in Beziehung auf die Berticalebene durch CF fym- 
metrifch, fo beitimmen die Coordinaten z und y den Schwerpunft defielben 
vollſtändig, außerdem hat man aber bei einer dritten Tage des Körpers auf 
CF auf demfelben Wege noch eine dritte Coordinate ⸗ des Schwerpunktes zu 
ermitteln. 

Um die Gewichte der Wagen, Wagſchalen u. ſ. w. unbeachtet laſſen zu 
fönnen, bringt man die leere Wage vor dem Gebrauche durch ein foge- 
nannte Tarirgewicht 7 zum Einfpielen. 


Druck der Körper auf einander. Das in $. 67 auögefprochene 
Erfahrungsgefeg: „Wirkung und Gegenwirkung findeinandergleich,* 
ift die Bafis der Bau- und Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Orte nöthig, 
die Bedeutung deffelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M,, Big. 211, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rich⸗ 
tungen von der gemeinjchaftlichen Normale X X zu den in Berührung be» 
findfichen Oberflächentheilen beider Körper abweichen, fo tritt ſtets eine Zer⸗ 
fegung der Kräfte ein; es geht nur diejenige Seitentraft N oder N, 
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von einem Körper auf den anderen über, melde die Richtung ber 

Normale hat, bie andere Seitenkraft S oder 5, Hingegen bleibt im Körper 
qurüd und muß durch eine andere Kraft oder ein anderes Hinderniß auf - 

Big. au. genonmen werden, um bie Körper 

im Öfeichgewichte zu erhalten. Zwi⸗ 

x fchen den normalen Seitenfräften N 

und N, aber findet, dem angeführten 

Principe zufolge, vollfommene Gleich⸗ 

gr heit ftatt. 

j Weicht die Ricjtung der Kraft P 

um den Winkel NAP = % vonder 

Normale AX und um ben Winkel 

SAP— ß von ber Richtung der 

zweiten Seitenfraft S ab, fo hat 

man (f. $. 80): 


__Psin.ß 
N=nCH+D' 

u s= Psin.a 
 sin.(a + PB)" 


Bezeichnet man ebenfo N, A, Pı durch &, und Si A, Pı durch Bi, fo Hat 
man aud): 
P, sin. Bı 


N = 
"Tan. + Pl) 
endlich wegen ber Gleichheit N = Ni: 
Psinß_ __Pısmß 
sin. + P) sin + Bi) 
Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hinderniß 
DE aufgehaltene Körper Ad,, Big. 212, durch einen anderen, um eine Age & 
Sig. 212. drehbaren Körper M mit einer Kraft P 
= 250 Rilogramm gebrüdt wird, und die 
x Rihtungswintel folgende find: 
PAN=a= 80, 
PAS == 49, 
PANM=.a = 6, 
PAS = A = 50. 
Aus der erflen Formel beftimmt fi der 
Rormaldrud zwiſchen ben beiden Körpern: 


Pı sin.a, 


ern) 


_n _ _Psin.B 
? ENnSnetn 
= Min = 187,18 Rilogr.; 
auß der zweiten folgt ferner der Drud gegen 
- die Age oder den Zapfen C: 


Beisbac's Lepröud der Mehanit. 1. 7 
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= 144,47 Rilogr.; 


endlich auß der Berbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt fich der Geis 
tendrud gegen das Hinderniß DE: 


N,sin.o, _ 187,18 sin. 65° 
_ 1 _ 187, 
= sin 810.500 





= 221,46 Rilogr. 


8.143. Vergleichung des Gleichgewichts unterstützter oder theil- 
weise festgehaltener Körper mit dem Gleichgewicht freier 
Körper. Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung wird das 
Gleichgewicht eines unterftitgten Körpers nicht geftört, wenn man ftatt der 
Stüge eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüge übergehenden Drud 
oder Zug aufnimmt, und daher demfelben an Größe glei) und der Richtung 
nad) entgegengefegt if. Nach Einführung dieſer Kräfte läßt ſich daher 
jeder irgendwie unterftügter ober theilweife feftgehaltener Körper aud) als ein 
völlig freier Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuſtand 
defielben wie der eines freien Körpers oder eine freien Kräfteſyſtemes bes 
handeln. 

Wenn z. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, Fig 213, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und bie Kraft S von der 
. Are C aufgenommen wird, 

Big. 218. fo kann man auch anneh⸗ 

-. “ men, daß derfelbe ganz frei 
fei und außer der Kraft P 

noch von zwei Kräften — N 

und — S ergriffen werde. 

Wenn ebenfo der Körper 

Mı mit der Kraft N, auf 

M und mit der Kraft 5, 

gegen bie fefte Ebene DE 

brüdt, fo wird deshalb das 

N Gleichgewicht nicht gefört, 

wenn man ftatt biefer 

Stügen zwei Gegenfräfte 

—N und —S, einführt, und biefelben mit den Kräften, weiche überdies noch 

auf diefen Körper wirken, z. B. mit P,, vereinigt. Im Gleichgewichtäzuftande 

muß natürlich ſowohl die Mittelfraft des einen Körpers, ais auch die des 

anderen — Null fein, daher ſowohl die Mittelfraft aus — N und — S 

durch P, als aud) die aus — N; und — 5, durch P, aufgehoben werden. 

Da ſich die Kräfte N und N}, mit welchen bie beiden Körper auf ein» 
ander wirfen, das Gleichgewicht halten, ſo werben folglich aud) im Gleich 
gewichtszuſtande der Körperverbindung (M, Mı) bie Kräfte P, —S, Pı 
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und — 8, im Gleichgewicht fein. Dan nennt jene Kräfte N, N, innere, 
und die Kräfte P, — 8, Pı und — 8, äußere Kräfte der Korperver⸗ 
Fig. 214. bindung ober des Krafteſyſtemes 
(M, M,) und lann hiernach behaupten, 
daß im Gleichgewichtszuſtande des 
letzteren, ſich nicht allein die inneren 
Kräfte das Gleichgewicht hal⸗ 
ten, fondern aud) die äußeren 
Kräfte im Gleichgewicht find, 
wenn man dieſelben, wie Fig. 214 
darftellt, beiunveränderterÖröße 
und Richtung, in irgend einem 
Bunte O angreifend annimmt. 





* 


Stabilität. Wenn ein ſich auf eine Horigontafebene ftügender Körper $. 144. 


außer der Schwerkraft von Feiner anderen Kraft getrieben wird, jo befigt der⸗ 
ſelbe fein Beſtreben zur fortichreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirkende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
iſt eine Drehung bes Körpers möglich. Ruht der Körper ADBF, Fig. 
215, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derſelbe 
im Ruhe, wenn fein Schwerpunft S unterftügt ift, d. 5. in der durch den 
Stügpuntt D gehenden Berticallinie (verticalen Schwerlinie) Tiegt. Stügt 
ſich aber ein Körper in zwei Punkten gegen die horizontale Oberfläche eines 
anderen, fo erfordert das Gleichgewicht deſſelben, daß die verticale Schwer» 
Tinie die die beiden Stügpunfte verbindende Gerade durchſchneide. Ruht 
endlich ein Körper in drei oder mehreren Punkten auf einer Horizontalebene 
auf, fo befteht Gleichgewicht, wenn die verticale Schwerlinie durch das Dreied 
‚ober Polygon Hinducchgeht, welches entfteht, wenn man die Stiigpunfte durch 
gerade Linien mit einander verbindet. 
Fig. 215. Fig. 216. 





H R HB 

Uebrigens find auch bei den unterftügten Körpern ftabiles und labiles 

Gleichgewicht von einander zu unterfcheiben. Das Gewicht C eines Kor⸗ 

pers AB, Fig. 216, zieht den Schwerpunft S deſſelben abwärts; ftellt ſich 
17* 
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num biefer Kraft fein Hinderniß entgegen, fo bringt fie in bem Körper eine 
Drehung hervor, die fo weit fortgeht, bis der Schwerpunkt feinen tiefften 
Big. 217. Ort einnimmt und ber Körper ins Gleich⸗ 
c gewicht lommt. Es läßt ſich nun ber 
haupten, daß das Gleichgewicht ſtabil 
iſt, wenn der Schwerpunkt die möglich 
tieffte Lage, Fig. 217, daß es nur labil 
ift, wenn er die höchſte Lage einnimmt 
(Big. 218), und daß es endlich ein in» 
bifferentes — — iſt, wenn der Schwerpunkt bei jeder Stellung 
des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 219). 


Sig. 218, 





Big. 219. 





Beifpiele. 1) Der homogene, auß einer Halbkugel und einem Eylinder befter 
Sende Körper ADBF, fig. 220, ruht auf einer Horizontalebene HR, Welde 
. Höhe SF = A mu der cplindrifce Theil deir 
Big. 220. felben Haben, damit diefer Rdrper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmefjer einer Kugel fieht auf 
der entſprechenden Berührungsebene winlelrecht; 
nun ift aber die Horigontalebene eine ſolche 
Ebene, folglig muß aud der Halbmefier SD 
auf der Horizontalebene rechtwintelig ſtehen und 
in ihm zugleich der Schwerpunft des Körper 
liegen. Die durch den Kugelmittelpunft gehende 
Age FSL des Körpers ift eine zweite Schwers 
tinie deflelben; e& ift daher der Mittelpunkt 5, 
als Durchſchnitt beider Schwerlinien, Schwere 
punkt des Körpers. Gehen wir den Kugel: und Cylinderhalbmeſſet SA = SB 
= SL=r und die Eylinderhöhe SF—= BE = A, fo haben wir für daß 
Bolumen der Halbfugel: Y, = %,7 >, für das Volumen des Eylinders: V— nrth, 
für den Abftand des Kugelicpmwerpunftes 5,, 35, = %r, und für den des Cylinder⸗ 
Ihwerpunttes 8, 88, = Y4h. Damit nun der Schwerpuntt des ganzen Körs 
pers nach 5 falle, ift das Moment Y4mr3.Yar der Halbkugel gleichgufegen dem 
Moment ar?h.Y,h des Eylinders; hieraus aber ergiebt fi: 
MRayn,diher Y%= 090rl.r. 


H 
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IR der Rörper nicht homogen, jonbern hat der Halbkugelförmige Theil befielben 
daS fpecififche Gewicht y, und der eplinbrifche Theil baß fpecifiice Gewicht z, jo 
find Die Momente biefer Tpeile, Y,mr8.y, Yar und mrhyy. Ya, und es folgt 
durd) Gleichſehung derfelben mit einander: 


-yrıvih- Jo B 
2yM=ypr,diher Vz; = om Ya r. 


2) Der Drud, welden jedes der drei Beine A, B,C, Sig. 221, eines beliebig 
belafleten Tiſches auszuhalten hat, beftimmt fi) auf folgende Weile. EB jei 9 
Sie. 2a Schwerpunft des belafteten Tiſches, und ch 
2 jeien SE, CD Perpenditel auf AB. Ber 
zeichnen wir nun das Gewicht des ganzen 
Tiſches durd) und den Drud in C durch R, 
fo tönnen wir, AB als Age befandelnd, 
fegen: Moment von R = Moment von 
G, d. i: 
R.CD=G.SE 
und erhalten nun: 
AABS 


SE 
B=7n 9 =NaBcC 
ebenfo auch den Drud in B: 





—dAACS, in A: 
0= A455: ©, um den in A: 
‚p_ABCS 
P=rası 


Beſchaftigen wir uns mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 8. 145. 
Bafis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folder 
Körper befigt Stabilität oder ift im ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpimft unterftügt ift, d. 5. wenn das den Schwerpunt enthaltende Loth 
durch die Baſis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deſſelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durd) den Umfang ber Bafis, fo befindet fid) ber 
Körper im Tabilen Gleichgewichte, und geht endlich daffelbe gar nicht durch 
die Baſis, fo findet gar fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht fich 


Sie. 222. um eine Seite des Umfanges feiner Bafis 
. und ſturzt um. Das breifeitige Prisma 
* ABC, Fig. 222, iſt hiernach ſtabil, weil 


das Loth SG durch einen Punkt N der 
Bafis BC hindurchgeht; das Parallelepiped 
ABCD, $ig.223 (.f.S)), iR im Iabilen 
Gleihgewichte, weil das Loth S@ eine 
Seite D der Bafis CD durchſchneidet; der 
Chlinder ABCD, Fig. 224 (a. f. ©), it 
endlich ohne Stabilität, weil das Loth SE 
deſſen Bafis CD nicht durchſchneidet. 
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Stabilität oder Standfähigkeit (franz. stabilit6; engl stability) 
iſt das Vermögen eines Körpers, durch fein Gewicht allein ferne Stellung 
Gig. 223. Dig. 224. 
A B A 


N 


\ G 

zu behaupten und einer Umdrehungsurſache Widerftand entgegenzufegen. 
Kommt es darauf an, ein Maf fur die Stabilität eines Körpers auszus 
wählen, fo muß unterſchieden werben, ob nur auf eine Verriidung oder ob 
auf ein wirkliches Umftiirgen Rückficht genommen werden foll. Ziehen wir 
zunachſt nur das erſte Verhältniß in Betracht. 


$.146. Stabilitätsformeln. Cine nicht vertical gerichtete Kraft P ſucht einen 
Körper ABCD, Fig. 225, nicht allein umzuftiirzen, fondern auch fortzu⸗ 

Sig. 226. ſchieben; nehmen wir indeffen an, daß 

diefem Fortſchieben, oder nad) Befinden 
Fortziehen, ein Hinderniß entgegengefegt 
fei, berüdfihtigen wir alfo nur das Ums 
drehen um eine Bafisfante CO. Fällen 
wir von biefer Kante ein Perpendilel 
CE = a gegen die Kraftrihtung und 
ein anderes Perpendifel ON — e gegen 
die verticale Schwerlinie SE bes Kör- 
pers, fo haben wir es mit einem Winkelhebel ECN zu thun, für welchen 


gilt: Pa = Ge alſo P= 26; ift folglich die äußere Kraft P wenig 





größer als eG, fo nimmt der Körper eine Drehung um C an und verliert 


alſo feine Stabilität. Es hängt hiernach feine Stabilität von dem Producte 
(Ge) aus bem Gewichte bes Körpers und aus dem kurzeſten Abftande zwi⸗ 
ſchen einer Seite des Umfanges der Bafis und dem Lothe durd; den Schwer- 
punkt ab, und es läßt fid) daher Ge ald Maß der Stabilität anfehen 
und deshalb auch ſchlechtweg Stabilität felbft nennen. 

Dean erfieht hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte G und dem 
Abftande e gleihmäßig wächſt, und ſchließt hiernach, daß unter übrigens glei- 
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en Umftänden eine boppelte, dreimal fo ſchwere Mauer u. ſ. w. nicht mehr 
Stanbfähigkeit befitt, als eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop⸗ 
pelten, dreifachen Abſtande oder Hebelarme e u. ſ. w. 


1) Ein Parallelepiped ABCD, Fig. 226, von ber Länge 7, Breite 
AB=CD—b und Söhe AD— BC— A hat das deniht € = Vy 
= bhly, und die Stabilität 

t=0.DI=-6.1,0D- = 1 doAly, 


infofern y das fpecififche Gewicht der Maffe des Parallelepipebes bezeichnet. 
Gig. 226. Fig. 227. 
A B 


2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
Sig. 227, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Bafisfanten C und 
F verſchieden von einander. Sind die Höhen BC und EF beziehungsweife 
= h md h, und die Breiten OD und DF beziehungsweife — b und bi, 
fo Hat bei der Länge — I man die Gewichte der Theile G und GC bezies 
hungsweiſe — bhly und di hıly; fowie die Hebelarme in Beziehung auf 
GCN—=!bund CO—=b + !/zd,, und in Beziehung auf F, FO=!/;b, 
amd FN—=b + diz es iſt bemnad) die Stabilität: erſtens für eine 
Umdrehung um C: 

St ⸗ Gb Gi GA Ya) —=lbh + bh + Yabeh)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F' 

St. ⸗GGEi Vab) 4 —lhabihı + bbih + Yab®h)iy. 

Die letztere Stabilität ift um St, — St — (h— hı) bb, 1y größer als 
die erſtere; will man die Stabilität einer Mauer A C durch Banquets DE 
vergrößern, fo find diefe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin bie Umdrehungskraft (Wind-, Waſſer-, Erddruck u. ſ. w.) wirkt. 

Bon einer auf einer Seite geböfchten Mauer ABCE, Fig. 228 (a. f.©.), 
ergiebt ſich folgende Stabilität. Es ſei die Länge diefer Mauer — 1, die 
obere Breite derfelben, AB—b, ihre Höhe BC—h, ferner die Boſchung —v, 
d.h. auf AK —=1Meter Höhe, KL — v Uusladung, alfo auf à Meter: 
DE — vh. Das Gewicht des Parallelepipedes AC ift G — bhly, das 


817. 
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des dreifeitigen Prismas ADE — Gı — Yzvh.hly, die Hebelarme für 
eine Umdrehung um E find 
Sig. 228. EN=ED+ YD—=vh + Ybunb 
EO=Y,ED= !,vh; 
es ift folglich die Stabilität; 
St=6G(vh + !hb) + ?,Gıvh 
= (lb? + vhb + 1/,vEhN)hly. 

Eine parallelepipebiiche Mauer von glei⸗ 
chem Bolumen hat die Breite b + Y/avh, 
daher die Stabilität: 

='(b + Y/avh)’hly 

@ =(hb? + YYavhb + Yavıh’)hly; 
ihre Stabilität ift daher um SE— St, — (b + Yısvh).Yavh?ly Heiner 
als die der geböfchten Mauer. 

Für eine auf der entgegengejegten Seite geböfchte Mauer ift bie Stabilität: 

St = (#? + vhb + '/;v?h9) Yyahly, 
demnach auch Heiner als St, und zwar um 

Ss — Sh=(b + !svh).Y/pvhtly, 
wiewohl um St; — St, — !/ v?l3ly größer als die Stabilität der parals 
lelepipediſchen Mauer. 

Beifpiel Wie groß ift die Stabilität einer Bruchſteinmauer von 8 Meter 
Höhe und 0,4 Meter oberer Breite für jedes Meter Länge, bei Y, Boſchung an 
der Rüdjeite? Die Dichtigleit der Mauermafie ($. 63) — 2,4 angenommen, folgt 
daß fpecififdhe Geiwidht derjelben y — 1000.2,4 = 2400 Rilogr., nun in I= 
h=3, b=04Aumv—Yy,— 02; es folgt daher die gefuchte Stabilität: 
St = [1,.(0,4)? + 0,2.04.3 + Y, (0,2)2.32] 3.1.2400 

= (0,08 + 0,24 + 0,12) . 7200 = 0,44.7200 — 8168 Rilogrammmeter. 

Bei derjelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umfländen wäre 
die Stabilität einer parallelepipedijcgen Mauer: 
St, = [14.(04% + 14.02.04.8 + 14.0,22.32].7200 
= (0,08 + 0,12 + 0,0465) .7200 = 0,245 .7200 — 1764 Rilogrammmeter. 
Endlich Hätte dieſelbe Mauer mit geböfdster Borberfeite die Stabilität: 
St = [Y. (04°? + 7.02.04. u * Ya, . (0,2)? . 3°]. 7200 
= (0,08 + 0,12 ++ 0,06...) 7200 — 0,26.7200 = 1872 Rilogrammmeter. 

Anmerfung. Ban erfieht auß dem Vorhergehenden, daß es eine Erſparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfdhen, oder mit Pfeilern zu verjehen, ihnen 
Banqueiß zu geben, fie auf Plinten zu fegen u. |. w. Cine weitere Ausführung 
dieſes Gegenſtandes giebt der zweite Theil, wo vom Grödrud, von den Gemwölben, 
Brüden u. |. w. gehandelt wird. 


A B 





8.148. Arbeitsstabilität. Bon bem im legten Paragraphen abgehandelten 
Maße der Stabilität eines Körpers ift ein anderes Maß berfelben zu 
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unterſcheiden, wobei wir die zum Umftürzen eines Körpers erforderliche 
mechaniſche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Leiftung oder Arbeit 
einer Kraft gleich) dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines 
ſchweren Körpers ift das Gewicht G und ber Weg beffelben die Vertical 
projection des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglich, Tann auch 
im legteren Sinne zum Maße der Stabilität eines Körpers das Product Gs 
dienen, wenn 8 die ſenkrechte Höhe ift, auf welche der Schwerpunft des Kor⸗ 
vers fteigen muß, um den Körper aus feinem ftabilen Gleichgewichtszuftande 
in einen Iabilen zu bringen. 

Es fei O bie Drehungsare und ‚S ber Schwerpunkt eines Körpers ABCD, 
Fig. 229, deſſen dynamiſche Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir 
den Körper, fo daß fein Schwerpunkt S nad) S,, d. 5. fenkrecht über C 

Fig. 299. kommt, fo ift der Körper im labilen 
Gleihgewichte, denn wenn er nur noch 
wenig weiter gedreht wird, fo gelangt er 
zum Umfturz. Ziehen wir die Horizontale 
SN, fo f&jneidet biefe die Höhe NS, —s 
ab, auf welche der Schwerpunkt geftiegen 
ift, und aus welcher ſich die Stabilität 
Gs3 ergiebt. Iſt nım 

0S=(9 =r 0(M—=NS=e 
und die Höhe ON —=MS—= a, fo 
folgt der Weg: 

NS =s=r—a=Va+te—a, 
und die Stabilität im letzteren Sinne: 
s=6 (Va + @-.0). 

Der Factor s = Va? + € — a giebt für a — 0,5 — o, für a—e, 
s=e(R2— 1)=0,414e, fowie für a— ne s— (Vr +1— Di 
(ton) —, al fra= 10, s = — 





* 
md für a —⸗ 0,38 — 903 es iſt alſo die Arbeits⸗Stabilität um fo 


größer, je tiefer ber Shmerpuntt Tiegt, und fie nähert fi immer mehr und 
mehr der Null, je höher ſich der Schwerpunkt über der Baſis befindet. 
Schlitten, Wagen, Schiffe u. |. w. find deshalb fo zu beladen, daß der 
Schwerpunkt des Ganzen nicht nur möglichft tief, fondern auch nahe iiber die 
Mitte der Baſis zu liegen fommt. 

HR der Körper ein Prisma mit ſymmetriſch trapezoidalem Querſchnitte, 
wie Fig. 229 im Durchſchnitt vorftellt, und find die Dimenfionen folgende: 


$. 19. 
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Länge = 1, Höhe MO — h, untere Breite OD — di und obere Breite 
AB= b,, jo hat man: 

— bh + 2k 

WBS-a=.., 38 113) und 


CM= e= Ysb,, daher: 


+, — \Ya bı + 2b, A\: 
s-r V@)' +3) 
und die Arbeitsftabilität oder die zum Umftürzen dieſes Körpers nöthige 
mechanische Arbeit: ° 
— F (Gb +2b Mb +24, A] 
s=c[VG) + a 7 Bl ee 
Beifpiel. Wie groß iſt bie Arbeitsfiabilität oder die mechaniſche Arbeit zum 
Umftürzen des Obelisten ABCD, Sig. 230, aus Granit, wenn deſſen Höhe 
h = 50 Fuß, obere Länge und Breite 4, = 11, und 
Fig. 200. di i duß fowie defien untere Länge und Breite ,—4 
- Fuß und d, — 8%, Buß beträgt? Das Volumen diejes 
Körpers ift (8. 120: 
v=@bh +25, +44 vu) # 
S@n1+24 +1. +. 
= 4025.5 = 201,25 Eubilfuß; 
wiegt um 1 Cubitfuß Granit, y = 3.61,74 = 185,22 
Pfund, fo ift das ganze Gewicht dieſes Körpers: 
G = 201,25. 185,22 = 37275 Pfund. 
Die Höhe feines Schwerpunlktes über der Bafis beträgt: 
Bala + Bbılı + dab + bu. A 
J FAh + + 
4.943. "4 m u J DA 


_ 27,75.16 
0% 








= om: Bub. 
Eine Umdrehung um die längere Baflstante vorausgeſetzt, if der Horizontalab⸗ 
Rand des Eehmwerpunttes von biefer Rantı, e= Y, by = Yy.%= 7 Bußr 
daher die Entfernung bes Schwerpunttes von der Age: 
cS=r=Var + ed = YıL,75)® + (10,342) = Vil0,02 = 10,489; 

und die Höhe, auf welche der Schwerpunkt zu Heben ift, um ein Umftürzen here 
beizuführen: 

s=r— a= 10,489 — 10,312 = 0,147 Buß, 
ſowie endlich die entſprechende mechaniſche Arbeit oder Stabilität: 

St= Gs = 37275.0,147 = 5479 Fußpfund. 





Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. lm bie 
mechaniſche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines ſchweren 
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Köcpers durch Drehung zu verändern, hat man einen ähnlichen Weg einzu- 
ſchlagen, wie bei der Berechnung der Arbeitsftabilität deffelben. Dreht man 
einen ſchweren Körper AC, Fig. 231, um eine Horizontale Age C fo viel, 
daß ſich die Neigung MOS — a der Schwerlinie CI — r in MCH—a, 
umändert, fo legt hierbei der Schwerpunkt 8 
in verticaler Richtung den Weg 

BA —=M Ss — MB—=s=tr(sin.a,— sin.e) 
zurüd, und es ift daher, wenn G das Gewicht 
des Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige medja- 
niſche Arbeit: 

A, = Ga = Gr (sin. — sin.a), 

Wäre die Drehungsare nicht horizontal, ſon⸗ 
dern um ben Winkel 4 gegen den Horizont ger 
neigt, fo wilde 

4 =r cos.ß (sin.c, — sin.e) und 
A, = Gr c0s.ß (Sin. — sin.«) fein. (Bergl. $. 136.) 

Wird der Körper außerdem noch fo fortbewegt, daß er feine Lage gegen 
die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunkt ſowie alle 
feine Theile einen und denfelben Weg durchlaufen, deſſen Verticalprojection 
= 8 ift, fo erfordert die Verrückung oder Fortbewegung des Körpers, bie 
mechaniſche Arbeit, noch den Zufag A; = es und es ift daher die ge⸗ 
fammte mechaniſche Arbeit: 

A=A + 4A = 6 ſr cos. ß (na, — sin.e) + 8]. 

Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natürlich ganz 
außer Betracht, wenn man eine ſehr langſame Bewegung vorausfegt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu fegen ift. 

Bei dem Körper 40, fig. 232, welcher auf einer horizontalen Ebene BC 

Fig. 232. aufruht, und auf eine andere 

AB Horigontafebene Cz.D; geftellt 

r werden foll, Hat man B= 09, 
! alfo cos. ß = 1; ferner wenn 
a und e bie verticalen umd 
horizontalen Coorbinaten vom 
Schwerpunft S, des Körpers 
in aufgerichteter Stellung be= 
zeichnen, den Radius CI, —=r 
a? + e?, und die Höhe 
EA == rsin.a,. AM 
@ der Neigungswintel BOS 
der Seitenfläche BO des flör 
pers gegen die Schwerlinie OS, 


Big. 281. 
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fo ergiebt ſich die anfängliche, Höhe des Schwerpunftes S über ber Aufe 
Tagerungsfläche: 

KS= (CS sin. BOS — r sin.a = Va! + e!.sin.a, 


Fig. 233. 





und es folgt bie Höhe, auf welche der Schwerpuntt S des Körpers beim 
Aufrichten fteigt: 
Hs =s=HSs — EH=a— Var + e.sin.o. 

Iſt nun noch 8, die ſenkrechte Höhe der Standebene C. D, über ber erften 
Lagerebene BC, fo at man die ganze mechaniſche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf yD;: 

A=G(d — Var + e.sin.a + 3). 

Diefe Beftimmung der Arbeit zum Fortſchaffen eines Körpers Hat nur 
dann ihre volle Richtigleit, wenn ber Schwerpunft ftetig von S nad) S. ge- 
hoben wirb; in dem Falle Hingegen, wo ber Körper erft aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechanische Arbeit: 
A=6(FO+s)=6(0C0—KS+s)=G[Ya?+et(1—sin.a)+3,), 


weil die Arbeit G.ON —= @ (Va? + e? — a), weldje der Körper beim 
Niederfinten des Schwerpunktes von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 














Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. Ein för- 
per AC, Fig. 234, auf einer ſchiefen, d. h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan incling; engl. inclined plane) kann zwei Bewegungen 
annehmen, er kann von der ſchiefen Ebene herabgleiten, er kaun ſich auch um 
eine feiner Bafisfanten umdrehen und umftlrgen. Iſt der Körper fich ſelbſt 
überlaffen, fo zerlegt fi) das Gewicht G des Körpers in eine Kraft N nor 
mal und eine Kraft P parallel zur Baſis; die erftere nimmt bie ſchiefe 
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Ebene vollkommen auf, die letztere aber treibt den Körper auf der Ebene ab» 
wärtd. Seen wir den Neigungswintel FHR ber fcjiefen Ebene gegen ben 
Big. 234. Horizont = «, jo haben wir auch 
den Winkel GSN «a, und daher 

den Normaldrud: 


N=Gco.a, 
ſowie die Kraftzum Herabgleiten: 
P=4sn.o, 


Geht die verticale Schwerlinie SG 
durch die Bafis CD, wie fig. 234 
zeigt, fo kann nur eine gleitende Bes 
wegung entftehen, geht aber, wie in Big. 235, diefe Schwerlinie außerhalb 
der Baſis vorbei, fo tritt auch noch ein Umftilrzen ein, es ift alfo der Körper 
Fig. 236. ig. 236. 
B 
B 


H R 


ohne Stabilität. Uebrigens hat ein Körper 40 auf der ſchiefen Ebene FT, 
Fig. 236, eine andere Stabilität als auf der Horigontalebene HR. Sind 
DM= em MS = a bie tehtwinteligen Coordinaten des Schwer- 
punftes S, jo hat man den Hebelarm der Stabilität: 
DE=DO— MN=ecosa—asin.a, 

während er — e ift, wenn der Körper auf der Horizontafebene fteht. Da 
e>e cos. & — a sin.« ift, fo fällt auf ber ſchiefen Ebene die Stabilität 
in Beziehung auf die untere Kante D Meiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift fogar Null fir ecos.u — asin.a, d. i. fr tang.a = — 
Wenn alſo der anfangs auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Ge 

ſtehende Körper fpäter auf eine ſchiefe Ebene zu ftehen fomnıt, deren Neigungs⸗ 

winfel & dem Ausbrude tang. —= r entfpricht, fo verliert derfelbe feine 

Stabilität. Auf der anderen Seite kann aber auch ein Körper auf der ſchiefen 

Ebene zur Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf ber Horizontale 

ebene fteht. Bir eine Drehung um die obere Kante C ift der Hebelarm 

CH= (0, + MN=e cos.a + a sin.o, 


F. 151. 
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während er beim Stande auf der Horigontalebene, S CM = ei ausfällt. 
Iſt nun e, negativ, fo hat der Körper feine Stabilität, fo lange er auf ber 
Horizontalebene fteht; ruht er aber auf einer geneigten Ebene, für deren 
Neigungswintel a, tang. a > a ift, fo gelangt der Körper in eine ftabile 
Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft P auf den Körper 
ABCD, Fig. 225, fo behält derfelbe feine Stabilität, wenn die Mittelkraft 
N aus dem Gewichte G des Körpers und aus ber Kraft P eine Richtung 
hat, welche die Bafis CD des Körpers durchſchneidet. 

Beiſpiel. Bei dem Obelisten im Beiſpiele des Paragrapfen 148 ift 


e — SFuß und a — 10,842 Fuß, es verliert folglich derjelbe feine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ſtehen kommt, für deren Reigungswintel if: 





tang.o= 777 er = aa = 016929, deren Reigung holglich = = 9090 betr. 
Theorie der schiefen Ebene. Da bie ſchiefe Ebene nur den⸗ 


jenigen Drud in fid) aufnimmt, welcher winfelrecdht gegen fie gerichtet ift, ſo 
Big. 207. beftimmt ſich bie Kraft P, welche nöthig 
u ift, um einen Übrigens vor dem Umftür- 
zen geichiigten Körper auf der ſchiefen 
Ebene zu erhalten, indem man bie Bes 
dingung feftfegt, daß die aus P und E 
hervorgehende Mitteltraft N, Fig. 237, 
winkelrecht zur fchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Parallelogrammes der Kräfte 
zufolge hat man: 
. P _sin.PNO 
— @” sm.PON’ 
nun ift aber der Winkel PNO — BVinfl GON—= FHR=a, un 
der Winkel PON—= POK + KON—=B + 90%, infofern man den 
Winkel FEP = KOP, um welden die Kraftrichtung von ber ſchiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält baher: 











P_ sin.“ bi P sin. 
@ (OHM GG co 
alfo die Kraft, welche ben Körper auf der fchiefen Ebene erhält: 
P= Geina 
5 
Für den Normalbrud N ift 
N _sin_O@N 


l 


@ 
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aber Binfel O@G N = 90° — (a + PB) ONG = PON—=90-+B, 
baber folgt 
N sin.[90° — (« +Pß)] cos. (a + 6) 


GEN — eos.ß 


G sin. (90° + PB) 
unb der Rormaldrud gegen bie fchiefe Ebene: 
N G cos. (æ + P). 
cos. ß 
Iſt « 4 B> 90 Grad, alfo B> 90 — a, fo fällt N negativ ang, 
und e8 ift dann, wie Fig. 238 barftellt, die fchiefe Ebene AHF itber den von 
der Kraft P ergriffenen Körper O zu legen. 
Fig. 288. Geht die Kraft P mit der fchiefen Ebene parallel, 
fo it 8 = 0 und cos.ß = 1, daher 
P=Gsin.e und N= @ cos.«. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo ft x + B —= M", 
daher 
cos.B = sin.a, ferner cos.(& + B) = 0, 
und P —G fowie N = 0; dann hat alſo die ſchiefe 
Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, fo ift A — « 
und cos. ß = cos. os, daher 
__@ sin.a @ c03.0 @G 


rang ET α—. 


Beilpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer fchiefen Ebene von 
509 Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren 
Ritung 75° mit dem Horizonte einſchließt; wie groß ift dieje Kraft und wie ſtark 
drüdt der Körper gegen die ſchiefe Ebene? Die Kraft ift: 

500 sin. 50° 500 sin. 50° 
P= c08.(75—50) cos. 42,6 Pfund, 
und der Drud gegen die Ebene: 


500..cos. 75° 
N= 08.250 = 142,8 Pfund. 








Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das 8. 152 
in $. 142 näher auseinandergefegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung mit dem Principe der virtuellen Gefchwindigfeiten ($. 85 
mb 8.100) in Berbindung, fo ftellt ſich folgende Kegel heraus: Halten zwei 
Körper, M, und M,, Fig. 239 (a. f. ©.), einander das Gleichgewicht, fo 
ift für eine endliche geradlinige und auch fir eine unendlich Kleine 
frummflinige Bewegung bes Drud- oder Berührungspunktes A, 
nit allein die Summe der mehanifchen Arbeiten von den Kräf- 
ten jedes einzelnen Körpers, jondern aud die Summe der mechani⸗ 
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{hen Arbeiten von den äußeren Kräften beider Körper, zuſam⸗ 
mengenommen, gleid Null. Sind P, ımb Sı die Kräfte des einen 
Körpers, Ps und S, bie des anderen, fo entfpredjen benfelben bei einer Ver⸗ 
ruckung des Berührungspuntes von A nad) B die Wege AD,, AH), AD; 
und AE,, und es ift nad) dem oben ausgefprochenen Gefege: 
R.AD+8&.45 + AD +8&.45=0, 
oder ohne Ruchſicht auf die Richtung: 
P.AD+9.45=PB.AD+&.4B. 

Die Richtigkeit diefes Satzes Täßt ſich auf folgende Weife darthun. Da 
die Normalbrlide N, und N, einander gleich find, fo findet auch Gleichheit 
zwiſchen ihren Arbeiten N, . AC und N, . AC fatt, nur mit dem Unter» 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die ber anderen negativ 
iſt. Nun hat man aber nad} dem Früheren, die Arbeit N, . Tõ der Mittels 
traft N} gleich der Summe Pi. AD; + Sı . AZ, der Arbeiten ihrer 
Componenten P, und S,, und ebenfo Ns .A0=B.4D+S8. IE; 
es ift daher auch: 

A.AD+S.Ab=PR.AD+&.AB. 
Big. 239. Big. 240, 








Die Anwendung des fo allgemeiner gemachten Princips ber virtuellen Ges 
ſchwindigleiten gewährt bei ftatifchen Unterfuchungen oft große Vorteile, in- 
dem durch fie die Entwidelung der Gleichgewichtsformeln fehr vereinfacht 
wird. Berrüdt man z. B. einen Körper A auf der fchiefen Ebene FH, 
Fig. 240, um den Weg AB, foift der entſprechende Weg feines Gewichtes C, 

=4AC=AB.sin. ABC—= AB.sin. FHR= AB.sina, 
dagegen ber Weg der Kraft , — AD= AB.cos. BAD— AB. cos.ß 
und endlich ber Weg der Normaltraft N, — 0; nun ift aber die Arbeit von 
N gleid) der Arbeit von @ plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 

N.o=—G6.4AC+P.AD, 
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und findet auf diefe Weife die Kraft, welche den Körper auf der ſchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 





40 _ @sin.a 
Ev Ka Sler re 5) 
Fig. 21. ganz in Webereinftimmung mit dem 


vorigen Paragraphen. 

Um dagegen den Normaldrud 
N zu finden, rüden wir biefe fchiefe 
Ebene HF, Fig 241, um einen bes 
liebigen Weg AB rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung AP fort, beftinnmen 
die entſprechenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge⸗ 
wichtes @ und bie der Kraft P des 
Körpers A gleich der Arbeit ber 
Kraft N der ſchiefen Ebene oder des 
Drudes zwifchen beiden Körpern. 





Der Weg von N ift: 

AD= AB cos BAD=AB cos. ß, 
ber Weg von @ if: 

AC=AB c0.BAC—= AB cos.(@ + ß) 
umd der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 

N.AD=@.A0+P.0, 
us nv 8:40_..@@+ß) 
AD cos. ß 

wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden ift. 


Theorie des Keiles. Sehr einfach entwidelt ſich hiernach die Theorie $. 153. 
des Keiles. Der Keil (franz. ooin; engl. wedge) ift eine durd) ein breifeis 
Fig. 242. tiges Prisma FHG, Fig. 
242, gebildete, bewegliche 
ſchiefe Ebene. In der Regel 
wirft die Kraft KEP—= P 
rechtwinlelig auf den Ru⸗ 
den FG bes Keiles und 
+ hält einer anderen Kraft 
oder Laſt AQ= Q, welche 
gegen die eine Seitenfläche 
FH deſſelben brüdt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe des Keiles 
meſſende Winkel FHG — 0, ferner der Winkel, um welden die Kraft 
Beisbad's Lehrtug der Mefanlt. L 18 
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richtung KP oder AD von ber Seitenfläche G H abweicht, alſo GEK 
= BAD, = Ö, und endlich der Winkel LAH, um den die Richtung der 
Sie. 248. Laſt Q von der Seitenflache 
FH abweicht, — ß, fo er⸗ 
geben fid) die Wege, welche 
beim Berriden des Keiles 
aus ber Lage FHG in die 
Lage Fı HıGı zurüdgelegt 
„ werben, auf folgende Weife. 
Der Weg des Keiles ift: 
AB=FFR= HH, 
ferner der Weg der Kraft ift: 
AD= AB c08.BAD—= AB cos.d, 
und der Weg der Stange AL oder Laſt Q mißt: 
ABsin. ABC __ABsin.a  ABsin.a 
sin. ACB sin HAC simß 
Dagegen ift der Weg der dem Drude auf die Grumbflähe EG entjpres 
enden Reaction R, jo wie ber Weg von ber bem Drude gegen die Leitung 
der Stange AC entgegengejegten Reaction R,, — Null. Segt man num bie 
Summe der Arbeiten der äußeren Kräfte P, Q, R und R, — Null, aljo: 
P.AD—-Q.AC+R.0+R.0=0, 
fo erhält man die Beftimmungsgleihung: 
9.46 Q.AB sin.a __Qsina 
AD — ZB eo.ö sin. sin.B cos.’ 
wie ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegumg ebenfalls finden läßt. 
Wenn die Kraftrihtung KE durd) die Kante H des Keiles geht, und die 


Scharfe FHG halbitt, fo Hat man 8 = Z, und daher 


4A= 








P= 


T 
P= Qsin.« _ 20, 
sin. ß oz eo. ß 


Geht die Kraftrichtung parallel zur Baſis oder Ceitenfläche G@ ZT, fo ift 
&— 0, daher: 
_Qsin.a 
—sinß . 
und ift noch die Laftrichtung winkelrecht zur Geitenfläde FH, alſo d = 90°, 
jo folgt: 
ers = 0 sin.a. 
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Beiſpiel. Die Shärfe FHG = a eines Keiles betrage 25°, die Rraft jet 
parallel zur Bafi HG geriäjtet, es fei alſo d = 0, und bie Xaft Q wirke win ⸗ 
ielrecht zur Geitenfläße FH, alfo ß ſei = 90%, in weldem Berhältnifie ftehen 
Kraft und Laſt zu einander? Es if: . 

P=Q sin.a, alſo 3 = sin.250 = 04226. 
Für eine Saft Q von 130 Kilogramm ftellt fid) hiernach die Rraft: 
P= 1% . 0,4226 = 54,988 Rilogramm heraus. 
Um die Saft oder Stange ein Meter fortzufgjieben, muß der Keil den Weg 
_A0O_ı _ 
AB= 52 = Ganza — 29062 Meter 
iurädlegen. 

Anmerkung 1. Durch Anwendung bes Kräfteparallelogrammes beftimmt fid 

daS Berpältniß zwilen Kraft P und Kaft Q des Keiles FGH, Big. 244, 

Bio. 244. wie folgt. Die Stangenlaft, 

Zn AG = Q zerlegt ſich in eine 

GSeitentraft AN = N normal 

auf die Geitenflähe FH des 

Keiles, und in eine Seitenkraft 

Z5 8 normal auf die Stans 

genare LA. Während S von 

der Zeitung der Stange aufger 

nommen wird, geht AN= N 

auf den Keil über und vereinigt 

fih hier als A,N, mit der 

R ’ Rot KEP= AP=Prs 

Reiled zu einer Miteltraft 

A,R = R, deren Kichtung winlelrecht auf der Grundflache GH des Reiles ftehen 

muß, damit fie volftändig auf die Unterflügung det Keileß übergeht. Das Kräfter 
Yarallelogramm * PEN, giebt: 














AR — 





nd 
da nun N=N PRO jo ergiebt fi ierna durch Multiplication dieſer Pros 
portionen: 


P.N_P__ eine oo: 

. ROTTTEn nn le 
p__ Jene 
= im c.6 


wie aud) im Haupttegt gefunden worden if. 
Anmerkung 2. Die Theorien des Hebels, der ſchiefen Ebene und bes Keiles 


finden eine weitere Entwidelung im fünften Capitel, wo no der Einfluß der 


Reibung in Betracht gezogen wird. 


15* 


- 
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Viertes Capitel. 
Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. 


S. 134. Seilmaschine Wir haben ſeither die feſten Körper als vollkommen 
ſtarre oder ſteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d. i. al8 ſolche angefehen, welche buch die Einwirkung äußerer Kräfte weber in 
Form no im Volumen verändert werden; bei manchen Körpern und in 
vielen Fällen der Anwendung ber Mechanik auf die Praris ift jeboch bie 
Annahme der vollfommenen Starrheit fefter Körper nicht mehr zufäffig, und 
deshalb nöthig, diefe Körper insbefondere nod in zivei anderen Zuftänden zu 
betrachten. Diefe Zuftände find die vollfommene Biegfamleit und die Efafti- 
eität, und wir unterfcheiden hiernach noch die biegfamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftifhen Körper 
(franz. corps &lastiques; engl. elastic bodies) von einander. “Die bieg- 
famen Körper nehmen nur Kräfte von einer gewiſſen Richtung ohne Form⸗ 
veränderung auf, folgen dagegen den Kräften, welche nad anderen Richtungen 
hinwirken, vollftändig; die elaftifchen Körper hingegen geben bis zu einer 
gewiſſen Grenze jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 245, I, wiberfteht einer Kraft P vollftän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 245, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirfenden Sraft P, wobei feine Are bie Richtung der Kraft annimmt, und ein 


Tig. 245. 





r--- nun. ! 
r---------- 






elaftijcher Körper AB, Fig. 245, III, wiberfteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewiflen Grade, wobei jeine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Seile, Riemen, und in gewiſſer Beziehung auch Ketten, find die Repräfen- 
tanten der biegjamen Körper, wiewohl fie eine volltommene Biegfamfeit nicht 
befigen. Dieſe Körper find ber Gegenſtand dieſes Capitels; von den elaftifchen 
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Körpern, oder vielmehr von der Elafticität der feften Körper wird dagegen 
erft um vierten Abſchnitt gehandelt. 

Wir verſtehen in der Folge unter einer Seilmaſ chine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seifen (das Bort Seil im allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 
angefpannt wird, und befchäftigen uns in dieſem Capitel mit der Theorie des 
Gfeichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilmafchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Seil einen Winkel bildet oder eine 
Richtungsveränderung erleidet, heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot). 
Derfelbe ift entweber feft (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglid) (franz. 
coulant; engl. moveable), Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, welche ein geipanntes Seil in der Richtung feiner Are fortpflangt. 
Die Spannungen an ben Enden eines geraden Seiles oder Seilſtückes find 
gleich und entgegengefegt ($. 88); aud) kann das gerade Seil andere Kräfte 
al8 die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpflanzen, weil es 
ſich fonft biegen müßte, alfo nicht gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmafchine 
findet ftatt, wenn in jeden Knoten derſelben Gleichgewicht vorhanden ift. Es 
find daher zunächſt die Verhältniffe des Gleichgewichts an einem Knoten 
fennen zu lernen. 

In einem Knoten K, weldyen ein Seilftüd AKB, Fig. 246, bildet, fin- 
det Gleichgewicht ftatt, wenn die ſich aus den Seilfpannungen KSs=S 
und FS, — S, ergebende Mittelfraft KS — S glei) und entgegengefegt 

gerichtet ift der im Knoten angreifenden 
Big. 246. Kraft P, denn die Seilfpannungen 9, 
und S, bringen im Knoten K diejelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und brei Kräfte 
halten ſich da8 Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich ift und entgegen- 
gejegt wirkt der Mittelfraft aus den beis 
den anderen ($. 89). Ebenſo ift aber 
aud) die Mittelfraft Ar aus ber Kraft P 
und der einen Spannung S, gleich und 
entgegengefetst gerichtet der zweiten Seil⸗ 
ſpannung 5 u. f. w. ebenfalls Täßt 
fich diefe Gleichheit dazu benugen, zwei 
Beitimmungsftüde, 3. B. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 
ermitteln. Iſt z. B. die Kraft P, fowie die Spannung S, und der von 
beiden eingefchlofjene Wintel 





$. 158. 


8. 156. 
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AKP = 180 — AKS = 180° — «a 
gegeben, fo hat man für die zweite Spannung 
Pr +87 — 2PS, cos.« 

und fir ihre Richtung oder Abweichung BKS = ß, von KS: 

N 

Beilpiel. Wenn dag Seil AKB, Fig. 246, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aberdurd ein Gewicht GE — 135 Pfund und in der Mitte X durch eine 
Kraft P = 109 Pfund, welde unter einem Neigungswintel von 25 Grad auf: 


wärts zieht, angeſpannt wird, jo ift die Frage nad) der Richtung und Spannung 
des Seilftüdes KB. Die Größe der gefuhten Spannung ift: 


8 = V10% + 1352 — 2. 109 . 135 cos. (90° — 25) ° 
— Yı1ssı + 18225 — 29430 . cos. 650— Y17668,3 — 132,92 Pfund. 
Für den Winkel 8 bat man: 


S, sin. a 135 . sin. 60° . 
„7 7 | — ———————— — — ⸗ 


daher ift #3 = 6700, und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
B° — 250 — 670,  — 25%, 0! — 49°, (f. 


sin. = 


sin. = 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 247, daburd) einen feften Knoten X bildet, 
daß ſich das eine Seilſtück BE gegen eine feite Stüge M anlegt, während 
das andere Seilftiid AK durch eine Kraft XS — 8 gefpannt wirb, deren 

Fig. 247. Richtung um einen gewiſſen Wins 
B K kel SXSi = a von der Richtung 
F S des erfteren abweicht, fo ift Die 
Spannung des Seilſiüces KB: 
KSı = 9, =S$ COs. 0, 
weil der zweite Component KEN — N — S sin.« ber Spannung S von 
der Stüte M aufgenommen wird. 
Üebrigens iſt aud) 


81 —8 vı — (sin. ex), 


und daher für eimen Heinen Ablenkungswinkel «: 








_8, 


Ss = (1 — (sin. ©?) S — ( — 5 S, dagegen 


s-——=(1 + 5) S, zu ſetzen. 
1— — 


Denn ſich ein Seil AB, Fig. 248, um einen prismatifchen Körper M 
legt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel |, «3, & abgelenkt wird, 
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fo wiederholt fi) die vorige Kraftzerlegung, jo daß im Knoten K, bie 
Spannung 8 in: 





im Knoten K, die Spannung $, in: 
5, = S, 008.0, = 5 008.0, COS. Os, 
und im Knoten KR, die Spannung 8, in: 
S; = Ss 008.05 = $ c08.&, cos. , C08.0, übergeht. 
Sind die Winkel &,, %, & —= 0, alſo einander gleich, fo hat man: 
Ss —= 8 (cos. «)?, oder allgemein, bei n Ablenkungen: 
8, = 5 (cos. «)*. 
Geht das Prisma M in einen Cylinder über, fo ift & unendlich Klein, 
und » unendlich groß, daher: 


aF\* na? 
_ .=(1-5 s=(1-"2)5 


oder wenn man den ganzen Ablenkungswinkel n« durch -B bezeichnet: 
= (1- ) s d. in 


8. = S, weil « und folglich auch = unendlich Hein gegen 1 ift. 


Wenn aljo ein Seil AB, Fig. 249, fo um einen glatten Sörper DEF 
gelegt ift, daß e8 einen Theil vom Umfang feines Duerfchnittes bededt, ſo 


Fig. 249. 





B 
gu D Fyap 
wird dadurch feine Spannung nicht geändert, es find aljo aud) im Gleich⸗ 


gewichtözuftande, die Spannungen P und Q an den beiden Enden A 
und B bejjelben einander gleich. 


Gleichgewicht eines losen Knotens. Sit der Knoten K ein loſer $. 157. 
ober beweglicher, wirkt z. B. die Kraft P mittels eines Ringes auf das . 
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durchgezogene Seil AKB, ig. 250, fo ift zwar wieder bie Mittelfraft S 
aus den Seilfpaunungen S, und S, gleich und entgegengefett gerichtet der 
Kraft P am Ringe: außerdem find aber noch die Seilfpannungen unter 
ſich gleich. Dieſe Gleichheit folgt zwar ſchon aus $.156, läßt ſich aber auch 
"leicht auf folgende Weife nachweifen. Zieht man das Seil um einen gewiſſen 
Weg s in dem Ringe fort, fo legt die eine Spannung 5, den Weg s und 
die andere Spannung 8, den Weg — s, die Kraft P aber den Weg Null 
zurüd; es ift folglich, vollfommene Biegſamkeit vorausgefegt, die Arbeit: 
P0=-9.3—- 8.8, d. i. Sus — sw HH — 5. 

Aus diefer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelfraft S 
von den Seilrichtungen abweicht; fegen wir diefe Winfel S «, jo giebt die 
Auflöfung des Rhombus K SS S;: 

S=P=2S, cos«, und umgelehrt: 


== 2 008.0 


Fig. 250. Fig. 251. 





P . 

Sind A und B, Fig. 251, feite Punkte eines Seile AK B von gege- 
bener Länge (26) mit einem beweglichen Knoten K, jo findet man den Ort 
dieſes Knotens durch Conftruction einer Ellipfe aus deren Brennpunkte 
A und B und deren der Seillänge 2a gleichen großen Are, wenn man eine 
Zangente an biefe Eurve winkelrecht zur gegebenen SKraftrichtung legt: der 
fi) ergebende Berührungspimft iſt der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale XS mit den Fahrſtrahlen KA und KB gleiche Winkel ein- 
fchließt, gerade fo wie bie Mitteltraft S mit den Seilfpannungen S, und S,. 

Zieht man AD parallel zur gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleich 
der gegebenen Seillänge, halbirt AD in M und errichtet hierauf das Per⸗ 
pendifel MK, fo erhält man den Drt des Knotens K aud) ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winkel AKM — Winfel DKM und 
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AK= DK if, ſo folgt aud) Winfel AKS — Winkel BKS und 
AK KB=DK-+HKB=DB=2a. 


Beilpiel. Zwiſchen den Punkten Aund B, Fig. 252, ift ein Seil von 9 Meter 

Länge durch ein mittelß eines Ringes angehängtes Gewicht F von 170 Kilogramm 
Fig. 252. ausgejpannt; die Horizontalentfernung AC bei⸗ 

der Punkte ift 61/, Meter und der Verticalab⸗ 
ftand CB = 2Meter; man ſucht den Ort des 
Knoten: ſowie die Seilipannungen und Seils 
rihtungen. Aus der Länge AD = 9 Meter 
als Hypotenufe und der Horizontaln AC 
—= 61, Meter folgt die Berticale: 

CD = V9 — 65: — YVBl — 42,25 

— V38,75 — 6,225 Meter; 

und bieraus die Baſis des gleichſchenkligen 
Dreieckes BDK: 
BD=CD-—CB=6,225 — 2=4,225 Deer. 
Die Hehnlichkeit der Dreiede DKM und DAC giebt nun: 


DM 4,225 .9 _ 
= DE 2.6025 = 5,054 Meter; 


A 





bieraus folgt: 
AK=9 — 3,054 — 5,96 Meter, 
und für den Winkel «, um welchen die Seilftüde von der Verticalen abweichen: 
BM 2,1125 


—_ 0 IT — — 0 N) 
se =: = 3.084 0,6917, daber « = 469 147, 
und endlich die Spannung der Seile: 
G 170 . 
== — 122,9 Kilogramm. 


2cos.ea 2.0917 


Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Verhältniffe des 8. 158, 
Gleichgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 
Fig. 258. Geile, welches an verfchies 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, find in 
Debereinftimmung mit ben 
Berhältniffen des Gleichge⸗ 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es fei AKB, Fig. 253 I, 
ein von den Kräften 
Pi, Pa, P; Pu P; 
angejpanntes Seil, P, und 
P, greifenin A, P, in K 
und P, und P, in B an. 
Segen wir die Spannung 
des Seilftüdes AK, — Si 
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und die bes Stüdes BK, — 5, fo erhalten wir S, als Mitteltraft von 
den in A augreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir ben Angriffs⸗ 

Fig. 254. punft A diefer Spannung 
von Aauf X, fo ergiebt ſich 
wieder 5 als Mittelkraft 
von S, und P, oder von 
Pı, Ps und P,; transpor⸗ 
tiren wir endlich den An⸗ 
griffspuntt der Krajt S; 
von K nad) B, fo erhalten 
wir in 84, P, und P,, oder, 
da 8; Mittelfraft von Pi, 
P, und P, ift, aud in P,, 
P;, P,;, Pı P, ein ſich 
das Gleichgewicht haltendes 
Kräfteſyſtem. Wir können 
hiernach behaupten: wenn 
gewiſſe Kräfte Pi, Pz, 
P; u. |. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, fo werden 
fie ſich auch felbft das Gleichgewicht Halten, wenn man fie bei 
unveränderter Richtung und Größe, in einem einzigen Punkte, 
3. B. in C (I), angreifen läßt. 

Wird das Seil AK, K;...B, Fig. 255, in den Knoten K,, Ks... durch 
Gewichte Gy, Ga... angeipannt, und werben die Endpunfte A und B burd) 
die Berticalfräfte 9 und P, und die Horigontalfräfte ZH und Z, feitgehalten, 
fo ift die Summe der Berticalfräfte: 

Hr. -a+h+G +) 

und die Summe der Horigontalfräfte: Z — H, Der Gleichgewichts⸗ 
zuftand fordert aber, daß beide Summen — Null find; es a daher 

)IHR=H+E+ HH m 

2) H= Hub. 
bei einem durch Gewichte angeſpannten Seilpolygone iſt die 
Summe ber Verticalkräfte oder Verticalſpannungen in den End⸗— 
oder Aufhängepunktten gleich der Summe der angehängten Ges 
wichte, und es ift die Horizontaljpannung bes einen Endes gleid) 
und entgegengefeßt gerichtet ber Horigontalfpannung im anderen 
Endpunkte. 

Verlängert man bie Richtungen der Spannungen S, und S,. in ben 
Enbpunften A und B bis zu ihrem Durchſchnitte C und verlegt man die 
Angriffspunkte jener Spannungen nad diefem Punkte, jo erhält man eine 
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einige Kraft P— 7 + 7, weil ſich die Horigontalfräfte A und H. 
aufheben. Da biefe Kraft der Summe G, + Ga + Ga ++-- von ben 
angehängten Gewichten das Gleichgewicht Hält, fo muß ber Angriffs- oder 
Schwerpunkt diefer Gewichte in der Richtung derjelben, d. i. in der durch 
C gehenden Berticallinie, enthalten fein. 


Aus ber Spannung S, bes erften Seilftiide® AK, und beffen Neigungs- $. 159. 


oder Fallwintel 8, AH — 0, folgt die Verticalfpanuung 7 —= 8, sin. a, 





Sig. 256. 
” 
Kı 
AG V+Vn 
“ 
1 
© -. 


und bie Horizontalfpannung A = 8, 08.0. Transportirt man nun den 

Angriffspunft diefer Kräfte von A nach dem erften Knoten X, fo kommt 

zu dieſen Spannungen das vertical abwärts ziehende Gewicht CA, und es 

iſt nun für das folgende Seilftüd X, X, die Berticalfpannung 

nN=V/—- h=S sind — GG, 

wogegen die Horizontalfpannung unverändert A — H bleibt. Beide Kräfte 

‚geben vereinigt die Agenfpannung des zweiten Geilftüdes: 
s=-VArm® 

und die Neigung «, defjelben durch die Formel: 


Yı _ I sin. — Gi 


tang. a. AI — ‚DL 
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| tang.&s = lang.cı — a. 


Trägt man den Angriffspunft der Sräfte 9, und H von Kı nad) KR, 
fo erhält man in dem hinzufonmenden Gewichte Gz noch eine neue Verti⸗ 
caltraft, und es entfteht fo die Verticalkraft des dritten Seilſtückes: 


V — Vi — =7— (Gi +) = Sina, — (Gi + Gr), 
Fig. 256. 


me msoman. 


R 
A’ 





während die Sorizontalfraft U, — H bleibt. Die Geſammtſpannung dieſes 
dritten Seilſtückes iſt mithin: 
S=Vrv?+ 33, 
und für den Neigungswinkel ag deifelben hat man: 
i — 2 — 5, sin. Ay — (G, + Gs) . 
lang. da = 7; — Sı c08. 0, ‚dt 
lang. x; — tang.cı — at . 


Für den Neigungsmwinkel des vierten Seilſtückes ift ferner: 
Gı +6 + 6 u 


tang. c; oder + & + G; > V aus, 


tang.o, — lang. cd, — 


G + @+ 6 
H 


. ſ. w. 


Fällt 
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fo wird kang. ce, und folglich auch &, negativ, fo daß bie entiprechenbe Poly» 
gonfeite K, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, fondern auffteigt. Dafjelbe 
Berhältnig tritt natürlich auch in jebem anderen Punkte ein, für welchen 
at — 2 Vi 
Uebrigens laſſen ſich die Spannungen Si, Ss, Ss u. ſ. w., ſowie bie 
Neigungswinkel &,, &, e, u. ſ. w. ber einzelnen Seiltrümer leicht geome⸗ 
triſch darſtellen. Machen wir die Horizontale CH, Fig. 257, — ber 
Fig. 37. Horizontalfpannung H und die Berticale HA — ber 
Berticalfpannung 9 im Aufhängepunkte A, fo giebt 
die Hypotenuſe CA die Totalſpannung Sı des erjten 
Seilſtückes und der Winkel HCA die Neigung a, deſſel⸗ 
ben gegen den Horizont an; tragen wir nun noch die 
Gewichte Ci, Gy . u. ſ. w. als Theile AS,, Sy 85, 
85, u. ſ. w. auf die Berticae AB= V + V, 
auf und ziehen bie Transverfalen CS, CS, CS 
u. ſ. w, fo erhalten wir in ihnen die Spannungen 
der folgenden Seilftiide und durch die Winkel HOS,, 
HCS, HCS, u. f. w. aud) die Neigungswinkel a,, 
&s u. f. w. diefer Seilſtücke gegen den Horizont. 


Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ftellt ſich als Geſetz für 
das Gleichgewicht der durch Gewichte geſpannten Seile heraus: 

1) die Horigontalfpannung ift an allen Stellen des Seiles eine 
und diejelbe, nämlich: 

H== 8, cos.c, = S, 008. 0,; 

2) bie Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleich der 
Berticalfpannung am darüber befindlihen Ende minus ber 
Summe ber darüberhängenden Gewichte, alfo: 

V. ⸗ V — (Gı +G+'- Gn-1). 

Allgemeiner läßt fi) diefer Sat auch fo ausdrüden: Die Bertical- 
fpannung an irgend einer Stelle ift gleich der Berticalfpannımg an irgend 
einer tieferen oder höheren Stelle plus oder minus der Summe von ben 
zwifchen beiden Punkten hängenden Gewichten. 

Kennt man außer den Gewichten den Winkel @, und die Horizontaljpan- 
nung H, fo erhält man die Berticalfpannung am Ende A: 

V=H.tang.a, 
umd demnach die am Ende B: 
V. ⸗ ( +++) — 7. 

Sind Hingegen die Neigungswintel ©, und &, an beiden Aufhängepunften 
A und B belannt, fo ergeben fich die Horizontal» und Berticalipannungen 
zugleich); e8 iſt nämlich: 
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Ir _ tang. c. 
VT tang. a 
und daher: , 
V tang.e, 
„= tang. c 


Da man noch VI, = Gh + Gb +, b. i.: 


tang.c, + — nt 


tang. 0 
bat, jo folgt: 
(G@ı + @s +. )tang.cı _ Sin. œi COS. CE, 
J——— I 


sin. œ. C08. 0 


» sin. (a; + a.) 


tang.cı + Tan Od, 
und hieraus: 


H=Vecodg.e —=V,oig.e,=(Gı + + ---) 


— (6G ++) 


cos. &ı CO8.&, 
sin. (X, + @,) 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift aljo «, = aı, fo hat 
V‚=VV, _ HH tR +-+6 — + G.. dann trägt alfo das eine Ende 
A eben fo viel wie da8 andere Ende B. 

Diefe Formeln gelten natürlich auch für jedes beliebige Paar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur flatt &ı + Cu + .. die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. f. w. einfett. Für die Bertical- 
fpannımgen der Seile, welche ein und baflelbe Gewicht GC zwiſchen ſich 
halten und die Neigimgswinfel &., und & +1 haben, ift 3. B.: 


Yv G SIN. Am COS. Am +1 — Gm 
nd m ” Bin. (m + mr) 1 + cotg. &. tang. km +ı 
u 


= SIN. m +1 008. Cm __ Un 
m = ——— — ——- 
t sin. (c + Amrı) 1 + tang. a cotq. m 41 

Vebrigens gelten dieſe Geſetze auch für durch Parallelfräfte angefpannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn man ftatt der Berticalen die Kraftrichtungen 
einführt. 

Beifpiel 1. Das Erilpolygon AK, K,K,B, fig. 258, iſt durch drei Ges 
wichte G, = 20, G, = 80 und G, = 16 Rilogramm, ſowie durch die Horizon 
taltraft Z = 25 Kilogramm gejpannt, man ſucht die Agenjpannungen und 
Reigungswintel der Seiten unter der Borausfegung, daß die, Seilenden in A 
und B einerlei Neigung haben. Die Berticaljpannungen in beiden Enden find 
bier glei, nämlid: 


= v, — Aarare = a ze — 83 flilogramm, 


man 
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die Berticaljpannung bes zweiten Seilftüdes ift dagegen: 
vr, =V7- 4 =3 — 20 = 13 Rilogramm, 
und die des dritten: 
V, — P. — Ger ad, + — V)= 33 — 16 = 17 Rilogr.; 
Gig. 258. 


= 


— u 





G, 
die Reigungswinfel @, und a, der Seilenden find beſtimmt durch: 
v 33 
fang. 1 tang. = 7 = 5 — 1,32, 


die der zweiten und dritten Seilftüde aber durd: 


tang. ag = tang.ı, — 5: = 132 — = — 0,52 und 
tang. a; = tang.a, — < = 132 — = = 0,68; 


es if hiernach: 
4 = a, = 52001’, ag = 27028’ und @; = 84° 19; 
endli find die Axenſpannungen: 
5 =9,=Vr+ M= V332 + 252 — Yırıa = 41,40 Rilogramm. 
8, = VYv:+ M= Vı33 + 33 — V79 = 18,18 Rilogramm, und 
= Vr:+ @ — Y17? + 252 — 80,23 Kilogramm. 


Beil piel 2. Um eine geftohlene Rifte Q, Fig. 259 (a. f. ©.), aufzubredhen, 
befeftigt der Räuber Janos die Enden A und B eines Seils AKK,B an 
den. Aeſten zweier ſtarken Bäume, verbindet durch ein anderes Seil K,C den 
Dedel der Rifte mit demjelben und zieht, indem er fih an dem erſten Seil auf: 
hängt, daflelbe durch fein eigenes Gewicht GE vertical abwärts. Iſt a der Reis 
gungswintel des Seiltrums AK gegen den Horizont, ſowie 4 die Abweidhung 
BK,P = SK,P der Rihtung des Seiltrums BK, von der Berticalen, jo hat 
man die Spannung bes Seilftüds KK, 

KR=R= GG eotg.a, 
und die Kraft, mit welder daß Gewicht F indirect den Dedel der Kifte zu heben 
fugt: 
P=-KP=KR, coog.B =ÄR cotg.ß = 6 cotg.« cotg. 3. 
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Wäre a = A —= 10 Grad, fo würde hiernach 
P= (72 G = 322 G, 
alfo bei einem Gewichte des Räubers von 7 — 80 Silogramm, 
- P = 2576 Rilogramm betragen. 


Big. 259. 


Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jegt voraus, daß das Seil 
ACB, Fig. 260, durd) lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden aufe 
gehängte Gewichte Gh, G.. Gs u. f. w. gefpannt fei. Bezeichnen wir ben 
Horizontalabftand AM zwifchen dem Aufhängepunfte A und dem tiefften 
Bunkte C durd) d, fowie den Verticalabftand CM durd) a; fegen wir ferner 
für einen anderen Punkt O des Seilpolygons die gleichliegenden Coorbinaten 
ON =ywCN=r M nun die Berticalfpannung in 4 — V. 


fo folgt die n O= * - 9, und daher fir den Neigungswinlel NOT 
= ROQ = 9 des Eeilftüdes OQ gegen den Horizont: 
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v 
tang.p = 4 7̃ 
wo H bie conftante Horizontalſpannung ausdruckt. 


Es ift hiernach 
QR=OR.tan.p = OR- 47 
bH 
Fig. 260, der Höhenabftand zweier benach⸗ 
barten Eckpunlte des Seilpolygons. 
Segen wir y ber Heiße nad) OR, 


\ 2OR, 30 Ru ſ. w, fogiebt num 
die lette Gleichung bie entfprechen- 
den Höhenabftänbe des erften, zwei» 
ten, dritten Edpunktes u. ſ. w, von 
unten nad) oben gezählt; und ad» 

q diren wir endlich alle dieſe Werthe, 
. deren Anzahl = m fein möge, fo 
erhalten wir bie Höhe CN des Punktes O über dem Fußpunfte 1. Es 
ift nämlich: 


»= on=4.IEOR+2OB+SOR+..+m.OM 
=/- Par2+s+- mtr, [2 


1.2 >. 
der Rhode der arithmetiſchen Reihen zufolge. " 


Endlich OR— 8 geſetzt, erhält man: 


ober, wenn man für ben Neigungswinkel & des Seilendes A, 
tang.a ⸗ 4 einſetzt: 
PR. +1) y? tang.a 
2m?b 
Iſt die Zahl der Gewichte fehr groß, fo fann m + 1 = m angenom» 
men. werben, weshalb man erhält: 
ss eo — = — La 


een were en 
a= rb_ b tang.« 
— 27 2 


Seioda q's Behrbud der Medanit. L 9 
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und hiernach einfacher: 
._y 
Ä a mw 
welche Gleichung nur der Parabel zufomntt. 

Wird aljo ein übrigens gewichtsloſes Seil durch unendlich viele gleiche, in 
gleichen Horigontalabftänden angreifende Gewichte gejpannt, fo geht das Seil- 
polygon in eine gemeine Parabel über. 

Für den Neigungswintel 9 hat man hiernad): 


2a a x 2x . 

ang =, 7 =2Y 5=29 =, fmie 
2a 
lang. a = 


Die Subtangente für den Punft O ift: 
MT= ON unyp=y = 22 —=2(0N. 


Wären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ABDF, Fig 261, 
gewichtslos, oder fehr leicht in Hinficht auf das deshalb nur zu berückſich⸗ 
fig. 261. 












> M 
in —E 
Fe I. 
mie = 
_ a2. 
int 1 —— 
"721 | mm 
= = . m u — —— a 
. -, ——— — — 
* 
—— J 


tigende Gewicht der belaſteten Brüde DEF, jo würde die Kette ACB eine 
Barabel bilden. 


Anmertung Mit Hülfe der Momente gelangt man zur obigen Gleichung 
eines ſtark geipannten Settenftüds CMO, Fig. 262, auf folgende Weile. Dan 
bat in Beziehung auf den Scheitel C defjelben das Moment der Verticalfraft V 
glei dem der Horizontalfraft ZZ plus 
dem des Gewichtes & von CMO, d. i. 

Vv.CD=H.CN+G.CM, 
oder 


Fig. 262. 


Vy= Hz +G.CH 
Nun ift aber die Verticalfraft 9 gleich 
dem Gewichte G, und der Angriffs: 
punft des legteren nahe der Mitte M 
von CO, aljo der Hchelarm von G, 
%ON= Yy iu jesen, daher hat 
man au 
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Gy=Hxz + 4Gy, der Gy=2Ha. 
Wird das Gewiht GF proportional der Ordinate y wachſend angenommen, 
alſo E = yy geſetzt, wobei y die Belaftung pro Kängeneinheit von % bezeichnet, 
jo ergiebt fi 


3 
yy2 = 2 Hz, daher æ — Fr 
Führt man endlid CB = a für x und BA = b für y ein, fo erhält man 
2 ) 
a 3. und daher durch Divifion die obige Gleichung - = 5 der Parabel. 


Beiſpiel. Es ſei die ganze Belaſtung der Kettenbrücke in Fig. 261 0 —=2V 
— 320000 Pfund, die Spannweite AB, = 2b — 150 Fuß, die Bogenhöhe, 
CM, = a = 165 Fuß; man jucht die Spannungen und übrigen Verhältnifle der 
Kette. Die Neigung « der Kettenenden gegen den Horizont ift beftimmt durch bie 
Formel: 


uge= = n=;5=04 6 ift aljo Diefelbe « —= 21948, 
Die Berticalipannung an jedem Aufhängepuntte ift: 
V Gewicht = 160000 Pfund; 
die Horizontaljpannung und alſo aud die im Scheitel O: 
H = V eotg.« := 160000 . on —= 400000 Pfund, 
endlih die Gefammtipannung an einem Ende: 
S=Vvı+ H®— V Vi + cotg.a! — 160000 1+ (0) 


— 160000 y? — 80000 V29 = 430813 Pfund. 


Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes volllommen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht gejpannt, fo bildet die Are derſelben eine 
frumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary) 
erhalten hat. Die unvollkommen elaftifchen und ausdehnbaren Schnüre, Seile, 
Bänder, Ketten u. |. w., wie fie im praftifchen Leben vorfommen, geben 
krumme Linien, welche fich ber Kettenlinie nur annähern, meift aber als folche 
behandelt werden können. Nach dem Borhergehenden ift die Horizontalfpannung 
der Kettenlinie an allen Punkten gleich ſtark, dagegen die Verticalſpannung 
in einem Punkte gleich der Berticalfpannung im darüber befindlichen Auf- 
hängepunfte minus Gewicht des darüber befindlichen Kettenſtückes. Da bie 
Berticaljpannung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, fich vernullt, 
aljo die Berticalfpannung im Aufhängepunfte gleich ift dem Gewichte ber 
Kette vom Aufhängepuntte bis zum Scheitel, jo ift die Berticalfpannung an 
jeder Stelle auch gleich dem Gewichte des darunter befindlichen Seil⸗ ober 
Kettenftiides. 

Sind gleich lange Stucke der Kette gleich ſchwer, fo entfleht die fogenannte 
gemeine Kettenlinie, von welcher hier nur die Rede ift. Wiegt ein Seil- 

19* 
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oder Kettenſtück von 1 Meter Länge, y, und iſt der den Coordinaten COM — a 
md MA=b, Fig. 263, entjprechende Bogen AOC = 1, fo hat man 

Sig. 23. das Gewicht des Kettenftüdes 
| AUG, 

G=1!y; 
ift dagegen bie Yänge bes den 
Coordinaten ON = und 
NO = y angehörigen Bogen® 
— s, fo hat man fitr das Ges 
wicht diefes Bogens, V = 8%. 
Segen wir endlich die Länge 
eines gleichartigen Ketten⸗ 

ſtückes, deffen Gewicht gleich ift 
der Horizontalſpannung H, = c, fo haben wir noch H = cy, und daher 
für die Neigungswintel & und ꝙ in den Punkten A und O: 





6 Iy I 

tang.& — tang. SAH=57= 7, und 
_ _) sy__8 
tang. p = tan. NT—= 7 — rin 


Construction der Kettenlinie. Macht man die Horizontale CH, 
Fig. 264, gleich der Länge c des die Horigontalfpannung meſſenden Ketten⸗ 
ſtückes und C@ glei) der Länge J des Kettenbogens von der einen Seite, fo 
bekommt man, in Uebereinftinnmung mit $. 159, in der Hhpotenufe GH bie 
Größe und die Richtung der Seiljpannung im Aufhängepunfte A, denn es ifte 

00 


tang. CHG = TH” 3 und 


GH= Vec@ + cH— Vi? + c2, oder 
Ss=-V@e +MR=-YyV®” +0e.y= GH.y. 

Theilt man nun CG in gleiche Theile und zieht von ZZ nadı den Theils 
pınften 1, 2, 3 u. ſ. w. gerade Linien, fo geben diefe die Maße und Rich—⸗ 
tungen dev Spannungen derjenigen Punkte in der Kettenlinie an, welche man 
erhält, indem man die Ränge des Kettenbogens AC in ebenfo viel gleiche 
Theile teilt. So giebt 3. ®. die Linie AK die Größe und Richtung der 
Spannung oder bie Tangente im Theilpunkte (P) des Bogens APC an, 
weil in biefem Punkte die BVerticalfpannung = CK. ift, während bie 
Horizontaljpannung unverändert — c . y bleibt, alfo fir diefen Punkt 
CK. y_ CK 

cYy J— 
iſt, wie die Figur auch wirklich giebt. 





tang.p = 


— — — — — — — — — 
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- Diefe Eigenthiimlichkeit der Kettenlinie läßt fich benutzen, um dieſe Curve. 


annähernd richtig mechanifch zu conftruiren. Nachdem man die gegebene 

Sig. 264. Länge C@ des zu conftruirenden Ketten⸗ 
linienbogens in fehr viele gleiche Theile ges 
theilt, die die Horizontalſpannung meſſende 
Linie CH — c aufgetragen und die Trans⸗ 
verjalet 71, H2, H3 u. f.w. gezogen hat, 
trage man auf CH einen Theil C1 als 
Ca bes Kettenbogens auf, ziehe nun durch 
den erhaltenen Theilpunkt (a) mit der Trans⸗ 
verfalen Z71 eine Parallele und fehneide von 
ihr wieder einen Theil ab — CL ab, eben- 
jo ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt 


und ſchneide von ihre be — O1 gleid) einem 
Bogentheile ab; jegt ziehe man durch den 
neuen Endpunkt c eine Parallele zu 773, 
made cd wieber gleich einem Bogenſtück und fahre auf diefe Weife fort, bis 





man das Polygon Cabedef erhält. Run conftruire man ein anderes 3 Polygon 


Caßydsp dadurch, daß mar Ca parallel H1, «ß parallel F H32, By 
porallel 758 u. ſ. w. legt und Cæ ⸗ B Bu. ſ. u, - OT 73 
— 233 u. ſ. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunkte von a, 
bß,cy... fp einen Zug CPA, fo erhält man in demfelben annähernd 
die gefuchte Settenlinie. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer fenkrechten Wand 
läßt fich fir praftifche Bedürfniſſe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewifien Bedingungen, 3. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entſpricht. 


Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und $. 164. 


namentlich auch bei Anwendungen in der Architektur und in dem Mafchinen» 
weſen, ift die Horizontalfpannung der Kettenlinie ſehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Spannweite berfelben. Unter diejer Borausfegung 
ermittelt fich eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weife. 

Bezeichnet 3 die Länge, = die Abfciffe C N und y die Ordinate NO eines 
fehr gedrlichten Bogens CO, Fig. 265 (a. f. S.), fo können wir der beige- 
fügten Anmerkung zufolge, annähernd 


[446] 


(d) eine Parallele zur Transverjalen H2 


294 Dritter Abfchnitt. Viertes Capitel. [8. 164. 
daher die Berticalfpannung in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien⸗ 


bogens: 
e\3 
=[1 +. (4) ] vr. 
und für den Zangentenwinkel TON — @ beilelben: 


tang.p = z = I: + % G)] * ſetzen. 


Fig. 268. 
A M B 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
ſolchen Theile OR entfprecdhende Stück RQ — NU ber Abſciſſe x, indem 
wir jegen: 


RQ=OR. tang.g = OR .2]|ı +%(@ -) ]- 
Da x Hein fein ſoll gegen y, jo ift annähernd RQ — OR-2. Seht 


‚2y 3 sy 
m’ m 
fo befommt man nad) und nad) fünmtliche Theile von — deren Summe nun 


— — u _y) ,mm+)) _ 
en tt2tr3t men 3 6.10) 5 


ift umd wieder der Gleichung der Parabel entſpricht. 
Gehen wir aber noch einen Schritt genauer, fegen wir in 


ml] 


ftatt © den letztgefundenen Berth 5 — ein, fo erhalten wir: 


man nım OR— 2 und fucceffio fir y bie Berte I I uf. w. 


n= m. elirn ) OR (yry. 8). 


Nehmen wir nun wieder nach einander y — — —— 23V u et mw. an, und 


fegen wir ftatt OR ebenfalls 7, jo finden wir nad und E ſämmtliche 
Theile von © und hieraus die Summe Kur: 


= 21% (1+2+3+- 4455 (E)artartst- +9} 
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Für eine fehr große Anzahl von Gliedern iſt aber die Summe der natür⸗ 
lihen Zahlen von 1 bis m, — * und die Summe ihrer Cuben, — 
(j. „Ungenieur“, en aan man hat demnad): 


264 nr. I 
d u (.) 


die Gleichung einer art geijpannten Kettenlinie. 
Dur) Unifehrung folgt: 


mt 
4 


y“ — 2 cæ dee! _ cz 2’ 
1202 1208 3" 


2) y—= \ 2cı — = oder annähernd, 


y= V2e (1 — 5) 


Das Maß der Horizontalſpannung ergiebt ſich ferner: 
—37 An Aa yi 


— ur: 
) ec = 2% + 6 
Der Tangentenwinkel ꝙ wird beftimmt durch die Formel 


tang.p — BHO RAIN 
=} |: (5) *f+(@)] 
engen 
9 tang. — = I: +1, (2) ] 


Hierzu ift endlich nod) die Rectificationsformel: 


9 «=ylı+ 7% (&) ]=s[1 + 3% (£) | ou een 


Beifpiele. 1) Füreine Spannweite 25 — 16 Fuß und Bogenhöhe a = 214 
Fuß ift die Länge der Kettenlinie: 


21=2b +3@)]=»s -[ı +3(#)] 


= 16 + 16 . 0,085 = 17,04 Fuß, 





y = 207 — 


daher: 


d. i. 
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ferner die sm vi bie Beraonte pennuns meſſenden Rettenftüdes: 


=; +2 s=5 2,5 * —= 123,8 + 0,417 = 18,217 Fuß; 
bie Fangente des Kuffängesintls: 


tang. «= ; +36) ]=# [i +3 (9) | os... 
biernad) der " Kafkängemintel jelbfl, « = 320 50°. 


2) Eine Kette von 10 Fuß Länge und 91% Fuß Spannweite bat die Bogenhöbe: 


e=Yae-n0 (—d)b= v3 um. h=\3.2-V% 


1,7812 — 1,885 Fuß, 
und da8 Maß ve. „oraentalibannung: 


4,768 1,335 
= 37 +8 ernten > 8678 Bub. 


8) Wenn eine 80 Fuß lange und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Kraft 
bon 20 Pfund fo viel wie möglich horizontal ausgeſpannt wird, jo iſt die Ver⸗ 


ticaljpannung: RE 
V = und, 
die Horizontalfraft: en 
H-—= VSt — V? — V203 — 43 — V384 — 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufhängemwintels: 


V 4 
tang. 9 — HA” 19,596 = 0,20412, 
der Wintel 9 ſelbſt = 11032’; ferner das Maß der Horizontalſpannung: 
H 8 30 


= 


Hans 4188 dub, _ 
die Spannweite: 
»=21lı—5- (2) ]=®». 1-3 7 G "]=30—0,208= 29,792 Fuß 


und die Bogenhöhe: 


=); /3, 0 0) = y: 222 2. u N 208 _ V29,792.0,078 = 1,524 $uf. 


Anmertung 1. Man findet aus dem Halbmeſſer CA=0B=CD=r 
und der Ordinate AM — y eineß Kreisbogens AB, Fig. 266, die Ordinate 
AN= BN = y, de halben Bogen® AD —= BD, wenn man jegt: 


4B—- AM BMW —- AM +(CB— CM! 


— 1m +(0GB- Vo AM) -208_20AVC0H _ Am, 


d. i.: 4y2 = 2r! — 2r Vr?2 — ya. 


Es if hiernach: 
| Ya — + Va — gi 
yı = —p 


oder annähernd, wenn y Hein if gegen r: 
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91 = Vr[ r—r (r _ — ) 
= VF(G+3% (1 + im 4r2 =3 4* + 35) 


Dur wiederholte Unwendung diefer Sorme findet man die Ordinate des 
Biertelbogens: 


Ya = + = (1 + 5) (1 + —2 
fernet die des end: 


Fr FHNHH AM Ar) 
6 +04 +15). 


Fig. 268 Da die Ordinaten fehr Heiner Dögen den Bögen gleichges 
'g. OD. jegt werben können, jo erhalten wir hiernad den Bogen AB 
c annähernd: 


84 =y(i+l +44). 
oder genauer: 
=y( +++ ++). 
| Aber + Y HH Hr iſt (mach . Inge- 
A 4 nieur” Seite 82) — — * *, daher folgt: 


D B - 
= (1 r 2) 9; 
oder wenn man flatt r die Abſciſſe BM=x einführt, und 2r= — y? feßt: 
2 
:=[1+9% (5) ]»- 


Diefe Formel ift nicht bloß auf Kreisbögen, fondern auch auf alle gedrückte 
@urvenbögen anzuwenden. 





Anmerkung 2. Bergleigt man die gefundene Gleichung 


Fig. 267. 29 
5 y= 2cz — 3 
mit der Gleichung ' 
y= 2 V2ax — 2? 
einer Ellipſe (ſ. „Ingenieur” Seite 169), fo findet man: 
2 b2 . 
= = e un = 4, folglich 
a—= Be und b=aVy, =eV3. 
Es läßt ſich aljo eine ſtark geipannte Kettenlinie als ein Bogen AC B, 
Big. 267, einer Ellipje anjehen, deren große Halbaxen KO=a— 8c und 
fleine Halbaxe KD=-KE=b=cV3 — aV, = = 0,577 a if. 
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8.(165.) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer ges 
‚meinen Settenlinie läßt fid) mitteld des höheren Calculs auf folgende 
Weiſe finden. 

Nach 8. 162 ift für den Aufhängewintel TON = 9, Fig. 268, welchen 
die Berührungslinie OT eines Punktes O der Kettenlinie ACB mit der 
horizontalen Ordinate O N einfchließt, 
wenn der Bogen CO durch 5 bes 
zeichnet und die Horizontalfpannung 

H = cy gefett wirb: 


Fig. 268. 


8 


Nun iſt aber 9 auch gleich dem 
Winkel OPR, welchen ein Bogen⸗ 
element OP = ds mit einem Ele⸗ 
mente PR dy ber Ordinate 
NO = y einidließt, und 





OR 0x 
Rep 
da OR als ein Element 9 der Abfciffe CN = x anzufehen ift; demnad) 


folgt: 
GE: 8 öyi 


— — -—, ober 
Oy c 02 = 
Auch ft 08? = 922 + 9y?, alfo Oy? — 08 — 0x, und daher: 
02 —0 
02°? 8 
Durch weitere Umformung ergiebt ſich: 
022 (5? + c?) = 3?98?, ober 9x = 
Setzt man 3? + c? = w, fo erhält man: 
2808 =0 vo — höu_, AO 
— 0% 0 0% = 7 — Yu u; 
und durch Integration folgt nun nd $. 18 der analyt. Hülfslehren): 
=, [werau=ı,.t + Const. = Yu + Const. 


— Vs? + c?2 + Const,, 
endlich, da z und 8 zugleich Null find, alfo o — Ver + Const, d. i. 
Const. = — ce ift: 


) s=Ve®+0— eo; 


s08 


+ ri 





Y 


fowie umgelehrt, 
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s— Vie + 3 — a = V2csx + 22, und 
82 — 1? 
ur 75 


Beifpiel. Wenn eine 5 Meter lange und 15 Kilogramm ſchwere Kette 40 B 
jo aufgehangen wird, daß die Bogenhöhe CM — 2 Meter beträgt, jo hat man: 
y=— 1), = 3 Kilogramm, 
8? — x? 2,5)3 
e= 7” — ser —E = AR 
und daher die Horizontalipannung: 


H=cy=3.% = 8% Rilogramm. 
Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernimg von 9y auf eine ($. 166.) 
Gleichung zwifchen dem Bogen 3 und der Abfciffe geftoßen find, ebenfo kön⸗ 


nen wir num durch Eliminirung von 92 eine Gleichung zwijchen dem Bogen 
8 und der Ordinate y Inn Man ſetzt zu dieſem Zwecke in der Gleichung: 


2 
=! 5 00 = 08? — 0", 


und erhält fo die Gleichung: 
ee 08 — Oy? 
a day ° 

c08 


y-yaıa 


Divdirt man im Zähler und Nenner durch c und jet - =v, ſo 
erhält man: 
cd (2 ) c09v 


= VAETO Yıra' 


und es Tiefert nım die Formel XII. in $. 26 der analytifchen Hülfslehren 
das entfprechenbe Integral: 


v=e [ame Toon. (e + Vi ——— 
2) y=e. Log. nat. (e+Ve+e te). 


Set man in diefer Formel = V2cz + 2, fo erhält man bie 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie: 


UL “ c+xz+V2cr +2 
3) y= ec. Log. nat. ete+VBetz), 


oder Oy? (82 + c?) — 02083, alfo 
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auch iſt: 
—_n 
4) y=clo.: nat. = st? _ -® ad Log. nat. (2). 








— * 2x 8 
Endlich folgt aber durch Umkehrung von 2. und 3.: 


r _.!t c 
5b) s—=|e’ —e *)- 5 und 


= [+9]. 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith⸗ 
menfyftemes (ſ. $. 19 der analyt. Hitlfslehren). 


Beilpiel. Zwei zufammengehörige Eoordinaten einer Kettenlinie find x = 2 
Buß und y = 8 Fuß, man ſucht die Horizontaljpannung e diejer Curve? 
Annähernd ift nad ur R des maragsapben 164: 


Nah Nro. 3 diefes Paragraphen (166) ift aber genau: 
y= eLn. (+2 + Pez tat), ht: 
8=cIm. (+? + Miet 9). 


Hierin c — 2,58 geſetzt, bekommt man den Fehler: 





_ 4,58 + 2V3,58\ _ 8,3642\ . 
f=3 — 2,58 In. —e—— = 8 — 238 1m. (8) 
— 3 — 3,085 = — 0,085; 
ninımt man aber c = 2,53 an, jo erhält man den Fehler: 
J 4,53 + EaV8a8\ _ 8,2876 


= 8 — 8,002 = — 0,002. 

Um nun den wahren Werth von c zu finden, jegen wir nad einer befannten 
Regel (f. „Ingenieur", Seite 76): 

e—258 _f __ 0,085 





— 3* FA — = 17,6, 
auf dieje Weile folgt: 16,5. c = 175 . 2,538 — 2,58 = 41,69, daher: 
41,69 _ 
e= 165 7 2,627 Fuß. 


Anmerlung 1. Verſchiebt man den Goordinatenanfangspuntt in der Age 
CX, Fig. 269, um CD = c zurüd, jo geht die Abſciſſe CN = x in: 
DN=KO=x& =c+tx 
über und die Gleichung: 
= Yo — cin 
a =Va+tcH 
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jowie die Gleihung: 


yz=c Log. nat. (etetMieet= V2cz + =? in 


c 
y= c Log. nat. (attle =) über. 
1 


Auch iſt das Flächenelement OKLP 
zdy=Vs2+celdy=cds, 
und daher der Flächenraum 
CDKO= F=/miy=ecs 
d.i. glei einem Rechteche CDOR, veflen 
Höhe DC = QR den jogenannten Para⸗ 
meter ce und deſſen Länge CR = DQ 
die Länge 3 des Kettenbogens CO mikt. 
Es mird folglih das Kelten= oder Seil- 
- tüd CO vom Querſchnitt A durch jein 
Gewicht E = Asy genau jo gebogen, 
wie dur das Gewicht 
G=Fey= cesy 
einer Platte CD KO von der Dide 


e=-. 


Gig. 269. 


x 





Anmertung 2. Sehr einfad laſſen fi) für die gemeine Kettenlinie s, 
x und y durch den Aufhängewinkel 9 ausbrüden; e8 ift nämlich nad dem Bors 
ftebenden: 
ce sin. ꝙ 





s=ctn.g= 08.9 ° ferner: | 
— ce (Vi £tang. gi — 1) = CZ 008. 9) 
z=c(Vi + tang.g? — 1) 55 und 
y = ce Log.nat. (tang.9 + Yı$+ tang. 9%) = c Log.nat. mer . 


Mittels diefer Formeln kann man die Bogen und Soordinatenlängen für vers 
fchiedene Neigungs- oder Aufhängewinkel berechnen, und es läßt fi Hierzu Leicht 
eine zwedmäßige Tabelle, wie im „Ingenieur“ S. 858, anfertigen. Hierbei hat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beften diejenige, bei welcher das Maß c der 
Horizgontalfpannung = 1 ift, zu Grunde zu legen; für eine andere Rettenlinie, 
welde der Horizontalipannung c entſpricht, findet man dann s, x und yY, indem 
man die durch die Tabelle angegebenen Werthe von 3, z und y mitc multiplicirt, 


MWäre tang.y nit —= =, fondern = 2 , jo hätte man e8 mit der gemeinen 
Barabel zu thun, für welche 


s — 5 Er + Ln.tang. (Frt2)], 





c /sin.g\? 





_ € =; ( 
**3 tang. ꝙ 3 (605.9 und 
yzetag.yg = 2 ie. 


c08. 9 


$. 167. 
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Gleichgewicht der Rolle. Seile, Riemen u. ſ. w. find auch die 
gervöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen über- 
tragen werben. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier nod) das Allgemeinfte, fo viel es ohne Berüdfichtigung der Reibung und 
Steifigfeit möglich ift, entwidelt werden. - 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are brehbare 
kreisförmige Scheibe ABO, Fig. 270 und Fig. 271, um deren Umfang 

Fig. 270, " Sig. 271. 





7 

ein Seil liegt, deſſen Enden durch Kräfte P und Q angeſpannt werden. 
Bei einer feften Rolfe (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäuſe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Axen oder Zapfen ruhen, 
unberveglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) 
hingegen ift das Zapfengehäufe beweglich. 

Im Gfeihgewichtszuftande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Seilenden glei, groß, denn jede Rolle ift ein gleiharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are C Perpenditel CA und CB auf 
die Kräfter oder Seilrichtungen DP und DQ fält. Auch ift Mar, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nänilich rß, 
zurlicllegen, wenn r den Halbmeſſer CA — CB und 40 den Umdrehunges 
winfel bezeichnet, und daß ſich aud) hieraus auf die Gleichheit zwiſchen P 
und Q fcließen läßt. Aus den Kräften P und Q entjpringt noch eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelfraft OR — R, bie von dem Winkel 
ADB= a, unter welchem die Seilrichtungen zufammenftoßen, abhängig 
iſt und ſich als Diagonale des aus P und & zu conftruirenden Rhombus 
CP, RQu 


R=2P cos. 5 ergiebt, 
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Bei der feften Rolle, Fig. 270, wirkt die zu hebenbe Xaft oder der zu $. 168, 

überwinbende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
ift daher Hier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung dieſer 
Rolle nichts weiter als eine Richtungsveränderung, weshalb man fie aud) 
eine Zeitrolle (franz. poulie de renvoi, engl. guide pulley) nennt. Bei 
der [ofen Rolle, Fig. 271, hingegen wirkt die Laſt R an dem hakenförmigen 
Ende des Zapfenlagers, während das eine Seilende an einem unbeweglichen 
Gegenftande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 





& 
2 cos. 7 


zu ſetzen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bedeckten 
Bogen eutfpricht, durch) a und den Halbmefier CA — CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 

a—= 2 AM—=2.CA cos. CAM —=20A cos. ADM — 2rcos. 3. 





es läßt fid) daher — und ebenfo 
2 cos. 2 
P_r 
R a 


fegen. Diefem nach verhält fich alſo bei der loſen Rolle die Kraft zur 

Laft, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 
Iſt 4 — 2r, bevedt alſo da8 Seil einen Halbfreis, Fig. 272, fo fällt 
die Kraft am Heinften, nämlih P—= Y R aus; 

-ifta= nr, alfo 609 von der Rolle mit Seil bes 
dedit, fo hat man P = R. Je kleiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und fir ein unenblid) 
Heines a, d. h. für eine unendlich Kleine Seilbes 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei ben 
Wegen tritt ein umgekehrtes Berhältniß ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege k von R 
entjpricht, jo hat man Ps = Rh, daher: 

s a 


fig. 272. 


Die loſe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraftvers 
änderung, weshalb fie auch die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt fich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laft durch eine Kleinere Kraft heben; in dem Bers 
häftniffe aber, in welchem man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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Unm das Berhältniß — der Kraft zur Laſt auf ein Drittel herabzuziehen, 


führt man das Seil einer lofen Rolle AB, Fig. 273, über eine Leitrolle F 
Sig. 974. und befeftigt das eine 
Ende deilelben an bem 
Bügel oder Kloben DE, 
woran auch die Laſt R 
hängt. Es wird dann 
die Laft R fammt dem 
Gewichte G der armirten 
Rolle durch drei Seile 
getragen, wovon jedes 
mit der Kraft 
= R + G 
geipannt ift. Führt man 
das Seil noch Über eine 
zweite Leitrolle H, fo 
fann die belaftete Lofe 
Holle auch durch eine 
abwärts ziehende Kraft 
P=g= R+dG 


3 
gehoben werden. 


Beilpiel. Die Kraft 
EP=P, mit welder. 
ein Mann an einem über 
eine Leitrolle AB, Fig. 
274, weggeführten Seile 
abwärtszieht, wird durch 
die Rolle in eine auf: 
wärtögerichtete Kraft P, 
verwandelt, welche das 
Trittbrett FH empor 
zieht. Da nun dem Prin⸗ 
cipe der Gleichheit der Wir⸗ 
fung und Gegenwirkung 
sufolge, der Mann durd eine Gegenkraft P emporgezogen wird, fo ift die aus 
P, und P = P, bervorgehende Mittellraft RB, melde dem Gewichte G dei 
Mannes dag Bleihgemidt hält. 

Bezeihhnet « den Wintl CE A= CEB, um welden die Richtungen der Seil⸗ 
enden von der verticalen Schwerlinie CS des Mannes abweichen, fo läßt fid) jegen: 
G=B=2P.cos.e«, 
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daher umgefehrt die Muskellraft, durch welde fi der Menſch mittel dieſes 
Weganismus emporhebt, P= 5 E., oder naht = 14G,d.1.gleid der Qüffe 
feines eigenen Gewichts, wenn a Mein in, alſo die Seilrichtungen von der Ver⸗ 
ficalen nur wenig abweichen 


Anmerkung. Bon der Zufammenfegung der Rollen zu Rollen» und Flaſchen⸗ 
gügen, ſowie von dem Einfufie-der Reibung und des Steifigleitswiberftandes auf 
das Gleichgewicht der Rollen ift im dritten Bande die Rebe. 


Radwelle. Die Radwelle (franz. roue sur V’arbre; engl. wheeland $. 169. 


axle) ift eine fefte, um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 

Big. 278. ABFE, $ig. 275, von 

zwei feften Rollen oder Rä- 

dern. Das Heinere von die⸗ 

fen Rädern heißt Welle 

(franz. arbre; engl. axle), 

das größere aber Rad 

(franz. roue; engl. wheel). 

Die runden Enden E und 

F, womit dieſe Maſchine 

aufrußt, heißen Zapfen 

(franz. tourillons; -engl. 

trunnions). Die Umdre—⸗ 

hungsare einer Radwelle ift 

entweber horizontal, oder 

vertical, ober chief. Hier 

ſoll zunächft nur von der⸗ 

jenigen Radwelle die Rede fein, weldhe ſich um eine Horizontale Age dreht; 

auch wollen wir hier vorausfegen, baf die Kräfte P und Q oder die Kraft 

P und die Laft Q an den Enden vollkommen biegfamer Seile wirken, 

welche um die Umfänge des Rades und ber Welle gelegt find. Die zu 

beantwortenden Fragen find: in weldem BVerhältnifie ftehen Kraft P und 

Laft Q zu einander, und welche Drüde haben die Zapfenlager bei Z und 
F aufzunehmen? 

Denkt man ſich in dem Punkte C, wo die Umdrehungsebene ber Kraft P 
bie Are EF der Maſchine ſchneidet, noch zwei Gegenfräfte + P und — P 
wirtſam, welche der in A angreifenden Umdrehungskraft gleich und ihr 
parallel gerichtet find, fo erhält man aus ber Zufammenfegung diefer 
drei Kräfte eine Arenkraft OP — P und ein Kräftepaar (P, — P), 
deſſen Moment = P. CA — Pa ift, wenn a den Hebelarm ber Kraft 
AP = P, ober ben Halbmeſſer CA des Rades bezeichnet; und denken wir 

Belsvac's Fehrbud der Meanit, L 20 


4 
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ung gleihfals im Punkte D, wo bie Umbdrehungsebene ber Laſt Q von der 

Are EF geſchnitten wird, die Gegenkräfte Q und — Q angebracht, fo er- 

halten wir aud) noch eine Axenlraft DQ — Q und ein Kräftepaar (Q, —Q), 

deſſen Moment — Q.. DB Qb ift, wenn d den Hebelarm der in B 
angreifenden Laſt Q ober den Halbmeſſer DB der Welle bezeichnet. 

Da bie Agenkräfte CP — P und DO —= Q von ber Age aufgenommen 

werden, unb folglich gar feinen Einfluß auf die Umdrehung der Maſchine 

Fig. 276 ausüben, fo ift zur Herftels 

ig. 276. lung des Gleichgewicts 

nöthig, daß bie beiden im 

parallelen Ebenen wirkenden 

Kräftepaare (P, — P) und 

(@, — Q) (vergl. $. 96) 


gleiche Momente haben, daß 
alſo 
Pa= gb, 
P_» 
277 


Es ift alfo bei jeder 

beliebig langen Rad» 

. welle, wie bei jedem 

Hebel, im Gleichge⸗ 

widtszuftande, das Moment Pa der Kraft gleich dem Momente 

Qb ber Laft, oder das Verhältniß der Kraft zur Laft glei dem 
des Laftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, fo ift natlirlich auch die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad} der einen Umbrehungsrichtung 
wirten, glei, der Summe der Momente der Kräfte in ber anderen Umbre- 
hungsrichtung zu fegen. 


8.170. Die Agenfräfte OP = P und DI — Q laſſen ſich nur noch in bie 
Verticakäfte CP, = Pı md DI) — Qu, und in bie Horizontaffräfte 
TR, — P, un DO, — Qp zerlegen; es geben nun bie erſteren Kräfte 
in Vereinigung mit dem im Schwerpunkte 8 ber Mafchine angreifenben 
Gewichte G der Mafchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. i: 

n+hr=PArA+G 

während aus ben Horizontalftäften P, und Q, feitliche Zapfendrüde ZI, und 
Hy hervorgehen. Bezeichnet @ ben Neigungswinlel POP, der Richtung der 
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Kraft P gegen den Horizont, und 4 den Neigungswintel Q DQs der Laft, fo 
bat man: 
P,=Psin.a und PR = P cos.a, fowie 


9% Q Ssin. ß nd 5 —=LQ cos.ß. 
Iſt ferner 2 die ganze Arenlänge EF, d ber Abftand CE, e der Abſtand 


DE und s der Abftand SE der Axenpunkte C, D und S von dem einen 
Arenende E, jo hat man ber Theorie des Hebels ($. 139) zufolge: 


1) Wenn man E als Silltzpunkt des von den Kräften P,, Qı und G 
ergriffenen Hebel EF' anfieht: 
n.EF=P.EC+Q.ED+G.ES»:.: 
yYi=Pd+Qe+tGs 
wonach ſich der Verticaldrud: 


„Bet Qı e + @G8 


ergiebt, und 
2) wenn man F als Stüutzpunkt des gedachten Hebels behandelt: 
y.FE=P.FC+QA.FD+G.FS».i.: 
vi=PRÜ— At —- gg +ral— 3), 
fo daß der Berticaldrud: 


_AÜ- HA —-—)H+El— 39 
N SIR 
folgt. 
Die Horizontaldrüde ZZ, und H, ergeben fi) aus den Horizontalfräften 
P, und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E ala Stütpimft des von P, und Q, ergriffenen Hebels 
EF annimmt, und hiernach 
H. ‚EF= Q; .„ED—P; .EG, d. i.: 
— = Os e — P 9 d 
fest, folgt der Horigontaldrud: 
PAIR TEE CB 
2) wenn man F als Stutzpunkt behandelt: 
A.FE=PD.FC— Q.FD,.i: 
| Hi=BÜl—)—-QGl-o) 
ergiebt fich ber Horigontaldrud: 


Almen, 


20* 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält mau nun die ges 
ſammten Drüde R, und R, an den Zapfen E und F, und zwar: 


A=Vr+ HmR—=YVVvi+ HM. 

Sind endlich noch d, und Ö, die Winkel RR EH, und R,FH,, um 

welche diefe Drüde von dem Horizonte abweichen, fo hat man: 
Vi Y; 
tang. 6, = — I — — 
ang. 0; ã und tang. õ⸗ ã 

Beiſpiel. Die Laſt Q einer Radwelle AB, Fig. 276, zieht mit 865 Pfund 
fentredgt nieder; der Halbmefler des Rades iſt a — 1%, Buß: der Halbmefjer der 
Welle, db = %, Fuß; das Gewicht der leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; ber 
Schwerpunkt derjelben fleht von dem Zapfenlager Z um 8 = 1Y, Fuß ab, das 
Rabmittel ift um d = %, Fuß von diefem Zapfen E und die BVerticalebene, in 
welcher die Laft wirkt, ift um e = 2 Fuß von demielben entfernt, während die 
ganze Arenlänge EF — I — AFuß beträgt; wenn nun die zur Herftellung des 
Gleichgewichts nöthige Kraft P amRade, unter einem Wintel & von 50 Grad vom 
Horizonte abweichend, niederzieht, wie groß wird diejelbe ausfallen und welches werben 
die Zapfendrüde fein? Es ift Q = 365, 4 900, folglid Q, = Q sin. = Q 
und Q, = Q cos.ß = 0, ferner P unbelannt und « = 50°, daher P, = P 
sin.a = 0,7660. P und P, = P cos.« = 0,6428. P. Mittels der Hebelarme 
a — 17 und d %, beſtimmt fi die Kraft: 
P= 2 =, . 365 = 156,4 Po, P, = 1198 und P, = 100,5 Pb. 
Bel jmnri=4d=/, e=2ws=% iſt, ſo folgt i d= 1%), 
Ii—e=2 und! — s—= %. Nun ergiebt fid 

1) Sür den Zapfen F': 

der Berticaldrud 


8 8 
= 8. + 305 2420. % _ 990,0 Bund, 


und der Horizontaldruck: 
18.4 — 0.2 
„a 


4 
folglich der Mitteldrud: 


R, = VV2 + H3 = V280? + 18,82 — 280,6 Pfund, 
und für deſſen Neigung d, gegen den Horizont: 


tang.d, = Ta Log.tang.dg = 1,17800, aljo d, = 86°9,5'. 


2) Für den Zapfen Zr: 


— 188 Pfund, 


98.18 . 6 
_ vs, = HOR,ZU H FE 3 10% — 404,8 Pfund, 
1, — 
H, — ———— — 81,7 Pfund, 


folglich der Mitteldruck: 


R, = YV#® + Bt = Y404,8%2 + 81,72 = 418,0 Pfund, 
und für defien Neigung d, gegen den Horizont: 
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404,8 
tang. d, = 817° 
Uebrigens ift jehr richtig: 
V, + 7, = 280 + 404,8 = 6848 = P, + Qı + Q@, und ebenjo 
A + =3,7-+ 18=-105=P,-+ Q. ' 


Log. tang.d, = 0,69502, d, = 780857, 


Fünftes Kapitel, 


Die Widerflände der Neibung und Steifigkeit 
der Seile. 


Widerstand der Reibung. ®ir haben feither angenommen ($.142), $. 171. 
baß zwei Körper nur durch Kräfte auf einander wirken können, welche win⸗ 
felrecht gegen ihre gemeinjchaftliche Berlihrungsebene gerichtet find. Wären 
biefe Körper vollfommen ftarr und ihre Oberflächen an den Stellen ber Berlih- 
rung vollfommen mathematiſche, d. h. aud) nicht von den Heinften ungejeg- 
mäßigen Erhabenheiten und Vertiefungen unterbrochen, fo würde dieſes Geſetz 
auch durd) die Erfahrung volllommen beftätigt werden; weil aber jeder mates 
rielle Körper einen gewiſſen Grad von Efafticität, oder nad) Befinden Weichheit, 
befitt, und weil die Oberfläche eines jeden Körpers, felbft wenn diefelbe polirt 
ober in hohem Grabe geglättet ift, noch Feine Erhöhungen und Vertiefungen 
bat und in Folge der Porofität der Materie kein Continuum bildet, fo findet 
bei der gegenfeitigen Wirkung zweier fich berlihrenden Körper auch immer ein 
gegenfeitiges Eindriiden und Eingreifen der Theile an der Berührungsſtelle 
ftatt, wodurd fi ein Zufammenhang zwiſchen beiden Körpern bildet, der 
nur durch eine befondere Kraft, deren Richtung in die Berührungsebene felbft 
fällt, aufgehoben werden Tann. 

Diefer, durch das Eindringen und Sneinandergreifen der ſich berührenden 
Körper hervorgebrachte Zuſammenhang und der daraus ent|pringende, in der 
Berührungsebene wirkende Widerftand ift es, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bei der 
Bewegung der Körper als eine paffive Kraft oder ald Widerftand (Rei⸗ 
bungswiderſtand) auf, weil fie nur Bewegungen verhmdert oder hemmt, die⸗ 
felben aber nie erzeugt oder befürbert. Sie läßt ſich bei Unterfuchungen in 
der Mechanik als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung 


8. 172. 
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in die Ebene ber Berührung beider Körper fällt, entgegenwirkt. In welcher 
Richtung man aud) einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen⸗ 
den Körper fortbewegt, immer wirb die Reibung in ber Richtung der Bewe⸗ 
gung entgegenwirken, .fie wird 3. B. dem Hinabfinfen auf der fchiefen Ebene 
ebenfo viel hinderlich fein al8 dem Hinaufgleiten auf derfelben. Bei einem 
im Gleihgewichtszuftande befindlichen Kräfteſyſteme erzeugt der kleinſte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, fo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ijt zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Reis 
bung abhängiger Zufag an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung ber Reibung werben die in Berührung gekom⸗ 
menen Theile zufammengedrüdt, die vorftehenben Theile umgebogen, nad) Bes 
finden abgeriffen, abgebrochen u. |. mw. Es hängt beshalb die Reibung nicht 
nur von der Rauhigkeit oder Glätte der reibenden Flächen, fondern auch von 
der materiellen Bejchaffenheit der Körper felbft ab. Härtere Metalle geben 
3. B. meift weniger Reibung als weichere. Uebrigens laſſen ſich iiber bie 
Abhängigkeit der Reibung von den natürlichen Eigenſchaften der Körper 
a priori feine allgemeinen Regeln aufftellen; es ift vielmehr nöthig, mit Körs 
pern von verjchiebenen Materien Reibungsverfuche anzuflellen, um hiernad) die 
unter anderen Berhältniffen ftattfindenden Reibungen zwifchen Körpern von 
denfelben Materien ermitteln zu können. 

Einen befonderen Einfluß auf die Reibimg und auf das daraus hervorges 
hende Abreiben und Abnugen der ſich berührenden Körper üben die Schmie- 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die fid) 
treibenden Flächen beftreicht. Durch die ganzs ober halbflüffigen Schmiermit- 
tel, wie Del, Unſchlitt, Fett, Seife u. |. w., werden die Poren der Körper 
ausgefüllt und andere Rauheiten vermindert, und wird liberhaupt das tiefere 
Eindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine bedeu- 
tende Verminderung der Keibung herbeiführen. 

Uebrigens ift die Reibung nicht mit der Adhäſion, d. 5. mit demjenigen 
Aufammenhängen zweier Körper zu verwechjeln, welches eintritt, wenn Körs 
per in vielen Bunkten in Berlihrung kommen, ohne daß ein gegenfeitiger Drud 
ftattfindet. Die Adhäfion wächſt mit der Größe der Berührungsfläche und 
ift vom Drude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil ftatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeus 
tend hervor; find aber die Preffungen groß, fo ift fie nur ein Fleiner Theil 
der Reibung und in ber Regel ganz zu vernadjläffigen. Schmieren, wie über⸗ 
haupt alle flüffigen Körper, vermehren die Adhäſion, weil fie eine größere 
Anzahl von Berührungspuntten herftellen. 


Reibungsarten. Man umterfcheidet zwei Arten der Reibung von ein 
ander, nämlich die gleitende und rollende oder wälzende. Die gleitende 
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Reibung (franz. £. de glissement; engl. £. of sliding) ift derjenige Rei⸗ 
bungswiderftand, welcher ſich Herausftellt, wenn fich ein Körper gleitenb, d. h. 
jo bewegt, daß alle Punkte deſſelben parallele Linien befchreiben. Die 
rollende ober wälzgende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen ift berjenige Wiberftand, welcher beim Wälzen, d. 5. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, wo fich jeber Punkt progreffiv 
und drehend zugleich bewegt und ber Berührungspunkt auf dem bewegten 
Körper einen eben fo großen Weg zurücklegt als auf dem ruhenden Körper. 
Ein gegen die Ebene HR ſich ftügender Körper M, Fig 277, geht z. B. 


Fig. 277. Fig. 278. 





gleitend über die Ebene hin und hat fomit gleitende Reibung zu überwinden, 
wenn alle Punkte deffelben, wie A, B, C u. f. w. die parallelen Wege AA,, 
BB,, CC, n..w. zurüdlegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berlihrung kommen. Der 
Körper M, Fig. 278, vollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene AR und 
hat dabei wälzende Reibung zu überwinden, wenn ſich die Punkte A, Bu. |. w. 
feiner Oberfläche in Trochoiden, d. i. fo bewegen, daß der Weg AEB, 
— dem Wege ADB — A,D, Bi, ebenfo der Weg AE — dem Wege 
AD, der Weg BE=DBD, u ſ. w. iſt. 

Eine beſondere Art der gleitenden Reibung iſt die Axen⸗ oder Zapfen» 
reibung, welche entfteht, wenn ſich ein chlindrifcher Zapfen in feinem 
Zager herumbdreht. Man unterfcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, aud) 
gudgeon) reibt fi an feinem Umfange oder Mgntel, inden nad) und nad) 
gewiſſe Punkte defielben immer mit denjelben Punkten des Tager oder der 
Pfanne in Berührung fommen. Der flehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen drückt mit feiner kreisförmigen Bafis gegen das Lager, wäh. 
rend die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herinngehen. 

Befondere Reibungen entftehen noch, wenn ein Körper über einer Schneide 
ofeillirt, wie 3. B. beim Wagebalten, oder wenn ein fchwingender Körper in 
einer Spite aufliegt, wie 3. B. die Magnetnadel. 

Ferner ift die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mödiat; engl. mediate £.). Bei jener find die fich reibenden Körper in 
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unmittelbarer Berührung; bei diefer find fle hingegen durch Schmieren, 3.2. 
durch eine dünne Oelſchicht u. |. w. von einander getrennt. 
Endlich unterfcheidet man noch die Reibung der Ruhe (franz. f. de 
r&pos; engl. f. of quiescence), welche zu überwinden ift, werm ein vuhender 
Körper in Bewegung geſetzt wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f.of motion), welche ſich der Fortſetzung einer Bewe⸗ 

gung entgegenjekt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Gefete, welchen bie Reibung unters 
worfen ift, find folgende: Ä 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwifchen den 
fi) reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jet noch einmal fo ſtark 
gegen feine Unterlage drückt als vorher, fo füllt bie Reibung auch nod) ein» 
mal fo groß aus; der dreifache Druck giebt auch eine dreifache Reibung u. f. w. 
Wenn diefes Gefeg bei Heinen Drücken Abweichungen von den Beobachtuns 
gen giebt, fo hat man diefe dem hier verhältnigmäßig größeren Einfluffe der 
Abhäfion beizumeffen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungs- oder 
Berührungsflähen. Je größer die Reibungsflächen find, deſto größer ift 
zwar bie Zahl der ſich reibenden Theile, allein defto Heiner ift auch der Drud 
und deshalb auch die Keibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 
gen aller Theile ift beshalb bei einer größeren Fläche diejelbe wie bei einer 
Heineren, infofern der Drud und die übrigen Berhältniffe diefelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipedifchen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Beichaffenheit, fo ift die Kraft zum Fortſchieben deſſelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit der fleinften oder mit der 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei fehr 
großen Seitenflächen und Heinen Drüden fcheint diefe Regel in Folge des 
Einfluffes der Adhäfion eine Ausnahme zu erleiden. 


3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer als die der Bewegung, 
letztere aber ift von der Gefchwindigfeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge 
ſchwindigkeiten biefelbe wie bei Heinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in ber 
Regel Heiner als die uneingefchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt. weniger von den ſich reibenden Körpern als von der Schmiere 
felbft ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibimg ift Heiner al8 die gemeine gleitende 
oder fchiebende Reibung; bie wälzende Reibung zwifchen glatten Flächen ift 


in den meiften Fällen fo Hein, daß fie in Ruckſicht auf die gleitende Reibung 


nicht in Betracht zu ziehen ift. 
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Anmerlung. Die vorſtehenden Regeln gelten ſtreng nur dann, wenn der 
Zapfendruck auf die Flächeneinheit ein mittlerer iſt, und wenn die Umfangsgeſchwin⸗ 
digkeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überſchreitet. Dieſer mittlere Druck auf 
den Quadratzoll ift etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangegeſchwin⸗ 
digkeit 2 bis 10 Zoll. Bei viel kleineren Drücken bildet die Adhäſion einen anſehn⸗ 
lichen Theil des Widerſtandes, welcher dann auch von der Größe der Reibungsfläche 
mit abhängt, und bei ſehr großen Drücken und Geſchwindigkeiten findet eine ſo 
große Wärmeentwickelung ſtatt, daß die Schmiere ſchnell verdampft, und der Zapfen 
ſowie das Lager deſſelben der Zerſtörung entgegeneilt. Laſſen ſich große Geſchwin⸗ 
digkeiten nicht umgehen, wie z. B. bei Eiſenbahnwagen, Turbinen u. ſ. w., ſo 
muß man der Erhitzung der Zapfen durch Vergroͤßerung der Reibungsfläche, d. i. 
durch größere Stärke und Länge der Zapfen, entgegenwirten. 


Der Reibungscoefilcient. Ein auf einer horizontalen Ebene HR, 


Sig. 279, vuhender Körper 40 werde durd) eine ganz ober nahe in bie 

Fig. 279. DBerührungsflähe AR zwiſchen 
beiden Körpern fallende Kraft P 
gleichförmig oder jo langfam fort⸗ 
getrieben, daß hierbei nicht allein 
das Gewicht, fondern aud) die 
Trägheit doeo Körpers außer Acht 
gelaffen werden Tann. SDerjelbe 
drücke gegen feine Unterlage ein 
Mal mit der Kraft N und er⸗ 
fordere zum Yortziehen, d. 5. zur 
Ueberwindung feiner Reibung F 
die Kraft P, fowie ein zweites Mal mit der Kraft Ni, wobei zur Herftellung 
des Gleichgewichts mit der Reibung Fi, dann die Kraft Pi nothwendig ift. 
Nach dem Vorigen iſt nım: 

P F N 


PR FA N 





und Daher 


Hat man durd) einen Verſuch die einem gewiſſen Drude N, entjprechenbe 
Reibung F, gefunden, fo findet man hiernach, wenn die ſich reibenden Kör- 
per und die übrigen Umftände diefelben find, die einem anderen Drude 
N entfprechende Reibung F, indem man diefen Drud durch das 


Berhältniß () zwifchenden der erſten Beobachtung entjpredhen> 
| | 


den Werthen F, und N, multiplicirt. 
Diefes Verhältniß der Reibung zum Drude oder die Reibung für ben 
Drud — Eins, 5.2. 1 Kilogramm oder Pfund, heißt der Reibungs- 
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coefficient (franz. coöfficient du frottement; engl. ooefficient of friction) 

und foll in der Folge immer durch P außgebrüdt werden, weshalb ſich allgemein 
F=g9.N 

fegen läßt. 

Der Reibimgscoefficient ift bei verſchiedenen Materien ımb verſchie⸗ 
denen Zuftänden ber Reibung verſchieden und muß deshalb durch 
beſonders hierzu angeftellte Verſuche ermittelt werden. 

Wenn die der Reibung das Gleichgewicht zu haftende Kraft P nicht in 
der Berligrungsebene jelbft, ſondern in einen gewiſſen Abftande von berfelben 
wirkt, fo vereinigt ſich diefe Kraft mit dem Normalbrude N zu einer Mittel- 
kraft R, welche nur dann ben Körper 40 auf der Unterlage gleitend fort- 
bewegt, wenn fie duch einen Punkt E, Fig. 280, innerhalb der Bafis oder 

. gemeinfchaftlichen Berührungs> 

Big. 280. flädhe CD beider Körper hin⸗ 

durchgeht. Bezeichnet = den Ab» 

ſtand CK der Kraft P, fowie 

e ben Abftand CH der Kraft N 

von ber äußerften Kante C bes 

Körpers, fo bedingt dieſe For⸗ 

derung, daß das Moment Pa 

Heiner als da8 Moment Ne fei 

N (vergl. $. 146). Wäre Pa—Ne, 

fo wilde die Mittelfraft R durd) 

die gebachte Kante C gehen und der Körper die Grenze feiner Stabilität 
erreicht haben, fiele endlih Pa> Ne aus, fo wilrde bie Mittelfraft R 
außerhalb C fallen, folglic, der Körper ohne Stabilität fein. Im erften Falle 
läßt ſich annehmen, daß der Körper AC im Bunkte E mit der Kraft N —=N 
auf die Unterlage drüde und daß ber Reibung durch die Kraft Ph —= P das 
Gleichgewicht zu Halten und folglich, ebenfalls P— F= PN zu fegen fei. 

Wird der Körper AC um ben Weg s auf der Unterlage fortgegogen, fo 
hat man die Arbeit Fs zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung be⸗ 
anſpruchte mechaniſche Arbeit ꝙ Ns gleich bem Producte aus Reibungs- 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berührungsebene. Iſt die Unterlage 
ebenfalls beweglich, jo hat man unter s — 3, — 8; ben relativen Weg bes 
Körpers zu verftehen und es ift dann Fs — P Ns die Arbeit der Reibung 
für beide Körper zufammengenommen. Der ſchneller gehende Körper nimmt 
beim Durchlaufen des Weges 5, die Arbeit 9 Ns, in Anfprud) und der lang- 
famer gehende Körper gewinnt bei Zurüdlegung des Weges 5, durch bie Reis 
bung die Arbeit ꝙ Ns,; es ift alfo der durch die Reibung zwiſchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitsverluft: 

pyNs — YyNs3=YyN (4 —s) = YNs 
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Beifpiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Kilogramm die Reibung 
91 Kilogramm beträgt, fo ift der entſprechende Reibungscoefficient 9 = Mayo 
= Yo = 0,85. 2) Um-einen 500 Pfund ſchweren Schlitten auf einer horizons 
talen und ſehr glatten Schneebahn fortzugiehen, ift bei dem Reibungscoefficienten 
9 = 0,04 die nöthige Kraft F = 0,04 . 500 = 20 Pfund. 8) Wenn der 
Reibungseoefficient einer auf dem Straßenpflafter fortgezogenen Schleife 0,45 und 
Die Belaftung diefer Schleife 300 Kilogramm beträgt, fo if, um dieſe Schleife 280 
Meter fortzuziehen, die mechaniſche Arbeit 9 Ns — 0,45 . 300 . 280 = 87800 
Meterkilogramm erforderlich. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Siegt ein Körper AO, $. 176. 
Fig. 281, auf einer fchiefen Ebene FH, deren Reigungawintel FHR — a 
ift, fo läßt ſich deffen Gewicht C in den Normaldrud N — @ cos. unb 
in die Parallellraft P— @ sin.w zerlegen. Aus der erfteren Kraft ent» 
fpringt num die Reibung F = 9 @ cos.a, welche jeder Bewegung auf ber 
Ebene entgegenwirkt, weshalb die Kraft zum Hinaufſchieben auf der Ebene: 
A=F+P=9G co.a + Gsin.a = (sin.a-+ pcos.«a) GC, 
dagegen die Kraft zum Hinabſchieben: 
R=F-—-P=(9c0.a — sin.e) G 
Big. 281. 





ausfällt. Die letztere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält ſich durch 
feine Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin.a — 9 cos.a, b. i. wenn 
tang.e — 9 ift. So lange bie ſchiefe Ebene einen Neigungswintel & Hat, 
defien Tangente Heiner als @ ift, jo lange bleibt der Körper auf der fchiefen 
Ebene in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinfels wenig größer 
als 9, fo gleitet der Körper auf ber fchiefen Ebene herab. Man nennt 
diefen Winkel, d. i. denjenigen, beffen Tangente dem Reibungscoeffi- 
cienten gleich ift, Reibungs-, auch Ruhewinkel (franz. angle du 
frottement; engl. angle of friction, angle of repose), Es ergiebt ſich 
hiernach durch Beobachtung des Reibungswinlels E, der Reibungscoefficient 
(für die Reibung der Ruhe), wenn man ſetzt: 
p tang. o. 
Im Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 282, eines Kor⸗ 
pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers AB, fondern auch 
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deſſen ſchiefen Druck P auf, wenn nur bie Abweichung NBP = «a ber 
Richtung dieſes Drudes von der Normale BN nicht den Reibungswinfel 
Sig. 288. überfchreitet; denn da bie Kraft P den Nors 
| maldrud: 
BN— Pecos.a 
und den Seiten oder Tangentialdrud: 
BS=S=Psin.a 
giebt und aus dem Normaldrude P cos. bie 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen- 
wirkende Reibung ꝙ P cos. entiteht, fo wird 
S eine Bewegung nicht heroorbringen können, 
aljo im Gleichgewicht bleiben, jo Lange 
op Pcos.0 > Psin.a oder ꝙ cos. > sin.a, d. i. 


tang.a <p oder C 

it. Dreht man den Ruhewinkel CBD= og um bie Normale CB, fo 
befchreibt er einen Kegel, den man Reibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of repose) nennen kann. Der Reibungsfegel umschließt ale 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme des ſchie⸗ 
fen Druckes ftattfindet. 

Beiſpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Brad anfteigenden Holzbahn Binaufzuziehen, ift bei einem Reibungscoefficienten 
9 = 0,48 die nöthige Kraft: 

= (9c08.a + sin.a) G = (0,48 cos. 50% + sin. 50°) . 200 
= (0,3808 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 

um ihn hinunterzulafien, oder jein Hinuntergehen zu verhindern, ift dagegen bie 
ee Kraft: 


= (p9cos.a — sin.a) G = — (sin. 50° — 0,48. cos. 50°) . 200 
— — (0,766 — 0,808) . 200 = — 91,5 Pfund. 





Beibungsversuche. Verſuche über die Reibung, find von Vielen ange⸗ 
ftellt worden; am ausgebehnteften und im größten Maßftabe ausgeführt find 
aber die Berjucdhe von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor⸗ 
hung der Reibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine fefte 
Rolle weggelegtes und durch Gewichte angefpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 284, wo AB die Bahn, CD den Schlitten, E die Rolle und 
F das fintenbe Gewicht vorftellt, zu erfehen ift. Um die Reibungscoefficienten 
für verfchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichft abgeglätteten Schie⸗ 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Holz, Eifen u. |. w., bekleidet. 
Die Eoefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben fi) aus dem Gewichte, 
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welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu feen; 
und die Coefficienten fir bie Reibung der Bewegung Tießen ſich mit Hilfe 

Sig. 284. der Zeit t berechnen, welche 
der Schlitten brauchte, um 
einen gewiſſen Weg s zu 
durchlaufen. Iſt @ das 
Gewicht des Schlittens und 
P da8 Gewicht zum Fort 
ziehen defjelben, jo hat man 
die Reibung —= p G, die bes 
wegenbe Srafti—= P—pG 
und die Mafie M — , 68 folgt daher nach $. 70 die Acceleration 


der entftehenden gleichfürmig befchleunigten Bewegung: 
P—oG@G 
Verrat 
und, durch Umkehrung, der Heibungscoefficient: 





P+G 





Es iſt aber noch s — pr 11), daher p = = und 


Laßt man den Schlitten von einer fchiefen Ebene herabgleiten, fo ift die 
bewegende Kraft = @ (sin.a — Pcos.a), und bie beſchleunigte Maſſe 


7, daher die Befchleunigung 


pi re rm), — gina — ꝙ c. 


oder: = — sin.a — pcos.a, und baher der Coefficient der gleis 
tenden Reibung 

28 
gt?cos.n 

Bezeichnet h die Höhe, 3 die Länge und a die Baſis der geneigten Ebene, 
jo hat man aud) 


9 = tang. — 


Die Kraft, mit welcher ein auf einer Unterlage A B ruhender Körper CD, 
Fig. 285 (a. f. S.), fortgezogen wird, geht in Folge der Reibung zwifchen 


AM 
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‚beiden Körpern auch auf die Unterlage über; e8 ift daher zur Erhaltung bes 
Gleichgewichts nöthig, daß diefe mit einer entgegengefeiten Kraft zuriid 


Gig. 286. 





gehalten werde. Ebenfo ift auch der Körper C.D mit einer gewiflen Kraft — P 
zuchdzuhalten, wenn fich die Unterlage AB fortbewegt. Hiernach kann man 
die Reibung zwifchen zwei Körpern auch auf die Weife ermitteln, daß man 
die Unterlage AB unter dem aufliegenden Körper CD fortzieht und bie 
Kraft mißt, mit welcher diefelbe hierbei den Körper C.D mit fortzumehmen ſucht. 
Iſt G das Gewicht des Körpers CD und P die Kraft, mit weldier AB 
denſelben mitzunehmen fucht, jo hat man 
P=9G 
und daher den gejuchten Reibungscoefficienten 


_P 
97 


Der zur Ausführung diefer Reibungsverfuche dienende Apparat beiteht 
1) aus einem feftftehenden ftarten Tiih ZRST und zwei an den Enden 
deſſelben befeftigten Seiltrommeln Z und Z, mit Handkurbeln X und K,, 
womit fid) die Unterlage AB auf der eingetalgten Tifchfläche ZZ hin- und 
zurückbewegen läßt, und 2) aus einem Schlitten Z.M, welcher durch auf 
gelegte Gewichte G beliebig belaftet, fowie mittels Schnitte oder Seile LN 
und MO, welche durd) die Arme N und O mit bem Tifchgeftelle verbunden 
find, an ber Fortbewegung mit AB verhindert wird. Zur Angabe der 
Kräfte P und P,, womit biefe Schnüre in ber einen oder anderen Kid 
tung durch die Reibung gefpannt werben, dienen eingejegte Waagen oder 
Dynamometer p und q, und um die Keibungscoefficienten fir verſchiedene 
Körper beftimmen zu können, find nicht allein bie Schlittenfohlen Im, ſondern 
auch die Deden ab der Unterlage AB zum Auswechjeln eingerichtet. 
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Dei Anwendung biefes Apparates kann man fehr Leicht den Reibungsweg 
beliebig ausdehnen und durch Anwendung des arithmetifchen Mittels aus 
den Zugkräften nad) der einen und ber anderen Richtung die genaueren 
mittleren Werthe der Reibungscoefficienten beftimmen. 

Zur Ausmittelung der Neibimgscoefficienten für die Zapfenreibung 
wurde eine fefte Rolle ACB, Fig. 286, mit einem umgelegten und durch 
Gewichte P und Q angefpannten Seile angewendet. Aus ber Summe 
P + Q ber Gewichte ergab ſich der Drud R, und aus der Differey P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F=p(P + 0) 
am Umfang des Bapfens das Gleichgewicht hält; ift nun CA — a ber 
Rollenhalbmeiler und CD = r der Zapfenhalbmeffer, jo hat man wegen 
ber Gleichheit der ſtatiſchen Momente: 

P—-QJae=Frr=yPHMr 
und daher für die Reibung der Ruhe: 
_?P—Q a 
PSFrQ 7 
" dagegen für die der Bewegung, wenn das Gewicht P in ber Zeit t um s 
fintt md Q eben fo viel fteigt: 
_I{P—Q 25\ a 
6 





IR 

Zu ben neueften Berfuchen über die Zapfenreibung hat der Ingenieur 
Hirn den in ig. 287 abgebilbeten Apparat, welchen ex eine Reibungswage 
(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ift hier C der durch irgend 
eine Majchine, 3. B. durch ein Waflerrad, in ftetige Umdrehung zu fegenbe 
Zapfen, D das Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welcher 
mitteld der Gewichte P und Q biefes Lager auf den Zapfen aufbrädt. Der 
Bapfendrud R—= P + Q erzeugt die Reibung 

F=9R=9(P+9Q9 

zwifchen dem Zapfen und feinem Lager. Mit diefer Kraft fucht der in der 
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Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Lager fammt dem mit ihm feit 
verbundenen Hebel ADB umzudrehen, und es ift daher, um denfelben in 
horizontaler Lage zu erhalten, auf der einen Seite A deſſelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, als das Gewicht Q auf der anderen Seite, bis 
P — Q der Reibung F das Gleichgewicht Hält. Nun wirkt aber die Rei⸗ 
bung F an dem dem Zapfenhalbmefier gleichen Hebelarme OD = r, und 
die Gewichtödifferen; P — Q an bem Arme CA = a, welche dem Hori⸗ 
zontalabftande der Are C des Zapfens von der Berticalen durch den Aufhänges 
punft A gleich tft; daher hat man: | 
F=9Rr=9P+Q)r=(P-0Q)a, 

und den gejuchten Reibungscoefficienten wieder 

P—-Q a 


9=FT7X'7 . 


Anmerkung. Bor Coulomb hatten ih ſchon Amontons, Camus, Bulf⸗ 
finger, Muſchenbroek, Ferguſon, Vince u. A. mit der Reibung beſchäftigt 
und Verſuche über die Reibung angeſtellt. Die Ergebniſſe aller dieſer Unterſuchun⸗ 
gen haben jedoch für die Praxis wenig Werth, weil fie in zu kleinem Maßſtabe 
angeftellt worden find. Denjelben Mangel haben jelbft noch die Verſuche von 
Ximenes, welde mit denen von Coulomb faft gleichzeitig angeftelt wurden. 
Die Ergebnifje des Zimenes findet man in dem Werfe „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782%. Die Berfuhe Eoulomb’8 
find ausführlich befchrieben in dem Werte: „Theorie des machines simples etc, 
par Coulomb. Nouy. edit. 1821*. Einen Auszug hiervon findet man in der 
Preisihrift von Metternih „vom Widerftande der Reibung, Frankfurt und 
Mainz 1789*. Die neueren Verſuche Über die Reibung wurden von Rennie und 
Morin angeftelt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils aud eine ſchiefe Ebene an, von welcher er die Kör⸗ 
per herabgleiten ließ und wobei er aus dem Reibungswinkel auf die,Größe ber 
Heibung ſchloß. Die Verſuche Rennie's erftreden fi auf mannigfaltige in der 
Technik vorlommende Stoffe, als Eis, Tuch, Leder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebnifje über die Abnutzung ber Körper, allein der Apparat 
und die Art der Ausführung diefer Verſuche laſſen eine hinreichende Sicherheit, wie 
fie zumal die Berfuhe Morin's erreicht zu haben fcheinen, nicht erwarten. Eine 
deutſche Bearbeitung der Rennie'ſchen Verſuche liefert der 17. Band (1832) der 
Wiener Jahrbücher des K. K. polytechniſchen Inftitutes, auch der 34. Band (1829) 
von Dingler’3 polytechniſchem Journal. Die ausgedehnteften und einen hohen 
Grad von Sicherheit verſprechenden Berjuche find von Morin zur Ausführung 
gebracht worden, obgleich nicht abgeleugnet werben kann, daß fie einige Zweifel und 
Unfiherheiten, und noch dies und jenes zu wünſchen übrig laflen. Es ift bier nicht 
der Ort, die Methoden und Apparate bei dieſen Verſuchen zu befreiben, wir füns 
nen bier nur auf Morin’s Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. ſ. w. verweilen. Eine vortrefjlihe Bearbeitung des Artileld „Meibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Beſchreibung aller Verſuche über die Reibung, na⸗ 
mentlih au der Morin'ſchen, giebt Brix in den Verhandlungen des Vereins 
zur Beförderung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 
1837 und 1838. Neuere Verſuche über die mittelbare Reibung, namentlich mit 
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Berüdfihtigung der verfchiedenen Schmiermittel, von M. &. Ad. Hirn, find 
beihrieben im Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, Ro. 128 und 
129, 1855, unter dem Xitel: „Etudes sur les principaux phenomenes que 
pr3sentent les frottements mediats etc.*; im Auszuge: „polytechnifches Cen⸗ 
tralblatt, 1855. Lieferung 10%. Die neueften Verfuche über die Reibung von 
Bochet find unter der Ueberichrift: „Nouv. Recherches exp6rimentales sur le 
frottement de glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, 
Cing. Serie, Tome XIX, Paris 1861, beſchrieben. Waltjen’3 NReibungswage 
ift zuerfi vom Herren Prof. Rühlmann beſchrieben worden im Jahrgang 1861 
des Gewerbevereins für das Königreich Hannover. 


Ueber die Ergebnifie der vom Herrn Dr. Lunge mit derjelben angeftellten 
Verſuche ift nachzuſehen in der Zeitjchrift des Vereins deutjcher Ingenieure Band V 
(1861) und Band VIII (1864). 


Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gebrängte Zufam- 
menftellung der im Praktiſchen vorzüglich brauchbaren Coefficienten der 
gleitenden Reibung. 


Siehe Seite 322 und 323. 


Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Verſuche über 
bie gleitende Reibung erhalten die im Borftehenben enthaltenen Ergebnifle älterer 
Berfuche von Coulomb und Morin noch einige weſentliche Ergänzungen. 
Diefe wurden auf einer ſöhligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahnmwagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittels ihrer feftgefeilten Räder, 
oder mittels bejonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. 
Diefe Schuhe waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an den Wagen- 
geſtelle befeftigt und bei verjchiedenen Berfuchsreihen mit verjchiedenen Sohlen 
von Holz, Leder, Eifen u. ſ. w. beffeibet, wobei der Drud pro Quadrat- 
centimeter nach Belieben auf 2, A, 6, 10 und 15 Kilogramm gebradjt werden 
fonnte. Die Bewegung diefes zu einem Schlitten umgeſchaffenen Vehikels 
erfolgte durch einen vorgefpannten Dampfwagen, und ein zwilchen beiden 
eingeichaltetes Tederdynamometer gab mitteld eines Zeichnenapparates die 
der gleitenden Reibung des Schlittens gleichzufegende Zugkraft an. Um ben 
Widerftand der Luft jo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, 
welcher dem Schlitten. voraußlief, einen Querſchnitt, welcher ben des legteren 
noch übertraf. - 

Durch diefe Berfuche wird die Richtigkeit der Formel F—= PN, wonad) 
die Reibung F' dem Drud proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Keibungscoefficienten betrifft, fo ift derfelbe nicht allein von der Art und 
dem Zuftande der Reibungsflächen, fondern auch von anderen Berhältniffen, 
namentlich, aud) von der Gefdjwindigkeit des Gleitens und nächitdem von 

Weisbach'sé Lehrbud ter Mechanik. L 2 
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Tafel 1. 


Reibungscoefficienten ber Ruhe. I 


Zuftand der Flachen und Natur der 








Schmieren. 
[m 
Namen H = $ & € 
der ſich reibenden Körper. Fu Eu $ d 3 
:|5/8]8]3|3|5|8 
#“|Slzle * ® 
Heinfter Werth |0,80]0,65| — | — [0,1410,2210,30] \ 
Holy auf Holy . .ı mittlerer „ 0,8| — [0,21|0,19|0,86] 0,85) 
| größter „ d,71] — | — [0,2510,44|0,40) 
Meinfier Werth lo 
Metall auf Metall | mittlerer „ — |0,12[0,10j0,11] — [0,15 
sah J — [0,16 
Holz auf Meiall...... . 0,66|0,10)0,12]0,12| — [0,10 
Hanf in Seilen, einer wern 
Zopfen oder Gur⸗ mittlerer „ 0,87 
ten auf Holz . größter „ 





020,12 


zu Kiderungen auf osoloasl — | | | loar 


Holz od. Gußeiſen 
Schwarze Lederriemen ( von Hol . 
über Trommeln . . a Metal . [0,541] — | — | — | — | — |0,28|0,88 
Steine oder Ziegel 

auf Steinen oder | kleinſter Werth 
Biegen, glatt ber | größter „ 
arbeitet... . 

Steine auf Emie: [ Heinfter Werth 
deeiſen .... (geößer „ 
Hirnholz auf Steinen... .... 


Dides —* bs 
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Tofelım 


Reibungscoefficienten der Bewegung. 


Ramen 
der fi reibenden Körper. 


Holz auf Holz | 


Meliall auf Me⸗ 
tall .... 


Hol; auf Me 
tml.... 


Hanffeile, Zöpfe 
ujm... 
Sohlenleder, flach 


Hleinfler Werth 
mittlerer „ 
größter „ 
lleinſter Werth 
mittlerer „ 
größter , 
lleinſter Werth 
mittlerer , 
her 5 


auf Sol. . 
auf Eifen 
roh .... 


auf Holz oder gellopft .. 
Metall ... fell ... 


Des oleichen hoch· 
lantig, für Rol- 
benliberung · 


| 


teoden. . » 
fettig ... 


—— —⸗ —— 
Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 
—— 





,\ |&l& 

Fi z S|Ele 
&|2|8 215 
sis /E|2|s|=s|®$ * 
— 73335 234133 
1831* :|8|%|° 

3|$|* 
5|*® 
[0,20| — | — [0,0810,06| — | — [0,1410,08 
10,88l0,25| — 0,07|0,07| — | — |o,15|0,12 
[0,8 — | — |0,07J0,08| — | — lo,ı8lo,1s 


0,15| — |0,08[0,07\0,07 0.080,12] — lo,ıı 
[0,18|0,51|0,07|0,09\0,08|0,080,150,20J0,18 
1024| — |0,08l0,11J0,11l0,08l0,17| — Jo,ız 
[0,20] — |0,05|0,07|0,08| — | — | — ono 
[0,42|0,24|0,08|0,07|0,08[0,080.10|0,200,14 
[0,62] — \o,08]o,08lo,10] — | — | — Joe 
[0450,88 
— — [0,15] — [0,19 
[0,54J0,88|0,16| — |0,20 
1080| — 
— [0,25 


[0,84|0,81|0,14| — |o,14 


























Anmerkung. Die Reibungscoefficienten loderer Mafien u. ſ. w. werden im 
zweiten Tpeile, bei ber Xheorie de Exbbrudes, mitgetfeilt. Ebenſo wird über 
die mit der Reibung verbundene Wärmeentwidelung erft im zweiten Xheile 


gehanbelt. 


21* 
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dem jpecififchen Drude, d. i. dem Drude pro Flächeneinheit, abhängig. 
Herr Bochet fett: 

_ #7 

9 — 1 + av + Yı 

wobei v die Gejchtwindigfeit der Bewegung, x den Werth von @ für eine 
unendlich langfame und dagegen Y ben Werth von @ für eine fehr fchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernach nimmt alfo der Reibungscoefficient mit dem 
Wachſen der Gefchwindigkeit allmälig von x auf 7 ab. Der Coefficient « 
ft im Mittel — 0,3 zu fegen, wenn man v in Meter ausbrüdt, dagegen 
— 0,094, wenn man v in Fußen giebt. Man fann hiernad) nur bei Ges 
ſchwindigkeiten von O bis höchſtens 1 Fuß der Reibungscoefficienten bei übri⸗ 
gend gleichen Berhältniffen als conftant annehmen. ‘Die Coefficienten x und 
y find verfchieden bei verjchiedenen Stoffen, und abhängig von dem Grade 
der Glätte der Keibungsflächen, von der Schmiere, von dem fpecififchen 
Drude u. f. w. 

Den größten Werth hat der Reibungscoefficient x beim leiten von Holz, 
zumal weichen, fowie von Leber und Guttapercha auf trodenen und unge 
ſchmierten Eifenfchienen. Allgemein ift x = 0,40 bis 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x = 0,60 und für hartes, « — 0,55. 

Für die Reibung von Eiſen auf Eifen ift x ebenfalls fehr verfihieden 
ausgefallen, find die Reibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x = 0,25 
bi8 0,60, dagegen bei polirten Keibungsflächen: x — 0,12 bi8 0,40. Die 
Reibung von Eifen auf Eifen wird durch das Benetzen mit Wafler nicht 
vermindert, bagegen fällt die Reibung von Holz, Xeder und Guttapercha auf 
naſſen Eifenfchienen beträchtlich Heiner aus ale auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen ſinkt x bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Coefficient y ift ſtets Heiner als x; bei großen Geſchwindigkeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angewendeter Echmiere und mäßigen 
fpecififchen Drude nähert fich fir alle Stoffe y einem und demſelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Leber auf benegten ober einge- 
ſchmierten Eiſenſchienen gleitet. 

Nach dieſen Verſuchen iſt: 

1) für trodenes weiches Holz, bei mindeſtens 10 Kilogramm 
Drud pro Quadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Quadratzoll⸗ 


0,30 


2) für trodenes hartes Sntz, bei demſelben Drucke: 
0,30; 1 025; 


9-08 
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3) für halbpolirtes Eifen, troden oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Drud pro Duabdratcentimeter oder 4103 Pfund pro 
Duadratzoll: 

0,15 
9= ts 
b 

4) für baffelbe, entweder troden unter dem Drude von wenigſtens 
100 Kilogramm pro Quadratcentimeter, oder polirt umd gefchmiert, 
bei einem ſpecifiſchen Drude von mindeftens 20 Kilogramm, fo 
wie fir nicht harziges Holz beim Schmieren mit reinem Wafler, 
unter demjelben Drude: 

0,175 
9=IIo% + 030 + 0,075; 

5) für Holz mit fettigem Waſſer oder Fett gefchmiert, bei gehöriger 
Politur und unter dem Drude von mindeftens 20 Kilogramm pro 
Duadratcentimeter (274 Pfund pro Duadratzoll): 

0,10 
9—= Iro8s + 0,06. 
Iſtev in Fußen gegeben, fo muß man im Nenner ftatt 0,30, 0,094 v 
fegen. 
Anmerkung. 68 if jehr zu wünſchen, daß dieſe in ſehr großem Maßftabe 
ausgeführten Verſuche, welde zum größten Theil von dem feither Bekannten ganz 
abweichende Refultate gegeben haben, nod von Anderen wiederholt werden. 


Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Reibung findet ihre vor- $, 


züglichfte Antvendung bei ber Unterfuhung des Gleichgewichtes von einem 

Körper AC auf der ſchiefen Ebene FH, Fig. 288. Iſt, in Ueberein- 

Fig. 288. ftimmung mit $. 151, FHR= « 

der Neigungswinkel der ſchiefen Ebene, 

und POS, — ß, der Winkel, wele 

hen die Kraft P mit der fchiefen 

Ebene einfchliekt, fo hat man die 

aus bem Gewichte G bes Körpers 
entfpringende Normalfraft 
No = @ 008.0, 

dagegen bie Kraft zum Herabgleiten 

=S= 6 sin.a, ferner die Kraft 

@ N,, mit welder P den Körper von 

ber Ebene abzuziehen juht,— Psin.ß, 

und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene Hinaufzieht, 

= Pcos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 
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N=N—-NMN=Gos.a— Peinß, 
folglich die Reibung: 
F=9(@co.« — Psin.ß). 
Kommt es darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf der 
ſchiefen Ebene zu finden, fo ift die Reibung zu überwinden, es muß alfo fein: 
Ss =8+FbiPcsß=Gsina+ 9 (Gcos.a — Psin.ß). 
Soll Hingegen bie Kraft beftimmt werden, welche ben Körper am Herabs 
gleiten verhindert, jo kommt die Reibung der Kraft zu Hilfe, dann ift alfo: 
S+F=Sbi Pcos.ß +9 (Gcos.a — Psin.ß) = @sin.a. 
Hiernach beftimmt ſich die Kraft für den erften Fall: 


Big. 289. ine — 
+ 
und fir den zweiten: 
sin. — Pcos. u 
P= — ——.G6. 
cos. — psin.ß 
Führt man den Reibungswinkel ¶ 
ein, indent man 
= — ine 
P=tag.g = 200.9 
@ fegt, fo erhält man: 





oder, nad) befannten Sägen ber Trigonometrie: 
p— (a +0, 
c08.(ß + 0) 
und es gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf ankommt, Bewegung here 
vorzubringen, dagegen bie unteren, wenn Bewegung zu verhindern ift. 
So lange 


6; 


sin. (a — 0) 
—n G und 
sın. (a 4 
en 
kann natürlich ber Körper weder aufs noch abwärts gleiten. 
Iſt a <Q, fo erfordert das Herabſchieben bie Kraft: 
Gsin.(@ — «) 
+ 


P> 


P= 
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Bei dem in Fig. 290 dargeftellten Fall ift 4 negativ, und daher bie Kraft 
zum Herabſchieben des Körpers O auf der ſchiefen Ebene FH 
p— Gen (@—e), 
cos (0 — P) 
Fig. 291. 
Big. 290. 


Die vorftehenden Formeln findet man aud) durch eine einfache Anwendung 
des Krüfteparallelogrammes OPQG, Fig. 291. Da ein Körper noch die 
jenige Kraft eines anderen Körpers aufnimmt, welde um den Reibungs- 
winfel o von der Normale einer Oberfläche abweicht ($. 176), fo findet in 
dem vorliegenden Falle Gleichgewicht ſtatt, wenn die Mitteltraft O9 — Q 
aus den Kräften P und G mit der Normale ON den Winkel NOQC 
einſchließt. Segt man nun in der allgemeinen Formel: 

? sin G0 
ẽ  sin.POgQ' 
G0OQ=GON+NOQ=aH+ OG. un 
POQ=POS+S50Q=B + —g,' 
fo erhält man: 
Pp sin. (@ + 0) sin. (@ + 0), 
@ sin.(ß — g + 90%)  cos.(ß — E) 

Wenn bie Kraft P, das Herabgleiten von der ſchiefen Ebene verhindern 
ſoll, fo fällt die Mittelfraft Q, auf die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinkel p negativ in Rechnung zu bringen, wonach 
dann folgt: 











Pı _ sin. (a — 0) 


eG wre 
ganz in Uebereinftimmung mit dem Obigen. 
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Ruht der Körper auf der Horigontalebene, jo it « — 0, daher 
die Kraft zum Fortichieben: 
P— 9G __Gsing , 
— cos. ß + ysin.ß cos.(ß — 0) 
Wirkt die Kraft parallel zur fchiefen Ebene, d. 5. in der Richtung 
ihrer ee fo hat man 6 = 0, und daher: 


— (sin.e + 9cos.0) G = sin.(e #0). @ (vergl. $. 176). 


cos. Q 
Wirkt endlich die Kraft Horizontal, fo hat man: 
B= — u; cos.ß — cos.a und sin. = — sin.a, daher: 
__8in.& + @ cos. «@ 6— tang.e + 9 bi 
68.0 F @sin.o 1-£ 9 tang. 


P = tang.(@a + 0) G, wie aud) die — * des Parallelogrammes 
OPQG unmittelbar angiebt. 

Uebrigens fällt die Kraft zum Hinaufſchieben am Heinften aus, wenn ber 
Nenner cos.(B — 0) am größten, nümlich = 1, ao PB — ee —=0, bi 
B= eilt. Wenn alſo die Kraftrihtung um den Reibungswinfel von 
der fchiefen Ebene abweicht, fo ift die Kraft ſelbſt am Eleinften, und zwar: 

P= sin.(a + 0). G. 

Beilpiel. Weldden Urendrud bat die Spreize AE, Fig. 292, auszuhalten, 
wenn diejelbe einen Yelsblod (eine Wand) ABCD vom Sewidte & = 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer jdhiefen Ebene C.D (dem Liegenden) ab- 
halten fol, vorausgejeßt, daß die Neigung der Spreize gegen den Horizont 35°, 
die der Schiefen Ebene C.D aber 500 und der Reibungscoefficient 9 — 0,75 bes 
trägt? Es ift bier: 





G = 5000, « = 50°, = 85° — 500 = — 15° und p = 0,75, 
daher giebt die Yormel: 

_ Sin.a — pcos.e, __ sin. 50° — 0,75 cos. 50° . 5000 
cos. B — psin. 4 — 608. 160 + 0,75 sin. 166° 
0,766 — 0,482 1420 

= 5,966 £ 0,194 - 5000 = j,160 — 1224 Pfund. 

Wäre die Spreize horizontal, jo hätte man 

Dig. 292. B=—50°, und tang. e=0,75, daher: e = 36052’, 


endlich: 
P= G tang.(a — o) 
= 5000 tang. (50% — 86° 52.) 
= 6000 tang. 13° 8 
— 5000 . 0,2333 — 1166 Pfund. 
Um diejelbe Wand durch eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden hinaufzufdieben, wäre unter 
übrigens gleihen Umftänden die Kraft: 
P=Getang.(« +4 o) 
— 5000 tang. 86° 52' 
— 5000 . 18,2676 = 91838 Pfund 
ndtbig. 
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Druck gegen die schiefe Ebene. Der Normaldrud, welden $. 181. 
der Körper AC auf der ſchiefen Ebene FH, fig. 293, ausübt, ift beim 
Hinauffgieben: 
N=Qeng—CmORO „Cr —a— 
= Dog TB HF 90° — 9) 
_ Ges. (@ + P) cos.g 
oe) ’ 
und dagegen in ben Fällen, wenn der Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wirt r 
— _ Geos.(@ + B)eos.g, 
N = Qi co. 1 0N, = Q sg = — 
SM die Richtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, jo hat 
man ß = 0, und N —= @ 008.0; ift dagegen die Richtung berjelben 





08.0 








horizontal, fo Hat man 8 = — a und daher 
6 cos 
Near ſeben. 
Fig. 298. Big. 29. 


Der Normaldrud fällt — Null aus, wenn cos. (@ + B) = 0, alſo 
a + 9 Grad ift, und wird negativ, wenn « + ß > 90%, ober 
B> 90 — «if. Im legteren Falle ift natürlich die ſchiefe Ebene nicht 
unter, fondern, wie Fig. 294 darftellt, Über den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch hier wieder die beiden ertremen Fälle des Gleichgewichtes 
ftatt, wobei die Richtung der auf bie fdjiefe Ebene FH übergehenden Mittel- 
kraft Q oder Q, entweder auf der oberen oder auf ber unteren Seite von 
der Normalen um ben Reibungswintel NOQ = N0Q, = 0 abvweicht. 

Bei den vorftehenden Entridelungen der Formeln fir das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der ſchiefen Ebene ift noch vorauszuſetzen, daß die Mittel» 
kraft 9 vollfommen vom Körper 40 auf die eine ſchiefe Ebene bildende 


330 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel, ß. 181. 
Stüge FHR übergehen könne; dies ift jedoch (nad} 8.150) nur dann möge 
lid, wenn die Richtung diefer Kraft die Auflagersfläche CD des Körpers 
Fig. 295. AC felbft durchſchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie z. B. AO, 
Fig. 295, in Folge der Kraft Q 
ein Beftreben zum Umbrehen oder 
Kippen um bie äußerfie Kante C, 
welches um fo größer ausfällt, je 
größer der Abftand OK — e biefer 
Kante von der Richtung OQ der 
Mittellraft Q ift. 
Bezeichnet @ den Abftand CZ der 
Kraftrichtung O P, und d den Abſtand 
CE ber verticalen Schwerlinie O@ 
4 des Körpers von der äußerſten Kante 
€ deſſelben, fo ift da8 Moment, mit welchem ſich der Körper von linlks nad 
rechts um C zu drehen fucht: 
Qe=Pa— Gb. 


Wäre nın Pa — Gb, ober 5 = 2, fo giuge die Mittelkraft Q gerade 


durch C, wobei fie eben noch von der jchiefen Ebene aufgenommen würde; wäre 
aber Pa < Gb, fo wurde fi der Körper um C von rechts nach links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

If dagegen Pa > Gb, fo muß ber Körper noch eine zweite Unter» 
fügung erhalten, 3. B. nod) von einer zweiten geeigneten Ebene F; Hi ges 
leitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N und bie dar- 
aus erwachſende Reibung PN aufnimmt, alfo die geeignete Ebene F, A, mit 
den Gegenfräften — N und — PN auf den Körper in A zurüchwirkt, 
welche bie Umdrehung des Körpers um C verhindern, fo muß bie Summe 
der Momente diefer Kräfte gleich fein dem Umdrehungsmomente von Q, alfo: 

Ni+gpNda=ge=Pa— Gb, ober 
DNÜd+Y)=Pa— Gh, 

wobei 2 und d die Abſtände OD und CB der Kante A von C in den Rich- 
timgen parallel und wintelrecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

Iſt überdies noch N, der Drud des Körpers auf die geneigte Ebene 
FH in C, fo wie PN, die bemjelben entfprechende Reibung, jo kann man 
jegen: 
er 2) Pcs.B—=GsnatpP(N+N)md 

3) Psn.ß=Gcs.a+ N—N.. . 

Eliminirt man aus den legten beiden Gleichungen N,, fo erhält man die 

Beftimmungsgleihung: 


8. 182.] Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit zc. 331 


P (cos.ß + 9 sin.) = 6 (ein.a + pcos.a) F2@N, 
Pa — Gb 





und wenn man hierein ben Werth) N = Try aus Öleichung (1) ein⸗ 
fest, jo folgt die Gleichung: 
P (os.ß + »sin.ß) = @ (sin.a + @cos.e) + an 


oder: 


P (8° (cos.ß + sin.) — v.) 


— 6 ( Ir: (sin. + cos.) — po), 
woraus fich endlich ergiebt: 
_ (+ 94) (sin.a + cos. ) — 2pb 
(+ 9d) (cos.ß + psin.ß) — 29a 
(+ 9a) sin. (a +0) — 2 Pb cos.g 
(+ 9A) cos. (B — 0) — 29a cos.P 
Sol N = Null fein, fo hat man Pu = Gb und 
sin. (a +0) _ b 
co. (B— eg) a’ 
daher, wie auch oben gefunden worben ift: 
p — &ir_(@ + 0) G 
c0.(ßB—o) 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter- $. 182. 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Dei ber Unterfuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti⸗ 
gung der Reibung gelangt man aud) ficher zum Ziele, wenn man ſich den 
Körper ganz frei denkt, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchem 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn ausübt, und zwar eine Kraft N, 
normal von ber Berührungsfläche deffelben ausgehend, und eine andere Kraft 
p N, ber vorausgefegten Bewegung des VBerührungspunftes in diejer Fläche 
entgegengefegt unb der Reibung zwilchen beiden Körpern eutjprechend. Da, 
durch erhält man ein feites Syftem von Kräften, deffen Gleichgewichtszuftand 
nach ben Regeln in $.93 u. |. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
alle gezeigt werben foll. 

Eine prismatifche Stange AB, Fig 296 (a. f. ©.), ſtützt ſich ımten auf 
einen horizontalen Boden CH und lehnt fich oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neigung BAC= « verliert diefelbe ihre Gleichgewichtslage? 
Hier können wir die Rückwirkung des Bodens auf ben Körper durch eine Ber» 
ticalfraft R und durch die horizontal wirkende Reibung @ R, unb dagegen bie 
Rückwirkung der Wand durd) eine Horigontalfraft N und durch eine von unten 





G 
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nach oben wirkende Reibung ꝙ N ausbrüden. Iſt folglich & das im 
Schwerpunkte S nicderziehenbe Gewicht der Stange, fo haben wir e8 mit 
Fig. 296, einem Syſteme von den Berticalfräften @, R, ꝙ N 
und einem folchen von den Horizontalfräften N 
und @R zu thun. 
Der Gleihgewichtszuftand unter dieſen Kräften 
fordert nun, daß 
DG=R+YN, 
2)gR=Nww 
3))G.AE—=N.AD+YN.ACHE 
Nun ift aber der Hebeların AE 
— AS cos. —= gs AB cos. a, 
8 ferner der Hebelarm AD 
— AB sin. c, 
und der Hebelarm AC, — AB cos. «, daher iſt bie dritte Gleichung einfach; 
1, @ 8.0 = N (sin.a + @ cos.a) 
zu jchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R+Hgy!R=(l + 9% R, daher 
G G 
und N= Ir: 
und fegt man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, fo ergiebt fid: 
9G 








R= 





1, @ cos. = (sin. + @ cos. ca), ober 


1 +9? 
it 
2, lange 4 P 


alfo für den gefuchten Neigungswinkel: 
Lt pt — 2p" _1— pl __ 1 — tang.o! 


bang. a = 2p, 29 2 tang.oE 
_.08.0? — sin.0? _ c08.20 _ 
2 sin.E c0s._ de ig. 2e 


— fang. (90° — 20); daher ift 
/._BAC=e=9%0° — 20, md / ABC=ß=—=2o. 


Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (ſ. 8.158) hat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die leichgewichtsverhältniffe. Segen wir voraus, daß 
der Querſchnitt deffelben ein gleichichenkliges Dreied ABS, Fig. 297, mit der 
Schärfe ASB=« bilde, daß die Kraft P in der Mitte MM bes Keilrüdens AB 
und winfelvecht gegen denfelben wirfe, und daß ebenfo der Körper CHK 


8. 183.] Die Widerſtände der Reibung und Steifigfeit 2c. 333 
mit einer gewiffen Kraft N redjtwinklig gegen die Keilflähe BS brüde, 
während der Keil mit der Fläche AS auf einer Horigontalen Ebene aufruft. 
Big. 297. Uebrigens fol der Kör⸗ 
per CHK von zwei 
Baden G und K um 
geben fein, melde ihn 
nöthigen, fammt ber 
Laſt Q beim Worte 
fchieben des Keiles auf 
der Horigontalebene, in 
ber gegen bie Keil⸗ 
fie BS rehtwintlg 
ftehenden Richtung EC 
aufzufteigen. 

Da die Richtung der Kraft P von den Keilflächen AS und BS gleich- 
viel abweicht, fo find bie Normaldrücke N, N gegen beide Flächen und folg⸗ 
fi) auch die aus benfelben entfpringenden Reibungen PN, PN in denfelben 
einander gleich, und e8 müffen daher auch die Kräfte P, N, N, PN und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Richtung der Kraft P in je zwei Geitenkräfte, 
fo muß folglich auch die Summe derjenigen diefer Kräfte, welche mit P 
gleich gerichtet find, mit P allein im Gleichgewichte fein. Nun weichen aber 


die Richtungen von N, N um 90° — 5 und die von PN, PN um 3 
von der Richtung MS der Kraft ? ab, daher ſind die Componenten von N, N 


in ber Richtung MS, N sin. — 5 und Nsin. & 2° ſowie die von PN und 
pN, PN 0. und PN cos. 5 und e8 ift zu fegen: 
F [3 

P= av“ +29 No. = 2n(sin.S + po. 5) 

Im Folge der Reibung PN zwiſchen der Keilfläche BS und der Grund⸗ 
flache des Körpers CHK wird biefer Körper noch mit einer gleichen Gegen- 
traft — PN gegen ben Seitbaden GH gebrüdt, woraus eine Reibung 
Fı=9.9N=9yıN etfteht, welche dem Aufidieben des Körpers 
CHE entgegemoirkt, und weshalb 

N- Ah=QbaN(l- 99) = 9 alſo 


— 2 R 
N= 1-99 zu fegen ift. 


Führt man nun biefen Ausdruck für N in die obigen Formeln ein, fo 
erhält man die zum Aufheben der Laſt Q nöthige Kraft: 
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2Q  & @ 
? 1-99 (ei. 2 +9 cos. 3). annähernd 


= 200 + 99) (in & + Pam) 





=20Q sin. 5 +9 os. * + pQı sin. 3). 
oder wenn man den Coefficienten @, ber Reibung längs & M gleich dem 
Eoefficienten ꝙ ber Reibung an den Geitenflä—en AS und BS ſetzt: 


— 20 — il 
P= I-g (ei. 3 + 9 cos. 3). annähernd 





=20(u+ ing + pad): 


Fig. 298. Bei einem Keile ABC, Fig. 298, wie er zum 
Zerfpalten und Zerbrüden der Körper gebraucht 
wird, ift die dem Normaldrud Q gegen die Sei— 
tenflächen 40 und BC entſprechende Kraft auf 

2 den Rüden AB: 


. 3 
= 29 sin. z +9 cos. 3) 


Beifpiel. Es fei die Laſt des in ig. 297 abs 
gebildeten Keiles: Q — 650 Pfund, die Ehärfe 
des Reiles: a — 26°, und der Reibungscoefficient: 

9= 9 = 086; man ſucht die mechamſche Arbeit, welde erforderlich if, um 
die Saft Q in ihrer Leitung um Y, Yub fortzubewegen. 
Die Kraft if: 
2.650 
P=Sr-on 
1300 
= mm 2164 + 086 . 0708) 


1800 7 
= parog (02104 + 03616) = a0 = 8482 Pfund. 


Dem Laftwege EHE, = & = ”/ Bub entipridt der Rraftweg: 


_ «_EE «__A 0,25 
BL=e= BB. = = = in m 
2sin. 


(sin. 124° + 0,86 cos. 12149) 





0,25 
= zaraı = 1165 Buß, 
demnach ift die gefuchte mechaniſche Arbeit: 
Ps = 882 . 1,16 = 979,6 Sußpfund. 
Ohne Rüdfiht auf Reibung wäre Ps = Qs, — Y, . 650 = 325 Fußpfund, 
es wird alfo in Folge der Reibung der Arbeitsaufwand beim Geben von Q nahe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt fich die Kraft P eines Keiles ABO, Fig. 299, $. 184. 
beftimmen, durch welchen eine Lajt Q emporgehoben wird, während der Keil 
fi auf der horizontalen Ebene HO fortſchiebt. Nehmen wir an, daß der 
Normaldrud zwiichen dem Keile ABC und dem Blode .D, welcher durch bie 
Laft Q vertical abwärts gedrlidt wird, — N fei, daß ferner der Normaldrud 
des Keiles auf die Unterlage HO, — R und ber Normaldrud des Blockes 
auf die Seitenführung E_E,— S betrage. 
Dann muß P ben Kräften R, 91 R, 
— N und — pN, und ebenfo Q den 
Kräften S, 9, S, N und ꝙ N daß Gleich⸗ 
gewicht halten. 

Iſt nun noch « der Neigungswinfel 
ABC der Reilflähe AB gegen ben 
Horizont, fo läßt fih N in die Bertical- 
traft Ncos.& und Horizontalfraft Nsin.c, 
und EN in die Berticaltraft PN sin. « 
und Horizontalfraft PN cos. zerlegen, 
und daher fegen: 

1) P=9, B+Nsin.a-+-pNcos.«, 
2) R=Ncos.@a —opNsin.a, 
8) Q=Ncos.a—pNsin.a— 9,9 
ſowie 

4)S=Nsin.a + o@N cos.a. 
Aus den beiden erften Gleichungen vefultirt: 


P=[(l — pp) sin.a + (pP + 91) cos.a] N, 
und aus den beiden legteren: 

Q=[(l — P9s) cos.a — (P + 93) sin.a] N; 
und e8 ergiebt fich duch Divifion diefer Formeln: 

P_(1— gp9)sin.ea + (pP + 9ı) c08. & 


Q (1— P9s) cos.a — ( + 95) sin. a 
Wäre g = 9, = 95 fo hätte man, da P = tang.gQ und 
29 
1 — 9? 


Sig. 299. 








— tang.2o iſt, 


— — —————— ———— — 2— 


OGDT cos. « — sin.atang.. 20 1—tangatang2e 
— tang. (« + 20). 
Sieht man von den Reibungen an den Unterftügungspunften ab, fo kann 
man 9, und P: — Null jegen, und e8 folgt: 
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P_snatgeos.a _ tan.a+p _ 
9° c0s.0—gpsin.a 1—ptang.e tang. (a +0). Bergt.$. 180.) 
Wenn die Laft Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirkt, fo find die Gleis 
Hungen (3) und (4) durch folgende zu erfegen: 
Q=N— ꝓpS und 











8 9N. 
Es folgt dann Q = (1 — 995) N, daher umgefehrt: 
= — I _ m 
1-99 
P in. c (& + pı)cos.a, 
0 1-99 


Wäre 9 = 91 = 9, jo würde dann 


? = sin.a + cos.@.tang.2_0 
ausfallen. 
Die Formel P—= Q tang. (© + 20) findet ihre Anwendung bei Beur⸗ 
theifung der Befeftigung zweier Körper M und N dur; einen Seil AB, 
Fig. 300, I. uud I. Aus der 


Big. 300. Kraft P gegen den Rüden des 
aTT Keiles folgt die Spannung, mit 


welcher die beiden Körper gegen 
einander gezogen werben: 
Q@=P.eotg. (a + 2p). 

Dagegen ift die Kraft, welche 
auf den Fuß 3 des Keiles drüden 
muß, um den Keil zu löfen, d. i. 
in der Richtung BA zurüdzutveis 
ben, weil hier a negativ ift: 

PD, = Qlang. (20 — eo), 
oder wenn man ben legten Werth 
für Q einfegt: 

tang. (20 — eo), 
tang.(2e +) 
Damit der Keil nicht von ſelbſt zurüdgehe, muß natürlich @ < 2 fein. 


P=P 


$. 185. Zapfenreibungscoefflcienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 
Bervegung von Wichtigkeit, weshalb auch nur über diefe Beobadjtungsrefultate | 


vorliegen. 





$.185.] Die Widerſtände der Reibung und Steifigkeit 2c. 337 


Tafel m. 


Eoefficienten der Zapfenreibung, nad Morin. 


HUNUND ver eidungenachen uno Wartung 














j der Schmieren. 
— - 
Angabe € & * 
ga E |S gl 
der ſich eibenden Rörper. |" =. 128 
ArlEr| 2 
<sEle5l£e|, 
3" [5° ES]. 
3: |e |&8 
a 2 |8 |: 
5 ı 





Glodengut auf Glodengut . — 1008971 - 1-1 - | — 





Glodengut auf Gußeiſen .. — 1009| -— | — | — 
Schmiedeeiſen auf @loden- 

aut.......... 0,189 — l0,075[0,054lo,oolo,ını] — 
Schmiedeeifen auf Gußeiſen — [0,07510,0854| — | — | — 
Gußeifen auf Gußeifen.. . . 0,1870,079|0,06[0,084| — | — lo,ıs7 
Sußeifen auf Blodengut . . — [0,075 |0,054|0,065| — |0,166 
Schmiedeeiſen auf Gusjats 

1 1 ......... 0185| -—I-|I—- | - 
Gußeifen auf Guajakholz . . [0,100|0,092] — |0,109|0,140 
Guajat auf Gußeifen . . - 0,116 — | — | — loss 
Suojat auf Gugjat . . . - — loor0l -— | | — 


Aus diefer Tabelle ift folgendes fir die Praris fehr wichtige Verhältniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiebe- oder Gußeifen, laufend in Lagern 
aus Gußeifen oder Glodengut (Meffing), geſchmiert mit Del, Talg ober 
Schweineſchmalz, ift der Reibungscoefficient: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung, — 0,054, 
bei gewöhnlicher Abwartung, — 0,070 bis 0,080. 

Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 

Anmerkung. Durch die Verſuche über die mittelbare Zapfenreibung mit 
Hülfe der Reibungswage find vom Kern Hirn mehrere, zum Theil von ben biß 
dahin Bekannten abweichende Rejultate erlangt worden. Der Zapfen, welchen er 

Beisbad's Lehrbud der Mechanit. L 2 


8. 186. 
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bierzu anmendete, beitand in einer hohlen gußeilernen Trommel von 0,23 Meter 
Durchmeſſer und 0,22 Meter Länge, und wurde von außen dur Eintauchen in 
Del gejhmiert, ſowie von innen mittels durdfließenden Waflers abgekühlt. Daß 
bronzene Bapfenlager (8 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittels eine 11/, Meter langen 
Hebels von 50 Kilogramm Gewicht aufgebrildt, während der Zapfen 50 bis 100 
Umpdrehungen pro Minute machte. Es ift leicht zu ermefien, daß bei den mit die 
jem Apparate angeftellten Verſuchen die Flüffigteit und Aohäfion der als Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle ſpielen mußten, da bier nicht allein die Umfangs 
geſchwindigkeit, jondern auch die Reibungsfläde in Hinficht auf den Drud eine 
fehr große war. 

Die Umfangsgeſchwindigkeit der Trommel betrug, da die legtere einen Umfang 
bon 72 Gentimeter hatte, und in der Secunde 5/, biß 1%, mal umlief, 60 biß 120 
Gentimeter — 23 bis 46 Zoll, während fie bei den gewöhnlichen Maſchinen nur 
2 bi8 6 Zoll mißt. Ferner der horizontale Axenſchnitt der Trommel betrug 22.23 
= 506 Duadratcentimeter, folglich kam auf ein QDuadratcentimeter dieſes Schnittes 
nur ein Drud von en — 0,1 Kilogramm, d.t. auf einen Quadratzoll 6,84 . 0,2 
= 1,37 Pfund, während diefer Drud bei gewöhnlichen Arbeitsmaſchinen mehrere 
hundert Pfund beträgt. Die Verhältniffe der Verſuche des Herrn Hirn waren 
daher zum großen Theil abweichend von den Reibungsverhältnifien, mie fie bei 
großen und ftarten Maſchinen vorlommen und wie fie auch bei anderen Berfuchen, 
3.8. bei denen vonMorin, ftattfanden, und es find folglich die ſich bei denjelben 
herausgeſtellten Abweichungen vollftändig erklärlich. Die Hauptergebniſſe der 
Hirn'ſchen Verſuche beſtehen ungefähr in Folgendem. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drucke und der Natur und 
Beſchaffenheit der ſich reibenden Körper und des Schmiermittels, ſondern auch von 
der Geſchwindigkeit und von der Temperatur der Reibungsſlächen und der Umge⸗ 
bung, jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. Es ift bei conftanter Tempe: 
ratur die Reibung der Geſchwindigkeit direct proportional, und es wächſt dagegen 
diefelbe nur wie die Duadratwurzel auß der Geſchwindigkeit, wenn die Temperatus 
ren unbeachtet gelafjen werden. Aus anderen Verſuchen folgert endlich auch noch 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung ber Quadratwurzel aus der Reibungs⸗ 
fläche, jowie aud) der Quadratwurzel aus dem Drude proportional ift. 

Was insbeſondere den Einfluß der Temperatur anlangt, jo ließ fih aus den 
angeführten Berfuden die Formel: - 

__Fo_ 
f= 1,0492: 

folgern, in welcher die Temperatur der Reibungsfläche, A) die Reibung bei 09 
und die bei & Brad Temperatur bezeichnen. 

Ein Hauptergebniß diefer Verſuche ift noch die Ermittelung des Arbeitsvermd- 
gens der Wärme. Hiervon wird erft weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehandelt. 


Neuere Berfuche über Zapfenreibung find mittels einer ftarfen Reibungs- 
wage vom Herrn Mafchinendirector Kirchweger an Eifenbahnmwagenazen 
von 2r — 28/, bis 31/, Zoll Dicke angeftellt worden. (Siehe die Mitthei- 
lungen des Gewerbe-Bereind in Hannover, Jahrg. 1862.) Diefer Verſuchs⸗ 
apparat bildet einen doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 301, von 2.3 — 6 
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Fuß Länge, welcher mittels des Lagerdedels D und durch auf die Wags 
falen 9 und W aufgelegten Gewichte auf den umlaufenden Zapfen Z 
aufgebrüdt wurde; die Umdrehung biefes Zapfens erfolgte mittels einer duch 


Fig. 301. 


Dampftraft in Umdrehung gefegten Riemenfcheibe R. Die Belaftung einer 
Wagſchale betrug 2000 bis 8000 Pfund, wobei der Zapfen entweder 180 
oder 360 Umdrehungen pr. Minute machte. Bei einigen Berfuchen ließ man 
die Welle jedoch nur 10 Umdrehungen pr. Minute machen, um den Unter- 
ſchied der Reibung bei verſchiedenen Geſchwindigleiten Innen zu lernen. 
Uebrigens wurden wegen Ausgleichung von Gewichten. und Fehlern ſämmt⸗ 
liche Verſuche bei umgekehrten Umdrehungsrichtungen wieberholt. 

Während die Verſuchsaxen aus Schmiebeeifen, ſowie aus Gußftahl be 
flanden, war das gemöhnliche Lagermetall der Arbüchfen eine Compofition 
von Kupfer, Zinn und Antimon, oder aud) eine aus Kupfer, Zink, Ziun 
und Blei beftehende Bronze. Aus den Seite 233 und 234 des angezeigten 
Werles zufammengeftellten Tabellen ift zu erfehen, daß der Reitungscoefficient 
der Ruhe und bei Schmiere von Eohäfionsöl im Mittel $ == 0,0912 iſt, 
wogegen ber Eoefficient der Bewegung bei Anwendung verjchiedener Schmier- 
mittel, als Rüböl, Cohäfionsöl, Baumöl, Talg u. ſ. w., mit Ausnahme der 
Bronzelager, im Mittel 0,0093, alſo circa 5mal fo Hein ausfällt als ge- 
wöhnlid) angenommen wird. Diefer Meine Werth des Reibungscoefficienten 9 
hat vorzüglich in dem großen Zapfendrud von 500 bis 1000 Pfund pr. 
Quadratzoll feinen Grund; mit der Abnahme des Zapfendruds, z. B. bi 
auf 26,6 Pfund, fteigert ſich 3.8. P auf 0,0245. Yud) iftbei einer Zapfen 
flärfe 2r von 3 ZoU und der Umbrehungszahl u = 180 pr. Minute die 


Umfangsgeſchwindigkeit des Zapfens v — Er = 28,27 Zoll, während 


diefelbe gewöhnlich nicht 3 ZoU übertrifft. 
29* 
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Die Reibungswage von Waltjen ift in der Hauptfacdhe eine mit ihrem 
Auge auf einen umlaufenden Zapfen aufgelegte und mit einem bejonderen 
Metalllager verjehene Scheibe, welche durch angehangene Gewichte den ers 
forderlichen Zapfendrud erhält, und zur Ausgleichung der ungleichen Kräfte 
mit einem befonderen Gegengewichte an der einen Seite der Scheibe verfehen ift. 

Bei den Berfuchen von den Herren Waltjen und Rühlmann, fowie bei 
den in fpäterer Zeit vom Herrn Dr. Zunge angeftellten Berfuchen mit einer 
großen Anzahl von Schmiermitteln ift der Reibungscoefficient allerdings ſehr 
verfchieden, jedoch größtentheils innerhalb 0,02 und 0,03, alfo ebenfalls viel 
Heiner ausgefallen als bei den älteren Verſuchen. 


Mechanische Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den 
Drud R zwifchen einem Zapfen und feinem Lager, und ift noch der Halb- 
Sig. 302. mefler r des Bapfens, Fig. 302, gegeben, fo 
läßt fi) die Arbeit, welche die Zapfenreibung bei 
jeder Umdrehung des Zapfens in Anſpruch nimmt, 
leicht ermitteln. Die Reibung Filt= gpR, 
und der ihr entiprechende Weg der Umfang 2er 
des Zapfens; es folgt daher die bei einer Um⸗ 
drehung durch die Reibung verloren gehende mes 
chaniſche Leiſung A= YR.2ar—=2x_pRr. 
Macht der Zapfen in einer Minute « Umdrehun⸗ 
gen, fo ift die in jeder Secunde verbrauchte Arbeit 
u __aupRr 
co 80 

Die Arbeit der Reibung wächſt aljo mit dem Zapfendrude, dem 
BZapfenhalbmeffer und ber Umdrehungszahl gleichmäßig. Es ift da- 
her eine praftifche Regel, bei rotirenden Mafchinen den Zapfendrud nicht 
unndthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftark zu machen, 
als bie Feftigfeit auf die Dauer e8 verlangt, und endlich auch nicht ſehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulafien, wenigftens dann nicht, wenn e8 
nicht andere Verhältniſſe erfordern. 

Durd) Anwendung von Frietionsrädern, welche man ftatt der Zapfen- 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. Im Fig. 303 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen EH, 
E, H, dicht Hinter einander liegender und’um D und D, drehbarer Räder 
(Frictionsräber) ruht. Aus dem gegebenen Drude 2 der Welle folgen die 
Preffungen: 








L=2rgpRr- — 0,105 ..upRr. 
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wofern & den Winfel DO D, bezeichnet, welchen bie Central» ober Drud- 
Iinien CD wnb CD, zwifden ich einfchliegen. Vermöge ber wälzenben 
Reibung zwiſchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen bie Räder 
mit diefem Zapfen um, und e8 entftehen in den Lagern von D und Di die 
Reibungen 9 N und 9 N,, welche zufammen ⸗ 

F=e@+m)=-% 

co. z 

betragen. Werben nun bie Radhalbınefier DE— DE, buch a, und 
die Zapfenhalbmeffer DK Di M durch rı bezeichnet, jo erhalten wir bie 
Kraft am Umfange der Räder oder auch am Umfange des auf dieſen Liegen» 
den Zapfens C, welche zur Uebertvindung von FF nöthig ift: 





A=ir-n.oR, 
a a ® 
2 
Fig. 303. Fig. 3M. 


während dieſelbe = YR beträgt, wenn der Zapfen C unmittelbar in einer 
Pfanne ruht. 

Wenn man die Gewichte der Frictionsräder unberädfichtigt läßt, fo ift 
folglich die Arbeit der Reibung bei Anwendung von diefen Rädern, 


= —t 





Gı cos. — 
er} 


mal fo groß, als ohne dieſelben. 
Stellt man dem Zapfendrud R ein einziges Frictionsrad GH, Fig. 304, 
entgegen und verhindert man bie zufälligen, übrigens nicht zu beachtenden 


Seitenkrafte durch feſte Baden X und Z, fo fält « = 0, cos. = 1 und 


obiges Berhältnig 9 — Pr aus. 


4 
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Beifpiel. Gin Runftrad wiegt 16000 Kilogramm, ber Halbmehſer a feines Ums 
fanges ift 5 Meter und fein Zapfenpalbmefier # = 18 Gentimeter, wie groß IR Die 
Rraft am Umfange bes Rabe, um bie Zapfenteibung gu überwinden, um biejeß Rab 
alfo Icer in einer gleifdrmigen Bewegung zu erhalten, und wie groß ift der ent« 
ipredjenbe Webeitsaufiwand, wenn & in einer Minute 5 Umdrejungen macjt? Den 
Reibungscoefficienten 9 nnen wir hier = 0,075 annefmen, werhalb die Reibung 
FR = 0,075.15000 S 1126 Rilogramm beträgt. Da ber Rabfalbmefler 447 
= 3846 mal fo groß ift, als der Zapfenhalbmeſer oder Hebelarm ber Reibung, 
fo it die auf den Radumfang rebucirie Sapfenreibung: 


gR _ 1125 


= 6 316 = 29,25 Rilogramm. 
Der Zapfenumfang it 0,26 . m — 0,8168 Meter; folglid der Weg der Reibung 
in einer Secunde: . 

— un. = 0,06807 Meter, 


und die Arbeit der Reibung während einer Secunde: 

‘  Z = 0,0687 . 9R = 0,06807 . 1125 = 76,57 Rilogrammmeter. 
Zügen die Zapfen dieſes Rabes auf Fricionsrädern, deren Halbmefier nur bmal 
fo groß find als die Halbmeſſer ihrer Zapfen, wäre aljo a = Yy, jo würde die 
Kraft am Radumfange nur 5 . 29,25 — 5,85 Rilogramm und die von ber Rei 


bung confumirte Arbeit nur .. = 15,81 Rilogrammmeter betragen. Aller: 


dings würde aber dann aud) das Rad weit unfierer aufliegen. 


$.188. Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Reibung eines 
Zapfens ACB, Fig. 305, ineinem ausgelanfenen Zapfenlager, weldes 

Big. 806 nur ineinem Punkte A aufliegt, ift klei⸗ 

wo· ner als die bei einem neuen, noch in 

allen Punkten des Lagers aufruhenden 
Zapfen. Findet feine Umdrehung ftatt, 
fo drüdt der Zapfen in dem Punfte B, 
wo bie Richtung des Mitteldrudes R 
hindurchgeht; tritt aber Umdrehung nach 
der Richtung AB ein, fo wird ber Zapfen 
vermöge feiner Reibung im Zapfenlager 
fo weit in die Höhe fteigen, bis ſich die 
Kraft S zum Herabgleiten mit der Reis 
bung F ins Gleichgewicht fegt. Der 
Mitteldruck R zerlegt ſich in eine Normalkraft N und in eine Tangential- 
kraft S, N geht auf das Lager über und erzeugt die tangential wirkende 
Reibung F= PN, S aber fegt fid) mit F ins Gleichgewicht; «8 ift alfo 
ud S=YPN. Nun ift aber au) S=R sin.a und N= R cos.a, 


8. 189.] Die Widerflände der Reibung und Steifigkeit zc. 343 


wenn a den Winkel BCA — RCN bezeichnet, um welchen der Drudpuntt 
in Folge der Reibung zur Seite fortgerlidt tft, daher folgt: 
Rsn.a=opR cos.o, d.i tang.a = tang.p, 
daher ift & der fogenannte Reibungswinfel E und N = R cos. o, fowie 
F=9N=R6sin.e, uud) 
Bitang.o oR 


* V1 + tang. — Yı + 9? 
Fünde das Fortrücken des Zapfens nicht ftatt, jo wäre 
Rsin.Q, 
608.0 ’ 
es ift folglich die Reibung nad dem Yortrüden cos. ꝙ mal fo groß, als 
die vor dem Fortrüden. In der Hegel ift ꝙ — tang.o noch nicht Yıo 
unb cos. og > 0,995, alfo die Differenz noch nicht 9/1000 —= Yan; man bat 
Fig. 806. daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf 
den Einfluß diefes Fortrückens nicht Rüdficht zu nehmen, 
Läuft das Rad AB mit einer Nabe ober einem 
Auge, Fig. 306, um eine feite Are AC, fo ift bie 
Reibung diefelbe, als wenn ſich die Aren in Pfannen 
bewegen, nur ift bei einem ausgelaufenen Auge ber 
. Hebelarm der Reibung nicht der Halbmefler des feiten 
R Zapfens, fondern der de8 Auges. 


F=9R= Rtang.g = 





Reibung in einem dreiseitigen Lager. fegt man den Zapfen 8. 


in prismatifche Xager, fo erhält man größere Drücke und deshalb aud) 
mehr Reibung al8 bei einem runden Lager. Iſt das Tager ADB, Fig. 307, 

Fig. 307. dreifeitig, fo liegt der Zapfen in zwei Punkten 
A und B auf, und es ift an jedem der⸗ 
jelben Reibung zu überwinden. Der Mit- 
teldrud R zerlegt ſich in zwei Seitenkräfte Q 
und Q,, und jede derjelben giebt einen Nor: 
maldrud N und N, und eine der Reibung 
F=o9Nwb FL =9YN, gleiche Tangen- 
tialkraft. Dem vorigen Paragraphen zu⸗ 
folge laſſen ſich aber diefe Reibungen aud) 
— Qsin.o und Qı sin. o fegen; man hat daher für die Gejammtreibung. 

F+rh=(Q0 + Q9ı) sin.o. 

Die. Kräfte Q und Qı ergeben ſich durch Auflöfung eines aus Q und Qı 





gebildeten Kräfteparallelogrammes mit Hülfe bes Mittelbrudes R, des Rei- 


bungswinkels E und des Winkels ACB — 2a, weldher dem im Lager lie- 
genden Bogen AB entſpricht. Es ift: 
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QOR=ACD—- CAH=a— gm 
QOR=BCD + CBO=a + 9; folglid): 
Qn=e—-g+tate=2a 





Fig. 308. Die Anwendung der Formeln in $. 80 
giebt nun: 
sin. (ed — 0) “R 
ande 
I in. (@ + 0) 
— 0 . 
ana Bi 


daher folgt die gefuchte Reibung: 
Rein.o 
F+RA=(0 +) sin. g=(in.[e— e] + Sin la + DE nE- 


Über sin. (a — 0) + sin. (@ + 0) ift, der analytifchen Trigonometrie 
aufolge, = 2 sin. cos.g und sin. 2a = 2sin.« cos.a, es ergiebt ſich 
daher: 





2sin.« Rsin. cos _ Rsin.2g 
2sin.a co. — 2cos.a 


wofte ſih wegen ber Kleinhent von g auch — TEL fegen at. Die Hei 





F+ıh= 





bung bei Anwendung des derſeitgen Bapfelagere iſt hiernach —T mal 


fo groß, als die beim cplindrif—hen Lager. Iſt z. B. ADB — 60°, alfo 
ACB = 180° — 60° — 120° und ACD = a — 60%, fo hat man 


anal = = 2 mal fo viel Reibung, al bei einem runden Lager. 


$. 190. Beibung in einem neuen Lager. Mit Hilfe der letzten Formel 


läßt ſich nun aud) die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin ber Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es jei ADB in Fig. 309 
Fig. 309. ein ſolches Lager. Theilen wir den Bogen ADB, 

in welchem fi Zapfen und Lager berühren, in 

viele Theile, wie AN, NO u. f. w, welche glei 

hen Projectionen in der Sehne AB entſprechen, 

und nehmen wir an, daß jeder diefer Theile gleich 


viel vom ganzen Drude R, nämlich — 2, wobei 

# die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 

auf das Lager übertrage. Nach dem vorigen 
Paragraphen ift die Reibung fir zwei gegenüherliegende Theile NO und 
N 05: 
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_R sin.2E . 
n cos. NCD 
Aber cos. NOD it u = cs.ONP = =, 9’ wofern NP die Pros 
jection des Theiles NO auf AB repräfentirt, und 
NP = Sehne AB. 
n 


es folgt daher jene den Theilen NO unb N, O, entiprechende Reibung: 
— Rsin. 2o n. NO _ Rsin.20 20 No 
n Sehne Sehne 
Um nun die Reibung fiir den ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 
ftatt NO ben Bogen 427 — nn ADB einzuführen, weil die Summe 


aller Reibungen gleich) pn & im 
alſo die Reibung in einem neuen SZapfenlager: 


. Bogen AD 
F = Rsin.2 0° Sch AB y 
oder, wenn wir den Centriwinkel ACB, weldyer dem im Lager liegenden 
Bogen entipricht, S 2°, alfo Sehne AB —=2AC. sin. a fegen: 
Rsn20 a 





mal Summe aller Bogentheile; es folgt 





F= 5 na’ oder sin.2E — 28in.E 
angenommen, annähernd: 
F = Bsin.g - — ˖ 
sin. 


Hiernad) ift die anfängliche Reibung um fo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Umfaßt z.B. das Zapfenlager den halben Zapfen⸗ 
umfang, ft alſo « = * x und ſonach sin. = 1, fo bat man 


F=-.Rsin.o, alfo 2 — — 1,57 mal fo groß, als beim ausgelaufenen 
Zapfenlager Dei einem Bapfen, welcher nicht tief im Lager ruht, ift « 


Hein, daher sin. = a — R =& (1 — 5) zu fegen, weshalb folgt 


F= (1 + ) Rsin.o_, ober —= Bsin.o, wenn « ſehr klein iſt. 


Poncelet’s Theorem. Der Zapfendruck R ergiebt ſich in der Kegel ($. 191.) 


als Mittelfraft von zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten Kräften P 
und Q, ift allo = VPr: + 9°. Inſofern man ihn nur zur Beſtimmung 
der Reibung 





F=pR=ypyP+ 9 
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bedarf, kann man ſich mit einem Näherungswerth beffelben begnügen, theils 
weil fchon der Coefficient ꝙ niemals fo ficher beftimmt werden kann und 
von fo fehr vielen Zufälligkeiten mit abhängt, theils aud), weil das ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Heiner Theil ift von dem 
übrigen Kräften an der in BZapfenlagern ruhenden Machine, wie Hebel, 
Kolle, Radwelle u. |. w. Der Lehrſatz, welcher einen Näherungsausdrud 
von VP? + Q° zu finden Iehrt, ift unter dem Namen „das Poncelet’iche 
Theorem“ befannt, und läßt fich auf folgende Weiſe entwideln: 


vPr g— pVı + (3) — PYı FH as, 
wobei x = 8 und vorausgefeßt wird, dag Q bie Kleinere Kraft, alſo = 
ein ächter Bruch if. Seten wir nun: 


Vıl+@=u+4vz, 


und beitimmen wir die Coefficienten p und v gewiſſen Yorderungen ent« 
ſprechend. Der relative Fehler ift: 


_Viteoeovme_ ,_ehvs 

„ÄTy ro Yı + a 
Diefer Gleihung entipricht eine Curve OS, Fig. 310, welche für bie 
Abfciffe = = 0, die Ordinate AO = y=1— u, und für die Abfciffe 


AB 1, bie Orbinte BPP=y—1-— ee Hat, welche ferner in 


zwei Punkten K und N durd) die Abfcifienare geht, und bei S ihren größten 
Sig. 810. Abftand CS von diefer Are erreicht. 
0 p Segen wir y — 0, alſo: 


K c N y I+2=u+v:, 
N B und löſen wir diefe Gleichung in 
s Beziehung auf = auf, fo erhalten 
wir in 
uv TV +v —ı 
= — —— 
1 — vi 
bie Abſeiſſen AK und AN der Durchſchnittspunkte K und N, und alſo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 
Um aber die Abiciffe AC des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
ſetzen wir das Differenzialverhältniß: 
y He rlit_ gg 
dz 1 + 2? — 
(. 8. 13 der analytiſchen Hülfslehren). 





8. 191.) Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit xc. 347 
Diefer Forderung wird entfprochen, indem man 
ee +vVo)(1 + az —=v(l + Ns, oder 
“+ vY)z—=v(l+ bi het 


Hiernach giebt alfo die Abſciſſe AC = m die größte negative Orbinate: 


s=ı_._ 6 -1)=- Ver +v?— 1). 
V u? + y?3 
7. + 
Um nun weder einen großen pofitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begeben, jegen wir die drei Ordinaten AO = 1 — 4K., 
BP=1— 2 und OS —= Yu? + v2? — 1 einander glei, und 
beftinnmen hiernach die Coefficienten # und v. Es ift: 


et ri (Vi - 1) # = 0,414 u und 


2 — P=Vet .i.2—=ull + Vı+ 0,414°), folglich 


u = 





— — — 0,96 und v = 0,414 . 0,96 — 0,40. 
ıvm- 


Wir können alfo annähernd Y1 + 2? = 0, 96 + 0,40 . x, und ebenfo 
die Mittelfraft 
R = 0,96 P + 040 Q 
fegen, und willen, daß wir hierbei höchftens ben Fehler 
+y=1-,»=1 -— 0,96 = 0,04 = 4 Proc. des wahren Werthes 
begehen. 

Diefe Beitimmung fest voraus, daß wir willen, welche von den Kräften 
die größere ift; ift und dies nicht befannt, fo fünnen wir 
Yyıtz=u(l+a 

annehmen und befommen fo 
el +2) 
—— + x? 
Hier giebt nicht nur die Grenze & — 0 ben Fehler — 1 — u, fondern 


y-1-— 


auch die Grenze z —= w benfelben = 1 — — — 1 — u; fegen wir 


aber z = r — 1, fo bekommen wir den größten negativen Fehler: 
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=- (7 -1)=-uV3- 


und es ergiebt fid) durch Gleichſetzen diefer Fehler: 
2 2 1 


woflir 0,83 gefegt wird. In dem Falle aljo, wo man nicht weiß, welche 
von ben Sträften die größere ift, läßt fich ſetzen: 
R— 0,83 (P + Q), 

und man erhält dabei den größten Wehler: 

+y= 1 — 0,83 = 0,17 Procent = 1/, des wahren Werthes. 

Weiß man, "dag x nicht über 0,2 ift, Bi läßt man richtiger & ganz 
außer Acht, und fchreibt YPr: + 9: + Q? =D, fällt aber x über 0,2 aus, 
fo ift ebenfalls richtiger 


VP: + Q2 = 0,888 P +'0,490 . Q; 


in beiden Fällen ift nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent*). 


Der Hebel. Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Mafchinen ihre Anwen⸗ 
dung. Handeln wir zunächſt vom Hebel, und nehmen wir im Winkelhebel 
ACB, Fig 311, gleich den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen wir wie 
früher ($. 139) den Hebelarm OA ber Kraft P durd) a, ben Hebelarm 
CB der Laft Q durch d, und den Zapfenhalbmeffer CH durch r, fegen wir 

Sig. BII. das Gewicht des Hebeld — G, den 
Hebelarn CE deſſelben = s und bie 
Winkel APK und BQK, um welche 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab» 
weichen, — & und ß. Die Kraft P 
giebt den Berticaldrud Psin. c, und 
die Laft Q denfelben = Q sin. ß; es 
ift daher der geſammte Verticaldruck: 
V‚=@G+ Psin.a + Qsin.P. 
Die Kraft P giebt auch noch den Horizontaldrud Pcos. « und die Laft einen 
Gegendruck Qcos.ß; es bleibt daher als Horizontaldrud 
H = Pcos. « — Q cos.B 
übrig, und es läßt fi nun ber Zotaldrud im Zapfen: 
R=uV+vH=u(G+ Psin.«a+ Qsin.ß) +v(Pcos. «— O cos. ß) 
jegen, wobei aber der zweite Theil v (Pcos.« — Qcos.ß) nie negativ zu 





*) Polytechniſche Mittheilungen, Band I. 
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nehmen, und deshalb in dem alle, wenn Qcos.ß > Pcos. «a ift, das Zeis 
hen zu ändern oder vielmehr Pcos. « von Qcos.B zu fubtrahiren if. Um 
num denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem labilen Gleiche 
gewichte entfpricht, fo daß beim Fleinften Zuſatz Bewegung eintritt, fegen 
wir ſtatiſches Kraftmoment gleich ftatifches Laftmoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes der Mafchine ($. 139), fowie plus Moment der 
Reibung, alfo: 
Pa=0)4+Gs + gpRr 
—=0b+Gs + (eV + vH)r, woraus folgt 
pP— Qb + Gs + P[lu(@ + Qsin.P) FvQcos.Plr 
a — upr sin.a T vor cos. 
Wirken P und Q vertical, fo ift einfach 
R=P+RQH 6, daher 

Pa=Q5+LQs+9(P+Q + Or. | 
Iſt der Hebel einarmig, fo wirkten P und Q einander entgegen, dann ift alfo 
R=P— 09 + @ und beshalb aud) die Reibung Heiner. Uebrigens 
muß R ſtets pofitiv in Rechnung kommen, weil die Reibung PR nur Bes 
wegung verhindert, aber nicht erzeugt. Man fieht aud) hiernach, daß ein 
einarmiger Hebel mechanisch vollkommener ift, als ein doppelarmiger Hebel. 


Beilpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 311 abgebildeten Wintelhebel: 


== 4Fuß, s — Y Bub und r = 11, Boll, die Reigungswintel 
« —= 70%, 4 = 50°, ift ferner die Laft Q = 5600 Pfund und das Gewicht F des 
Hebel, = MO Pfund, jo beitimmt fi die Kraft P zur Herftellung des labilen 
Gleichgewichts wie folgt. Ohne Rüdfiht auf Reibung ft Pa+Gs = Ob, 
daher: 


P— = _— 3 — 8658 ®fund. 


Seßen wir u = 0,96 und » = 0,40, jo befommen wir: 
u(@ -+ Qsin.ß) = 0,96 (900 + 5600 sin. 50°) —= 4982 Pfund, 
» Qcos.$ = 0,40 . 5600 cos.50° —= 1440 Pfund; 
p sin.«a = 0,96 . 8in. 700 — 0,902, 
vcos.a = 0,40. cos. 700 = 0,187. 
Es ift leicht einzufehen, daß hier Pcos.« Tleiner als Q cos. ß ift, denn da annds 
bernd P = 3658 ausfällt, jo hatman Pcos.« — 1251 Pfund, wogegen Q cos. A 
— 3600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » Q cos. ß und vor cos.a 
da3 untere Zeichen und jegen: 
P- 5600 . 4 — WO . Ya + pr (4982 + 1440). 
6 — or (0,02 — 0,173) ” 
Nehmen wir nun noch den Reibungscoefficienten 9 — 0,075 an, fo erhalten wir 
or = 0,075 . 4 = 0,009875 jowie 6422 pr = 60, 
und die geſuchte Kraft: 
p — 7240 — 450 + 60 _ 22010 


00 = 5,9033 = 3673 Pfund. 
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Uebrigens if hier der Berticaldrud, wenn man die ohne Rüdfiht auf Reibung 
beftimmte Kraft P — 3658 Pfund einführt: , 
V = 3658 sin. 70° + 5600 sin. 50% -+ 900 — 3437 + 4290 + 900 
= 8627 Pfund, 
dagegen der Horizontaldrud: 
H = 5600 c08.50° — 8658 cos. 700 — 3600 — 1251 = 2349 Pfund. 
Hier hat man H>0,2 V, daher ift richtiger: 
R=0%8 .H + 04% V = 0,888 . 8827 + 0,490 . 2349 = 8311 
zu jegen, und es folgt fo das Moment der Reibung: 
= prR = 0,009975 . 8811 — 82,6 Fubpfund, 
und endlich die Kraft: 


P= zu — 0 + me _ 


— 3672 Pfund, 
weißer Werth vom obigen eierbings nur wenig abweicht. 


$.193. Beibung an stehenden Zapfen. findet bei .einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie es z. B. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derfelben jedesmal der Fall ift, jo giebt es noch eine 
Reibung auf der Bafis des einen Zapfens. Weil Hier in allen Punkten 
Drud zwiſchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, fo fteht dieſe 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen- 
reibung und man hat deshalb fir diefe die in Tab. IL. (©. 323) aufge 
führten Reibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man den mittleren Weg kennen, den bie Bafis AB, Fig. 312, 
Fig. 512. eines folchen ftehenden Zapfens bei einer Umdrehung 
zuriidiegt. Nehmen wir an, daß ber Drud R auf 

der ganzen Fläche gleichförmig verteilt fei, fegen 

wir alfo voraus, daf gleich großen Theilen der Baſis 

gleiche Reibungen zufommen. Theilen wir num bie 

Baſis dur Halbmeſſer OD, CE u. ſ. w. in lauter 

gleiche Sectoren ober Dreiede, wie DCE, fo ent 

| Li } fprechen dieſen nicht nur gleiche Reibungen, fondern 
OMO and) gleiche Momente, es iſt daher nur das Reibungs« 

\ moment von einem biefer Dreiecke zu finden. Die 

* Reibungen eines ſolchen Dreiecks laſſen ſich aber als 
Parallelträfte anſehen, da fie alle tangential, d. i. 

wintefrecht zum Radius C.D wirken; und ba num der Schwerpunkt eines 
Körpers ober einer Flache nichts weiter als der Angriffspunft der Mitteltraft 
von in diefem Körper ober in diefer Fläche gleichmäßig verteilten Parallel- 
traften ift, fo läßt ſich demnach auch Hier der Schwerpunkt S des Sectors 
ober Dreied® DCE als Angriffspunft von der aus fämmtlichen Reibungen 
deffelben entfpringenden Mitteltraft anſehen. Iſt nun der Drud auf dieſen 
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Sector, — # und ber Halbmeffer CD— CE der Baſis — r, fo folgt 
(nad) $. 115) das ftatifche Moment der Reibung diefes Sectors: 
— Cs. FEnrr. DR, 


/ 
und endlich das ftatiiche Moment der vollftändigen Zapfenreibung: 
M=n. Yzr I = Fr oRr. 


Zuweilen ift die fich reibende Fläche ein Ring ABED, Fig. 313. 
Sind die Halbmefjer deſſelben CA= rn und CD=r;, fo hat man «8 
mit der Beitimmung des Schwerpunftes 8 von einem 
Ringſtücke zu thun, und erhält deshalb nad $. 116 
den Hebeların: 

r 
Cs — 2); m 
1 
daher das Moment der Reibung: 
3 
M= 2/, R 7 — 9. 
nn — 


Tg 


Gig. 913. 


23 
5 

— 22? 
13 








Fuührt man den mittleren Halbmeſſer 


und die Breite des Ringes 71 — ra b ein, ſo 
erhält man dieſes Moment der Reibung auch 


b2 


Die Arbeit der Reibung fitr eine Umdrehung bes Zapfens ift im erften Falle 
A=2x2.YgpRr=t,xrYpRr, und im mweiten: 


A=',npR I — — 7) = 2zpR (r + * 

Hiernach iſt auch die Reibung an den aus einem oder mehreren Ringen 
beſtehenden Hals⸗ oder Kammzapfen zu berechnen, wenn die ſtehende 
Welle an demſelben aufgehangen iſt. 

Man ſieht auch hier Leicht ein, daß wegen Verminderung dieſes Arbeits⸗ 
verluſtes die ſtehenden Zapfen oder Stifte möglichſt ſchwach zu machen ſind, 
und daß mehr Arbeitsverluſt entſteht, wenn unter übrigens gleichen Verhält⸗ 
niſſen, die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreiſe ſtatthat. 

Beiſpiel. Bei einer 1800 Kilogramm ſchweren Turbine, welche in der Minute 
100 Umdrehungen macht, iſt die Stärke des Stiftes an der Baſis 21/, Centimeter, 
wie viel Arbeit conjumirt die Reibung diejes Stiftes in einer Secunde? Den 
Reibungscoefficienten = 0,100 angenommen, erhält man die Reibung: 

9B = 0,100 . 1800 = 180 Rilogramm; 
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der Weg pro Umdrehung ift: J 
=Y%rr=t%. 8,14. 1,25 = 5,23 Eentimeter, 
daher bie Arbeit pro Umbrehung: 
— 180 . 0,0528 — 9,414 Rilogrammmeter. 
Run macht aber dieje Maſchine in der Secunde 10%, = %, Umdrehungen; folgt 
daher der gefuchte Arbeitsverluft: 


ee um 156,9 Meterfilogramm. 


Reibung an Spitssapfen. Iſt der Zapfen ABD, Fig. 314, co» 
niſch zugefpist, fo fällt die Reibung größer aus als bei einem unten 
Fig. 314. ebenen Zapfen, weil ſich der Arendrud R in 

die die Reibung erzeugenden Normalfräfte, wie 

N,N, u. f. w. zerlegt, die zuſammen größer 

als R allein find. Wird der halbe Convergenz⸗ 

winfel ADC = BDC burd) « bezeichnet, fo 





hat man: 
2N= — 
N 1 sin.e 
und ni die Reibung dieſes Spigzapfens: 
R 
R — Zee fegen. 


Iſt nun 71 der Halbmeſſer CA — CB des Zapfens an der Stelle des 
Eintritts in die Pfanne, jo hat man nad) dem Obigen das ſtatiſche Reibungs- 
montent: 


— IR — Rrı 
Mana nat nn 
ober, da — — CA = ber Kegelfeite DA a ift, daſſelbe auch: 
"eine  sin.® ” " 
= !ıpRa. 


Laßt man rel Zapfen nur wenig in bie Pfanne eintauchen, fo wirb bie 
Arbeit feiner Reibung Meiner als bei einem Zapfen mit ebener Bafis und 
deshalb die Anwendung des Spigzapfens dennoch von Nugen fein. Ift 3.B.: 

rn 


r 
a — *35 alſo = !sersin.e, 
na z aller, a h 


fo giebt der Spitzzapfen mit dem Halbmeffer r, nur halb fo viel Arbeitsver⸗ 
luſt durch die Reibung als der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb» 
mefler r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 315, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an ber Abftumpfungefläche ſtatt und es ftellt fich das 
ftatifche Reibungsmoment 
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sin. 

heraus, wenn r den Halbmeſſer CA an der Stelle des Eintrittes in bie 
Pfanne, rı den Halbmeffer DE an der Bafis und &O den halben Conver- 
genzwinkel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald jo ſtark abgerieben, daß endlich nur Drud auf der Bafis EF übrig 
bleibt und das Moment der Reibung M— */; pRrı ausfällt. 

Sehr oft find endlich noch die ſtehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 316 
und Fig. 317, abgerundet. Wenn auch durch diefe Abrundung die Reis 

Big. 815. Fig. 316. Fig. 317. 


| 
| 


M= + ne 


bung felbft keineswegs vermindert wird, fo läßt fich doch dadurch eine Vermin- 
derung des Reibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchens 
in bie Pfanne Herabzieht. Setzt man eine kugelförmige Abrundung voraus, 
fo erhält man mit Hilfe des höheren Calciils für eine Halbkugelförmige 
Pfanne das Moment der Reibung: 
u=®:Rr; 
fowie für die ein niebriges Segment bildende Pfanne annähernd: 
M=% R +08 (=)] yRr, 
wenn r den Kugelhalbmeſſer MA = MB, und r, den Pfannenhalbmeffer 
CA = CB bezeichnet. 
Anmerkung. Bei den Körnerjpigen ADB, Fig. 318, an den Drehbant- 
fpinden zerlegt fi der Drud R teitwintelig gegen bie Agenrichtung DX in 
Sig. 818, einen Rormaldrud N und einen Seiten: 
HB drud S parallel zur Age. Gelten diejelben 


Bezeichnungen wie oben bei dem Spitzzapfen 
fiehender Wellen, jo hat man: 





und 8 = R tang.a. 


Ex; 
Das Moment der Reibung, welde aus 
N entfpringt, iR: 
H=9N.Yn=no Zn, 
don 








oder ba 
Weisdad's Lehrbuch der Mebanit. L 23 
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n=(04A=DAsn.ADC=asina 
ift, wenn a die Länge CD des eingelegten Zapfenftüdes bezeichnet, 
M = Y%,gRatang. a. 
Die Seitenfraft S wird ganz ober zum Theil durch eine Gegenfraft 5, an der 
anderen Spitze aufgehoben. 


Beifpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferdegöpels, R — 6000 
Pfb., der Halbmefier feines coniſch gejpigten Stiftes, = r = 1 Zoll und der Gon- 
vergenzwinfel 2 des jehleren — 900 ift, jo beträgt das flatifche Moment der 
Reibung an diefem Stifte: 


Rr wo 1 __ 1m 
HEN. ah te nn 3% 47,1 Gußpfund, 


Macht diefe Welle während des Ausförderns einer Tonne aus der Grube 
= u = 24 Umbrehungen, jo in die Arbeit, melde die Reibung am Gtifte in 
dieſer Zeit aufgehrt: 

A=2nu.Y%9 














Rr 
sin.« 





— 23. 21. 47,1 = 7103 Sußpfund. 


$.195. Der sogenannte Antifrietionssapfen. Unter der Vorausſetzung, 
daß ber ariafe Drud eines ftehenden Zapfens ABBA, Fig. 319, der 

Big. 319. Querſchuittsflache proportional ift, 

tönnen wir den Berticaldrud pro 
Stächeneingeit Duerfrit, 2. — Z 
fegen, wofern 7 ben ganzen Bertical« 
oder Arendrud, und G den Inhalt 
der verticalen Projection ADDA 
der ganzen Reibungsflähe ABBA 
bezeichnet. Iſt num a ber Neigungs- 
winfel OTO des Zlächenelementes 
O gegen die Are CT des Zapfens, 
jo folgt der Normaldrud, weldjen der 
Zapfen pro Flädeneinheit, 3. B. pro Quabratcentimeter Querſchnitt gegen 


das Lager ausübt, N, — En » daher die entfprechende Reibung 
R __YR 
sine Gsin.a’ 
und wenn nod) y den Abftand oder Neibungshalbmeffer MO bezeichnet, das 
Moment diefer Reibung: 


T 








AR=9N=p 


4—. 
WEIT ine 


Y__ . 
ober, da Ina der Tangente OT ift, auch 
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Fy=9 6 OT. 


Soll, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und feiner Pfanne 
zu erlangen, das Moment F, y an allen Stellen des Zapfens baflelbe fein, 
fo muß folglich die Tangente O T längs der ganzen Erzeugungscure 40 B 
des Zapfens eine und diejelbe Größe a haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfens: 

M=Fy.@G=opRa. 

Die Curve AO Bmit conftanter Tangente OT, vom Berührungspuntte 
O bis zur Are COX gemeffen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entfteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene Tiegender ſchwerer Punkt A, Fig. 320, 

Fig. 320, duch einen Baden AC in Bewegung 
gejetst wird, deſſen Ende C auf einer gera- 
den Linie CX fortrüdt. Diefer Faden 
bildet Hier. die conftante Tangentenlinie 
AC=el=ß2=y3ıuf.mv. 
— a. Um diefe Curve zu conftruiren, 
errihte man CA —= a rechtwinkelig 
auf die Are COX, nehme in.CA, a 
nahe bei A an, trage «el = a auf, 
nehme 4 in @1, nahe bei & an, trage 
ß2 a auf, nehme wieder in biefer 
Linie y nahe bei 4 an, trage 3 —= a 
auf u. j. w.; endlich führe man einen 
die Seiten Aa, aß, Py, yöd...u.f.w. 
berührenden Zug. Derjelbe giebt die Zug⸗ 
linie um fo vollfomnener an, je Heiner 
die Stüde Au, aß, By, yö...u.f.w. 
find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrictionscurve (f. The 
Practical-Mechanics Journal, Juniheft 1849, überfegt im polyt. Eentral- 
blatt, Jahrgang 1849). 

Läpt man, wie Fig. 319 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwintelig auslaufen, fo ift der größte Reibungshalbmefler CA —r 
zugleich die conftante Tangente, und daher das Reibungsmoment M—YRr, 
ganz unabhängig von der Fänge des Zapfens. Bei der ebenen Reibungs⸗ 
fläche A A von demfelben Halbmeſſer ift da8 Reibungsmoment M, = /; p Rr, 
alfo um ein Drittel Kleiner, und vermindert fich im Laufe der Zeit noch mehr, 
da hier der Äußere Umfang mehr abgeführt wird als der innere, und die 
Berührungsfläche noch Heiner ausfällt. 

Man conftruirt auch Hähne und Hahngehäufe nach der Antifrictiong- 
curve, da hier biefelben Berhältniffe vorfommen, wie bei den Stehzapfen. 

23* 
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Anmerkung. Wenn fi der Zapfendrud Z fo vertheilt, daß bie Größe der 
Abnutzung, in der Richtung diefes Drudes gemefien, an allen Stellen des Zapfen⸗ 
umfanges gleich groß ausfällt, ſo iſt 

N, Yı _ N3% N, %s 
sin. a sin. Qg gen €tg 
aljo für den conifchen Spitzapfen, wo 
e ⸗ e; NY = Nıy = Ny 
Bezeichnen ferner O,, Og, Oz: -- die Oberfläcdentheile, in welden die Rormals 
drüde N,, N, N,» wirten, jo hat man: 
R= N, O, sin.a, + Na Os sin. tig + N; OÖ, sin. dig 4 ... 
aljo für den coniſchen Spitzapfen: 
R = (N, O, 4 N; Os + N; Os 4 ...) sin. zu ſetzen. 
Die Flächentheile O,, Og, Og laſſen ſich als Ringe von einer und derſelben 
h 
Höhe 7 der Breite 25 
es ift daber: 


0, = 2ny, —— 








na und den Halbmeflern Y,, Yy, Y; u. 1. w. anſehen; 


h h 
n Sin.« 0 =2ny nsın.a’ Os = 2ny N sın.a u. |. w. und 


0, = Fr On (= — P u. ſ. w. ſowie 
——— — ımR=n. N, 0, sin... 
Es find aljo unter der gemadten Borausfegung die Rormaldrüde in glei 
hohen Ringen des BZapfenumfangs gleich groß. 
Umgelehrt folgt N, O0, = ana und daher das Moment der Zapfenreibung: 


M= nt nt J=9N,O,(yıt%+''+%.) 
= YıtYyt + Yo). 


n n sın. a a 
Hat man e8 mit einem abgeftumpften Kegelgapfen zu thun, deſſen beiden 


Halbmeſſer „und, fin, pity ya +. FTya = en jegen, 


di M= san tr) ergiebt. 


Für den vollfländigen Epigzapfen, wo r, = 0 ift, folgt daher M = gar -, 


während wir oben ($. 194), M = %p an gefunden haben. 


©. den Auffag von Herrn Reye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Eivil-Angenieur, jowie den betreffenden Aufjag vom Herrn Director Grashof 
in Band 5 der Zeitjchrift des Bereineß deuticher Ingenieure. 


8. 196. Beibung an Spitzen und Schneiden. Um bie Arenreibung dres 
bender Körper möglichft zu vermeiden, unterftügt man dieſe durch zugefpigte 
Stifte, ſcharfe Schneiden u. f. w. Hätte man es hierbei mit vollkom⸗ 
men ftarren und ımelaftifchen Körpern zu thum, jo würde bei diefer Methode 
des Aufhängens oder Unterftügens gar fein Arbeitsverluft in Yolge der Rei⸗ 
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bung entftehen Können, weil hier von der Meibung fein meßbarer Weg zurild- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewifje Elafticität befigt, jo wird 
beim Aufliegen eines folchen auf einer Spige oder Schneide ein Meines Ein- 
drliden berjelben eintreten und ſich dadurch eine reibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von der Reibung Wege beſchrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn aud) nur ſehr Meinen Arbeitsverluſte Beranlaffung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weife unters 
flügten Körper ftellen fich ſolche Reibungsflächen ohnedies noch ein in Folge 
des Abreibens der Spige ober ſcharfen Kante, und es ift dann die Reibung 
nad) dem Früheren zu beurteilen. Man wendet aus diefem Grunde dieſe 
Unterftüigungsmethoben auch nur bei Snftrumenten, wie bei der Bouſſole, 
Wage u. ſ. w. an, wo es auf die Herabziehung der Reibung wefentlid, ans 
kommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaflen werben. 


Berfuche über Reibung eines auf einer harten Stahlipige ruhenben und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach dieſen Verſu⸗ 
chen wächt dieſe Reibung etwas ftärker als der Drud und verändert ſich mit 
der Stärke der Zufpigung des unterflilenden Gtifte®. Sie ift bei einer 
Sranatfläche am Heinften, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, nod) größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflachen. Bei jehr Heinem Drude, wie bei der Magnetnadel, kann der . 
Stift bis auf 10° bis 120 Convergenz zugefpigt werben. Iſt der Drud 
aber groß, fo muß man weit größere Convergenziwinfel (30° bis 459) an« 
wenden. Die Reibung ift fleiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spitze ruht, als wenn er mit einer conifchen oder ſphäriſchen Höh« 
lung auffigt. Bei einer fcharfen Schneide, wie fie bei Wagebalten vorkommt, 
finden jedenfalls ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
baften befommen ſchneidige Axen von 90° Eonvergenz, leichte Wagen, können 
eine Schärfung von 30° vertragen. 


Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig. 321, am Stifte FOG bie 
Spige DCE von der Höhe COM — h und dem Halbmeſſer DM—=r 
J eingebrüct habe, und ſetzt man vor⸗ 
Gig. 321. aus, baß das Bolumen 1/, mr? hdem 
Drude R proportional fei, fo läßt 
fih das Maß der Reibung auf fol- 
gende Weife finden. Gegen wir 
I;ar!kh—= uR, wo u eine Er 
fahrungszahl ift, und führen wir den 
Eonvergenzwintel DCE — 2a ein, 
fegen alſo — r.cotg. a, fo erhalten 
wir den Halbmefjer der Bafis: 
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TATA. 
„= Yerklom.« AR 
7 
9Rr= —— —e— = ,V: BE. WR'tang.o. 


Hiernach ift alfo anzunehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Eubitwurzel aus ber vierten Potenz des Drudes und ber Cubilwurzel aus 
Fig. 322. der Tangente des halben Convergenz- 
winlels gleichmäßig wäct. 
Ebenſo Läßt ſich das Maß der Rei⸗— 
bung eines Balkens AB, Fig. 322, 
finden, welder über einer ſcharfen Kante 
© oſcillirt. Iſt @ der halbe Conver- 
genzwintel DOM, 1 die Länge ber 
Schneide und R der Drud, fo ergiebt fi) das Maß des Reibungs- 
momented: 





YRr=u 


8.197. Wälzende Reibung. Die Theorie der wälgenden Reibung ift noch 
leineswegs feft begründet, man weiß, daß dieſe Reibung zunimmt mit dem 

Drude und daß fie bei einem kleineren Durchmeſſer der Walze größer ift als 

bei einem größeren Durchmeſſer; in welcher algebraifchen Abhängigfeit diefe 
Neibung aber zum Drude und Durchmeſſer des ſich wälzenden Körpers fteht, 

tann noch nicht als ausgemacht angefehen werden. Coulomb machte nur 

Gig. 323. einige Verſuche mit 2 bis 12 Zoll 

diefen Walzen aus Guajac (Poden-) 
oder Franzofenholz und aus Ulmen- 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er bie 
Enden eines dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durch ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 323, an» 
fpannte. Nach den Ergebniffen bie 
fer Verſuche ſcheint die wälzende Reis 
bung dem Drude direct und bem 
Durcmeffer der Walze umgelehrt proportional zu wachſen, fo daß die Kraft 


aut Uehereinbung der wälgenben Keibung danch 7 = . = auszubrlden 
ift, wenn R den Drud, r den Halbmeffer der Walze und f ben durch Ver⸗ 
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ſuche zu ermittelnden Neibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, fo ift nad) diefen Verſuchen 
für die Walgen aus Podenholz f = 0,0184, 
für die aus Ulmenholz f = 0,0311. 
Für gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf gußeifernen 
Schienen laufen, fand der Berfafler: 
S = 0,0178, und Herr Sectionsrath Rittinger 
f= 0,0187. 
Nach Pambour ift für Eifenbaknräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
f = 0,019 bis 0,021. 





Die Formel F= sE fegt voraus, daß die Kraft F zur Ueber» 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmeſſer gleichen Hebelarm 
HC = HL=r wirke, und daher mit der Walze einerlei Weg zurüd- 
lege; wirkt diefelbe aber an einem Hebelarm HK — 2r, fo ift aud) der 
Weg berfelben boppelt jo groß als der der Walze auf der Bahn, und daher 
bie Reibung: 

AR=ehF=f Fr 


Die Gleichgewichtsverhältniſſe der wälzenden Reibung find auf folgende 
Weiſe zu beurteilen. Im Folge des Drudes Q der Walze ACB anf die 
Bafis AO, Fig. 324, drudt fi) die legtere etwas zufammen, und es ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefften Punkte A, fondern in einem etwas vor- 

ig. 324. wärt8 gelegenen Punkte O auf. Berlegt man 
J nun die Angriffspunkte A und B der Kräfte 
Q und F, wovon F die zur Ueberwindung 
der Reibung nöthige Umbdrehungsfraft ber 
zeichnet, nach dem Durchſchnitte D, und con⸗ 
ſtruirt man aus Q und F das Kräfte 
parallelogramm, fo erhält man durch deſſen 
Diagonale DR bie Kraft R, mit welcher 
die Walze in O auf ihre Unterftiigung 
drüdt, und es ift daher zur Erhaltung bes 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmomente 
eines Winkelhebels AON einander gleich 
find. Sept man nun ben Abftand ON des Stügpunftes O von ber Richtung 
der Kraft, — a, und bie Entfernung OM deſſelben Punktes von ber vers 
ticalen Schwerlinie des Körpers — f, jo hat man folglid): 
Fa=9QS, 
und daher die gefuchte Reibung: 


360 Dritter Abſchnitt. Funftes Capitel. B. 197. 
_f 
F=£Q 


Der Hebelarm Fift eine Erfahrungsgröße und fo Hein, daß ſtatt a auch 
der Abftand des Fußpunktes A von ber Richtung der Kraft F, fowie ftatt 
Q der Geſammtdruck .R eingefegt werben kann. 


Hiernad HF £ R, und folglich in dem Falle, wenn bie Kraft hori⸗ 
zontal wirkt und durch den Mittelpunkt C geht, aljo a — r ift: 
r-£n, 
r 


unb dagegen dann, wenn dieſe Kraft im Scheitel K der Walze tangential 
wirft, a — 2r, und daher: 


-f£ 
F=ZR 


Der fogenannte Reibungscoefficient f der wälzenden Reibung ift 
folglich feine unbenannte Zahl, fondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgedrückt werden. 

Wird ein über Walzen C und D, Fig. 325, Tiegender Körper ASB 
fortgegogen, fo fällt die erforderliche Kraft P ſehr Hein aus, weil nur zwei 

Big. 326. wälzende Reibungen, nämlich bie 
zwiſchen AB und den Walzen und 
bie zwifen den Walzen unb ber 
Bahn HK, zu überwinden find. 
Uebrigens ift der progreffive Weg 
der Walzen nur halb fo groß als 
der Weg ber Laſt R, und es find 
deshalb beim ferneren Fortgehen ims 
mer wieder neue Walzen vorn unter« 

zuſchieben, weil die Verührungspunfte A und Bäzwiſchen den Walzen und 
dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rückwärts gehen, als die 
Are der Walze vorwärts. Hat fich die Walze AH um ben Bogen AO 
gedreht, fo ift fie au) um einen diefem Bogen gleichen Weg A A, vorwärts 
gegangen und O mit O, in Berührung gefommen, ber neue Berührungs- 
punkt O, alfo um AO, = AO Hinter dem vorigen (A) zurücdgegangen. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Reibung auf HK und AB durch fund 
Fi, fo hat man bie Kraft zum Fortziehen der Laft R: 


P=u+nE- 


Anmerlung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verſuche 
fiber den Wiberfland der Wagen auf Strahen fiimmen mit dem Gejege, wonach 
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diefer Widerftand mit dem Drude gleigmäßig und mit der Dide der Walze umges 
tehrt wädhft, überein. Ein anderer franzöfifcher Ingenieur, Dupuit, Hingegen iei⸗ 
tet aus feinen Verſuchen ab, daß die wälzende Reibung zwar dem Drude direct, 
aber übrigens nur der Quadratwurzel aus dem Walzenhalbmefjer umgelehrt pros 
portional wachſe. Die neueren Verſuche von Boirse und Sauvage mittelft Eis 
ſenbahnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rollende Reibung umgekehrt wie bie 
Quadratwurzel des Radhalbmeſſers wädft. &. Comptes rendus de Ia socist6 
des ingenieurs civils & Paris, 5. et 6. annde. Bejondere theoreliſche Anfich- 
ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerfiner’s Medanit, Bd. I. 8.637, 
und in Brig’ Abhandlung Über die Reibung, Art. 6, entwidelt. Ausfuhrlicher 
wird hierüber im dritten Theile bei der Förderung auf Straßen und Schienens 
wegen gehandelt. 


Seilreibung. Wir haben num bie Reibung eines biegfamen Kör— 
pers fennen zu lernen. Wird ein übrigens volltommen biegfames, durch 
"Sig. 326. eine Kraft Q angefpanntes Seil um 

die Kante C eines feften Körpers ABE, 
Fig. 326, gelegt und dadurch um einen 
intel DCB — acd von feiner an— 
fängfichen Richtung abgelenkt, fo ent» 
ſteht in diefer Kante ein Drud R, aus 
dem wieder eine Reibung F hervor 
geht, welche verurfacht, daß die Kraft 
P zur Herftellung eines labilen Gleich- 
getichtes größer oder Kleiner als Q ift. 
Der Drud ift (&. 79): 


R=YP: + 9? —2PQ cos.a, 
folglich die Reibung: 
F=gVP?+ 9 —2PQ cos.a. 


Segen wirnun noch P=Q + Fund Plannähernd = Q? +2 QF, 
fo erhalten wir: 


F=9gVQ@? + 2QF + 9° — 203 00.0 — 2FQ co... 
= pV2(l — eos.a) (0 + @F)= 2psin. sve+ QF, 
wofilr wieber = 2 psin. 5 (9 + ?/s F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Duabrattourzel nur bie erften zwei Glieder berüdfichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 





F=gFsin. * 429 Qsin. 5 
folglich die gefudjte Reibung: 


8.18. 
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29 0 sin. 
F= 
1— op sin. 


v|riIw|eR 


wofür meift genügend genau 


F = 2 p Qsin. — (1 + 9 sin. 2). 
und fogar fehr oft 
F=29 Qsin.Z 


gefest werden kann, wenn der Ablenkungswinkel Klein ift. Um aljo das 
Seil über die Kante C wegzuziehen, ift eine Kraft 


29 sin. 5 1-+ 9p,sin. 
P=@+F=|1+ ———|g= 
1 psin. > 1— psin. 
nöthig, und um umgelehrt, durch das Seil das Niebergehen der Laſt Q zu 
verhindern, ift eine Kraft 


Q 


v|R|w|R 


1— 9psin. 
= 
1-+psin. 


erforderlich; annähernd läßt ſich 
P= I + 29psin. z (1 + psin. =)| Q, 
oder noch einfacher; 
P= (1 + 29osin. <) Q, fowie 
pP 


w|Rjw|R 


a Aeoroober: 
1 + 2psin.S(1 + psin.Z) 
2 2 
a ———=( — 29psin. 3) P feten. 
1+ 29@ sin. 5 


"Geht das Seil Über mehrere Kanten, fo laſſen ſich durch wiederholte 
Anwendung diefer Yormeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende 
ebenfalls berechnen. Nehmen wir den einfachen Yal an, dag das Seil 
ABC, Fig. 327, um einen Körper mit n Kanten gelegt fei und an jeder 
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Karte um denſelben Heinen Winkel © abgelenkt werde. Die Spannung in 
erften Seilſtücke ift: 


Fig. 327. 9 = (1 + 29 sin. 5) Q, 


wenn die des Endes — Q beträgt; die 
bes zweiten: 


Q = (1 +29 sin. 2) Qı 
= (1 + 29 sin. =) 9 

die des britten: 
Q, = (1 +29 sin.) Q; 





AN? 
— ( + 29 sin. 5) Q, 
daher allgemein, die Kraft am letzten Ende: 

P= (1 + 29 sin. 5) 
infofern es auf eine Bewegung in der Richtung dev Kraft P anlonmt. 
Bertaufcht man P durch Q, fo erhält man dagegen die nöthige Kraft: 

— — 

(1 + 29 sin. 5) 


wofern nur eine Bewegung in der Richtung von Q zu verhindern ift. 
Die Keibung ift im erften Falle: 
F=P—Q= [( + 29 sin.) — i] Q, 


und im zweiten: 


F=-0—-P = RK +29 sin.z) — 1], 


— I — (1 +29 sn.z) | Q. 


Diejelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen 
Cylinder gewidelten, geglieverten Körper, 3. B. bei einer Sette ABE, 
dig. 328 (a. f. S.), wo dann n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. 
Iſt die Länge AB eines Kettengliedes — 1 und bie Entfernung CA der Are 
A eines Gliedes von bem Mittelpunfte C bes bedeckten Kreisbogens, — r, ſo 


bat man für den Ablenktungswinfel DBL—=ACB=e, sin. * 


2*35 


8.199. 
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Beifpiel, Wie groß if bie Reibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rabes, 
wenn bafjelbe von zwanzig 5 Zoll langen und 1 Zoll diden Gliedern einer Rette 
Bebedt wir, beren eines Enbe fetgehalten und beren anderes Ende mit BU Pfund 
Kraft angeipannt wird? Hier ift: 


P, = 50 Pfund, n = 20, sin. 5 5, 


7= Sri 
fegen wir num noch ſur g den mittleren Werth 0,36 ein, jo erhalten wir bie Reis 
bung, mit der die Kette dem Rabe in feiner Umbrehung enigegenmirtt: 


=[(1+2-08-3)"- 1]. »=[(ı +)" 1]. » 
15190 
= [(® — i] . 50 — 2,974 . 50 — 149 Pfund. 
Liegt ein gefpanntes Seil AB, Fig. 329, um einen feftliegenden, 


cplindrifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt ſich die Reibung durch 
Sig. 338. Big. 329. 





Q 


bie im vorigen Paragraphen gefundene Regel ebenfalls finden. 8 ift Hier 
der Ablenkungswinkel EDB —= « — dem Centriwinfel ACB des Seil 
bogens AB; theilt man bdenfelben in m gleiche Theile und fieht man den 
Bogen AB als aus n geraden Linien beftehend an, fo erhält man auch 


n Eden, jede mit der Ablenkung =, und deshalb die Gleichung zwiſchen 
Kraft und Laft wie im vorigen Paragraphen: 


P @\r 
?=(1 +29 sin.) Q. 
Wegen ber Kleinheit des Bogens laßt ſich aber ein ſeben, 
weshalb ſich 
P= (i + ee @ herausſtellt. 


Bedient man fi) nun noch der Binomifchen Reihe ($. 15, analytische 
Hulfslehren), fo erhält man: 
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_ ya nm —1(ye) , na —-Un—2) er 
P=(14n2%4 ———* -)Q. 
oder, da n fehr groß if, alon -— l—n — un s.on 
geſetzt werben Tann: 


r= ( +) 


N 
Nun iſt aber I + + ur + — +... ee, wo e bie Grund⸗ 


zahl 2,71828 ... des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (f. analyt. 
Hülfslehren, Art. 19), e8 läßt fich daher auch fegen: 
P= et, Q, fowie Q = Pe 9%, und umgekehrt: 
a = — Iog.nat., = — (Log. P— Log. O. 
Sieht man ben Seilbogen nicht in Theilen von x, fondern in Graben, fo 
0 
1500 - 72 zu fubftituiren, drückt man ihn endlich durch die 


Zahl u der Umfchläge aus, fo hat man « = 2ru zu jegen. 
Die Formel P— e?*.Q giebt an, daß die Seilreibung Fr—= P—Q. 
auf einem feftliegenben Eylinder gar nicht vom Durchmeſſer deffelben, fon- 
bern nur von ber Anzahl der Seilumfchläge abhängt, zeigt aber aud), daß 
fie leicht außerordentlich vergrößert und faft bis ind Unendliche gefteigert 
werden kann. Seen wir ꝙ == 1/,, fo befoinmen wir: 
für 1/, Ummwidelung, P = 1,69 Q 





hat man « = 


ME 27777 
„1 4 P= 812 Q 

„2 n P = 65,94 Q 

„4 R P = 4348,56 Q u. |. w. 


(Anmerlung.) Aus der Gleihung P =(1 + 29 sin. Z)gQin 8.198 folgt: 


P—-Q=2p sin. 0, 
oder, wenn man flatt « das Bogenelement da, und ftatt P — Q den entiprechen- 
den Zuwachs P der beranderlichen Seilſpannung P einführt und Q = P jetzt: 


PP = 29% “PB, oder G= = pda, 
und man erhält durch Integration ſogleich: 
In.P = ya + Con. 
Anfangs ft « = 0 und P= Q, daher: 
In.Q=0+ Con. und In.P — In. Q = In.(G) = va, 
woraus fich durch mr die obige Gleichung: 


5* @ oder P= eP*Q ebenfalls ergiebt. 
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8. 200, 


Beifpiel. Um eine große untheilbare Saft P von 1200 Kilogramm von einer 
gemifien Höhe, 3.8. in einem Schachte, Herabzulafien, widelt man dab Seil, woran 


Big. 330, 


diefe Laft hängt, um einen feftgellammerz 
ten runden Stamm AB, fig. 330, 1%, 
mal herum und hält das übrig bleibende 
Seilende in der Hand, Mit welder 
Kraft iftnun diefes Seilende anzufpans 
nen, damit die Laft langſam und gleiche 
förmig nieberfinfe? Gegen wir aud) hier 
9 = 08, jo erhalten wir diefe Kraft: 


u 
pa 3.53% 


aljo: 
Log.nat. 9 = Lognat.1200— = 
= 7,0901 — 2,5918 





Log. Q = 1,9586, 
daher Q= 89,9 Kilogramm. 


Steifigkeit der Ketten. Legen ſich Seile ober gegliederte Kör« 
per m. f. w. um eine Rolle oder um den Umfang eines um eine Are drehe 
baren Eylinders, fo Hört die im vorigen Paragraphen betrachtete Seil- 
oder Ketienveibung auf, weil nun der Radumfang nıit dem Seile einerlei 
Gefhwindigfeit annimmt, dafür ift nun aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Rolle, und nad) Befinden and) eine folde zum Hufe 
biegen beim Abwickeln von der Rolle, aufzuwenden nöthig. 

Aſt es eine Kette, bie fi um eine Trommel widelt, fo befteht der 
Widerftand des Auf- und Abwidelns in einer Reibung der Kettenbolzen, 


Fig. 331. 


indem letztere in ihren Lagern 
um gewiſſe Winkel gedreht wer ⸗ 
den. If AD, Fig. 331, das 
eine und BG das nächſtfol⸗ 
gende Kettenglied, ift ferner C 
die Drehungsare der Rolle, 
worauf fid) die durch bie Laſt 
Q ausgefpannte Kette aufs 
widelt, find endlich CM und 
CN Perpendilel, gegen bie 
Längenaren der Glieder AB 
und BG gefällt, fo ift MON 
= a der Winkel, um welden 
ſich die Rolle dreht, während 
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ſich ein neues Glied auflegt, und aud) zugleich ber Winfel KBG@ = 180° 
— ABG, um welchen fi) bei diefem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Glide AB wmdreht. Bei dem Halbmefler BD 
= BE= nr, des Bolzens durdläuft der Drud- oder Reibungspunft D, 
während fich ein Kettenglied auflegt, einen Bogen DE —= rıa, und es 
ift folglich die Hierbei verrichtete Arbeit der Reibung 9, Q im Punkte 
D,=90.re Tür die Kraft Pi zur Meberwindung diefer Reibung, 
in der Richtung der Längenare BG wirkend angenonımen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg s — CN nıal Bogen des Winkels MON —=CN.« 
und daher die Arbeit — Pı-CON.a; es ergiebt ſich daher durch Gleichſetzen 
beider Arbeiten PL. CN.“ —= 9, .Qrı« und bie geſuchte Kraft, wenn 
man noch den um bie halbe Kettenftärke vergrößerten Halbmeſſer C.N der 
Trommel burd) a bezeichnet: 


P =9R% " 7 
Ohne Rüdficht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Rolle: 
P=Q, 
mit Rüdficht der Reibung beim Aufwideln der Kette ift fie aber: 


P=Q+B=(1+97)0. 


Widelt fich die Kette von der Trommel ab, fo findet ein gleicher Wider⸗ 
ftand ftatt; wenn alfo, wie bei den fogenannten Xeitrollen, ein Auflegen 
auf der einen Seite und ein Abwideln auf der anderen ftatthat, jo ift die Kraft: 


P— (1 + 01 "Ye ober annähernd — (1 + 29, 7) Q. 


Iſt endlich noch der Zapfendruck — R, und der Zapfenhalbmeſſer — r, 
ſo folgt die Zugkraft bei Berückſichtigung aller Hinderniſſe: 


——— 


Beiſpiel. Wie groß iſt die Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, 
Fig. 332. Sig. 332, geichlagenen Kette, wenn die vertical nieder: 
— ziehende Laft @ = 110 Pfund, das Gewicht der Rolle 
fammt Kette, 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte der 
Fette gemefiene Halbmefier a der Rolle, = 7 Zoll, der 
Halbmeſſer des Zapfens C, — %, Zoll und der Halb: 
meſſer der Kettenbolgen, — 3% Zoll mißt? Seen wir 
die Reibungscoefficienten % = 0,075 und 9, = 0,15, 
fo erhalten wir nad der legten Formel die Kraft: 


8 6 
P- (142.0,15-55)-11040,075-2-7(1104504-P), 


oder, wenn wir reht3 P= 110 annähernd annehmen: 
P = 1016. 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 118,6 Pfund. 
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Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
oder beim Aufwideln deffelben auf eine Welle, tritt die Steifigkeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) defielben als ein der Bewegung deijelben entgegen- 
geſetztes Hinderniß hervor. Dieſer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern auch von der Zuſammen⸗ 
fegungsmeife und von der Stärfe des Seiles, und läßt fich deshalb nur auf 
experimentellen Wege ermitteln. 

Verſuche zu diefem Zwede find vorzüglid) von Coulomb, und in ber 
neueren Zeit von dem Verfaſſer felbft angeftellt worden. Während fih 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von 1/, bis höchftens 11/, Zoll 
Stärke beichäftigte und diefelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6 Zoll Durchmeſſer aufwiceln Tieß, Hat der Verfaffer Hanffeile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtſeile von 1/, bi8 1 Zoll Stärke über Rollen von 2 bie 
6/; Fuß Durchmeſſer laufen laſſen. 

Coulomb hat feine Berfuche auf zweierlei Weife ausgeführt.‘ Ein Mal, 
nad Amontons, mit einem in Fig. 333 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 333. “eine von zwei Seilen umfchlumgene Walze ift, bie 
Spannung dur ein Gewicht Q hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Gewicht P, welches mittels eines dünnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. Ein zweites 
Mal hat er die Seile um auf einer horizontalen, 
Bahn fi) wälzende Cylinder gelegt, und aus ber 
Differenz der an beiden Seilen hängenden und 
ein langfames Fortrollen bewirkenden Gewichte, 
nad) Abzug der rollenden Reibung, auf den Stei- 
figkeitswiderſtand gejchloffen. 

Aus den Berfuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigfeitswiderftand mit ber Stärke ber Spannung des fi auf- 
widelnden Seile ziemlich gleihhmäßig wächſt, daß er aber auch noch aus 
einem conftanten Gliede K befteht, wie ſich allerdings nicht anders erwarten 
fäßt, weil fchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein unangejparmtes Seil 
umzubiegen. Auch ftellt fid heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeffer zunimmt, daß er alfo bei dem doppelten 
Durdjmeffer der Rolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. . w. 
Endlich läßt ſich die Beziehung zwiſchen der Seildicke und der Seilfteifigfeit 
nad) diefen Verſuchen nur annähernd angeben, wie e8 auch faum anders zu 
erwarten ift, ba die Steifigfeit aud) noch von der mäteriellen Beichaffenheit 
und von der Stärke der Drehung der Fäden und Litzen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand fid) die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 
dh, hei alten aber mehr dI*, wenn d den Durchmeſſer des Geiles bezeich⸗ 
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net. Es ift alfo nur jehr ungeführ, wenn Einige diefen Wiberftand der 
einfachen, Andere dem Duadrate der Seilſtärke proportional wachjend an⸗ 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steiflgkeitswiderstand der Hanfseile. 8. 


Dem Borftehenden zufolge Täßt fich der Steifigkeitstwiberftand der Hanffeile 
durch die Formel: . 

d? 

— 7 (K + vQ), 
wo d die Seilftärfe, a der Rollenhalbntefler, bis Are des Seiles gemeſſen, 
Q die Spannung des fi) aufmidelnden Geiles, n, K und v aber Erfah: 
rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Verſuchen Coulomb's gefun- 
den, daß ſür neue Seile 
‚7 
S- = (245 + 0,053 Q), 

und für alte: 

ai 


gejegt werden kann, wenn a und d in Linien, 9, S in Pfunden ausgedrückt 
find. Diefe Ausdrücke beziehen fi) aber auf Parifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Neupfunden ausgedrüdt, ändern fie fid) in folgende um: 


di? dis 
8 — * (13,31 + 0,295 Q) und S. — 7 (6,39 + 0,141 Q), 


und wenn d und a in Metern, S und Q in Kilögrammen genommen wer: 
den, fo ift: 


gi? dı.* 
s=— (85,2 + 3,78 O md | = — (13,74 + 0,605 Q). 


Da felbft diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwünſchte Ueber- 
einftimmung mit den Berfuchsrefultaten geben, fo kann man, jo lange nidjt 
neue Berfuche zu Grunde gelegt Dr können, mit Eytelwein: 

S—=v. EQ= — 
3500a 
fegen, wobei vorausgeſetzt ift, daß a in preußifchen Fußen ımd d in preußi- 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willfürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudräden find. Wenn d und a in Metern genommen werden, jo ift: 


3 
s=ı36 8. 
173 


Diefe Formel giebt natürlich nur bei größeren Spannungen, wie fie aller: 
dings meift in der praftifchen Antvendung vorkommen, genügende Annähe- 
rung$rejultate. 

Weisbach's Lehrbuch der Mehanit. 1. 94 
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Die Steifigkeit getheerter Seile iſt ungefähr um ein Sechstel größer als 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und naſſe Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel ſteifer gefunden als trockene. 


Beiſpiel. Bei einer Seilſpannung von 200 Kilogramm, und einem Rollen: 
balbmefier von 0,08 Meter ift für ein 0,02 Meter dides neues Seil der Steifig- 
keitswiderſtand nah PBrony: 

S- —* (85,2 + 3,78 . 200) = 0,00129 . 10515 — 13,75 Kilogramm; 
nad Eytelwein: 
0,022 . 200 
0,08 | 
Wäre die Spannung Q nur 60 Kilogramm, fo hätte man nad Prony: 
S = 0,00129 . 3900 = 5,08 Kilogramm, 


9* : 18,6 = 18,6 Kilogramm. 


nah Eytelwein: j 
a 5 - 18,6 = 5,58 Silogramm, 


alfo Bier eine befiere Uebereinftiimmung. Man flieht aus diefen Beiſpielen, wie 
wenig Sicherheit dieſe Formeln gewähren. . 


9 * 


Anmerkung. Tabelle zur Erleichterung der Verechnung des Steifigkeitswider⸗ 
ſtandes der Seile theilt der Ingenieur“ Seite 365 mit. Nach Morin (fiehe def- 
jen Lecons de Me£canique pratique) ift, wenn n die Anzahl der Seilfäden be⸗ 
zeichnet, und der Rollenhalbimefier a in Eentimetern ausgedrückt wird, für unge: 
theerte Seile: 


d = V0,1338 n Gentimeter und 
S= 3 (0,0297 -+ 0,0245 n + 0,0863 Q) Kilogr. 


® 
— (0,1110 + 0,6843 d3 + 0,1957 Q) Rilogr., 
und für getheerte: 
d = Y0,186n Eentimeter, und 


S= 5 (0,14575 ++ 0084163 + 0,0418 0) Rilogr. 


2 
— < (0,3918 + 0,5001 d@ + 0,1124 Q) Rilogr. 


Drüdt man aber d und a in Zollen und S und Q in Neupfunden aus, fo 
ſtellt fih für ungetheerte Seile: 
| 


ST (0.580 + 24,472 + 0,8548 Q) 
und für getheerte Seile: 
2 
S= < (2,049 4 17,892 -- 0,2939 Q) 


heraus. 3. 8. ift bei einem ungeiheerten Seile, für d — 2 Eentimeter, a = 8 
Eentimeter und Q = 200 Rilogramm: 


2 
S= 7 (0,111 +4 0,6843 . 22 + 0,1857 . 200) Silogramm = 15 Rilogramm. 
Die Prony’ihe Formel gab im legten Beilpiele S — 13,75 Kilogramm. 
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Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Berfafler bat $. 


ſich bei feinen Verſuchen über die Steifigfeit der Seile eines in Fig. 334 

abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe ober Rolle B.DE, auf welche ſich 

das zu unterfuchende Seil ABDEF auflegte, war mit einem Paar eiferner 

Fig. 334. Räder, wie OLM, auf einer Welle C’be- 

d feftigt, und dieſes Räderpaar fland auf 

einer horizontalen Schienenbahn HR. 

Nachdem man das eine Seilende F’durd) 

ein angehängtes Gewicht G gefpannt hatte, 

hing man an das Kreuz X, weldjes am 

anderen Seilende A befeftigt war, fo viel 

u R Gewichte, bis das Räderpaar ſammt der 

Scheibe und ihren Gewichten langſam 

fortzurollen anfing. Um ſich von den 

Unvollfommenheiten bes Apparates mög- 

lichft unabhängig zu machen, wurde nach- 

her auf der Seite bei F fo viel Gewicht 

zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar: 

mirten Raderpaares nad) der entgegen- 

gelegten Richtung eintrat. Das arith- 

metiſche Mittel von den Zulagen gab 

nun, nachdem man hiervon nod bie 

wälgende Reibung abgezogen hatte, die 

Kraft zur Ueberwindung der Seilfteifigteit. 

Den Coefficienten der in Abzug zu bringenden tollenden Reibung ermit- 

telte man auf diefelbe Weife, indem man ftatt des Geiles einen ſchwachen 

Bindfaden, deſſen Steifigkeitstwiderftand vernadjläffigt werden konnte, auflegte. 

Der mittlere Werth dieſes Coefficienten ift oben, $. 197, mitgetheilt worben. 

Der Steifigfeitswiderftand befteht nad) des Verfaſſers Anficht weni- 

ger aus der Steifigkeit, als aus der Reibung der einzelnen Füben oder Drähte, 

die natlirli beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Lage ändern 

möüffen. Der erfte Theil diefes Widerftandes fällt beim Umlegen eines 

Drahtſeiles um eine Leitrolle ganz aus, weil dieſes Seil vermöge feiner 

Elafticität beim Abwideln zum Wiebergerabeftreden genau fo viel Arbeit 

ausgiebt, als e8 beim Aufwideln zum Kriimmen in Anſpruch genommen hat. 

Hier befteht alfo der Steifigeitswiberftand Iebiglich in ber Reibung ber ein- 

zelnen Dräßte unter einander, und daf dem fo fei, zeigen auch die Verſuche 

des Verfaſſers, durch welche ſich ergeben hat, daß dieſer MWiberftand bei ein⸗ 

geölten oder friſch getheerten Drahtſeilen um 40 Procent Meiner ift als bei 

trodenen. Bei Hanffeilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zu⸗ 

mal nad längerem Gebrauche, faft gar feine Efafticität befigen, fo erfordern 
94* 
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die einzelnen Fäden und Ligen derſelben nicht allein Kraft zum Krümmen, 
fondern auch Kraft zum Wiedergeradeftreden. 


Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. Da die Steifig: 
feit eines Geiles nicht allein von der Geilftärfe, fondern auch von der 
Stärke der Drehung und von der Zuſammenſetzungsweiſe defjelben abhängt, 
jo hält es der Berfafler für angemeſſen, diefelbe durch die einfachere Yormel: 

Ss K+vQ 
a 
auszudrüden und die Conftanten X und v fir jede Geilart beſonders zu be- 
ftimmen. Auc, hat fid) aus den Berfuchen des Verfaſſers ergeben, daß ſich, 


zumal für die Drabtjeile, angemefjener ftatt 5. bloß K, und demnach 


Ss=-K+H "3 jegen läßt. 
1. Für ein getheertes Hanffeil von 1,6 Zoll Stärke, gelegt . um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab ſich der SteifigfeitSwiderftand: 
S—= 15 + 0,00565 & Kilogramm, | 
wobei der Rollenhalbmefjer a in Metern auszudrüden ift, oder 
S=30 + 0216 x Pfund, 


wo a in Zollen gegeben ſein muß. 
2. Für ein neues ungetheertes Hanfſeil von ?/, Zoll Stärke und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer ergab fid}: 


S = 0,086 + 0,00164 n Kilogrm. — 0,17 + 0,0625 x Pfund. 


3. Für ein Drahtſeil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Drähten 
von je 11/, Linien Dide beftand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S = 0,49 + 0,00238 x Kilogrm. — 0,98 + 0,0910 n Pfund 


gefunden. 

4. Für ein friſch getheertes Drahtſeil mit Hanffeelen in den 
Litzen und im Zeile, von 7 Linien ‘Dice, beftehend aus 4 . 4 = 16 Trüp- 
ten von je 11/, Yinien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ftellte ſich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer, 


S — 0,57 + 0,000694 < Kilogrm. — 1,14 + 0,0264 ° Pfund 


heraus. 
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Anmerkung. Eine ausführlihe BVeſchreibung der Berfuche des Berfaflers fin- 
det man in der Zeitichrift für daS geſammte Ingenieurmweien (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanffeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern durch Waflergöpel an: 
gewendet, find aber in den neueren Zeiten durch die Drahtjeile unter 3. und 4. 
erjegt worden. Beiderlei Seile haben bei ſechsfacher Sicherheit eine Tragkraft von 
circa 30 Gentnern. Es ift aus dem Borftehenden zu erjehen, daß bei gleicher Trag⸗ 
fraft der Steifigleitswiderftand bei Drahtjeilen viel Kleiner ift als bei Hanfleilen. 
Nimmt man 3. B. die Seilfpannung Q = 2000 Pfund und den Rollenhalbmefjer 
a = 40 Zoll an, fo erhält man den SteifigleitSwiderftand für ein Hanffeil: 

S—= 30 + 0,216 . 200%, — 13,8 Pfund, 
und dagegen für ein Drahtfeil: Ä 
S = 0,98 + 0,0910 . 200%, , = 5,5 Pfund. 


Theorie der Leitrolle. Wenden wir nun die im Vorftehenden mitge- 
theilten Formeln flir den Steifigfeitswiberftand der Seile auf die Theorie der 
feften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 335 oder Fig. 336, die Rolle, a 

"ig. 336. 


Fig. 335. 





der Halbmeſſer CA — CB, r der Zapfenhalbmeffer und G das Gewicht der- 
felben, ferner d die Seilftärke, Q die an einem Seilende angehängte Laſt, S 
der Steifigfeitswibderftand, F die auf den Rollenumfang reducirte Zapfen» 
reibung, und folglich Q + F + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert fi) dadurch, daß das Seil beim Auf- 
wideln nicht plöglic, die Krümmung des Rollenumfanges annimmt und fic 
ebenjo beim Abwideln nicht plöglich gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachfender Krümmung fi) auf die Rolle auflegt, und fi) in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von derjelben wieder abwidelt. Zwi⸗ 
fchen den elaftifchen Drahtfeilen und den unelaftiichen Hanfjeilen findet der 
Unterfchied ftatt, daß fich jene beim Abwickeln etwas eher, und diefe etwas 
fpäter von dem NRollenumfange ablöfen, folglich) der Hebelaım CD der 
Kraft im erften Falle (Fig. 335) etwas größer, und im zweiten alle 
(Fig. 336) etwas Heiner als der Halbmeſſer CA— a der Rolle ift, mogegen 
der Yaftarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeffer @ übertrifft. Wenn 
man von ber Zapfenreibung F’ abfieht, alo P= Q + S jest, fo hat man 
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(@+9).0D=9Q.CH, g 
daher den Steifigkeitswiderſtand: 


= (2) —— 


und das HebelarmverBältniß: 

CE 

a!r G; 
was fich num durch Einjegen eines der oben angegebenen Werthe für S leicht 
berechnen läßt. 

Wir können Übrigens auch ohne weitere Beritdfichtigung diefes Hebelarm- 

verhältniffes die Kraft P=Q + S + F beflimmen, wenn wir in diefem 
Ausdrude für ſchwache Hanffeile nach Prony 


s=-T(@+ v9) 

dagegen fiir Draht: und ſtarke Hanfjeile nach dem Verfaſſer 
s-x+?%8, 

und die auf den Rollenumfang reducirte Zapfenreibung 


F=9-(0+@ + P) over annähernd F= 9 7 (2Q + Wfeten. 
Es folgt jo im eften | alle: 
P=Q0+7- T(E+vQ+91 (20 + 9). 


und im zweiten: 
P=Q+R+ 2 +9lag +. 


Bei einer Radwelle ift natürlich noch eine Reduction der Kraft vom Wel⸗ 
fenumfange auf den Radumfang nöthig (j. $. 169). 

Beilpiel. Wenn fih ein Drabtjeil von ungefähr 8 Linien Dide um eine 
Reitrolle von 5 Fuß Höhe, 3 Zoll Zapfenftärte und 1500 Pfund Gewicht legt, und 
die Spannung des Seiles 1200 Pfund beträgt, fo hat man bei dem Reibungs: 
coefficienten 9 = 0,075, die nöthige Kraft: 

P = 1200 + 0,98 + 0,091 . 120%,, + 0,075 . %, (2400 + 1500) 
= 1200 + 0,%8 + 3,64 + 14,62 = 1219 Pfund; 
es geht aljo durch daS Umlegen um dieje Leitrolle 1%, = 1,6 Procent an Kraft 
verloren. 

Wenn ftatt des Drabtjeiles ein Hanfjeil von 1,6 Zoll Stärke in Anwendung 
gelommen märe, jo hätte man: 

P = 1200 + 3,0 + 0,216 . 120%/,, + 14,62 = 1226,83 Pfund 
und daher den Kraftverluft: 268 


P— Q = 263 Pfund, d. i. pr. Pfund Spannung 1500 —= 0,022 Pfund 
— 2,2 Brocent. 


Bierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statik auf die Glafti- 
eität und Feſtigkeit der Körper, 


Erftes Capitel. 
Die Zug- und Druck Elaſticität und Feſtigkeit. 


Flasticitat. In dem vorigen Abſchnitte wurden die feſten Körper als 8. 206, 
vollfommen ftarre angejehen, d. 5. als Syſteme materieller Punkte, die in 
vollftändig unveränderlichen Abftänden feft mit einander verbunden 
find. Dieſe Borausfegung trifft in der Wirklichkeit aber nicht zu, infofern 
alle befannten Körper unter der Einwirkung äußerer Kräfte gewiſſe Form⸗ 
änderungen erleiden, welche aus beftimmten Berjchiebungen ber einzelnen 
Moleküle gegen einander hervorgehen. Jeder folchen Verſchiebung zweier 
materiellen Punkte gegen einander wirkt eine zwifchen diefen Punkten auf: 
tretende innere Kraft entgegen, bie fogenannte Cohäfion (franz. coh6sion; 
engl cohesion), welche, als paffive Kraft, nur dann zur Wirkung fommt, 
wenn durch äußere Kräfte eine Verfchiebung der Maffentheilchen angeftrebt 
wird, und welche fofort verſchwindet, ſobald jene äußeren Kräfte aufhören zu 
wirken. Die Intenfität der Cohäſtonskraft zwifchen zwei beliebigen mate- 
riellen Punkten ift weientlic; abhängig von ber Größe der Veränderung, 
welche der Abftand diefer Punkte erleidet, fie nimmt nad) beſtimmten Gefegen 
mit diefer Veränderung zu. Wenn daher irgend welche äußere Kräfte auf 
einen beliebigen feften Körper wirken, jo wirb ber letztere fo lange eine Form⸗ 
änderung erleiden, bis die durch die Formänderung felbft hervorgerufenen 
Cohäfionskräfte zwiſchen den einzelnen Maſſentheilchen hinreichende Größe 
erlangt haben, um den äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten. Es 
geht daraus hervor, daß diefe inneren Kräfte eine Kormänderung des Körpers 
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nicht von vornherein verhindern können, fondern diefelbe nur auf einen 
beftimmten Betrag einzufchränten vermögen, und daß jede Kraft, wenn 
auch noch jo Hein, welche auf einen Körper wirkt, nothwendig auch in dem 
letsteren bejtimmte Formänderungen hervorrufen muß. 

Sobald die Wirkung der äußeren Kräfte auf einen Körper aufhört, wer⸗ 
den die in demſelben herborgerufenen inneren Kräfte ihrem Streben, ber 
Berfchiebung der einzelnen Maſſentheilchen zu wiberftehen, folgen können, 
indem fie num nicht mehr durch die äußeren Kräfte im Gleichgewichte ge- 
halten werden, und die materiellen Punkte werden im Allgemeinen ihre 
urfprüngliche gegenfeitige Tage annehmen, welche fie hatten, ehe fie durch die 
Einwirfung der äußeren Kräfte in einen gefpannten Zuftand verfegt worden 
waren. Nachdem die eingetretene Formänderung wieder verichwunden tft, 
find aud) die Spannungen zwifchen den Molekülen nicht mehr vorhanden. 
Man nennt diefe Fähigkeit der Körper, die duch Einwirkung von Kräften 
erlittene Yormänderung nad; Wegnahme diefer Kräfte vollftändig wieder 
aufzuheben, ihre Elafticität (franz. 6lasticit6; engl. elasticity) im weiteren 
Sinne des Wortes. Wenn ein Körper nad) Wegnahme ber Kräfte, welche auf 
ihn wirkten, die erlittene Formänderung vollkommen wieder verliert, und in 
feinen urfprünglichen Zuftand vollftändig zurückgeht, jo jagt man, der Körper 
verhalte fich bei diefer Yormänderung vollkommen elaftifh. Im ent- 
gegengefegten alle, wenn nämlich aud) nach der Wegnahme der äußeren 
Kräfte eine gewiffe Formänderung dauernd in dem Körper zurlidbleibt, 
nennt man ihn unvollkommen elaſtiſch bei diefer Formänderung. 

Bis zu einem gewiffen Grade der Formänderung find alle Körper mit 
einer flir die Praxis ausreichenden Genauigkeit als volllommen elaftiich zu 
betrachten. Dan nennt diefen Grenzwerth, iiber welchen hinaus die Form⸗ 
änderung nicht gefteigert werden darf, wenn diefelbe vollftändig wieder ver- 
ſchwinden ſoll, die Elafticitätsgrenge, oder aud) wohl die Grenze der 
vollfommenen Elafticität. Die Elafticitätsgrenze ift bei verfchiedenen 
Körpern fehr verfchieden. Körper, welche eine große Formänderung zulaflen, 
ehe diefe Grenze erreicht ſiſt, nennt man jehr elaftifche, Körper aber, bei 
welchen kaum bemerkbare Formänderungen der Elafticitätögrenze vorausgehen, 
heißen wenig elaftifche, auch wohl unelaftiiche, wiewohl es in Wirklichkeit 
ganz unelaftiiche Körper gar nicht giebt. Unter Elafticität im engeren 
Sinne des Wortes verftehen wir den Widerftand, mit welchem ein Körper 
der Formveränderung entgegemvirkt. 

Nach den angeftellten Verfuchen findet ein vollkommen elaftifcher Zuftand 
in aller Strenge bei feinem Körper ftatt, indem jede Formänderung aus 
einem permanenten und einem vorlibergehendem ober elaftifchen Theile 
befteht, nur daß innerhalb der Elafticitätsgrenze der erjtere Theil als ver- 
ſchwindend Hein gegen den legteren vernadjläffigt werden kann. 
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Festigkeit. Wenn ein Körper durch äußere Kräfte über die Elaftic® $. 207. 
tätögrenze hinaus in Anfpruch genommen wird, jo tritt endlich eine Trennung 
der Theile und nach Befinden eine Zertheilung des ganzen Körpers ein. 
Berichiedene Körper bieten dabei verfchiedene Erfcheinungen dar. Iſt ein 
Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), fo zerfpringt er m Stücke, 
wenn man feine Form über die Elafticitätsgrenze hinaus verändert; iſt er 
aber gefhmeidig (franz. und engl. ductile), wie 3. B. viele Metalle, fo 
läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form außerhalb der Elafticitäts- 
grenze zu, ohne eine Trennung feiner Theile zu erleiden. Manche Körper 
find Hart (franz. dur; engl. hard), andere weid) (franz. mou; engl. soft); 
während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Widerftand ent: 
gegenjegen, ift bei diefen eine Trennung der einzelnen Theile fehr Leicht aus⸗ 
führbar. 

Unter Feſtigkeit (franz. resistance; engl. strength) verftehen wir den 
Widerftand, weichen ein Körper der Zertheilung deſſelben entgegenjekt. 

Um die Art und Größe der inneren Kräfte, welche durch die Formänderung 
eines Körpers in diefem an einer beſtimmten Stelle hervorgerufen werben, 
s 397. zu ermitteln, denke man fich einen 

beliebigen etwa ftabförmigen Kör- 

A B per AB, Fig. 337, durd) belie- 

_Q — — Q bige Kräfte P, Q, die unter fich 
pP im Gleichgewichte fiehen, in An- 
u fpruch genommen. Sind a und 
b zwei fehr naheliegende materielle Bunkte zu beiden Seiten einer bei O ge: 
dachten Durchfchnittsebene des Körpers, jo wird durch die Kräfte 2, Q eine 
Berrückung diefer beiden Punkte gegen einander bewirkt, und in Folge deſſen 
zwifchen ihnen die Efafticität rege gemadht. Beſteht diefe Veränderung ihrer 
gegenfeitigen Lage 3. B. in einer Entfernung der beiben Punkte von ein- 
ander, jo muß man fi) vorftellen, daß der Bunt a mit einer Kraft s auf 
den Punkt b wirft, welcher legtere Punkt wiederum wegen der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung mit einer ebenfo großen entgegengefegt gerich- 
teten Kraft — s auf den Punkt a zurücdwirkt. Die zwiſchen zwei beliebigen 
Punkten wirkenden Kräfte können keine andere Richtung haben, als die gerade 
Berbindungslinie zwifchen beiden Bunften. Die beiden Kräfte s und — 8 
halten fich im Gleichgewicht, und baffelbe gilt für je zwei beliebige materielle 
gig. 338. Punkte. Denkt man fi} den. Körper an der Stelle 

C durch einen Schnitt in zwei Theile zerlegt, und faßt 






 C B den einen, 3.0. O B, fjig. 338, ins Auge, fo ift er- 
, W Q jichelich, daß durch die Entfernung des anderen Stückes 
_ RB CA in dem Gleichgewichtszuſtande des Stiides C B 


nicht® geändert wird, ſobald man nachher CA durch 
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die Kräfte erſetzt, welche von ihm vor der Trermung auf das Stüd CB 
ausgelibt wurden. Zu dem Zwecke kann man fich denken, daß an jedem 
Maſſentheilchen a, a, der Schnittfläche C des Stückes C B diejenige Kraft 
— 5, — 8 als äußere Kraft wirffam fei, welche in dem ungerfchnittenen 
Körper auf dieſes Maffentheilhen von einem anderen in dem abgefchnittenen 
Stüde CA gelegenen Maſſentheilchen d, d, ausgeübt wurde. Alsdann muß 
das Stid BC nad) wie vor im Gleichgewicht fein, da durch Anbringung 
der gedachten äußeren Kräfte der Einfluß bes abgefchnittenen Stüdes A C 
auf das andere BC vollftändig erfegt wird. 

Es ift damit die Aufgabe, die Richtung und Größe der zwilchen a und b 
auftretenden Elaſticitätskräfte zu ermitteln, auf die Unterfuchung derjenigen 
Bedingungen zurüdgeführt, unter welchen diefe Molekularwirkungen den 
äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten vermögen. Wenn es num auch 
weder möglich, noch erforderlid) ift, die Molekularkraft für jedes einzelne ber 
unendlich vielen in der Schnittfläche C enthaltenen Maſſentheilchen zu be: 
ſtimmen, jo läßt fich doch mit Hillfe der allgemeinen Gleichgewichtsbebingungen 
für Beliebige Kräfte im Raume die refultivende Wirkung aller ber unendlich 
vielen Clafticitätöfräfte, welche auf die Maſſentheilchen der Schnittfläche 
wirken, ermitteln. Nach $. 99 laſſen fich die nach beliebigen Richtungen 
wirkenden äußeren Kräfte 2, Q u. f. w. unter allen Umftänden zu einer 
refultirenden Kraft und zu einem Kräftepaar vereinigen. Daſſelbe kann 
von den an der Schnittfläche C angreifenden Molelularkräften, welche im 
Allgemeinen jede beliebige Richtung haben Tönnen, gejagt werden. Hr den 
Zuſtand des GleichgewichtE hat man alfo einfach die Mittelkraft und das 
Moment des Kräftepaars der äußeren Kräfte einzeln gleich und entgegen: 
geſetzt der Mittelfraft refp. bem Moment des Kräftepaars ber befagten 
Moletularwirkungen zu jegen. Diefe Öleichgewichtsbebingungen find bei 
jedem durch äußere Kräfte beliebig beanſpruchten Körper immer erfüllt, fo 
lange wenigftens, als nicht eine Zerſtörung bes Körpers herbeigeführt wird, 
indem die Efafticitätsfräfte immer in derjenigen Richtung und Größe auf: 
treten, in welchen fie zur Herftellung des Gleichgewichts gefordert werden. 

In der Architektur und im Mafchinenweien handelt es fich nun haupt- 
fächlich darum, bei gewiffen befannten Belaftungen einzelner Conftructions- 
theile deren Dimenfionen, oder bei befannten Dimenfionen bie Belaftungen 
fo zu beftimmen, daß die elaftifchen Anftrengungen bes Materials gewiſſe 
erfahrungsmäßig zuläflige Werthe nicht Überjchreiten, womit die Aufgabe 
zufammenfällt, bei gegebenen Belaftungen und gegebenen Dimenfionen die 
Anftrengungen des Materials zu beftimmen. 8 ift babei eine wichtige 
Regel, die zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ſtark zu belaften, daß 
die hervorgebrachten Formveränderungen bie Elaſticitätsgrenze erreichen oder 
gar überfchreiten. In vielen Tällen ber Praxis ift e8 auch von befonderer 
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Wichtigkeit, die bei einem Conftructionstheile von befannten Abmeſſungen durch 
gegebene äußere Kräfte hervorgebrachten Formveränberungen zu beftimmen. 
Mit diefen Aufgaben wollen wir uns im Folgenden befchäftigen. 


Art der Festigkeit. Je nad, ber verjchiebenen Art, in welcher ein $. 208. 
Körper von äußeren Kräften beanfprucht wird, werden aud die Cohäfions- 
fräfte in verfchiedener Weife zur Wirkung gebracht, und man unterfcheidet 
danach verjchiedene Arten ber Elaſticität und Feſtigkeit. 

Set CC, Fig. 339, irgend ein Querſchnitt eines durch ganz beliebige 
Kräfte P beanfpruchten Körperftüdes A CO, fo werden nach dem Obigen die 

Fig. 339. von dem abgefchnittenen ande: 
ren Körperftiide auf die Schnitt» 
ebene CC ausgelibten Elaſti⸗ 
citätsfräfte im Allgemeinen fich 
zufammenfegen zu einer reful- 
tirenden Kraft oder Spannung 
S und einem Kräftepaar, deflen 
Are die Richtung DM habe, 
und deſſen Moment durch die 
Größe DM ausgedrüdt fein mag. Man zerlege nun die Kraft S in zwei 
Componenten 5, und S,, von denen S, rechtwinkelig zur Schnittebene CC 
it, und 8, in die Schnittebene hineinfällt, und ebenfo das SKräftepaar (vergl. 
$. 97) in zwei Seitenpaare, deren Axen DM, und DM; reſp. rechtwinlkelig 
zur Schnittebene und in diefe Schnittebene hineinfallenb gedacht werben. 
Wenn nun die Kräfte P fo wirken, daß von den vier Elementen Sa, S., Mi 
M, nur eins erforderlich ift, um Gleichgewicht herborzubringen, fo jagt man, 
der Körper fei auf einfache eftigkeit in Anfpruch genommen, wogegen 
man unter zufammengefegter Elafticität oder Feſtigkeit diejenige verfteht, 
bei welcher mehr als eins der gedachten vier Elemente zur Herftellung des 
Gleichgewichts nothwendig ift. Danach zerfällt die einfache Elafticität und 
Feſtigkeit naturgemäß in vier verfchiedene Arten. 

1. Zur Herftellung des Gleichgewichts mit den äußeren Kräften ift nur 
eine auf der Schnittebene ſenkrechte Kraft S, erforderlich. Der Körper ift 
dann auf Zug. oder auf Drudfeftigleit in Anfpruch genommen, je nachdem 
bie Kraft S, don der Schnittfläche nur nach außen, d. 5. nach dem wegge- 
ſchnitten gebachten Körperftüde hin, oder nad) innen in das betrachtete Körper: 
ſtück CA hinein gerichtet iſt. 

Diefer Yal tritt ein, wenn zwei äußere Kräfte P, — P durch Zug 
(franz. traction; engl. extension) in ber Arenrichtung eines Körpers A B, 
Big. 340 a. f. ©., wirken. Derfelbe widerfteht dann durch feine Zug⸗ 
oder abfolute Elafticität und Feſtigkeit (franz. elasticit6 et resistance 
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de traction; engl. elasticity and strength of extension) den Ausdchnen 
ımd Zerreigen. Wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drüdend in der Aren« 


Fig. 340. richtung eines Körpers AB, 
P< U — 2 53 ©@1, 10 Do bier zu 
ſammengedrückt und endlich zer- 


Dig. 341. malmt oder zerdrückt wird, fo 
— — hat man die Drud- oder 
rüdwirfende Elafticität 
und Feftigfeit (franz. Elasticit& et resistance de compression; engl. 
elasticity and strength of compression) zu überwinden. 

2. Zur Herftellung des Gleichgewichts genligt die in die Schnittebene 
bineinfallende Kraft S, Diefer Fall tritt z. B. bei einem Nietbolzen, 
Big. 342, ein. Die Kraft P ſucht den mittleren Theil zwifchen den beiden 

Fig. 842. Flähen CC herauszuſchieben. Denkt 
man durch eine diefer Ebenen einen Schnitt 
gelegt, jo muß an der Schnittfläche eine in 
diefe hineinfallende Cohäfionsfraft S, — 5 
angebracht werben, wenn nad) wie vor 
Gleichgewicht ftattfinden fol. Man hat 
e8 hier mit der Elafticität und Feſtig— 
feit gegen Abfcheeren, oder mit der Schubelafticität und Feſtigkeit 
(franz. &lasticit6 et resistance par glissement cisaillement ou tranchant; 
engl. elasticity and strength of shearing) zu thun. 

3. Um den äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten, ift ein Kräfte: 
paar *) erforderlich, deifen Are M, in die Schnittebene Hineinfällt, deflen 

Fig. 343, Drehebene aljo ſenkrecht zur Schnittebene 
fteht. Dieſer Fall tritt ein, wenn drei ſich 
das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R 
in verfchiedenen Punkten A, B, C in der 
Are eines Körpers A B, Fig. 343, ſenkrecht 
gegen diefe Are wirken. Der Körper wird 
dann gebogen und nad) Befinden zerbrochen, 
und e8 ift die Biegungs- oder relative 
Elafticität und Feftigfeit (franz. ela- 
sticite et resistance de flexion; engl. elasticity and strength of flexure) 
des Körpers, welche bei diefem Umbiegen und Abbrechen überwunden wird. 











*) Streng genommen findet zwar hier in jedem Querſchnitte noch eine Schub⸗ 
wirkung Ss ftatt, doch find deren Einflüfe gegen die biegende Wirkung des Kräfte: 
paar M» meift jo unbedeutend, daß fie nur in fpeciellen Fällen berüdfidptigt 
werden müſſen. 
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4. Zur Herftellung des Gleichgewichts ift das Auftreten eines Kräftepaars 
erforderlich und genügend, deflen Are M, fenkrecht zur Schnittebene gerichtet 
iſt, deſſen Drehungsebene aljo mit der Schnittebene übereinftimmt. Dies 
findet ſtatt, wenn zwei ſich das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), 
(9, — © fo auf einen Körper AB, 
Fig. 344, wirken, daß deren Ebenen recht⸗ 
winfelig auf der Are dieſes Körpers 
ftehen. Derſelbe erleidet dadurch eine 
Drehung, welche zulett in ein Abwlirgen 
übergehen kann, und es iſt hierbei die 
jogenannte Drehungselafticität und 
Feſtigkeit (franz. Elasticit& et resi- 
stance de torsion; engl. elasticity and 
strength of torsion) zu überwinden. 

In allen übrigen Fälen, in welchen zur Heritellung bes Gleichgewichtes 
von den vier Elementen Su, S, Mi, A, mehr als eins erforderlich ift, wird 
der Körper auf zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit in An- 
ſpruch genommen. Das fiir die Praris Wichtigfte darliber ift in dem dafür 
beftimmten Capitel enthalten. 


Tig. 344. 





Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachiten Fall der $. 209. 
Efafticität und Feftigfeit bietet die Ausdehnung und Zuſammendrückung pris- 
matifcher Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are diefer Körper fallen. Es ift natlirlich Hierbei nicht 
nöthig, daß beide Kräfte 
eines ſolchen Körpers bes 
wegend find, die Wirkung 
bleibt diefelbe, wenn der 
Körper an einem Ende feft- 
gehalten oder unterftätt und 
am anderen Ende von einer 
Zug⸗ oder Druckkraft er- 
griffen wird. Man ruft 
alfo auch diefen Fall her⸗ 
vor, wenn man entweder ein 
verticalhängendes Prisma 
ABCD, Fig. 345, durch 
ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterſtütztes Prisma AB CD, 
Tig. 346, durch ein aufliegendbes Gewicht P belaftet. Im erfteren Falle 
wird der Körper um eine gewiſſe Größe CC) —= DD, — A ausgedehnt, 
und im zweiten alle um eine ſolche Größe zufammengedritdt; ift alfo 


Tig. 340. 
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anfangs die Länge bes Körperd AD — 1, fo wird bdiefelbe im erfteren 
Falle auf 


gefteigert und im zweiten Yalle auf 
AD =!-—-ı4 


herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zufammendrüdung A wächlt mit der Größe P der 
Zug-⸗ oder Druckkraft, ift alfo eine Function derſelben. Diefe Function oder 
der algebraifche Zuſammenhang zwifchen P und A läßt fi nicht a priori 
beftimmen; e8 hängt derfelbe von der phyſiſchen Befchaffenheit der Körper ab, 
und ift bei verfchiedenen Materien verjchieden. Wenn man P und A als 
die Koordinaten einer Curve anfieht, und diefe Curve aus einer durch Ver⸗ 
fuche ermittelten Reihe von zufammengehörigen Werthen der Größen P und 
A conftruirt, jo erhält man dadurch nicht nur ein anfchauliches Bild von dem 
Geſetze, nach welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zuſammen⸗ 
gebrlickt werben, fondern auch ein Mittel zur Erkennung der Cigenthlim- 
lichkeiten dieſes Gefeges. 

Trägt man vom Anfangspunkte A aus auf der poſitiven Seite der Are 
XT, Fig. 347, die Spannungen oder Ausdehnungskräfte eines Körpers 


Fig. 347. 





als Abſeiſſen AB, AM u. |. w. und in den Endpunften berfelben bie 
entfprechenden Ausbehnungen als zur Are 2 Y parallel laufende Orbinaten 
BD, MO u. ſ. w. auf, fo erhält man eine Curve A DO W, weldye das 
Gefeß der Ausdehnung diefes Körpers vepräfentirt; ſchneidet man umgefehrt, 
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von A aus, auf der negativen Seite ber Ure X X die Preffungen oder 
Zuſammendrückungskräfte als Abſciſſen AB, AMı u. f. w. ab, und trägt 
an denfelben bie entfprechenden Zufammendrüdungen als Ordinaten Bi Di, 
Mı, O, u. |. w. auf, fo ergiebt fich eine Curve AD, OL Wı, durch welche 
das Gejeg der Zuſammendrückung des Körpers graphifch dargeftellt wird. 
Bielfahen Berfuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, 
haben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente G A Gi, und find alfo 
eigentlich nur Zweige einer und derfelben krummen Linie WODAD, O, Wı. 
Wenn auch diefe Curve in ihrer ganzen Erſtreckung bedeutend von einer 
geraden Linie abweicht, fo wird fie doc) in der Nähe des Anfangepunftes A 
mit der Tangente @ A G, nahe zufammenfallen, und da nun fitr dieje die 
Ordinaten den Abfcijfen proportional find, fo ift folglich auch anzunehmen, 
daß die durch Fleine Zug- oder Drudfräfte AB, ABı u. |. w. be⸗ 
wirkten Ausbehnungen und AYufammendrädungen BD, BıDı 
u. f. w. diefen Kräften proportional find GHooke's Geſetz). 

Die durch eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be 
fieht aus zwei XTheilen, nämlich) aus der permanenten Ausdehnung 
MQ, weldhe im Körper zurüdhleibt, wenn die Zugkraft zu wirken auf- 
gehört Hat, und aus der elaftifhen Ausdehnung QO,.welcde mit ber 
Zugkraft zugleich wieder verſchwindet. Ganz daſſelbe Verhältniß findet 
auch bei dem Zuſammendrücken ftatt; auch die totale Zufammendrädung 
M, O0, ilt die Summe aus der permanenten Zufammendrüdung 
M, Qı und der elaftifhen Q, O,. Bei Meineren Kräften find die per- 
manenten Veränderungen in Hinficht auf die totale jo Fein, daß fie als gar 
nicht vorhanden angenommen und folglich die totalen Ausdehnungen und 
Zufammendrüdungen nur als elaftifche angejehen werden können. Nur dann, 
wenn die Kraft einen gewiſſen Werth A B (A Bı), entiprechend der foges 
nannten Elafticitätägrenze, überjchreitet, wenn fie 3. ®. in AM (AM,) 
übergeht, macht die permanente Rängenveränderung MQ (Mı Qı) einen bead)- 
tungswerthen Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
M, 0, aus. Hat die Zug oder Druckkraft einen gewiſſen Werth A U oder 
AU, erreicht, jo find die Ausdehnungen UR, UW oder Zufammendrildungen 
U, Rı, U, Wı bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere oder Cohä- 
fionskraft des Körpers der äußeren Zug- oder Drudkraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu halten vermag, und daher der Körper in dem einen alle 
zerrijjen und im anderen Falle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchftens bis zur Elafticitäts- 
grenze gefpannten Körpers dieſen Körper durd) eine Kleinere Kraft von Neuem 
jpannt, fo erleidet er dadurch feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränderung; e8 findet aljo dann nur noch eine elaftifche Ausdehnung 
oder Zuſammendrückung ftatt. 
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. Wenn in einem Körper unter Einfluß einer beftimmten Zug- oder Drud- 
kraft ein materieller Punkt A von einem anderen um bie Länge I urſprünglich 
von ihm entfernten Punkte B um ein gewiſſes Stüd A entfernt, reſp. ihm 


am das Stüd A genähert wird, fo ift 4 der auf die Rängeneinheit entfal- 


(ende Theil diefer Ausdehnung bezüglich Zufammenpreffung, unter der Bor: 
ausfegung, daß fich die Ausdehnung oder Zuſammendrückung gleihmäßig 


über alle Theile der Yänge AB vertheilt. Man nennt diefe Größe 4 bie 


fpecififhe Ausdehnung oder Zufammendrüdung des Körpers 
in dem Punkte A und nad) der Richtung AB. Diele ſpecifiſche Aus- 
dehnung werde in ber Folge mit 0 bezeichnet und aus 

A 

76 folgt A = Io, 
d. h. man findet die abfolute Ausdehnung einer Strede von der Länge I als 
Product aus der Länge I in die fpecififche Ausdehnung, wobei bemerkt werden 
kann, daß man eine etwaige Zuſammendrückung al8 negative Ausdehnung zu be- 
trachten und durch das Vorzeichen von 6 zu berlidjichtigen hat. Es möge fpeciell 
unter 0, eine Ausdehnung, unter Oz eine Zuſammendrückung verftanden werden. 


8.210. Grundgesetz der Elasticität. Elasticitätsmodul. Wenn in 
dem Duerjchnitte CC, Fig. 348, da8 unendlich Heine Flächenelement OS, 
Fig. 348. welches als ein materieller Punkt A aufgefaßt 
c werden möge, einer durch äußere Kräfte hervor: 
gerufenen Spannung S unterworfen ift, welche 
5 nach dem Vorftehenden in die Normaljpannung 
5 S, und in die Schubipannung S, zerlegt werde, 
C fo verfteht man unter dem Quotienten * die 
ſpecifiſche Spannung reſp. Preſſung im Punkte A ber Ebene C, je 
nachdem die Richtung dieſer Normalſpannung von dem Körper fort oder nach 
demfelben hin geht. Es möge die Prefjung als negative Spannung ange 
jehen werden, und ſoll diefe Spannung im Folgenden durch % und zwar eine 
Zugfpannung fpeciell durd) %, und eine Drudipannung durch kg bezeichnet 
werden. Man hat unter dent Ausdrude k — 7 offenbar die auf die 
Flächeneinheit (1 OD Millimeter) entfallende Spannung zu verftehen, voraus: 
gejest, daß die Epannung über alle Punkte der Flächeneinheit gleichmäßig 
vertHeilt fei. Im gleicher Art ſoll unter der ſpecifiſchen Shubjpannung in 
8. 


dem Punkte A der Ebene CC der Quotient Pi verftanden werden, d. h. 
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die auf die Wlächeneinheit fomımende Schubjpannung, vorausgeſetzt, daß dieſe 
ebenfalls gleichmäßig über alle Elemente der Fläche vertheilt fe. Es foll 

die ſpecifiſche Schubſpannung in der Yolge mit t bezeichnet werden. 
Wenn ein ftabförmiger Körper von dem Duerfchnitte F, Fig. 349, dur 
eine Kraft P gezogen wird, fo läßt fic, annehmen, daß fic die ganze Spann⸗ 
Fig. 349. kraft P auf die Querſchnittsfläche 7° gleichmäßig 
vertheilt, und die fpecifiihe Spannung beträgt daher 


_. Nach dem Obigen (8. 209) läßt ſich nun an- 


nehmen, daß bei Heinen, die Elaſticitätsgrenze nicht 
überjchreitenden Zugkräften die fpecifiichen Ausdeh⸗ 
nungen den entjprechenden fpecifilchen Zugkräften 
proportional find*) Wenn daher ein prismatifcher 
Körper vom Querſchnitte — Eins durch die Zug- 
fraft P eine jpecififche Ausdehnung 0 erhält, jo wird 
ein Körper vom Querſchnitte F, welcher durch die- 
felbe Kraft P gezogen wird, alfo nur ber jpecififchen 





Spannung = untermorfen ift, eine fpecifiiche Ausdeh- 


nung — n erleiden , und e8 ift die gefammte Ausdehnung bdiefes Körpers 
bei der Länge 2 defelben daher: A — 1 - 

Repräfentirt nun AB, Fig. 350 a.f.©., die Spannung P eines Prismas 
von der Länge — Eins und dem Querfchnitte — Eins inmerhalb der Efaftici- 
tätsgrenze und BD die entjprechende Ausdehnung 0, und bezeichnet man den 
Zangentenwintel G AU —= DAB der Ausdehnungscurve für den Anfangs- 
punft A durd) «, fo hat man aud): 


BD 6 
lang. u — ABTPp und daher: 
0 = P tang. &, woraus nun 
)i= —— folgt. 


*) Das heißt, daß für denſelben Körper der Quotient 
.Specifiſche Ausdehnung 
PT” Belaftung 
Bergleiht man Körper von verſchiedenen Querſchnitten, aber aus demjelben 
Material, mit einander, jo ift für alle der Quotient: 
_o_ __ Specifiihe Ausdehnung 
P.Scpecifiſche Spannung 
F 
Beidback’s Lehrbuh der Mechanik. I. 25 


— einer Conftanten. 


— einer Conftanten. 
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Die Größe tang. o ift von den phyſiſchen Eigenfchaften des Körpers ab- 
hängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 
i- 1l\WFf-1wP=1l, 
jo erhält man kang. « — A; es ift alfo hiernad) die Erfahrungsgröße 
tang. « die Ausdehnung, welde ein Prisma von der Fänge Eins 


Fig. 350. 





und vom Querſchnitte Eins dur die Spannkraft Eins erleidet 
(ſiehe Combes: Trait& de l’exploitation des mines, tome I... Nimmt 
man in der Formel (1) F= Eins und A—= Lan, fo erhält man ben 
Ausdrud: 








= P tang. o, oder fang. a = colang. a —=P. 
1 2 klus 
Es ift alfo hiernach lang. © diejenige Spannkraft P, welde ein 


Prisma vom Querſchnitte Eins (1 Ohadratmillimeter) um feine 
eigene Ränge ausdehnen würde, infofern dies ohne Ueberſchrei— 
tung der Elafticitätsgrenge möglich wäre. 


Diefe Hypothetifche Erfahrungsgröße — cotang. a wird der Ela⸗ 


fticttätömodul (franz. coefficient d’elasticits; engl. modul of elasticity) 
des Körpers ober der Materie befjelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben Zr bezeichnet. Es ift aljo hiernach: 


Pi 
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oder die |pecifiiche Ausdehnung: 


4 P 
EL 
aljo umgekehrt, die der Ausdehnung A entſprechende Kraft: 
4) P= 4 FE=6FE. 


Diefelben Formeln gelten natürlich auch flir die Zuſammendrückung A 
durch eine Druckkraft P, und es ift in diefem Falle fogar aud) der Elafti- 
citätsmodul EZ — cofang. & berjelbe wie bei der Ausdehnung, fo lauge die 
Elaſticitätsgrenze nicht überjchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
fraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Querfchnitte Eins um feine ganze 
Länge, aljo bis auf eine unendlich dünne Platte zufammendrüdt, unter der 
Vorausſetzung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elafticität zu 
überjchreiten. 


Anmerfung 1. Man fann aud den Glafticitätgmodul Er gleidjjegen dem Ge⸗ 
wichte eines Prismas, welches mit dem Körper, auf den E wirkt, auß einerlei 
Materie befteht, und denjelben Querſchnitt Eins hat. Iſt a die Länge diejes Kör⸗ 
pers und y die Dichtigkeit oder das Gewicht von 1 Eubilmillimeter der Materie 
defielben, jo hat man: 


E = ay, und daher umgelehrt a = —. 


Diefe Länge gebraucht Tredgold (nad Young) als Maß der Elafticität (f. T. 
Tredgold, iiber die Stärke des Gußeiſens und anderer Metalle). If z. B. für 
Stahl E — 22500 Silogramm und y = 0,0000075 Kilogramm, jo hat man: 
— SE — 3000000000 Millimeter — 3'000000 Meter, 

d. i. eine Stahlftange von 3 Millionen Meter Länge würde einen Stahlftab von 
demjelben Querſchnitt um feine eigene Länge ausdehnen, wenn das oben ange: 
gebene Ausdehnungsgefet ohne Einſchränkung richtig wäre. Wenn man zuweilen 
den Elafticitätsmodul als den reciprofen Werth der jpecifiiden Ausdehnung eines 
Stabes vom Querſchnitte Ein3 bei der Belaftung Eins definirt, jo folgt die 
Uebereinftimmung mit der hier gegebenen Definition ohne Weitere aus dem 
Dbigen. Daſſelbe gilt von einer anderen vielfach gefundenen Definition, wonach 

k Specifiide Spannung 


man unter dem ElafticitätSmodul den Quotienten 7 — Specifile Wusbehnung 
verfteht. 


Anmerkung 2. Bei der Ausdehnung oder Zufammendrüdung eines Körpers 
findet zugleih eine Querfchnittsperminderung flatt, die nah Wertheim (ſ. Compt. 
rend. T. 26) 2/, der Längenausdehnung oder Zujammendrüdung beträgt. ft 3 
die anfänglie Länge, F' der anfänglide Querſchnitt und V das anfängliche Vo⸗ 
Iumen FL} des Körpers, !, und Fy aber Länge und Querſchnitt bei Einwirkung 
der Zugkraft P, jo hat man das entſprechende Volumen: 

vs, = A,ı =Fi+Hrh—-)—- (F—- R)l, alſo: 
y, -V=Fh—-)—-(F—- Fl, 
und die relative VBolumenveränderung: 





25* 


8.21. 
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F—-F , — I 
Nun ift aber —— = % (I), daher folgt: 


, rel) 


d. i. die Bolumenvergrößerung ein Drittel der Längenausdehnung. 


Nah Poifſon's Theorie ift jogar Yrı y 14 = Y, (@ T '). 


Beijpiele 1) Wenn der Clafticitätsmobul des Meſfingdrahtes 9870 Kilo: 
gramm beträgt, welche Kraft ift nöthig, um einen Draht von 10 Meter Länge 
und 5 Millimeter Dide um 2 Millimeter länger zu ziehen? Es ift: 


! = 10 Meer; A = 2 Millimeter = 0,002 Meter, folglich 3 — 0,0002; 


2 
ferner F= 2 — 0,7854 . 52 — 19,685 Quabratmillimeter, 
demnad die gejuchte Kraft: 
P = 0,0002 . 19,635 . 9870 = 38,76 Kilogramm. 
2) Iſt der Elafticitätsmodul von Eifendraht 21900 Kilogramm, und ſpannt 
man eine eiferne Meßkette von 20 Meter Länge und 6 Millimeter Dide mit 
75 Kilogramm Kraft an, jo nimmt diefelbe um bie Länge 


75 20 un: 
A = 0,7854 . 63 . 31900 — 0,00248 Meter = 2,43 Millimeter au. 











Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- 
modul. Die Zugfraft A B, Fig. 351, welche einen prismatifchen Körper 
Fig. 351. 





-Y 


vom Querſchnitte Eins bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt, heißt der Trag- 
modul des Körpers in Hinſicht auf Ausdehnung, und fol in der 
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Folge durch T, bezeichnet werden, wogegen die Druckkraft A Bi, welche den- 
jelben bis zur Grenze der Efafticität zurfanmendrüdt, der Tragmodul bes 
Körpers in Hinfiht auf Zuſammendrückung zu nennen und im Fol- 
genden durch T,, zu bezeichnen ift. Aus den Tragmodul 7, und T', laffen 
ſich mit Hülfe des Elaſticitätsmoduls E auch leicht die Ausdehnung o, und 
Zufammendrüdung o,, bei der Elafticitätsgrenze berechnen; denn es ift 


6, — T, 6, T 
I1TEmıi TE 

Iſt F der Querſchnitt eines prismatifchen Körpers, welchen diefe Trag- 

model T, und Th zukommen, jo hat man das Tragvermögen deſſelben: 
1) [Mn 306 0. P=FT, 
und das für Dud . P = FT. 

Bei Bauausführungen follen die Körper nie über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus belaftet werden, aljo die Belaftungen felbft die gefundenen Tragver⸗ 
mögen nicht überjchreiten. Deshalb find denn auch den hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Querfchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


F= Er und 
2) Ir 
F,= zu beftimmt werden. 


Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erfchütterungen, welchen die 
Bau⸗ und Mafchinenwerfe noch ausgefegt fein können, fowie wegen der Ab- 
nugung und der Veränderungen, welchen die zu denfelben verwendeten Körper 
im Laufe der Zeit durch die Einwirkungen der Luft, des Waflers u. j. w. 
ausgeſetzt find, giebt man diefen Gonftructionen injofern nod) eine größere 
Sicherheit, daß man in den vorftehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur 
die Hälfte oder ein Drittel derfelben einführt, aljo die Querſchnitte zwei= bie 
dreimal fo groß nimmt als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine 


mfache Sicherheit zu erhalten, find folglich in den Formeln F, = = ober 


B, Siehe: Ton Zu 
F,= T. ', ftatt 7, oder Ta, die Sicherheitstragmodul Fr oder pri 


einzufegen. 

Die Zugkraft AT (Fig. 352 a. f. ©.), bei welcher der prismatifche Körper 
vom Duerjchnitt Eins zerreißt, heißt der Feſtigkeitsmodul des Körpers in 
Hinfiht auf da8 Zerreißen und wird gewöhnlich mit dem Buchſtaben X, 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Drudfraft A U,, bei welcher das Zer- 
drüden oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feſtigkeits modul des 
Körpers in Hinfiht auf da8 Zerdrücken und bezeichnet ihn durch den 
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Buchſtaben X. Hat der prismatifche Körper den Querſchnitt F, jo ift 
natürlich: 


Fig. 352. 





3) (2: — FR, die Kraft zum Zerreißen, und 
P,= FR, die Kraft zum Zerdritden diefes Körpers. 
Noch öft beftimmt man auch die Querfchnitte der Körper mit Hilfe der 
Bruch- oder Feſtigkeitsmodul, indem man in die Formeln 


vH m 
K, 
4) p 
F=z 


u 


ftatt X, und K,, fogenannte Sicherheitsbrudhmodul, d. i. Heine Theile 


* oder mi, 3. B. Viertel, Sechötel, Zehntel u. |. w. diefer Erfahrungs- 


zahlen einfegt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derjelbe 
Theil des Feſtigkeitsmodul, wären alſo die Verhältniſſe pe — = und 
AB, 





— Zu beitimmte Zahlen, jo würde die Beſtimmung des Querjchnittes 
AU, K, 


mittel8 der Sicherheitsbruchmobel auf dafjelbe führen, wie die mittels der 
Tragmodel; da aber diefe Berhältniffe bei verichiedenartigen Körpern ver- 
jchieden find, fo ift nur diefe Beitimmung mitteld der Tragmodel 7, und T,, 


oder vielmehr mittels der Sicherheitstragmodel n und Zu die allge 


8. 211.] Die Zug: und Drud-Clafticität und Yeltigkeit. 391 
mein richtige und angemefjenere und nur dann mittels der Sicherpeits- 


bruchmodel = umd = zu rechnen, wenn die Tragmodel nicht befannt find. 


Was die Annahme der Sicherheitscoefficienten m anbetrifft, durch welche 
die zuläffige fpecififche Spannung k = n und bie zuläffige |pecififche Pref- 


fung k, = Zu beftimmt wird, fo läßt fich liber die Größe diefer Coefficienten 


eine beftimmte Regel nicht angeben. Der Conſtructeur wird je nach der 
Beriwendungsart bes betreffenden Körpers m bald größer, bald Heiner an- 
nehmen mäfjen. Für proviforifche Ausführungen wird man m Kleiner an- 
nehmen dürfen, als fir folche von langer Dauer; leicht zu erfeßende Theile 
conftruirt man oft abfichtlich mit einer geringeren Sicherheit, als folche, deren 
Erjag größeren Geld- und Zeitaufwand erfordert, um im Falle eines durch) 
AZufälligkeiten herbeigeführten Bruches den Nachtheil möglichft gering zu 
machen. Conftructionen, deren Bruch großes Unglüd nad) fich ziehen würde, 
erfordern die Annahme eines angemefjen großen Sicherheitscoefficienten. 
Wo die Erfchüitterumgen befonders ftart ins Gewicht fallen (Hammerwerke, 
Walzwerke) oder wo diefelben bejonders ftörend für den beabfichtigten Zweck 
ausfallen würden (Drehbänte), kommt es mehr darauf an, daß die betreffen« 
den Eonftructionsglieder hinreichende mechanische Arbeit in ſich aufnehmen 
fönnen, als daß die höchite vorkommende Spannung unter einem gewiffen 
Werthe bleibe. Bon bejonderer Wichtigkeit fiir die Wahl von m ift ferner 
das Berhältnig * bezüglich Zu. Bei Gußeiſen ift beifpielsweife fir Zug 
K 13 RK,_ 73 


Zı — circa 2; und für Drud m” 5,5. 


T 6,67 

Während alſo diejenige Kraft, welche einen gußeifernen Stab zu zerreißen 
im Stande ift, nur doppelt fo groß ift, wie diejenige, welche denjelben Stab 
bis zur Elaſticitätsgrenze ausdehnt, tritt eine Zerftörung des Stabes durd) 
Drud erft bei einer 5,5mal jo großen Kraft ein, wie diejenige ift, welche 
den Stab bis zur Elafticitätögrenze zufammenzudräüden vermag. Man 
wird daher, wenn Gußeifen lediglich einer Druckſpannung unterworfen ift, 
den ESicherheitscoefficienten m Kleiner annehmen dürfen, als wenn Gußeifen 
lediglich) dem Zerreißen auögefegt ift. Im Allgemeinen wird m um jo Feiner 


gewählt werden können, je größer das Verhältniß 2 it. 


Iſt der Querfchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeffer d, fo hat 


3 
man F = an daher 


$. 212. 


392 Vierter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 212. 


P— Jr T — 0,7854 d T und 


a=VY: ir _ — 1,128 Y F = 1,128 12 zu fegen, 


und es läßt ſich Giernad aus der Belaftung P eines Körper und dem 
Tragmodul T feiner Materie die Stärke finden, bei welcher der Körper 
nicht über die Efafticitätsgrenze hinaus angefpannt wird. 


Beifpiele. 1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn fie 0,125 Meter breit und 0,1 Meter did ift? Den Tragmodul zu 2 Kilo- 
gramm angenommen, erhält man P= FT= 125.100 ..2 = 25000 Kilo: 
gramm als Tragkraft diefer Säule. Wird aber der Feſtigkeitsmodul 6,5 zu 
Grunde gelegt und eine vierfahe Sicherheit angenommen, jo erhält man 
P=FK.Y=125.10.65.Y, = 20312 Rilogramm. Wegen der 
Bergänglichleit des Holzes nimmt man, um für lange Zeit Sicherheit zu haben, 
für X nur den zehnten Theil an und erhält ſo P= 125.10 .65. 0,1 
— 8125 Rfilogramm. 

2) Eine ſchmiedeeiſerne und rund abzudrehende Zugftange ſoll eine Laſt von 
5000 Kilogramm aushalten; melden Durchmeſſer muß diefelbe erhalten? Segt 


man k, = %T,=]17 Kilogramm, fo folgt d= 1125 |/5° — 80,1 Millimeter. 
Nimmt man den Feftigleitsmodul des Schmiedeeifend zu 40 Kilogramm und vier: 
fache Sicherheit an, jo folgt d = 1,128 — 25,3 Millimeter als die 
geſuchte Stangendide. 





5000 
Yu. 40 


Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifchen Körper durch eine 
nad) und nach von O bis P—= AM = NO (ig. 353) wachſende Kraft 


Tig. 358. 
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anfpannt, und dadurch von Null bis A= MO AN verlängert, fo 
wird dabei eine gewiſſe mechanifche Arbeit verrichtet. Dieſe ift, wie (ans 
$. 74) befannt, da8 Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung 
AN und aus dem Mittel der von O bis P= NO ſtetig wachjenden 
Spannkräfte. Sie läßt fi) daher durch die Fläche ANO ausdrücken, 
welche der Ausdehnung AN = A als Abfciffe, und der Spanntraft N O 
— AMP als Ordinate zulommt. Ueberſchreitet diefe Ausdehnung 
nicht die Elafticitätsgrenze, fo ift die Fläche ANO als ein rechtwinfeliges 
Dreied anzufehen, defien Katheten A und P find, und es ift daher die ent- 
Iprechende mechanische Arbeit: 
L=1hAP. 
Segt man hierin: 
ı=0!mP=[fFT, 
jo erhält man die Arbeit für eine fpecififhe Ausdehnung 0, bis zur 
Elafticitätsgrengze: 
L=161l.FW=16T.Fl=AV, 
wenn V das Bolumen FI des Körpers und A, eine Erfahrungszahl, den 
fogenannten Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh— 
‚nung bezeichnet, welcher auch durch den Ausdrud 
2 
A A0.OD=YST=-hG=MeE 

beitimmt werben Tann. 

Ebenſo ift natürlich auch für die Compreffion bis zur Elafticitäts- 
grenze die erforderliche mechanifche Arbeit 

L, = AV 

zu fegen, wobei A,, den Arbeitsmodul 


T: 
1, AG.GD = 1" 6, T,ı=Yı z; 7 Is QE 


der Elaftieitätsgrenze für die Zuſammendrückung bezeichnet. 

Fur die mechanifche Arbeit zum Zerreißen und zum Zerbrüden des pris- 
matijchen Körpers laſſen fich gleichgeformte Ausdrücke anwenden; es ift die 
felbe für den erften Fall: 

L=VB, 


und fllr den zweiten: 
L=VB 


wenn B, — Fläche AUW, ben ArbeitSmodul des Zerreißens, und 
B, — Fläche AUT, W,, ben Arbeitsmodul des Zerdrückens bedeuten. 

Man erfieht aus dem Borftehenden, daß ſowohl die mechanische Arbeit, 
welche einen prismatiſchen Körper bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt und 
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comprimirt, als auch biejenige, welche das Zerreißen und Zerdrücken deſſelben 
berbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenfionen, fondern nur vom 
Bolumen V des Körpers abhängt, daß aljo z. B. zwei Prismen aus dent- 
jelben Material denfelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine boppelt fo lang als das andere ift und dagegen fein Duerfchnitt 
nur die Hälfte vom Oxerfchnitt bes anderen ausmacht. 


Beijpiel. Wenn der Elafticitätsmodul des Schmiebeeilens E = 20000 Kilo: 


granım und die Ausdehnung deffelben bei der Elafticitätsgrenze o, = En if, 
jo beträgt der Tragmodul nen ao = a tft: 
T = sE = —— - 2000 = 18,33 Kilogramm, 


1500 
und folglich der Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze für Ausdehnung: 


A=UcnT =: nn. 13,338 —= 0,0044 Millimeterlilogramm. 


Um aljo einen prismatiſchen Körper aus Schmiebeeifen, deſſen Volumen = V 
Gubitmillimeter ift, bis zur Elafticitätägrenze auszudehnen, ift die mechanijche Arbeit 
L, = 4, = 0,0044 V Rillimeterlilogramm 

nöthig. 

Wäre 3. B. der Anhalt diefes Körpers — 3 Eubifdecimeter = 3000000 Eubifs 
millimeter, jo würde diefe Arbeit 

— 3000000 . 0,0044 = 13200 Millimetertilogramm = 13,2 Meterkilogramm 
betragen. 


Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein priematifcher 
Körper AB, Fig. 354, eine bedeutende Länge 7, fo erleidet er durch fein 
Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beſtimmen ifl. 
Bezeichnet F’ den Duerjchnitt diefes Körpers, Y feine Dichtigleit oder das 
Gewicht eines Eubitmillimeters feiner Materie, und = die veränderliche Länge 
eines Stückes deſſelben, fo befteht die Spannung eines Elementes MN dieſes 

Fig. 364. Körpers aus dem Gewichte des barımter befindlichen Körper: 
ſtückes BM = YFex, und es ift folglich [nad) $. 210, (2)] 
die entjprechende Ausdehnung der Länge MN = 9x diefes 
Elementes: 








* —_YFı.,„_ 
* o0A= FE (= ede 
i Durch Integration ergiebt fih nun die Ausdehnung des 
ganzen Stüdes B M: 
i 235 _ r2 
= E or = IE’ 


und folglich die des ganzen Körpers AB: 
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— 5 23FE FE" 


wobei @ — 7 Fi das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 
Wäre diefes Gewicht nicht auf den Körper gleichmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deflelben wirkfam, jo würde die Ausdehnung 


‚_eı_ 
4 = 24 
betragen. 

Es ift alſo die Ausdehnung des Körpers in Folge feines Gewichtes, 
A— 1/4, nur halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende bes Körpers hervorbringt. 

Daſſelbe Gefeg gilt natürlich auch für die Compreffion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Yalle an einem Ende des Körpers 
noch eine bejondere Zug⸗ oder Druckkraft P, fo hat man die entjprechende 
Ausdehnung oder | 


(P+ Vs Ol 
— 1 — — — 
F —* — — FE 
wobei das obere zeihen zu ame ift, wenn die Kraft P mit dem Ge- 
wichte @ in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengefegt wirkt. Im Iegteren Yalle fällt natürlich die Ausdehnung Heiner 
aus, ald wenn P die alleinige Zug⸗ oder Druckkraft wäre. Es iſt hier fogar 
die Gefammtausdehnung oder Zufammendrädung — Null, wenn 
A,G=P,oe@G=yFl=2P, = 
beträgt. 

Bezeichnet man die auf die Ouerjchnittseinheit entfallende, alſo ſpecifiſche 
Belaftung = mit 9; fo ift die fpecififche Spannung in dem Duerfchnitte 
um Abftande x von dem Angriffspunkte dev Kraft gegeben duch pP + yx—k 
und die fpecififche Ausdehnung in diefem Punkte % * — —— — 


Wirkt die Kraft P in derſelben Richtung wie das Gewicht GC, fg gilt das 
obere Zeichen und der Ausdrud für % wird ein Marimum 


P+G 
F 


0. 


ma.k=p+tyl= 





für æ = 1; 
und ein Minimum 


min. k=p = 5 frz 0. 


396 Vierter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [s. 213. 


Trägt man, Fig. 355, 356, AB=p und CD=Yl fenkreht zur XAxe 
auf, jo giebt da8 Trapez ABDE eine graphifche Darftellung der ſpecifiſchen 


Fig. 366. Big. 356. Big. 367. Fig. 358. 





Spannungen fowie der damit proportionalen ſpecifiſchen Ausdehnungen für 
alle Punkte des Stabes. 
Wirkt P entgegen dem Gewichte G vertical aufwärts, fo it k=p — yz 
ein Marimum, Fig. 357, 358, 
max. k — 9, fit x = 0, 
und ein Minimum 
mn.k=p— yıfrz=ı. 
Ferner wird hier k— 0 fr ye—p d. i. fur æ — rn 
Für die Beftimmung der Querfchnittsdimenfionen wird derjenige der bei- 
den Werthe p und p — Yl maßgebend fein, welcher abfolut genommen der 
größere ift. Auch hier giebt die Figur ABDE eine graphiſche Darftellung 
der fpecififchen Spannungen bezüglich, Ausdehnungen. Wenn + = 4 
ao@=F.!y—=2pF= 2P if, fo fält der Nullpunkt der Span: 
nung in die Mitte des Stabes; bie eine Hälfte wird ebenfo ſtark gebrüdt, 
wie die andere gezogen wird, und die totale Ausdehnung ift Null, wie bereit 
oben angegeben wurde. 
Sobald die Kraft P nicht am Ende des Stabes, fondern im Abftande li 
vom Ende angreift, jo ift, wenn P abwärts wirft, Fig. 359 und 360, 


k=0,fliz= 0, 
k=pH+tylfiz—l um 
k=p+tr,ferml. 
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Wirkt P vertical aufwärts, Fig. 361 und 362, fo hat man 
x 0, fir = 0m fir; 
k=p— h, fur æ ⸗ U und 


— — » fur æ — IJ. 


Fig. 869. Fig. 860. Big. 801. Big. 362. 





Ein pofitiver Werth von % deutet auf Zug, ein negativer auf Drud, und 
find in den graphifchen Darftellungen die Zugſpannungen und Drudfpane 
nungen nad) den entgegengejegten Seiten ber XArxe angetragen. 

Anmerkung. Daß mechaniſche Arbeitsvermögen, welches ein prismatiſcher 
Körper in fi aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgevehnt oder 
aufammengebrüdt wirb, ift auf folgende Weife zu ermitteln. Das Element MN, 
Fig. 363, defien Länge da ift, wird durch das Gewicht yF’x des Körperftüdes 

Fig. 868. BM nach und nad) von O auf 32 — T5F? ausgedefnt, und & 
ift daher die hierzu nöthige Arbeit: 

= YyFa.u= —— 2a. 
Wenn man baher biejen Ausbrud integrirt, fo erhält man das 
Ürbeitsquantum für alle Stangenelemente von B bis M: 


= fm Dan 





und aljo daß für die ganze Stange: 6 
Fis ra 
1-4 % u Ey = 








3E 3FE 
A Gl vi 
mobei (nach $. 213) 2—Y, FE die ganze Ausdehnung der Stange 


bezeichnet. 
iel. Wem ein Bleidraht, deſſen Feſtigteitsmodul X— 2,2 Kilogramm 
ihtigleit — 0,0000114 Kilogramm ift, vertical aufgehangen ift, fo 
zerreißt derjelbe bei der Länge . 


* = ¶N = 198000 Millimeter = 198 Meter 
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durch ſein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul deſſelben T 1 Kilogramm, 
jo erreicht ſeine Ausdehnung die Elaſticitätsgrenze bei einer Länge 


1 
l, — — * 0,0000114 = 87,72 Meter, 


Y 
und iſt der Elafticitätsmodul dieſes Drahtes F = 700 Kilogramm, fo hat man 
die entiprechende Ausdehnung deflelben bei der Elafticitätßgrenze: 


T 1 
= 7 I, = 700 - 772 = 0,1275 Meter. 

Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder Drud 
P eines verticalen prismatifchen Körpers noch durch da8 Gewicht G deilelben 


anfehnlich vergrößert, fo hat man den Duerfchnitt FF = un g 


um die |pecifiiche Spannung % höchſtens gleich dem Tragmodul 7 zu erhal- 
ten. Wie aus Fig. 355 hervorgeht, findet dieſe Spannung nur in einem, 
dem am meiften beanfpruchten Punkte ftatt, nämlich in der größten Entfer- 
nung vom Angriffspunfte der Kraft P. In allen übrigen Querſchnitten ift 
die fpecifiiche Spannung Heiner, und man könnte daher die Abmefjungen 
der Übrigen Querſchnitte entfprechend geringer annehmen, ohne die Feftigfeit 
des Stabes zu gefährden. Dadurch würde nicht nur an Conftructions- 
material geſpart, fondern es wird auch noch die fchädliche Belaftung ſelbſt 
wegen des nun verminderten Eigengewichtes herabgezogen, fo daß der Stab 
in Folge deſſen auch felbft an der am meiſten beanfpruchten Stelle einen 
geringeren Querſchnitt bedarf, als dies bei einem prismatifchen Körper der 
Tal ift. Der ideale Zuftand wiirde offenbar derjenige fein, bei welchem die 
Ipecififche Spannung nicht nur in dem meift beanjpruchten, daher gefährlichſten 
Querſchnitte, fondern zugleich in allen übrigen Querſchnitten den höchſtens 
zuläffigen Werth T oder einen aliquoten Theil deffelben erreichen würde. 
In dieſem Yale würde die Widerftandsfähigfeit des Material am voll- 
ftändigften ausgemugt werden, und der Körper mit dem möglich geringften 

Fig. 364. Fig. 365. Materialaufwande auszuführen fein. Die Sicher- 
heit wäre dann in allen Querfchnitten gleich groß. 
Derartige Körper nennt man Körper von glei= 
hem Widerftande. 

Bezeichnet % diejenige Spannung pro Quadrat: 
millimeter, welche man in dem Materiale zulaffen 
will (T oder ein aliquoter Theil defjelben), fo er- 
giebt fi) der anfängliche Querſchnitt F, am An- 

griffspunkte der Belaftung P (Fig. 364 u. 365) zu 





zu machen, 





F.d 
F 


R=7- 


—In dem Uuerfchnitte F, im Abftande x von Fr, 
p wirft die Laſt PG, wenn G@’ das Gewicht 





TA 


de==- 
’ 
’ 
J 
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des zwifchen F' und Fo enthaltenen Körpertheils bedeutet, und e8 muß, der 
aufgeftellten Bedingimg überall gleicher fpecififcher Spannung zufolge die 
Gleichung gelten: 
P+E 

k 

In dem um bie ımendlich Heine Größe 9x von F' entfernten Duer- 
fchnitte, welcher um 9 F zugenommen hat, aljo F-+ OF beträgt, wirft 
außer der für F’ geltenden Belaftung P + @’ nody das Gewicht des 
zwiſchen F und F-+-OF eingefchloffenen Körperelementes von der Länge Ox. 
Diefes Gewicht ift, unter 7 die Dichte des Materials verftanden, durch 
yEF.0x ausgedrückt. Auch, fiir den Querſchnitt F+ OF gilt die 
Gleichung: 


1) f= 





’ 
2) FtöF= . 
Durch Subtraction der Gleichung 1 von der Gleichung 2 folgt nunmehr 
_YF.0x or y 
oF= ober FH 
Durch Integration zwifchen den Grenzen Fo und F erhält man: 


F 
’._[2F_ — F 
7 * * / FT log. nat. F — log. nat. F, = log. nat. F, 
j [ı) 


und für Fo feinen Werth - eingeſetzt, folgt: 


I 2 EN d. i. auch: 
= log. nat. (F 5): d. i. auch: 

I = k pP £: 

k _.m._ — _get . 
ee — F * oder F ze 

Setzt man hierin fir = den Werth 2, fo ergiebt ſich der größte Quer⸗ 
fhnitt am Ende des Stabes zu: 
F= z . Ri 


ı 


N 


— M-e 


Bei einem prismatifchen Stabe witrde unter derjelben Vorausſetzung, baf 
die größte jpecifiihe Spannung — % fein fol, der Querſchnitt am feft- 
gehaltenen Ende ſich berechnen zu: 

pP pP 1 
ul ee Par iv 
57 

Wenn man bie angegebenen Rechnungen ausführt, fo folgt nach der Er- 

ponentialreihe: 
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EISEN DIENTE 
und durch wirkliche Divifion: 


— 2. Tır(ZV + (ZN x... 
u ES SER DEI DEZE 
und es beträgt daher die Differenz FR, — F, um welche der größte Quer⸗ 


ichnitt des Stabes von gleichem Widerftande fehwächer fein kann, als ber 
Querſchnitt des prismatischen Stabes: 


IDEEN DEE TAEEE| 


Um den Materialaufwand des Stabes von gleichem Widerftande zu finden, 
bezeichne 9 das Bolumen deflelben, fo bedeutet O V das Volumen des zwilchen 
den Querſchnitten F und F ++ OF (Fig. 364, 365) enthaltenen Körper: 
elementes, und es ift: 


Y, 
I =-F.a—lt.e 0%, 


k 
und durch Integration zwifchen den Grenzen x — 0 und x folgt: 
2 Y, Y. Yz 
v=/#. =. (ef -0)= > (& -1). 
k ky y 
* 


Segt man x — 1, fo folgt das Bolumen des ganzen Stabes: 


F 
= 2(e _ ı), 
Y 


und das ganze Gewicht 
Fı 
G=>P (— — ı). 
Dean kann diefe Formeln auch fehreiben: 
—_k,.P? ( )-+ 
v=,'7\ — 1 = WR), 
und 
G=k (F' —  F 0): 
Bei einem prismatifchen Stabe für diefelbe Belaftung P aljo vom Quer» 
ſchnitte 





P 
Anz k — Iy 
berechnet fich das Volumen zu 
ori. 


k — Iy 
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und das Gewicht 
_P.iy * 
k—y 
Um V und Vı mit einander zu vergleichen, feien wieder die angezeigten 
Rechnungen ausgeführt, fo folgt: 


EEE D ET rn 
ET Deo 
u 


__PI _P 1 PlI Yy.\? 
A ee Pe y -;lı+&1+(£)) 

1— —| 

k 
r ı\ 
+) +] 

— £[r I \ı(Zı\ 
-,kHGY+G@)+ 
Die Differenz; Yı — V, d. h. diejenige Materialmenge, welche unter 


gleichen Umftänden der prismatifche Stab mehr erfordert, als derjenige von 
gleihem Widerftande, ergiebt fich daher zu: 


— 2[1(? (2) (21) 
nr ER) +] 
Da die relative Ausdehnung oder Zuſammendrückung eines Körpers von 

gleichem Widerſtande überall dieſelbe, nämlich 6 — 5 ift, fo fleigert fich 


G, 


folglich die Geſammtausdehnung deſſelben auf A = ol — * 
ſie bei dem prismatiſchen Körper nur die Größe: 


— — — 
— FE — —57 


I, während 


hat. 

Die wirfliche Ausführung der im Vorhergehenden berechneten Yorm von 
gleichem Widerftande witrde auf große praktiſche Schwierigfeiten flogen. Man 
begnügt fich daher in der Braris in folchen Fällen, wo überhaupt das Eigen- 
gewicht des Körpers von Belang ift, d. h. bei großer Länge J (Geftänge für 
Schächte) mit einer abjagweifen Veränderung des Duerfchnitts, bei welcher 
Anordnung der Gewinn an Material nicht ganz fo groß ausfallen Tann, 
wie e8 bei einem Körper von genau gleichem Widerftande der Fall iſt. Iſt 
diefer Körper AB, Fig. 366 a. f. ©., aus prismatifchen Theilen zufammen- 
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zufegen, welche die Yängen 75, Zs, 13 u. ſ. w. haben, fo fteigert ſich die Yaft P 
did) die Gewichte Fl, y. Fo la Y, Fl, y u. ſ. w. der Stücke nad) und 

Fig. 866. nach auf P,, Ps, P; u. |. w. Hiernach iſt der erforderliche 
„4 Querſchnitt des erften Stüdes: 














P 

R 

FE, ferner der des zweiten 

Pi F. x 

F = — — 

"Thy k—hy 
der des dritten: 
P 2 F 2 k 
Fa — — u. ſ. w. 
de ee A en 
Sind alle Stüde gleich lang, ft al, = k =, —...—I, 


jo hat man einfacher: 


P pP k 

==, (lo) 
mn — Aı__2 k ) 
BEE Ze 


h=;2,= 3 («im 
alfo allgemein, den Querſchnitt be nten Stückes: 


P k * 
=, (m) 


Das Volumen des Körpers ift 
Vv — (F, + RB + F. +... Fl, 


und, wenn man der Kürze wegen z * 5 — c ſetzt, fo folgt 











Pe, etetet IS ltetete 


Nun ift aber die Parenthefe gleich dem Werte —ı ‚wie man fi 











— 1 
leicht durch Ausführung der Diviſion überzeugt, und. es ift aud) 
— _ —7 
Tier, 177% 
folglich ergiebt fich: 
e — 1 P x ®—1 P,, 
y=7'7-T! kk—iy ye-d 
k —Iy 
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Für P I; 7) läßt fih nun %. F, fegen, und wenn man unter 


Fo den —8 verſteht, welchen die Laſt P allein ohne Rüdficht auf 
da8 Eigengewicht erfordert, jo daß P = kFy ift, fo-läßt fid) obige Formel 
fchreiben: 


v =. (F„ — F,) 
oder da F} wenig von F, abweichen wird, aud): 
k 
‚= 7 EGB,. — F}). 


Endlich iſt das Gewicht des Geſtänges: 
G=k F, n — F 1)- 


Beiſpiel. Welden Querſchnitt muß ein 300 Meter langes jchmiebeeifernes 
Schachtgeſtänge erhalten, wenn dafjelbe außer feinem eigenen ®ewichte noch eine 
Loft P = 40000 Kilogramm zu tragen hat? Nimmt man die höchftens zuläffige 
jpecifilde Spannung k = 6 Kilogramm an (anftatt des Tragmoduls 13,13), jo 
ift, da 1 Eubifmillimeter Schmiedeeilen y — 0,0000076 Kilogramm wiegt, der 


geſuchte Querſchnitt: 
40000 


Ft —— ____ _ 20000 
—k — 19 6 — 300000 .0,0000076 “ 8,72 
und das Gewicht des Geflänges: 
G=F,.!y = 10752,7 . 300000 . 0,0000076 = 24516,2 Ktilogramm. 
Könnte man diefem Geftänge die Yorm eines Körpers von gleihem Wider: 
Rande geben, jo würde man zum Heinften Querjchnitte: 
40000 


F= z = 577 666,7 Quabratmillimeter, 





— 10752,7 Quadratmm., 


zum größten: 


F, 
Fa= F,.et =6666,7. e0,38 = 6666,7 .1,46225 = 9747 ,4 Quabdratmillimeter 


und das Gewicht des Geftänges: 
G= Va.y=k(Fn — F, =-6 (9747,4— 6666,7) = 18484 Kilogramm 


“ erhalten. 


AR der Elafticitätsmobul des Schmiebeeifens E = 20000 Kilogramm. , fo bat 
man folglich die Verlängerung des Geftänges im legteren Falle: 
_ k,„__ 6.300000 _ 
= 5 i= — u 90 Millimeter 
und dagegen im erfteren: 
P+,UG 40000 4 12258 _ m: 
>?7re u = 40000 + 24516 En 94516 90 * 72,9 Millimeter. 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche. lm das Elaſtici⸗ 
tätsgefeg eines Stoffes vollftändig Tennen zu lernen, ift nöthig, daß man 
möglichft lange prismatiiche Körper ans demſelben durd) allmälig zu ver- 
größernde Gewichte nicht allein nad) und nad) und bis zum Zerreißen aus⸗ 

26* . 
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dehne, fondern auch nach und nad) bis zum Zerdrücken zufammenprefie, und 
dag man hierbei die durch jedes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mendrüdung beobachte. Giebt man dem zu unterfuchenden Körper eine ver: 
ticale Rage, jo können diefe Gewichte unmittelbar an diefen Körper angehangen 
oder auf denfelben aufgelegt werden, und fie geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Drudkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten erperimentiren zu müſſen, zieht man es vor, die Gewichte mittels 
ungleicharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laſſen, wobei biefelben im- 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 
des Körpers vom kürzeren Arme (d) ergriffen wird. Durch Wultiplication 


des Gewichtes F mit dem Armverhältniffe — ergiebt ſich dann leicht die ent⸗ 


ſprechende Zug⸗ oder Drudfraft P=- G. Auch wendet man mit Bor- 


theil, namentlich zur Erzeugung bedeutender Zug- oder Drudfräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte hydraulifche Prefien an. Um die Größe der Aut- 
dehnung oder Zuſammendrückung beobachten zu können, verfieht mar entweder 
den zu unterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, oder man befeftigt an diefen Stellen auf demjelben ein 
Paar, vielleicht gar als Berniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur die 
elaftifche, fondern auch die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern auch nad 
erfolgter Abnahme deffelden. Man läßt auch gern inzwilchen mehrere Minuten, 
oder nach Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ftärferen 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendriidung nicht momentan, jon- 
dern erſt nad) Verlauf einer längeren Zeit einen gewiſſen Werth annehmen. 
Die Ausmeflung diefer Entfernung erfolgt entweder durch einen Stangen: 
zirfel oder mittel8 einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung; aud) 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt: 
jache in einem an einem verticalen Stabe aufe und niederfchiebbaren Luft: 
blajenniveau (ſ. „Ingenieur“ ©. 234) beſteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobadjten zu künnen, muß man 
dieje Stäbe während des Berfuches in eine röhrenfüörmige Leitung ftellen; 
auch find diefelben von Zeit zu Zeit einzufchmieren, damit fie fi) ohne Hin- 
derniß in dieſer Leitung verfchieben können. 

Kommt e8 nur darauf an, den Feftigfeitsmodul eines Körpers zu ermit- 
teln, jo kann man ſich zu den Berfuchen kürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreigungsverfuhen wendet man Körper mit ftarten 
Köpfen, A und B, Fig. 367, an, welche genau in der Are durchbohrt find. 
Jede Durchbohrung erhält in der Mitte eine ringförmige Schneide, damit 
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der Körper mittels eines dircchgeftedtten Bolzens CD und durch einen die 
Enden diefes Bolzens ergreifenden Hafen EF genau in der Are gezogen 
Fig. 367. werde. Bei den Zerdrüdungs- 
verjuchen giebt man dem Körper 
A, Fig. 368, zwei parallele Grund- 
flächen, und bringt denfelben zwiſchen 
zwei Cylinder B und CO mit ebenfalls 
eben abgejchliffenen Grumdflächen. 
Während nun der abgerundete Kopf HI des einen Cylinders von der preſſen⸗ 
den Kraft ergriffen wird, itügt fi) der andere Cylinder gegen eine ftarfe 
Fig. 368. Fußplatte D, und gleiten beide in dem ‚Inneren 
eines Cylinders ZF. Der Drud P auf den 
Kopf H des Stempels B befteht entweder in der 
Kolbenkraft einer hydrauliſchen Preſſe oder in der 
Kraft eines in der Figur nur zum Theil ange- 
gebenen einarmigen Hebel LO. 

Während das Zerreißen eines Körpers in dem 
Heinften Querſchnitte deffelben erfolgt und ſich 
daher der Körper nur in zwei Stüde zertheilt, 
geht das Zerdrücken in der Kegel in fchiefen Flächen 
vor ſich, wobei der Körper in mehrere Stitde zer- 
fällt. Beismatifäe Körper zertheilen fich hierbei vorzüglich in zwei Pyramiden, 
welche die beiden Grundflächen des Körpers zur Bafis und den Mittelpunkt 
befielben zur Spige haben, und nächftdem in andere pyramidenähnliche Körper, 
deren Grundflächen die Seitenflächen des Ganzer ausmachen und deren 
Spigen ebenfalld die Mitte des Körpers einmehmen. Körper, welche nad) 
verjchiedenen Richtungen ein verjchiedenes Gefüge haben, verhalten ſich 
natürlich anders; fo wird 3. B. ein Holzſtück durd) eine Kraft, welche in ber 
Richtung der Faſern deffelben wirkt, dadurch zerdrüdt, daß im Heinften 
Querſchnitte deffelben eine wulftförmige Ausbiegung entfteht. 





np FE 





Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 216. 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerfiner 
zu verdanfen. “Derfelbe verwendete zu den hierbei zu Grunde gelegten Ber- 
ſuchen Eifendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dide und bediente fich des in 
Fig. 369 a. f. S. abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen 
Zeiger CD, einem Gegengewichte @ und einem Laufgewichte Q. Der 
ungefähr 4 Fuß lange Draht EF wurde am Ende E feitgeflenmt und 
mit dem oberen Ende um einen Wirbel F'gewunden, welcher fidy mittels 
einer Schraube S ohne Ende umdrehen ließ, wodurch natürlid) dem Drahte 
jede beliebige Spannung gegeben werden konnte. ‘Die dadurch bewirkte Aus⸗ 
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dehnung des ‘Drahtes gab die Zeigerſpitze D an einem eingetheilten Stabe 
AB vervierundfünfzigfacht an. Die fchneidige Are C des Hebels ſowie 


Big. 369. B 





der Wirbel F, um welche das obere Ende des Drahtes gewunden war, ımd 
die Schraube ohne Ende S zum Umdrehen des Wirbels find in Fig 370 in 

Fig. 370. größeren Maßftabe beſonders abgebildet. 
Durch diefe Verſuche weift Gerſtner 
nach, daß jede Ausdehnung die Summe 
von zwei Ausdehnungen iſt, wovon die 
eine (die elaſtiſche Ausdehnung) nach 
Abnahme des Gewichts verſchwindet, und 
die andere (die permanente Ausdeh— 
nung) zurückbleibt, und daß in Folge 
deſſen die Ausdehnung A ſogar innerhalb der Elaſticitätsgrenze nicht genau der 
Ipannenden Kraft P proportional, fondern daß es angemeffen ift, die Formel 


P=ÄX rFEIis 210 (9) 


durch die Reihe 
Pr=5]|: + at + e(#)] FE, 


worin & und 4 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erfegen. 

Später wurden von Pagerhjelm fowie auch von Brix ausgedehnte 
Berfuche über die Elafticität und Feltigkeit des Schmiebeeifens und Eifens 
drahtes zur Ausführung gebracht. Beide Erperimentatoren wendeten zu 
ihren Verſuchen einen Winfelhebel ACB, Fig. 371, an, deflen längerer 
Arm CB von dem auf eine Wagfchale W aufgelegten Gewichte G ab- 
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wärt® gezogen wurde, wodurch der am fürzeren Arme CA angefchloffene 
Eifenftab oder Draht DE beliebig geſpannt werden konnte. Bei dem 


Fig. 371. 





Apparate von Brir betrug das Hebelarmverhältniß = — No, und es 


war bier das eine Drahtende D mittels Kluppe, Haken und Bolzen an den 
Arm CA und das andere Ende Z auf gleicdye Weife an eine Schraube 8 
befeftigt, welche durch eine Kurbel KA und mittels eines Räderwerkes in Um⸗ 
drehung gejeßt werden konnte. Zur Angabe der Yängenausdehnung dienten 
zwei Nonien d und e, welche an den Enden auf den Draht aufgejchraubt 
wurden und Über zwei in Biertellinien eingetheilten Scalen fg hinliefen. 
Nahdem man den Draht in den Kluppen eingeflemmt hatte, wurde die Wag- 
Ichale nad) und nad) mit größeren Gewichten beladen, und bei jedem einzelnen 
Verſuche durch Trehung der Kurbel K des Räderwerkes der Draht fo ge- 
ſpannt, daß ſich der Hebel von feiner Unterjtügung erhob, und fich fo die 
Spannung ded Trahtes mit dem Gewichte G ins Gleichgewicht fegte. Die 
Verſuche wurden mit Drähten von 11’, bis 1Y/, Linien Stärke ausgeführt, 
und gaben für diefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel den Feſtig⸗ 
feitsmodul K = 94000 Pfund pro Quadratzoll (68,7 Kilogramm pro 
Duadratmillimeter), und dagegen nad) dem Glühen, X —= 62000 Pfund 
(45,3 Kilogramm). Der Eflafticitätsmodul wurde dagegen für geglühten 
und ungeglühten Draht im Mittel Z — 28’000000 Pfund (20500 Kilo: 
gramm pro 1 Ouadratmillimeter) gefunden; ferner ergab fich, daß die Örenze 
der Glafticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei ungeglühtem ‘Draht 
0,5 K und bei geglühten 0,6 K betrug. Bei ftärferen Spannungen traten 
bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und e8 betrug die ganze Aus- 
dehnung im Augenblicke des Zerreigens bei ungeglühtem Drahte 


2 
T> 0,0034, und bein: geglühten n — 0,0885, alfo 26mal fo viel. 
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Bei dem Apparate von Lagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durd) eine Hydraulische Prefle, deren Kolbenftange das Ende des Eifenftabes 
ergriff. 

Zu diefen Berfuchen verwendete Tagerhjelm verfchiedene Eifeuftäbe von 
36 Zoll Länge mit Freisrunden und quadratifchen Duerfchnitten von 1’, Zoll 
u. |. w. Seitenlänge. Denfelben zufolge tft im Mittel der Elafticitätemodul 
des ſchwediſchen Schmiebeeifens: 


E — 44'000000 Pfund (32000 Kilogramm pro 1 Duabratmillimeter), 
der Feſtigkeitsmodul 

K- 55 E 88000 Pfund (64 Kilogramm), 
und der Tragmodul 


T=6.E= Tdẽ - 44'000000 — 27500 Pfund (20 Kilogramm). 


Wertheim Ließ bei feinen Verfuchen iiber die Elafticität und Cohäfion 
der Metalle die zu unterfuchenben Drähte frei herabhängen, und befeftigte an 
denfelben einen Gewichtsfaften, weldjer mittel3 Fußſchrauben auf den Yuß- 
boden ruhen konnte. Um den Draht durd) die in den Kaften gelegten Ge: 
wichte anzufpannen, wurden die Fußſchrauben fo weit herinngebreht, bis der 
Kaften zum Schweben kam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Berfuche wurden ımter ſehr ver- 
ichiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meffing, Zinn, Blei, Zink, Silber u. |. w., angeftellt. Die Hauptergebniffe 
diefer Berjuche find in der folgenden Tafel ($. 218) enthalten. 


Der Apparat, womit Fairbairn feine Feſtigkeitsverſuche angeftellt Hat, 
befteht in der Hauptfache in einem ftarten fchmiedeeifernen Hebel oder Wag- 
balfen ACD, Fig. 372, deſſen Stügpunft D von einem ftarfen Bolzen 
F feftgehalten wird, welcher von unten mittel3 einer Schraubenmutter höher 
. oder tiefer geftellt werden Tan. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußſtück 
H H, durch welches F hindurch ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterfuchende Eifenftüd LM war mitteld einer Kette an dem auf den Süu⸗ 
len TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durch Bolzen und Ringe 
mit der Scheere C des Wagbalkens A CD verbunden. An dem langen 
Arme des Iegteren hing nicht bloß ein größeres conftantes Gewicht G, fon» 
dern auch eine Wagfchale N zur Aufnahme Heinerer Gewichte; zur Unter- 
ftügung des Hebel von unten diente ber Bolzen X und zum Aufheben 
defielben ein Seil O P, welches oben über eine Xeitrolle lief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde UYZ wideln ließ. Nad) dem Auflegen der 
Gewichte ließ man durch, Iangfames Umdrehen der Kurbel U das Hebelende 
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E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eifenftüt durch G und bie 
Gewichte N allein geſpannt wurde. 

Fig. 372, 


Anmerkung. Gerſtner's Verſuche über die Glaflicität der Eifendrähte 
u. |. w. find abgehandelt in Berfiner’s Mechanit, Bd. I.; über die Verſuche von 
Zagerhjelm ift nachuleſen die Pfaffeſche Ueberfegung der Abhandlung: Ber: 
ſuche zur Beftimmung der Digtigkeit, Bleihjartigkeit, Elafticität, Schmiedbarleit 
und Stärle des Etabeifens u. |. w. von Lagerhjelm (Nürnberg 1829), und 
über die Verſuche von Brig macht die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung 
über die Cohäfions- und Glafticitätsverhältnifie einiger bei Qängebrüden in Anz 
wendung fommenden Eifenbrähte (Berlin 1837). 

Die Berfuhe von Wertheim über die Elafticität und Gohäfton der Metalle 
u. |. w,, ſowie auch über Glas und Holz werben in Poggendorff's Annalen 
der Phyfit und Chemie, Ergänzungsband II., 1845, abgehandelt. Die Elafticitäts- 
model der genannten Körper find hier nicht allein dur; Ausdehnungs-, fondern 
auch dur Biegungs- und Schwingungsverfude beftimmt. Weber Fairbairn's 
Sefligteitsverfuge ift in deſſen Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 


Eisen und Holz. Die ausführlichften Berfuche über die Elaftieität und $. 217. 


Feſtigkeit des Guß- und Schmiebeeifens find in der neueften Zeit von Hodgkin⸗ 
fon angeftellt worden; durch fie bat man erft die Gefege der Ausdehnung 
und Zufammendrüdung diefer in ber praftifchen Anwendung fo fehr michtigen 
Stoffe vollſtändig kennen gelernt. Obgleich, hiernach das auf verſchiedene 
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Weiſe erzeugte Eifen ziemlich verjchtedene Elafticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, fo ift e8 doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinficht 
auf Ausdehnung und Kompreffion durd) Curven auszudrücken. 

Diefen Verſuchen zufolge ift für Gußeifen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl für Ausdehnung als aud) für Compreſ⸗ 
fion, der ElafticitätSmodul: 

E = 10000 Kilogramın, bezogen auf den Querſchnitt von 1 Quadrat: 
millimeter, und folglid): 
E —= 1368 . 10000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadratzoll 


Querschnitt. 
Ferner ift die Ausdehnung bei der Elafticitätsgrenze: 
A 1 
Ö 


| 7 1500° 
Diefer Ausdehnung entjpricht der Tragmodul: 


10000 
70” 6,67 Kilogramm oder: 
13’680000 
T, = > 9120 Pfund. 
Die Compreffion bei der Elafticttätögrenze ift dagegen: 
1 
du 750° 
daher der Tragmodul des Zerdrückens: 
100000 13680000 





— 13,33 Kilogramm — — 18240 Pfund. 


" 750 750 
Der Feftigfeitsmodul für das Zerreißen ift durch diefe Verſuche gefunden 
worden: 

K, = 13 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen der für das Zerdrücken: | 

K, = 72 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alfo beim Gußeiſen die Feftigkeit des Zerdrüidens über 51/, Mal fo 
groß als die des Zerreißens. 

Für das Schmiedeeifen (franz. fer; engl. wrought-iron) ift ferner 
ſowohl bei Ausdehnung als bei Jufammendrädung im Mittel: 

E = 20000 Kilogramm — 27,400000 Pfund, 


und die Elafticitätsgrenze ungefähr bei 0 — 4 — oo daher der 
Tragmodul: 
200 
T= 20009 — 13,33 Kilogramm — 18240 Pfund. 


1500 
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Endlich hat ſich der Feftigfeitsmobul fiir das Zerreißen des Schmiebeeifens 
K, = 40 Rilsgramm — 54700 Pfund, 
und für das Zerdrüden: 
K > 30 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es ift aljo der Elafticitätsmodul des Schmiebeeifens ungefähr doppelt 
jo groß als für das Gußeifen, und während für das Zerreißen der Feftig- 
feitömodul des Gußeifens ungefähr nur ein Drittel von dem des Schmiede: 
eifens ift, beträgt dagegen für das Zerdrücken der Feſtigkeitsmodul des 
Gußeiſens ungefähr zwei und ein halb Mal fo viel als der des Schmiede- 
eiſens. Dieſe Elafticitäts- und Feftigkeitsverhältniffe des Guß und Schmiede⸗ 
eifend find durch die graphifche Darftelung in Fig. 373 vollftändig vor 

Sig. 373. 
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9 
8 
71 Holz 
6 
58 
4 
8 
2 Gusseisen 1 
Tausend Pfund I zu 
1 
9 80 70 60 50 40 30 20 10 Nr x 
at — ’ 
x 20.30 40 50 60 


| an 
dus 
=) 


oO © 2 nn a 5 MP m 


N — 


Tausend Pfund 
Schmiedeeisen ' 
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Gusseisen 
„.yY:10 Tausendtel 


Augen geführt. Vom Anfangspuntte A aus find auf der rechten Seite der 
Abfciffenare X X die Ausdehnungs- und auf der linfen die Compreffions- 
fräfte in Zaufendpfunden, und zwar pr. Ouadratzoll Querſchnitt, angegeben, 
während die obere Hälfte der Ordinatenare 7 Y die entprechenden Ausdeh- 
nungen und die untere die Zufammendrlidungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve des Gußeiſens auf der Seite der Compreſſion 
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und die des Schmiedeeifend auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er⸗ 
ftredung hat; auch bemerkt man, daß diefe Curven in der Nähe des Anfange- 
punftes A nahe gerade Linien bilden. 

Da nächſt dem Eifen vorzüglich noch das Holz (franz. bois; engl. wood) 
häufig in Anwendung kommt, fo find in der Figur noch die Elafticitäts- 
verhältniffe des Tannen⸗, Buchen- und Eichenholzes u. ſ. w. durch eine 


Fig. 374. 
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Curve graphiſch dargeftellt. Es ift fir diefe Holzarten im Mittel der Elafti- 
cıtätsmodul: 

E = 1100 Silogramm — 1'500000 Pfund; 
ferner die Elafticitätsgrenge bei 0 — . der Länge, daher der entiprechende 


Tragmodul: 
1100 


=” 1,8 Kilogramm — 2500 Pfund. 
Endlich ift der Feftigfeitsmodul fiir die Ausdehnung: 
K, = 6,5 Kilogramm — 8900 Pfund, 
und dagegen für die Compreſſion: 
K.,= 45 Kilogramm = 6200 Pfund. 
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Das Verhältniß der Elaſticitätsmodel 1100 : 10000: 20000, annähernd 
—=1:9:18, zwilhen dem Holze, Guß- und Schmiebeeifen ift in ber 
Figur durch die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrlidt. 
Die Arbeitsmodul A = 1/; 6T für die Elafticitätsgrenze drücken die 
Dreiede Aab, Aa,c, und Aa,d, aus, welche die Inhalte der kleinen 





. 1 1 
Ausbehnungsverhältifie o—= Aı = 500 und 6 = Aa, —= 1500 
(annähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, für Hol; 
A=140T=')- eG - 1,8 — 0,0015 Millimeterfilogramm 

1 
= 1,0. — ⸗ == 
fa 500 2500 = 2,08 Zollpfund, 
für Grßeiſen; 
A—1- 220 50: 6,67 = 0,00222 Milimeterfilogem. = 3,04 Zollpfund, 
und für Schmiedeeifen: 
A — , . —* — 0,00444 Millimeterkilogramm — 6,08 Zollpfund. 


Um die Arbeitsmodel für das Zerreißen und für das Zerdrücken beſtim⸗ 
men zu können, iſt eigentlich eine vollſtändige Reihe von Ausdehnungs- und 
Compreffionsverfuchen nöthig, da diefe Model durch die Quadraturen (fiehe 
$. 29 der analyt. Hülfslehren) ber vollftändigen Curvenzweige ſowqhj auf 
der einen als auch auf der anderen Seite der Drdinatenare ausgedrückt 
werden; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiebe- 
eiſens und bei der Compreſſion des Gußeiſens, da den Veränderungen dieſer 
Körper Curven zulommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 

Beim Holze ift bie Ausdehnung und Compreffion im Augenblide des 
Zerreißens und Zerdrüdens zu wenig befannt, als daß ſich für daffelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel defjelben fiir das Zerreißen und Zer⸗ 
drüden angeben ließen. Behandelt man die entjprechenden Curven als gerade 
Linien, fo erhält man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 





K? 2 
—1,.Z1—1,. in — 0,019 Millimeterkilogramm — 26,4 Zollpfd. 
umd —* des Zerdrückens: 
3 
B,=Nr- 8 /,. 2 ” = 0,0092 Millimeterfilogrm. — 12,8 Zollpfb. 


Für das  gereien des Gußeifens kann man die Ausdehnung 6, 
= 0,0016 und die mittlere Kraft 6,5 Kilogramm annehmen, fo daß für 
dafielbe der Arbeitsmodul des Zerreißens: 
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B, = 0,0016 . 6,5 = 0,0104 Millimeterkilogramm — 14,2 Zollpfund 
zu ſetzen ift. 

Tür das Zerdrliden des Gußeiſens möchte dagegen die größte Zuſam⸗ 
mendrüdung 0, — 0,008, und die mittlere Compreffionsfraft — 36 Kilo: 


Sig. 375. 
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gramm zu fegen fein, fo daß der entiprechende ArbeitSmodul des Zer—⸗ 
drückens 

B 9,008 - 36 — 0,29 Millimeterkilogramm — 394 Zollpfund 
folgt. 

Für das Zerreißen des Schmiedeeifens läßt fi) im Mittel 6, 
— 0,008 und die mittlere Kraft 20 Kilogramm, folglich der entjprechende 
Arbeitsmodul 

B, = 0,008 . 20 = 0,16 Millimeterfilogramm — 219 Zollpfund 
jegen. ' ' 

Für da8 Zerdrücken deffelben ift dagegen ©, nur — 0,0018 und das 
Kraftmittel —= 15 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits- 
modul: 

B, 0,0018 . 15 = 0,027 Millimeterkilogramm — 36,9 Zollpfimb. 
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Erfahrungszahlen. In folgenden Tabellen I. und I. find die mitt- 8. 218. 


leren Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feſtigkeitsmodel für die im Bau⸗ 
weſen am häufigften angewendeten Stoffe aufgeführt. Die erfte Tabelle 
bezieht ſich auf Zug⸗ und-die zweite auf Druckkräfte. 

Die in der zweiten Berticalcolumme diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen u ‘= 5 bei der Elafticitätsgrenze drücken auc das 


Berhältnig — wiſchen den in der vierten und dritten Columne aufge- 
führten Becher von T und Z aus. In der praftifchen Anwendung belaftet 
man die Körper entweder nur mit —. T, z. B. 1 Tbis !/), T, oder man 


beftimmt die Duerfchnitte 7’ derfelben, indem man in der Formel 
pP 


F=7 


ftatt K, für Metalle den Sicherheitsmodul — K=1K, fir Hol 


und Stein benjelben — 1/ı, X, und flir Mauerwerk nur — 1/0 K, dagegen 
für Seile !/; K bie !/, K einfeßt. 

Die unteren Zahlen in einer Parentheſe | geben die Model in Kilo- 
grammen an, und fegen einen Duerfchnitt von 1 Duadratmillimeter voraus; 


die oberen Zahlen drüden die Model in Zol- oder Neupfund aus, und 
beziehen diefelben auf den Querſchnitt von 1 Quadratzoll. 
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Tabelle L 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 
Ausdeh sen 
usdehnung ns 3 
Namen N Elaſticitats⸗ El EEK 
der 1-7 fieitac⸗ J z8 
Körper. | beider Elaſticitats- | Modul F. 5 \ z8 el 
grenze. n BEN 
, 1 13'680000 | 9120| 17800 3,04 | 
Bußeilen . ... . 0,00067 = 1500 10000 | 6,67 18 1,95 0,0022 | 
Schmiedeeiſen, 1. |p27’000000 |18000| 56000 6,08 
in Stäben 0,00067 = 55 | 19700 | 13,18] 409| 3% | 000 
1 _|530’000000 |80000| 85000 15,0 
in Drähten . . . | 0,001 = 1000 21900 | 21,9 62,1 2,83 0,011 
. 1 25’000000 |20000| 45000 8,0 
in Blechen 00008 — lt 1800| 186 53 | 27° | 0,0058 
Deutſcher Stahl, ge: 002 — 1 [Po 33600] 112000 98 20,16 
bärtet u. angelafjen |" — 855 20500| 24,6 82| * 0,0148 
__. 1 |f40’000000 |88900| 140000 99,0 
Feiner Gußftahl . . 10,002 = 150 29200 | 64,9 102 1,57 0,072 
1 15’000000 | 8750| 32500 0,47 
Kupfer, gehämmert . 0,00025 — 4000 | 11000 2,75 23,8 8,66 0,00034 
__. 1. |(18°000000 | 4110) 29000 0,56 
Aupferblech . . . | 0,000274 = zur5 | 11000) 301 2ral "U | oomaı 
__. 12. |£16'500000 166001 858000 8,2 
Kupferdraht ee. 0 e 0,001 — 1000 | 12100 12,1 42,4 3,5 0,006 
__ 1. |[g18'000000 | sıs0| 7200 0,877 
Zink, gegofien . . . | 0,00024 = 7150 | 9500 2,8 5,26 2,3 0,00028 
1 |f 8’800000 | 6670| 17000 2,53 
Meſſing ..... 0,000758 = go || gaon 1851 1924| 208 3 
1 13’500000 |18220| 50000 12,3 
Reffingdraht 0,0015 = 75 | 9870| 1853| S65| * | 0,00 
Bronce (Kanonen- _ 1 9500000 | 5970) 35000 1,88 
metal ..... 0,0006 = 156 | esoo| 4341 au6| 9? | 0,0186 
_ _1 |, 686000| 1440| 1780 1,51 
Blei....... 0001 = zu | sool 10 18 7 | om 
1 960000 | 6401 3000 0,218 
Vleidraht ..... 000097 = 55 Tool aa «6 836 
= „1, |[ 9500000 | sı0o 3,4 
ginn... 2... 0,0011 500 1000| 44] — — 0,0025 
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Fortſetzung von Tabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 











DW) = u % 
Namen Ausdehnuns 3351 33 NS 
—* Du 1 = — „8 
o.—_— 4 Elafticitäts | ou | © .„ |S 2.2 0. 
der ' I dul F 5 |j Tg Std E55” 
Körper. bei der Elafticitäts- mobut D. | = 1» S 28 = || 
grenze NS * 38 
18 2% 
1. [510000000 |15150| 40000 11,5 
Eier... ... 0,001515 = 660 7300 | 11,01 29,0 2,63 0,0084 
1 |10’900000 |18000| 37000 15,0 
Gold...... 0,0067 = 5 so00 lıs.ısl 27.0 2,05 0,011 
1 |f21’900000 |36500| 46500 30,4 ° 
Blatin ...... 0,00167 = 600 16000 | 26,6] 34,0 1,28 0,022 
.. 10’000000 27800 
Aluminium . . , . — 7300 — 2081 — 
Buchen⸗, Eichen⸗, Fich⸗ 
ten, Kiefern⸗, Fi 
nenholz, in der Ri 1 1’500000 | 2500| 8900 2,10 
tung der Zafern . . |0,00167 = u; 1100| ı8l 65 3,6 0,0015 
Diefelben Holzarten 
in radialer Richtung 180000 550 
juden Jahresringen — | 1390| ” 0,4 — — 
Dieſelben Holzarten 
parallel zu den Jah⸗ 110000 620 
teeringen . - - » — | 801 ” 0,45 — — 
Schwache Hanfſeile — — — || 6,1 nl — — 
Starte Hanffeile . . — — — 6600 — — 
4,8 
Drahtjeile W — — — 38,0 — — 
50000 
Rettentaue . . . . — — | 86,5 — — 
Lederriemen (v. Kuh⸗ _ | 10000 | _ 
de) 2.2.2. 7,3 29) u u 
eiriad) genietetes Ei⸗ _ _ 36000 _ 
inbleh .... . | 26,3 u 


Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 27 
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Zabelle II 
Die Model der Elafticeität und Feftigfeit beim Drud. 
Sufammenbrüd E sex 
ujammendrüdung eh * 
Namen J 38 E = EEE 
ver u4=7T Elafticitäts- sv| =: IS Ä „| S2 > 
K⸗ — — SSH” 
Rörper. | beider Glafticitäts; | modul E. | Fl Fallen 
grenze. Ar * Eu = 
0 RA — 
1113600000 180001 100000 12,0 
Bußeilen .... . 0,00183 — 780 |\ 9900| 13,18 73 5,5 0.0088 
aus 1 27'000000|18000| 30000 6,0 } 
Schmiedeeiien . . . 0,00067 = 50 | 19700| 13,18 92 1,66 0,004 | 
1 |j15'000000| 3750 047 | 
Ruf... ... 0,0005 = 2005 1100| 2,75 149 | 9.000841 
Mefnd . .. - - — — — — 
Blei.. ..... — — _ 


Hol, in der Rich⸗ 
tung der Faſern 


Gneiß und Granit . 
Raltltein .. . . : 
Sandftein. . . . . 
Biegelftein 


Mörtel... ... 


— 
— 


— ll - 


— 


el - 


500 __ 
3,6) 


| — 
| — 


Anmerlung. Die in diefen Tabellen angegebenen Model beziehen ſich auf 


nicht außgeglühte Metalle. 


Bei ausgeglübten Metallen (franz. met. cuits; 


engl. annealed met.) iſt zwar in der Regel der Elafticitätgmodul derſelbe, wie 
bei den nicht ausgeglühten Metallen, dagegen ift der Weftigfeitscoefficient des 
Zerreißens außgeglühter Metalle meift um 80 bis 40 Brocent kleiner ala vor 
dem Ausglühen. Der gehärtete und angelafiene Stahl (franz. acier trempe et 
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recuit; engl. tempered and annealed steel) Hat zwar ebenfall® denſelben 
Elaſticitätsmodul wie der ungehärtete Stahl, dagegen ift fein Tragmodul oft um 
20 bi8 30 Procent größer als beim ungehärteten Stahl. Da wo es nicht bejonders 
erwähnt wird, find die angegebenen Model für Metalle- an Drähten beftimmt. 
Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Eijen und deri Steinen, find die 
Elaſticitäts- und Feſtigkeitsmodel jo verſchieden, daß fie auch in beionderen Fällen 
25 Procent größer oder Kleiner fein können, als hier angegeben wird. Namentlich 
gilt dies von den Werthen der Tabelle II., da die Model der Drudfeftigfeit ſehr 
verfhieden angegeben werden, je nad dem Grabe der Zerftörung des Körpers, 
welcher bei der Unterſuchung als maßgebend angejehen wurde. Durch mechaniſche 
Bearbeitung wie Hämmern, Walzen, Drabtziehen, nehmen die firedbaren Metalle 
an der Oberfläche eine Verdichtung an, welche die Feſtigkeit erhöht. Da dieſe 
Verdichtung durch das Ausglühen wieder bejeitigt wird, jo erflärt ſich hieraus 
die geringere Weftigleit nad) demſelben. Beſonders verſchieden find die Ausdeh⸗ 
nungen, welde an Drähten im Augenblide des Zerreißend beobachtet worden 
find; waren diejelben hart gezogen, jo betrug die ſpecifiſche Ausdehnung 0,0084; 
waren fie zuvor ausgeglüht, jo flieg die Ausdehnung zu 0,0885 der urſprünglichen 
Ränge. 

Die nur an der Oberfläde ftattfindende Verdichtung ift verhältnißmäßig am 
größten, je größer die Oberfläche im Verhältniß zum Bolumen ift, alfo bejonders 
bhervortretend bei Draht, und zwar um jo mehr, je dünner derjelbe if. Man 
fann die Teftigfeit pro Quadratmillimeter Querjgnitt für Draht dur) die em⸗ 


piriide Yormel X, = - (« + 9) ermitteln, wenn d den Durchmeſſer in 


Millimetern, und X, den Feſtigkeitsmodul in Kilogrammen ausdrückt. Die Werthe 
von «a und 8 find nach Verſuchen von Karmarſſch in folgender Tabelle enthalten. 









u 
nit geglübt ausgeglübt 





ß 
Stahbrebt . ........ 100 42 90 6 
Eifendraht, beiter . -. - - - - - 100 25 62 6 

, gewöhnlider . . . . 72 86 45 10 
Mefingreft......... 86 16 45 11 
Rupfervrabt . . . » 2.2.0. 55 15 87 0 
Blatindvraht . -.- - 2... 85 19 29 15 
Zinkdraht 20 8,5 — — 
Draht von Hartblei. ... . - 8,5 0 — — 
.von weichem Blei... . 2,7 0 — — 


Eine Temperaturerhöhung übt bis zu einem gewiſſen Grade auf das Schmiede⸗ 
eiſen einen vortheilhaften Einfluß aus. Wenigſtens geht aus den darüber von 
Faitbairn angeſtellten Verſuchen das für Dampfkeſſel wichtige Refultat hervor, 


7* 
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daß die Zugfeftigfeit des Schmiedeeifens ihr Maximum etwa bei einer Temperatur 
von 200° C. erreicht, und daß diefer größte Werth denjenigen der Zugfeftigfeit 
bei gewöhnlicher mittlerer Temperatur bis zu 20 Procent übertreffen fann. Bei 
noch weiterer Erwärmung nimmt die Teftigkeit fchnell ab. Bei Rothglühhitze 
beträgt fie faum mehr die Hälfte von derjenigen bei gewöhnlicher Temperatur. 

Bei Eiſenblech ift die Zugfeftigfeit in der Walgrihtung etwa um 10 Procent 
größer, als in der dazu ſenkrechten Richtung, viel beträchtlicher find die Unter: 
ſchiede der Feſtigkeiten nad verſchiedenen Richtungen bei den Hölzern, wie dies 
aus Tabelle I. fi erficht. 

Eigenthümliche Berfchiedenheiten bietet auch das Verhalten der Körper vor und 
bei dem Zerreißen dar. Während Gußmetalle während der allmälig geftei- 
gerten Belaftung außer der entſprechenden gleihmäßigen Ausdehnung eine bejon- 
dere, den bevorftehenden Riß andeutende Veränderung nicht zeigen, erleiden 
ſchmiedbare Metalle neben der gleihmäßigen Ausdehnung eine merkliche Zuſam⸗ 
menziehung des Querſchnitts an einer Stelle, an welder dann auch der Riß 
erfolgt. Bei Iangfajerigen Hölzern pflegt dem Reißen das Klingen einzelner 
abreigender Yafern norherzugeben. 

Bemerfenäwerth ift die Feſtigkeitsverminderung, welche das Schmiedeeiſen er: 
leidet, wenn. dafielbe oft und lange wiederholten Kleinen Stößen oder Erſchütte⸗ 
rungen ausgelegt if. Es dürfte diefe Erfcheinung, weldhe zuweilen den Bruch 
von Gegenftänden (Wagenaren) ohne jcheinbaren Grund veranlaßt, mit einer 
Zerturveränderung wahrſcheinlich zuſammenhängen. Intereſſante Verſuche find 
hierüber von Herrn Obermaſchinenmeiſter F. Wöhler in Frankfurt a. O. an: 
geftellt worden. 

Beilpiel. Wie ftarf find die Grundmauern eines außen 20 Meter Langen 
und 12 Meter breiten und 20 Millionen Kilogramm ſchweren Gebäudes aufzu: 
führen, wenn man hierzu gut bearbeitete Gneißftüde verwendet. Seten wir die 
gejuhte Mauerdide x Meter, jo können wir die mittlere Länge der Umfaffungs: 
mauern zu 20 — x reip. 12 — z Meter annehmen. Folglich beträgt die Grund: 
fläche de& ganzen Mauerwerfs 
2 (20—2) cz +2 (12 — x) e=2(32 — 2r) 2 =4 (16 — 2) x Quadratmeter. 

Der Beftigfeitsmodul für das Zerbrüden des Gneißes ift nah Tabelle 11. 
5,9 Kilogramm pro 1 Quadratmillimeter. 

Rimmt man daher für die Mauer 20fache Sicherheit, d. h. fegt man den zu: 
läffigen Drud pro 1 Quadratmillimeter gleih 0,295 oder rund 0,3 Kilogramm, 
fo folgt z aus der Gleichung 

| 0,3 . 10002 . 4 (16 — x) z = 20'000000; oder 
22 — 16 z + 16,67 = 0; worauß x —= 1,120 Meter 
folgt. 
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Zweites Capitel. 
Die Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. 


Biegung. Nach $. 208 wird ein ftabföürmiger Körper (Balken) einer $. 219. 
Biegung unterworfen, wenn derfelbe durch äußere Kräfte angegriffen wird, 
welche jenkrecht zu feiner Yängenare gerichtet find. Es ift dann in irgend 
einer Schnittebene CC, Fig. 376, zur Herftellung des Gleichgewichts mit 

Fig. 376. den äußeren Kräften nur 
ein Kräftepaar nöthig, def- 
fen Are 27, in die Schnitt- 
ebene CC hineinfällt, d. h. 
deſſen Drehungsebene die 
Querſchnittsebene C C ent: 
recht durchjchneidet. Der _ 
einfachfte Fall der Biegung 
tritt ein, wenn ein Körper 
ABC, ig. 377, von einer Kraft AP = P ergriffen wird, deren Rich⸗ 
tung normal zur Are A B deifelben jteht, während er in zwei Punften B 
und C feftgehalten wird. Sind J und !, die Entfernungen CA und CB 

Tig. 377. 


B-P(1 +1) 








der Angriffspunfte A und B von dem mittleren Stüg- oder Angriffspunfte 
C, fo hat man die Kraft in B: 


PI 
0-7: 
und folglich die Mitteltraft: 
k=P- o=(1 + 92 
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WIN man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, fo muß 
man zwiſchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einfchalten, oder 
den Körper längs BC feftllemmen oder einmauern, wie Fig. 378 vor 
Augen flihrt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stüdes 
AC des Körpers zu unterfuchen übrig. 


Im den folgenden Unterfuchungen fol, wenn nicht das Gegentheil aus: 
drücklich bemerkt ift, vorausgefegt werden, daß die den Körper angreifenden 
äußeren Kräfte ſämmtlich in einer Ebene liegen. Dieſe VBorausjegung 
entjpricht dem in ber Praris am häufigften vorfommenden Falle, daß die 
angreifenden Kräfte Schwerfräfte find. Es möge ferner vorausgefett wer: 
den, daß die Ebene der angreifenden Kräfte den Balken fchneide, und für 
denfelben eine Syinmetrieebene ſei. Wir denken uns nämlich zunächft ben 
Körper prismatiſch, und nehmen an, daß derjelbe aus über und neben ein: 
anberliegenden Längenfajern zufammengefett jet, die während der Biegung 
weder ihren Parallelismus verlieren, noch fich an einander verjchieben. 


Bei diefer Biegung werden diejenigen Faſern, welche fich auf der converen 
. Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite beffelben näher Tiegen, zufammengedrüdt, während eine gewiſſe mittlere 
Vaferfchicht weder eine Ausdehnung noch eine Zufammendrüdung erleidet. 
Man nennt diefe Baferfhicht die neutrale Faſerſchicht (franz. couche 
des fibres invarıables; engl. neutral surface of a deflected beam), und 
die gerade Linie, in welcher diefe Schicht von der Ebene eines Querſchnitts 
gejchnitten wird, heißt die neutrale Are dieſes Querfchnitte. Die Au 
dehnungen und Zufammendrüdungen ber verfchiedenen Yajern über und 
unter der neutralen Faſerſchicht find den Abftänden von diefer Schicht pro: 
portional; e8 nimmt folglich von biefer neutralen Schicht aus nad) der einen 
Seite Hin die Ausdehnung der Yafern und nad) der anderen Seite hin deren 
Aufammendridung allmälig zu, fo daß die von diefer Schicht am weiteften 
abftehenden Faſern einerfeitS die größte Ausdehnung und andererjeits die 
größte Zufammendrüdung erleiden. Ein vor der Biegung von den Quer⸗ 
jchnitten KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Sig. 379, 
nimmt durch die VBiegung die Form AL O, N, an, wobei der Querſchnitt 
NO in N, O, übergeht, nämlich feine parallele Lage zu KL verläßt und 
fih wie KL rechtwinkelig auf die neutrale Faſer RS ftellt. Die Zafern- 
länge KN geht folglich Hierbei in KN,, die Safernlänge LO in LO, 
über; e8 wird alſo die.erftere um NN, verlängert und die legtere um O0, 
verfürzt, während die neutrale Safer RS ihre Ränge unverändert behält. 
Zwiſchenliegende Faſern wie TU, VW u. |. w. gehen in TU, und 9 Wı 
über, wobei fie fi) um die Größen UT), W Wı u. ſ. w. ausdehnen und 
comprimiren, welche durch die Proportionen 
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beftimmt find. 
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vu, _sU 
NN SN 
ww, sw 


7, Bot" 


Nehmen wir die Länge der Fafern 
RS=KN= LO — Eins (1) 

an, und bezeichnen wir bie Ausdehnung oder Compreffion derjenigen Faſern, 
welche um Eins (1) von der neutralen Are abftehen, durch 0, jo haben wir 


Big. 379. 


M 


folglich für eine Safer, welche 
um SUdbeSW=z 
von biefer Are entfernt ift, 
die Ausdehnung oder Com⸗ 
preſſion 
UU br WW, — 6e. 
Iſt der Körper nur wenig 
gebogen, fo daß hierbei die 
Elafticitätögrenze nirgends 
überfehritten wird, fo kann 
man bie jpannenden Kräfte 
der verjchiedenen Faſern 
ihren Ausbehnungen u. |. w 
proportional jegen, unb 
folglich auch annehmen, daß 
diefe Kräfte proportional 
ihren Abftänden von ber 
neutralen Are wachſen, wie 
aud in der Figur durch 
Pfeile angedeutet wird. 
Wenn der Querſchnitt 
einer Faſer — Eine ift, 
fo Haben wir folglich all- 
gemein die Spannungskraft 
berfelben (f. $. 210): 
=06:sE; 


hat ferner eine Faſer den Querſchnitt = F, fo beträgt ihre Zug- ober 


Drudfraft: 


S=6sFE=6E.Fs», 


und es ift ihr Moment in Hinficht auf den Arenpunft S: 


M=z.6%sFE=6E. 


Fat 
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Biegungsmoment. Die fümmtlichen Zug- und Drudfräfte in einem 
Duerfchnitte Ni O1 halten der Biegungskraft P am Ende A des Körpers 
AB das Gleichgewicht; e8 Laffen ſich daher auf dieſe Kräfte die befannten 
Geſetze des Gleichgewichtes anwenden. Denkt man ſich in S nod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirffan, welche nicht nur der gegebenen Biegungskraft 
P gleich, fondern aud) mit derfelben parallel find, fo erhält man 

1) ein Kräftepaar (P, — P), mweldyes die Biegung oder Drehung um 
S hervorbringt und | 

2) eine einfache Schubtraft SPP, welche das Körperſtück AS in der 
Richtung von SP oder AP von dem übrigen Körper abzufchieben fucht. 
Die lettere Kraft läßt fid) noch in zwei Seitenfräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Duerjchnittes N, O, und in die neu- 
trale Safer SR fallen. Iſt © der Winfel, un welchen der Querfchnitt N, Oı 
von der Richtung AP der Biegungskraft abweicht, fo hat man: 


Pı =P cos. und 
P,=P sin.o. 


In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ift die Biegung der Körper 
und alfo auch & fo Hein, daß man sin.« = 0 und cos. — 1, folglid) 
die Seitenkraft P,, welche das Stüd AS in N, O, abzureißen fucht, ganz 
vernachläffigen, und dagegen die Kraft P,, welche das Stüd AS in N, O, 
abzuſcheeren fucht, der Biegungskraft P gleichjegen kann. In den meiften 
Fällen ift die Wirkung der Schubfraft P im Vergleich mit der biegenden 
Wirkung des Kräftepaars fo Hein, daß man den Einfluß derjelben ganz 
vernachläffigen kann. Insbeſondere gilt dies von allen längeren Körpern, 
bei denen das Moment des biegenden Kräftepaars beträchtlich ift. Nur bei 
ſehr Kurzen Körpern und überhaupt in der Nähe der Angriffspunkte der 
äußeren Kräfte, ſowie bei gewiſſen Duerjchnittsverhältniffen ift eine fpeciellere 
Unterfuhung erforderlich, um den Einfluß der Schubkraft zu erfennen. Das 
Nähere ift hierüber in dem nächften Eapitel enthalten. Vorläufig foll Hier 
von der Schubkraft P abftrahirt werden. 

Da einem Kräftepaare (P,k — P) nur durd) ein anderes Kräftepaar das 
Gleichgewicht gehalten werben Tann, fo folgt, daß die Ausdehnungsfräfte 
auf der einen Seite von 8 mit den Zujammendrüdungsfräften auf der an- 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden, und daß die Mo: 
mente beider Paare einander gleich fein müffen. Sind Fi, Fr, Fy u. ſ. w. 
Elemente oder unendlic, Heine Theile von der ganzen Fläche F des Quer⸗ 
ſchnittes NO = Nı O,, und bezeichnet man die Abftände diefer Theile von 
der neutralen Are oder S durch 21, 2, 23 u. |. w., jo hat man die Spam- 
kräfte derfelben: 


GE. Fi 21, ‘GE. Fo 2,, ‘GEH. FE 8; u. !. w. 
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und ihre Momente: 


0oE.F21,0E.R2,0E.Feuj.w. 

Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (Q, — Q) bilden, fo muß ihre Summe 
VE (Fızı + Fa&s + Fr23 + - - -), und folglich auch 
Fat+Pre+F2s +. — Nul fein. 


Fig. 380. 


Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn der 
Arpunkt S mit dem Schwer- 
punkte der Fläche F—=Fı 
B F. zu⸗ 
fammenfält; es geht folg⸗ 
lich die neutrale Are 
eines Querſchnittes 
F durch deſſen Schwer⸗ 
punkt 8. 

Das Moment des Kräfte⸗ 
paares (Q, — Q) 

sE(Fe+ Be 

+Rag+--) 

ift natürlich, dem Momente 
des Kräftepaares (P,— P) 
gleich zu fegen. Bezeichnen 
wir nunden Abftand SZ des 
Schwer⸗ ober Arpunktes 8 
von der Richtung AP der 
Biegungskraft durch z, fo 
haben wir das Moment 
des Iegteren Paares — Pr, 
und daher 

Px=6sE(A:} 

+ Pae2 +) zu fegen. 


Endlich haben wir noch für den Krümmungspalbmeifer MR=MS 


der neutralen Faſerſchicht die Proportion 
EL 
RS UU’ 


oder, wenn man MR=r, RS=1,SU=1 un UD, — 6 einfegt, 





r 


7* 


Es iſt folglich ro = 1, oder o —⸗ demnach das Kraftmoment: 
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R=F Ritt), 
und endlich der Krummungshalbmeſſer an der Stelle S: 
— 


Der Ausdruck Fe? + Fee} + - hängt nur von der Form und 
Größe des Querſchnittes ab, und läßt fid) daher auf dem Wege der Geome- 
trie ermitteln. Wir werden ihn in der Folge durch W bezeichnen und bie 
ihm entjprechende Größe das Maß des Biegungsmomentes, fowie WE 
das Biegungsmoment (franz. moment de flexion; engl. momentum of 
flexion) felbft nennen. Hiernach ift der Krümmungshalbmeſſer 


WE WE 


— — Zn, 


Px M 


unter I da8 Moment der äußeren Kräfte für den Querſchnitt verjtanden. 
Dean kann daher behaupten: 
der Krümmungshalbmeffer der neutralen Are eines gebo— 
genen Körpers wädhft mit dem Maße W des Biegungs- 
momentes und dem KElafticitätsmodul E direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente M umgelehrt proportional. 

Die Krümmung felbft ift dem Krümmungshalbmeſſer umgekehrt propor- 
tional, und wächſt daher wie dag Kraftmoment M und umgefehrt wie das 
Biegungsmoment WE. 

Das in Obigen gefundene Refultat, daß die neutrale Are eines Duer- 
jchnittes durch den Schwerpunft deffelben geht, beruht wejentlich auf der 
Aunahme, daß die in die neutrale Faſerſchicht fallende Seitenkraft P, 
—=P sin. «e=0,d. h. daß die Biegung des Balkens nur unbedeutend ift. 
Denn wenn P sin. @ einen merflichen Werth hat, jo muß die Gleich- 
gewicht&bedingung erfüllt jein: 

ocE Fat Rs + FR, +-: )=Psna=Pp. 

Bezeichnet man nun mit e die Entfernung des Schwerpunftes von der 
neutralen Are des Duerjchnittes, fo kann man nad) der befannten Eigen- 
Ihaft des Schwerpunttes (Fre + Fr + --) = Fe fegen, und 
es wird daher die Gleihung übergehen in o EFe= P;; over für E 

orM.Fe 


den Werth E — = eingejett, jo folgt — — — P,; oder, da 


or —=l1, folgte = 2 N Diefer Ausdrud kann bei einer geringen 





Größe von M fehr beträchtlich werden, und wird fogar unendlic) groß, wenn 
M=0it (68 ift indeffen nicht nöthig, diefes Verhalten näher zu be 
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endfichtigen, da die nähere Kenntniß von 0 im den Duerjchnitten, für welche 
M ehr Hein ift, ohne praftifche Bedeutung ift. 
Es ſei AB, Fig. 381, ein durch beliebige Kräfte PL P, Ps - auf 
Biegung beanfpruchter Ballen. Legt man durch C im Abftande x vom 
Sig. 381. freien Ende A einen zur Axe AB 
des Balkens ſenkrechten Querſchnitt 
XL, ſo kann man das Balkenſtück 
AC ganz beſeitigen, wenn man daſ⸗ 
ſelbe durch die von ihm auf den 
Querſchnitt KL ausgeübten inneren 
Kräfte erſetzt. Dieſe inneren Kräfte 
beſtehen nach dem Vorigen aus einer 
in die Schnittebene KL fallenden 
Schubfraft S und einem Kräftepaar (Q, — O) deflen Moment M gleich) 
dem Momente der äußeren Kräfte in Bezug auf den Punkt C iſt. Dentt 
man fid) durd) D in dem unendlich Heinen Abftande Oz von C einen zweiten 
Schnitt gelegt, jo kann man in gleicher Weile das Balkenftüd DB erjegen 
durch eine Schubfraft und ein Kräftepaar. Wenn man vorausfegt, daf 
zwilchen KL und NO nicht eine äußere Kraft ihren Angriffspunft hat, 
daß alfo zwilchen den beiden Querfchnitten feine Stetigkeitsunterbrechung 
der Belaftung ftattfindet, fo wird die in NO wirkfame Schubkraft einen 
Werth haben, welcher von dem Werthe S der Schubfraft in KL um eine 
jehr Heine Größe abweicht, die mit 9 S bezeichnet werde. Gleiches läßt ſich 
von der Größe des Momentes behaupten, welches dem auf die Ebene NO 
wirfenden Kräftepaare (Qı, — Qı) zugehört. Es möge diefes Moment 
durch M + 9.M bezeichnet werben. Das aus dem Balfen Herausgefchnittene 
Stüd KLON flcht demnach unter dem Einfluffe von zwei Schubkräften 
S und S + 98; und von zwei entgegengefegt drehenden Kräftepaaren, 
deren Momente M und M + OM. Alle diefe Kräfte müfjen fi im 
Gleichgewichte halten und es muß daher, wenn man.den Punkt D als Mittel: 
punkt der ftatifhen Momente auffaßt, die Gleichung erfüllt fein: 
M+0oM— M — Sdx = 0; oder 


oM = S0z; S— —. 





Dieje intereflante Gleichung bejagt aljo, daß in einem durch ganz beliebige 
biegende Kräfte beanspruchten Balken, die in irgend einem Querſchnitte wir- 
kende Schubfraft 8 das Maß abgiebt fir die Gefchwindigfeit, mit weldjer 
zioifchen diefem und dem unmittelbar daranftogenden Duerjchnitte das Mo— 
ment M der äußeren Kräfte, alfo aud) das ihm gleiche Moment der inneren 
Spannımgen ffid) ändert. Man Tann diefe Beziehung benugen, um in 
Ipeciellen Fällen diejenigen Stellen des Baltens, d. h. diejenigen Werthe 
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von x aufzufinden, für welche da8 Moment M ein Marimum wird, da die 
Kenntniß gerade diefer Stellen in der Praxis von befonderer Wichtigfeit 
ft. Dazu hat man nämlicd) nur nöthig (vergl. analyt. Hülfslehren $. 13) 
den Werth von: S oder = — 0 zu fegen, d. h. dasjenige z aufzuſuchen, 
für welches S — 0 ausfällt. Diefem Punkte entfpricht dann entweder ein 
Marimum oder ein Minimum von M, je nachdem für den betrachteten 


Duerfchnitt der Werth von = negativ oder pofitiv ausfällt. 


Elastische Linie. Hat man für die Duerfchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorkommenden Körper die Biegungsmomente WE beftimmt, -jo 
fann man durch diefelben auch die Krimmung und hieraus wieder die Geftalt 
der neutralen Faſerſchicht, oder der fogenannten elaftifchen Linie ermitteln, 
d. h. der Linie, in welcher die neutrale Faſerſchicht von der Kraftebene 


geichnitten wird. Die Gleichung 
WE WE 


Mr =Pır = WEsur= ,, = 7 


jagt uns, daß bei einem prismatiſchen Körper das Product aus Krümmungs⸗ 
halbmefler und Kraftmoment für alle Punkte der elaftifchen Linie AB, 
Fig. 382, eins und daf- 
felbe ift, daß folglich r 
um jo größer oder klei⸗ 
ner ausfällt, je kleiner 
oder größer der Hebel- 
arm x der Kraft ift, 
oder je näher oder ent- 
fernter der in Betrach⸗ 
tung zu ziehende Punkt 
S dem Ende A ber neu⸗ 
tralen Fafer liegt. Im 
A iſt 2==0, und folg- 
(ih) der Krümmungs- 
halbmeſſer r unendlich 
groß, im feften Punkte 
B ift dagegen x am 
größten und daher der. 
Krümmungshalbmefler 
am Fleinften; es nimmt 
alfo derfelbe, wenn man 
vom feften Punkte B 


Big. 382. 
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allmälig nach dem Endpunkte A zu fortjchreitet, von einem gewiſſen endlichen 
Werthe an, nad) und nad) bis ins Unendliche zu. 

Theilt man ein Stück A S der elaftifchen Tinie, deſſen Länge — s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Theilpunkten A, 
5, 8, S; u. |. w. Perpendifel auf die Curve, fo ſchneiden fich diefelben in 
den Mittelpunften Mo, Mı, M, der Krümmunggkreiſe, und es find folglic) 
die Abfchnitte Mo — M, Si, M, 81 — M, Sp, M, S; = M, Ss u. ſ. w. 
die geſuchte Krümmungshalbmeſſer (ſ. analyt. Hülfslehren 8. 33) 
ri, 72, 73 u. |. w. der elaſtiſchen Linie. Iſt n die Anzahl der Theile dieſer 


Linie, ſo hat man die Größe eines Theiles, — —, und bezeichnet man die 


Bogenmaße (für den Radius —= 1) der Krümmungswinkel AM, Sı =}, 
S, M, 8 — ö2, Se M; Sg = ö,) u. ſ. w. durch 1, Ö,, Ös u. !. w. ſchlecht⸗ 


weg, ſo läßt ſich * —=Iın =In — öôꝛ rz u ſ. w. ſetzen, wonach ſich 


8 8 8 
und = —, = —, dz = — u. ſ. m. beſtimmt. 
nr — NT 


Wenn wir noch vorausſetzen, daß die elaftifche Linie nur wenig gebogen 
ift, fo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abfciffenare A X diefen Bogentheilen gleich, alfo 
AKR—=—HS =KK,—=K&K,K,; u. ſ. w. ſetzen, fo daß nun die Hebel- 
arme der Kraft P in Hinficht auf die Punkte Si, 5, 5; u. |. m. 


As =, 
BS=HS+SLb=2-, 


RS, = BS+8L=3—ufm 


und folglich die entfprechenden Kraftmomente oder Werthe für Px fol- 


gende find: 
Ps 2Ps 3Ps 


— , — u. ſ. w. 
ni Beuel Base j. w 


Sett man endlich diefe Werthe in die obige Formel r — = für den 
Krümmungshalbmeſſer, ftatt Pr nad) und nad) ein, jo erhält man folgende 
Reihe fir die Krimmungshalbmefler: 


n=tIE „—- "VEıin 
Ta Pe’? 3 ps "r 


und daher für die entfprechenden Krimmungsmaße: 





nz=n — 
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8 Ps? 8 Ps 


wen nwE 
s Ps? 
Leer vw. 


Durch Summation dieſer Winkelmaße ergiebt ſich nun für den Krim: 
mungswinlel AOS— P des ganzen Bogens AS=s—= x: 


[gr arr Jar Egger 


2 
+2 tt 75. . 


ober, da, tie betaunt, 1 +2 +3 ++ nF zufehen if, 


_m Ps _ _Ps 
PT y mWwE 3WE 
wofür umter der gemachten Vorausſetzung natürlich auch 
__P# 
9=3WwE 

Diefer Bogen oder Winkel drüdt, da der Winkel zwifchen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwiſchen den Normalen zu dieſen Linien, aud) den 
Fig. 388. Winlel STU aus, um 
welchen die durch A und 
S gelegten Berührunge- 
finien AT und ST von 
einander abweichen, oder 
um weldjen die Curve in 
A mehr gegen bie Ab⸗ 
feiffenare geneigt ift als 

in 8. 
Gehen wir von einem 
unbeftimmten Punkte S 
auf den feften Endpunkt 
B über, fo haben wir 
ftatt s die ganze Länge 
U von ASB, ober an= 
nähernd, die Projection 
AC derfelben in ber 
Abfciffenare einzufegen, 
und es geht dann, um» 
Mo ter der Borausfegung, 
daß in B bie Curve 





gelegt werben kann. 
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rechtwinkelig zur Kraftrichtung, alſo mit der Abjcifjenare parallel läuft, der 
Winkel ꝙ in 


Pl: 
ADB=P=gwp 
dagegen aber der Neigungs- oder Tangentenwinkel TSH —= STX, in 
Pl: Ps? Pl —s) PÜ— 29) 


=Ä-9=gwE WET aWwE — awE bee. 


Wäre die Curve im feften Punkte B nicht genau rechtwinkelig auf der 
Kraftrihtung, fondern hätte jie an diefer Stelle einen feinen Neigunge⸗ 
winkel c, jo würde fein: 


und daher: 





PR 
— 
B= a SE 
PM? — x? 
eat gr 


Gleichung der elastischen Linie. Mit Hülfe der legten Formel 8. 222. 


fann man num auch die Gleichung der elaftifchen Linie entwideln. Die 
Ordinate XS — y diefer Curve läßt fid) aus unendlid) vielen (n) Stiden, 
wie z. B. Kı Si, La Sa, Is 5; u. ſ. w. zufammenfegen, welche ſich durch 
Multiplication eines Bogenelementes 
AS, = 5, 5 = S; Ss %. = 
mit den Sinus der entiprechenden ZTangentenwinfel S, AKı, 5 Sı La, 
5; 8, La u. |. w. beftimmen laſſen. Es ift 
ES=-KS +.o9s +1,88 +, ode 
y- — (sin. AK + sSin. S. Si Ta + sn +-- )), 


aljo, wenn man die Abſeiſſe AK — x Statt des Bogens AS — s einführt, 
und die legten Sinus durch nach der Formel 





_ ?e—) 
2 WE 
zu beredjnende Bögen erjegt, indem man fr x nad) und nad) —, = , 


3 
— u. |. w. einführt. 


a rer 


+?-(%)] 
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Nun läßt ſich aber 2 +72 +... +2 — nl! und 


—A— 
— (1 4 22 —32 +...+99 (2)=*(2)' 
fegen (ſ. „Ingenieur“, Seite 88); es folgt daher: 


—.#. 2 Ir" -(@ ] oder 
*7 3 ) er 


_ Pal? — 1,9) 
yaıwE 
die gefuchte Gleichung der elaftifchen Linie, unter der Borausfegung, 
daß diefelbe nur wenig gekrümmt ift. 
Set man in diefer Gleichung x — 1, fo erhält man ftatt y die Bo— 
genhöbe 





— PIs 
P=eegwp 
MWährend alfo der Tangentenwinkel « wie die Kraft und wie das 
Quadrat der Länge wächſt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Länge des gebogenen Körpers zu. 
Wenn die elaftifche Linie AB im feften Punkte B ſchon eine Fleine 
Neigung &ı hat, jo ift zum obigen Ausdrude für y noch die Berticalpro- 
jection eines Tangentenſtückes x, d. i. a, zu addiren, fo daß fich dann die 
Ordinate 
— PR — Y22)\ , 
Yy — ( 4 2 WE *; 
ſowie die Bogenhöhe 
Pl2 
a = ( 4 ——— 3 W 3WwE I 
herausftellt. 
Die mechaniſche Arbeit Z, welche zum Biegen des Körpers aufzu= 
wenden ift, beftimmt fich, da die Kraft 
3WEa 
13 
mit ihrem Wege gleichmäßig wächft, fich alfo im Mittel 


WE 
aP=?° 73 < 


P= 








jegen läßt, burd) den Ausdruck: 


a _ı pP? 13 


e wE 





L=!1hPa= 2), 
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Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Die im Bor- $. 223. 
hergehenden entwidelte Gleichung der elaftifchen Linie hat nur für den dafelbft 
betrachteten |peciellen Fall Gültigkeit. Zu einer ganz allgemeinen für jede 
beliebige Belaſtungsweiſe fowie fiir jede Befeftigungs- oder Unterftützungsart 
gültigen Gleihung gelangt man mit Hülfe der in $. 220 gefimdenen Be- 
ziehung 

„WE 
. MM’ 
worin r den Kruümmungshalbmeſſer der eläftifchen Linie und M das ftatifche 
Moment aller auf das betrachtete Balkenſtück einwirkenden äußeren Kräfte 
für den betreffenden Querjchnitt bedeuten. Zu diefen äußeren Kräften ge- 
hören nicht nur die Belaftungen und da8 Eigengewicht der Konftruction, 
jondern auch die von den Stützpunkten gegen den Balken ausgeübten Auf- 
lagerreactionen. Dan hat ſich nänfch bei der Betrachtung eines Balken⸗ 
ſtückes, welches man in mehrerwähnter Art von dem Ballen durd) einen 
Schnitt getrennt denkt, dafjelbe ganz frei von den Auflagern zu denken, indem 
man bie legteren durch ihre Reactionen erjegt. 

Denft man fi) die elaftifche Linie auf ein beliebiges Coordinatenfyften 
bezogen, deſſen Aren in der Folge horizontal (X Are) und vertical (Y'Are) 
angenommen werden mögen, und ei bie elaftijche Linie durch die Gleichung 

(60) ausgedrädt. 

Die Function / (x) it vorläufig noch unbekannt, und von der jeweiligen 
Belaftungs- und Unterftügungsart des Balkens abhängig, daher in jedem 
alle beſonders zu ermitteln. Bezeichnet nun & den Winkel, welchen die 
elaftifche Linie in einem beliebigen Punkte, defien Orbdinaten = und y find, 
mit der XAre bildet, fo ift ($. 33 analytiſche Hülfslehren) 

08? 
2229 (tang.o)’ 
und wenn man hierin nad) $. 32 


0—=Y1 + (tang. a)? . 0x einjegt, 
— [Yı + (tang. «)? ? 02? __ [1 -+ (tang. «)?]* Ir 
2* 022 9 (tang. «) 2 (tang.e) 
Nun ift tang. —= =, daher aud) 


97.7 


ory 


0 (28 dat 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 28 


r = 


fo wird 
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Da nun die Biegung bes Balkens immer nur eine geringe ift, alſo 


tang. = = auch nur einen Heinen Werth annehmen kann, fo darf man 


2 
ohne beträchtlichen Fehler (5) gegen 1 im Zähler vernachläffigen und 
man erhält jodann die Gleichung 


1 1 0 
My ; ober Tr 9 
02° 
Dies eingefegt in —— — M, liefert für die elaftifche Linie bie Gleichung: 
du — 
WE — aM. 


6 
Diefe für die Praxis hinreichend genaue Gleichung gilt ganz allgemein 
fiir gebogene Balken, und giebt bei zweimaliger Integration in jedem be- 
fonderen Falle über die Biegungsverhältnifie Aufklärung, in einfaches 
Beifpiel möge dies erläutern. 
Sei AB, Fig. 384, ein Balken von der Länge 7, welcher auf zwei Stügen 
A und B ruht, und eine gleichmäßig über feine ganze Länge ausgebreitete 


Fig. 384. Loft trägt, welche per Tängeneinheit p 

betrage. Die Gefammtlaft ift dann 

PEBEERRRBRRR 1 nee > glei) Ip, wovon jede Stütze bie Hälfte 
A - B mit 4 — B— zu tragen hat. 
L Pr BL Nimmt man A als Coordinatenanfang 


an, fo gilt für das Stüd A C von der 
Länge © die Gleichung: 


3 
wEY —4Az— px. ? 'p ad 


023 a 3’ Py 
Durch Integration wird: 
_ x? x? 
Zur Beftimmung der Eonftanten hat man für — — > Y — 0; d. i. 


die elaſtiſche Linie muß in der Mitte eine horizontale Tangente haben, alſo 
vr. )- 2 (5 + Const. alſo 


er: = Pr zu fe 
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Ö a? x3 13 
WEZ=pT 9 —P;- 

Durch abermalige Integration wird: 

43 24 13 
wEy=pl, 5; - 295 7 0,74% tr Const. 

Die Conſtante iſt hier = 0, weil fir x = 0 and) y — 0 fein muß. 
Die Gleichung der elaftifchen Linie ift daher: 
vo a _ 1 _ Ua = ol -5-5) 

WE \12 24 24 12 WE 2 2 )/' 


und die größte Durchbiegung in der Mitte, für æ — * beträgt: 


a — — ( _E 2) = p 5% 
O12WE\S 32 4 12 WE 32 


Wenn wie bisher angenommen wurde, auf den an einem Ende feftge- 
Hemmten Ballen nur eine Kraft am freien Ende, oder auf den beiderfeits 
auf Stügen ruhenden Balken eine gleichmäßig vertheilte Xaft wirft, fo bildet 
die elaftifche Linie eine ftetig verlaufende Curve. Es entftehen in derfelben 
aber Stetigkeitsunterbrechungen, wenn in der Belaftung folche vorhanden 
find, d. h. wenn in einzelnen Punkten concentrirte Belaftungen angreifen, 
oder die gleichförmig vertheilten Belaftungen ihren Betrag pro Längeneinheit 
in gewiſſen Punkten plöglih) um meßbare Größen verändern. Solche 
Stetigfeitsunterbrechungen der elaftifchen Linie erheifchen fir jede einzelne 
Strede derjelben, innerhalb welcher eine folche Unterbrechung nicht ftattfindet, 
eine befondere Unterſuchung und die Ermittelung einer befonderen Gleichung 
für jede ſolche Strede. Wenn eine Über eine gewifle Länge vertheilte Be⸗ 
laftung nicht plöglich in einzelnen Punkten, fondern nach einem beftimmten 
Geſetze allmälig veränderlic, ift, fo ift Hiermit feine Stetigkeitsunterbrechung 
verbunden, und dieſe Strecke ift, jo lange das Belaftungsgejeg fich nicht 
ändert, durch eine einzige Gleichung dargeftellt. 

Da die einzelnen Stügen durch äußere Kräfte, nämlich durch die Auflager- 
reactionen dargeftellt werden, jo treten bei einer größeren Zahl von: Stiten 
ebenfalls StetigteitSunterbrechungen auf, und es find für die zwifchen zwei 
benachbarten Stügpunkten gelegenen Streden befondere Gleichungen gültig. 
Hier ift die Unterfuchung der elaftifchen Linie von befonderer Wichtigkeit 
für die Beitimmung der einzelnen Auflagerdrude jelbft. 

So lange ein Balken auf nicht mehr als zwei Stügen A und B ruht, 
ift der Druck, welchen eine Kraft P, deren Abftände von A und B bezüglich 
durch @ und b bezeichnet feien, auf jebe Stiige ausübt, von vornherein be- 
kannt. Nach den Gefegen des Gleichgewichtes paralleler Kräfte ift dann 
immter, unter A und B die Drude in diefen Punkten jelbft verftanden: 

| 95% 
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Fb. B= Pa 
a+b a+b 


Dies gilt ebenfo aud) fir beliebig viele Kräfte Pi, Pr, Ps - .. ., deren 
Abftände aı, as, Q3 . . . reſp. bi, da, d4 . . . find, fo daß man immer hat: 


Pb Pa 
A= Yan Bei 
Sobald aber der Balfen auf mehr als zwei Stügen ruht, ift man mit 
Hülfe der allgemeinen Gtleichgewichtsbebingungen nicht mehr im Stande, die 
Drude in den Stügen zu berechnen; indem diefe Gleichgewichtshedingungen 
fich hier auf die beiden reduciren, daß die Summe aller verticalen Kräfte 
gleich Null, und dag das Moment derjelben für irgend einen Punkt ebenfalls 
gleih) Null fern muß, aus diefen beiden Gleichungen daher aud) nur zwei 
Unbelannte ermittelt werden können. In diefen Fällen dient gerade die 


Sleihung der elaftifchen Linie dazu, bie einzelnen Auflagerreactionen zu 
beftimmen. 

Denkt man fid) beifpielsweife einen Balken auf drei Stligen A, B, C ruhend, 
fo find außer den Druden A, B, C.auh die Winkel a, ß, y zuvörderſt 
unbelannt, unter welchen die elaftifche Linie in den Stügpunkten gegen den 
Horizont geneigt it. Wenn man nun br, die beiden Streden AB 


und BC die Differentialgleichungen (we = =) aufftellt, und jede 


zweimal integrirt, jo treten zu jenen ſechs unbetannten Größen noch vier Inte 
grationsconftanten hinzu, die ebenfalls noch nicht befannt find, alfo im Gan- 
zen hat man zehn Unbelannte. [Bein Stügen 22 +2 (nr — 1)=4n — 2] 
Zur Beitimmung diefer zehn Unbelannten erhält man num außer den beiden 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen noch dadurch adjt weitere Gleichungen, 


daß die beiden Gleichungen für =y und fiir y, welche für eine Strede gelten, 
den Bedingungen genügen müffen, daß für die beiden begrenzenden Stlg- 


A= 


puntte 2 gleich der Tangente des Neigungswinkels der elaftischen Linie 


dafelbft (&, ß, 7) und y — 0 fein muß, da bie elaftifche Linie durch biefe 
Punkte Hindurcchgeht. Für die beiden Streden erhält man auf diefe Weiſe 
2.4 — 8 Bedingungsgleihungen [bei n Stügen 4 (n — 1)], welche mit 
den beiden allgemeinen Gleichgewichtsbebingungen zuſammen genligend find 
zur Beitimmung der zehn Unbekannten. 

Hierdurch ift allgemein erwiefen, daß für eine ganz beliebige Anzahl von 
Stügpunften die Auflagerdrude mit Hülfe der elaftifchen Linie immer be 
jtimmt werden können, wie dies in dem Folgenden mehrfach ausgeführt ift. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 
WE 
M 
ergiebt fich ohne Weiteres, daß r conftant ausfällt, d. h. daß bie elaftifche 
Linie ein Kreißbogen wird, ſobald 5. conſtant iſt, d. h. wenn das Biegungs- 
moment fir die verſchiedenen Querſchnitte in demſelben Verhältniſſe ſich 
ändert, wie das Moment der äußeren Kräfte. 


=r 


Biegungsfestigkeit. "Kennt man das Biegungsmoment WE ber $. 224. 
einzelnen Querſchnitte eine auf Biegung beanfpruchten Körpers, fo kann 
Dig. 385. man, vorausgeſetzt, daß 
die Belaftungen eben- 
falls bekannt find, auch 
die Spannungen in je⸗ 
dem Duerfchnitte des 
Körpers berechnen. Be: 
zeichnet z. B. S bie 
Spannung pro Qua⸗ 
dratmillimeter in einer 
Entfernung SN = e 
von der neutralen Are 
8, Fig. 385, fo find 
die Spannungen in ben 
Abftänden ei, 22, e3 .. * 
von der Größe 


—_ * J 
s=#5; 
-2s; 

e 
Bu 
SA... 


und für bie Querſchnitts⸗ 

elemente Fi, Pr... 

die Momente der Spans 

nungen: 

8 8 
M=RSa=r men mente 
und es folgt die Summe der Momente der fänmtlihen Spannungen im 
Querſchnitte NO: 
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M=-U+M+ = E. 


Iſt nun z der Abftand SH des Duerfchnittes NO vom Angriffspunkte 
A der Kraft P, fo hat man aut) M = Px, und e8 folgt daher 


1) Ps = E. oder Ppe = WS, 


fowie die Spannung des —* in dem Abſtande e von ber neutralen en Are, 


Me Pxe 
De Ze u 
Diefelbe wählt mit & gleihmäßig und ift daher für z—=]Ld. i. in Be 
feftigungspunfte B am größten. Ebenſo nimmt fie auch mit e gleichmäßig 
zu, und iſt daher an der Stelle am größten, welche von der neutralen 
Are am meiften abfteht. Damit der Körper an feiner Stelle über Die 
 Elafticitätögrenze hinaus gefpannt werde, darf die Marimalfpannung S 
höchftens den Tragmodul T erreichen, ift folglich 


S= Te oder 


W 

p— I 
e 
zu fegen, wonach aljo die ee des Balkens AKOB: 
P= — T folgt. 
Ebenjo erhält man auch bie Ru zum Abbrechen des Körpers in B: 

WE 
Pı — le ’ 





wobei man für X einen, allerdings durch Zerbredjungsverfuche befonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufeen hat. 


Es läßt ſich die Grundformel Px — ug auch aus oben ($. 220) ge- 


fundener Grundformel Pr — Lu ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. Wenn 
man die von der Spannung S hervorgebradhte Ausdehnung NN, durch o 
bezeichnet, fo ift au S —= GE, und wenn man in ber Proportion 

NN, _ RS 

SN MR’ 
NN =6,5N=eRS—=1, und MR= r, den Krümmungshalb- 


meſſer einführt, alfo < = - oder 6 — = fett, jo folgt 
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s— + E, oder 8 — E und daher auch 
Y e r 
Pr WE_WS. 
r e 


Segen wir in der Formel Z = Yu 6 222) fir bie mechaniſche 


Arbeit zum Biegen des Körpers AKB, das Dioment Pl = —ı und 
den Tragmodul T = GE ein, fo erhalten wir | 
Tw 1 wi 
I=eW a ww rhPEza 
Nun ift aber (nach $. 212) 1/, 03 E der Arbeitsmodul A der Elafticität, 
daher folgt die mechanische Arbeit, durch welche ber Körper bis zur Elafti- 
citätögrenze gebogen wird, 


wi 

Für die Arbeit zum Abbrechen iſt ebenſo 
wi 
DB 


zu jegen, wenn B den Arbeitsmodel des Abbrechens bezeichnet. 


Biegungemomente. Aus den vorhergehenden Entwidelungen ergiebt 8. 225. 
fich, daß die Biegung ſowohl wie bie relative Feſtigkeit der Körper wejentlich 
von der Größe W abhängig ift, welche Größe lediglich aus den Abmeffungen 
des Duerfchnittes des Körpers fich beftimmt. Wir hatten die Größe W, 
d. h. die Summe der Probucte aus den einzelnen Elementen des Querſchnitts 
in die Quadrate der Entfernungen derfelben von der neutralen Are das 
Map *) des Biegungsmomentes des Körpers genannt. Es war babei eine 
prismatifche Körpergeftalt vorausgefegt, weil man fonft, wenn die Quer⸗ 
ſchnitte nicht in allen Punkten übereinftinnnen, genau nur von dem Bie- 
gungsmomente des Körpers in einem beftimmten Querfdnitte 
ſprechen muß. 

Ehe die Unterfuchung der einzelnen Fälle der Biegumgsfeftigkeit weiter 
fortgeführt wird, mögen die Biegungsmomente für Körper von verjchiedenen 
häufiger vorlommenden Duerfchnitten ermittelt werden. Für diefe Ermitte- 
lung ift zunächft die Kenntniß einiger allgemeinerer Beziehungen zwifchen den 
Biegungsmomenten der Körper von Bortheil. 

*) Die Analogie zwiſchen diefem Werthe und dem XTrägheitsmomente von 


plattenförmigen Körpern bat viele Autoren veranlaßt, diefer Größe den Ramen 
des Trägheitgmomentes des Querſchnittes beizulegen (|. Trägheitsmomente“). 
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Kennt man das Biegungsmoment WW, E eines Körpers ACD, Fig. 386, 
in Beziehung auf eine Are N, N; außerhalb des Schwerpunktes des Quer⸗ 
Bin. 300. ſchnities, fo läßt ſich leicht auch das Bie- 
gungsmoment in Beziehung auf eine andere 
durch den Schwerpuntt S gehende Aye NN’ 
finden, welche mit der erfteren parallel läuft. 
IR der Abfland HM — KR, wilden 
beiden Agen = d, und find die Abftände 
der Flächenelemente Fi, F, u. ſ. w. von 
der neutralen Ye NN = 2,5 u. ſ. w., 
ı jo Hat man bie Abſtände von der Are 
NMNM=d+n,d+auf{.m,ub 
es ift num das Biegungsmoment: 
WE=[R@+SP+Rd+m+ JE 
=[F @+2dat + Fr@@+2du ++. JE 
SBA+R+ +2 Ant Rm+:-) 
+As+Ra+- JE 
Nun ift aber “ 
B 
als Summe aller Elemente gleich dem Querſchnitte F, ferner 
ARsatRat=0 
als Summe der ftatifchen Momente in Bezug auf eine durch den Schwer- 
punkt gehende Age, und 
® Aa+ra-)E 
das Biegungsmoment WE in Beziehung auf die neutrale Are NN. Es 
folgt daher: 


ober: 


WE=(W+F@)E, 


M=W+ra, 
und, umgelehrt: 
W=W — Fä. 

Es ift alfo das Maß W bes Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße W, bes Biegungsmomens 
tes in Beziehung auf eine zweite Barallelare, vermindert um 
das Product aus dem Querſchnitt Fund dem Quadrat des Ab— 
ſtandes beider Aren. Auch folgt hieraus, daß unter allen Biegungs- 
momenten das in Hinficht auf die neutrale Are am Heinften ift. 

Bon vielen Körpern laffen ſich die VBiegungsmomente in Hinficht auf 
irgend eine Are leicht finden, man kann baher diefe bazu benugen, um mittelft 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
beftimmen. 
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Sb CK—=x m CL = y, %ig. 387, die Coordinaten eines 
Punktes Fin Hinficht auf ein rechtwinkeliges Axenkrenz XX, YY; find 
Fig. 387. ebenſo CM = u und ON=v 
die Koordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinkeliges 
Arenkreuz TU, 9 V, und ift end- 
Ih CF = r der Abftand bes 
gedachten Punktes F von dem ge- 
meinfchaftlichen Nullpunkte C bei- 
der Axenſyſteme, fo gelten, dem 
Pothagoreifchen Lehrſatze zufolge, 
die Öleichungen: 
atyp—- WW Vi —r), 
und es ift alfo aud) 
Fx? + Fy9 = Fu + Fo Fr. 

Segen wir nun in biefen Gleichungen flatt F’ nad) und nad) die Ele⸗ 
mente Fi, Fr, F, u. |. w. des ganzen Querſchnittes ABD, und ebenfo ftatt 
2, 9, u und v die entjprechenben Coorbinaten ©, 22, 23 u. |. W., Yı, Ya, Ya 
u. ſ. w., fowie uj, % - - - und ©, 9 - - - ein, fo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

RAxyx+Rh23+-. +RvtRhw+t‘: 
=Fw+Ry+- +ARv+tRoy+t- 
=Frn+hr+t--, 

oder, wenn wir 
Fx+Rxr23+---bud2 (Fx?), 





ferner 

Fy+tRyt:  bud2(Fy), 
fowie 

Fu + Fu? + ---dudh & (Fu), 

Fr’ + PRv durch (Fri), 
umd 


Fr? + Fr durch 2 (Fr?) 
bezeichnen, 
EZ (Fx) +23 (Fy)=2 (Fu) +3 (Fi) = (Fr) 

Es ift hiernah die Summe ber Maße der Biegungsmomente, 
in Hinjicht auf beide Aren XX und YY eines rehtwinfeligen 
Arenfyftems gleih der Summe der Maße der Biegungs- 
momente in Hinfidht auf beide Aren eines anderen ebenfalls 
rehtwinfeligen von demſelben Anfangspunfte ausgehenden 
Arenfyftems und gleid dem Maße des Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf den gemeinfhaftliden Anfangspuntt, d. i. 


$. 226. 
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gleih der Summe der Probucte aus den Elementen des 
Duerfchnittes und aus den Duadraten ihrer Entfernung 
vonder Are ©. 
Iſt der Querfchnitt ACC, Fig. 388, eined gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, und ift die Are YY rechtwinfelig gegen die Sym⸗ 
Fig. 388. metrienre X X, fo 
findet noch eine Re 
lation zwiſchen ben 
Biegungsmomenten 
ſtatt. Sind wieder 
SK=zwub KF 
— y bie Coordina⸗ 
ten eines Flächen⸗ 
elementes F' in Hin⸗ 
ſicht auf das Aren- 
ſyſtem TXund YY, 
und iſt auch FN 
— v der Abfland 
deflelben Elementes 
F von einer anderen 
Are TU, weldje um 
den Winkel XSU = « von ber erflen Are XX abweicht, jo haben wir 
für denfelben 
v= MF—-MN=MF— KL 
= KFco.KFM — SKsin. KSL=yosa — xsin.a, 
daher: 
v?— x? (sin. @)? + y? (cos. &)? — 2xy sin. @ cos. &, jowie auch 
Fv? — (sin. a)? Fx? + (cos.a)? Fy? — sin. 20 Fxy, und 
&(Fv?) = (sin.a)? & (Fx?) + (cos. 0)? Z(Fy?) — sin. 3 (Fzy). 
Da wegen der ſymmetriſchen Geftalt der Figur jedem Elemente Fi, Fr... 
ein gleiches Gegenelement Fı, F3 . . . zulommt, bei welchem y und folglid 
auch da8 ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe der entjprechenden 
Producte filr je zwei ſolcher Elemente, und folglich) aud) die ganze Summe 
2 (Fzy) — Null aus, und e8 ift daher: 
& (Fv?) = (sin. a)? & (Fx?) + (cos.@)? & (Fy?), oder: 
W= (sin.o)? Wı + (cos. 0)? W,, 
wobei W das Maf des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
UT, W; das in Hinficht auf die Symmetrieaxre XX und Wı das in Hin- 
fich auf die vechtwinfelig zur Symmetrieare ftehende Are Y'Y bezeichnen, und 
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voransgefegt wird, baf die Aren UU und FT fowie die Symmetrieare XX 
durch den Schwerpuntt S ber Figur gehen. 

Mit Hülfe der beiden vorftehenden Regeln kann man nicht felten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewiſſe Are 
das Biegungsmoment dejjelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines 
Körpers von befanntem Querſchnitte AD, Fig. 389, L, in Hinficht auf eine 
Are XX zu finden, denken wir uns diefen Querſchnitt durch Perpenbifel 
zu XX in lauter female Streifen und jeden folchen Streifen, wie z. B. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente Fi, Fs, Fy u. f. w. zerlegt. Sind dann 
ei, 23, 25 u. f. w. die Abftände (OF) diefer Elemente von der Are XX, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen folchen Streifen: 

Fa} + F3e? + Fye? ... 
= Fa «4 + F2 .& + F,2 . % + ... 
Ziehen wir nun in Fig. 389, II., AB rechtroinkelig auf und gleich CA, 
und verbinden wir B und O durch eine gerade Linie, fo fchneibet dieſelbe von den 
Fig. 389. in den Abftänden (CF), 
39, #3 u. ſ. w. auf CA errichte 
ten Perpendikeln gleiche Stücke 
(FG) = 8, £3, % u. |. w. ab. 
Es laſſen fi) nun Fi 21, Fa 
u. f. w. als die Inhalte von 
Prismen, fowie 
F} 6 «21; F3 83 .2g U. !. w. 
als die ftatifchen Momente 
derjelben in Hinficht auf die 
Are C anfehen. Die Prismen 
F, 2, F58& u. f. w. machen aber zuſammen ein dreifeitiges Prisma aus, 
defien Grundfläche das Dreied ABC und deſſen Höhe die Breite des 
Streifens AC (L) if. Es ift daher auch die Summe der obigen ſtatiſchen 
Momente gleich, dem Momente des Prismas ABC in Hinſicht auf die 
Are XX. Segen wir die Höhe CA — 3 und die Breite des Streifens 
— b, fo haben wir den Inhalt des gedachten dreiſeitigen Prismas 
— 1 /2 b 2, 
und da ber Abſtand feines Schwerpunktes von C, 2/3 e beträgt (ſ. 8. 111), 
fo ergiebt ſich das ſtatiſche Moment des Prismas und folglich auch das Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen CA in Beziehung auf die Are XX: 


W= 1/5 be?. 2/5, 8 = 1; be?. 
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Um nun das Biegumgsmoment des ganzen Querſchnittes AD zu fin- 
den, bedarf e8 natikrlid) nur einer Addition ber Biegungsmomente der Streifen 
tie CA, in welche ſich die ganze Fläche durch Perpendifel zur Are XX 
zerlegen laßt. 
Am einfachften ift die Beſtimmung bei einem rectangulären Quer: 
ſchnitte ABCD, Fig. 390. Hier find die Streifen, in welche fid) die 
Fig. 390. Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen 
daher zuſammen einen einzigen Streifen von 
der Breite AD — d des ganzen Rechtedes 
aus. Iſt dann mod) die Höhe AB biefes 
Rechtedes — h, fo hat man die Höhe eines 
. Streifens: 
=! 
daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
B c Hälfte diefer Fläche: 
R\_bh® 
wu()=: 
und endlich dieſes Maß vom ganzen Rechtede für die neutrale Are NN: 
won m 
Uy On 
Die Entfernung e der neutralen Are von den davon am weiteften ab- 
ftehenden Faſern (in AD) beträgt hier e = 3 daher ift 


bh 
w_12 _bm 
ee © 
2 


Es wäcjft dem Vorſtehenden zufolge, bei einem parallelepipedifchen Ballen 
das Biegungsmoment WE= = E wie die Breite und wie ber 
Eubus der Höhe des Balkens. 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipedifchen Ballen AB CD, 
Fig. 391, beftimmt ſich das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
des vollftändigen Baltens das Moment ber Höhlung abzieft. Sind AB=b 
und BC=h die äußere Breite und Höhe und AB, — bi und BG, —=hı 
die innere Breite und Höhe, fo hat man die Maße der Biegungsmomente 
der Flächen AC und A, Cı: 

bh bin? 


= — un 


12 12 ' 
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und es folgt durch Subtraction das Biegungsmoment des hohlen 
Balkens: 


ba — b,h? 
„= ZH. 
Der Abftand der äußerften Safer von der neutralen Are ift hier: 
e— %; daher PM —hhf, 
2’ € 6h 


Ganz auf gleiche Weife ergiebt ſich das Biegungsmoment de8 an ben 
Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, fig. 392. Si AB=b 


Fig. 391. Fig. 392. 





Wenn 





und BC — h äußere Breite und Höhe, und iſt AB— AB, = b, 
fowie B, Ch —= die Summe der Breiten und die Höhe der beiden 
Höhlungen, fo erhält man wieber durch Subtraction: 


w Wh, 


12 
Ferner ift hier wie vorher: 
m WM —hM, 
ʒꝛund Se 7 


Ebenſo ergiebt ſich das Biegungsmoment des Körpers ABCD, Fig. 393, 
mit kreuzförmigem Querſchnitte. Iſt Hier AB=b un BC—=h bie 
Breite und Höhe des Mittelftiides, und ift AB, — AB = bi und 
Aı Di = h, die Summe der Breiten und die Höhe der Seitenftiide, fo 
folgt durch Addition das Biegungsmoment des Ganzen: 


_bR® + bh) 
w= 12 
und 
oh FW th, 
ae 6h 


Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente vieler anderen in der 
Praris vortommenden Körper finden. So ift z. B. für den Körper mit 
Tförmigem Querſchnitte A, Bı CD, Fig. 394 (a. f. S.), bei den Dimenfionen 
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4AB=(0D=b, 
4AB—-AB=AA +BB=b, 
AD=Bl=hm 
4AD=BGa=BC—CG=M, 
Fig. 394. das Maf des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bi: 
Moment des Rechtedes ABCD minus Moment 
der Rechtecke A, D, und BC, d.i: 
2 h)® 2 hı)® 
meh: sem » 1 ach) 
= ah Dun 
' wie ſich ergiebt, wenn man jedes biefer Rechtedce 
als die Hälfte von doppelt fo hohen Rechteden 
mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Fläche AG D—=F 
= bh — bh, und ihr ſtatiſches Moment: 


Fa=bn-t un Ay OR? — bh); 
8 folgt daher der Hebelarm 


dh? — dıh? 
=u-2#-bh 
Warum) 
das Product 


F.g=! (bh — bh): (dh — bil) 
und das Biegungsmoment des Körpers in Beziehung auf bie durch den 
Schwerpunft 8 gehende neutrale Are NN: 


w=m-r.g=- WIbN_ om —adt:Gh—dh) 
_40® — dh) Oh — dh) — 3 OM — bihß 











12 (dh — b,h,) 
OR — aA} — Abhbıhı (h— m)? 
12 (bh — bi) 


Hier ift der Abftand der äuerften Safer von der neutralen Are auf der 
einen Seite ber Iegteren von anderer Größe, als auf der anderen Geite. 
Bezeichnet e, den Abftand der Safer in A, Bi und e denjenigen der Faſern 
in DC von NN, fo ergab fid oben: 

dh — bih? 
30h bh) OR —ıh) unb daher folgt 
W_(bw— bh — Abhbihi(h—hı)? dA — bih? 
a 12 (0% — bh) '30% — bh) 


= 
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_ br Abhbıı (h— A)? 


6 6M— UA 
Andererſeits folgt: 
ah. —h:20h — bi) — (bh — bull) 
* an 2 (bh — bh) 
_bM— 2bhh, + bh? 
20 — um) ‚ baber 
W _(bh? — bihd)? — Abhbıh, (h— hr)? bh’—2b,hh, +-b,h} 
eo 12 (bh — bıh,) 30% — bh) 


_ (bh — bh)? — 4 bhbi h (h— hi)? 
66 — 2bhhı + bıh,) 

Bei der Beftimmung der Tragkraft gußeiferner Balken von Tförmigem 
Querſchnitte ift, wie aus dem Spüteren fid) ergeben wird, je nach den Um: 
fländen der Werth von « oder - maßgebend. 

Es ift leicht einzufehen, daß die hohen, ausgehöhlten und gefiederten 
Körper bei gleicher Maſſe ein größeres Biegungsmoment haben, als bie 
breiten, maffiven Körper. Weil dieſes Moment mit dem Duerfchnitte F' 
und dem Quadrate (#2) der Entfernung von der neutralen Are wächft, jo 
bat eine und diefelbe Faſer um fo mehr Widerftand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are liegt. Iſt 3. B. bei einem majfiven 
parallelepipebiichen Balken die Höhe % gleich der doppelten Breite b, fo fällt 
das Biegungsmoment entweder 

2b.b? 


I II 1). 
w=,-='hbida= ñᷓ̃ 


aus, je nachdem man dieſen Ballen mit der kleineren Breite b oder mit der 
größeren 2b auflegt; es tft alfo im erſten Falle das Biegungsmoment vier- 
mal fo groß, als im zweiten Falle. Die Größe x ‚ von welcher die Feſtig⸗ 
keit und Tragkraft des Körpers abhängig find, ift dagegen in den beiden 
Fällen 2/;bt:b = 2/53 und 1/, bt: 2 — 1/),b2; alfo im erften Falle 
doppelt fo groß als im zweiten. Wenn man ferner den maffiven Balken 
vom Duerjchnitte bA durch einen hohlen erſetzt, deilen Höhlung bA gleich 
ift dem maffiven Theile vom Querſchnitte di Ar — bh, wenn alio 
bh —bh—=bh,d. ib = 2b, oder ı — d V2 md 
h—=hV2 ift, fo erhält man fir den letzteren das Biegungsmontent: 
bh — bh V2 (h V2)° — das 

12 — 12 

d. i. dreimal fo groß als für den erſteren. 





= 1, d* 


= 3/12 bR®, 
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Der Werth von Y, welcher bei dem mafiven Ballen zu 7 — 9° ſih 
ergiebt, berechnet ſich — wi 
w_ 30% 3 dm DA 
Y-Vegygen 122 


fo daß fir den hohlen Balken ımter übrigens gleichen Umftänden die Trag- 
kraft 2,122 mal fo groß ift, wie fir den maffiven. 


$. 229. Dreiseitige Balken. Dos Maß des Biegungsmomentes eines pris- 


matiſchen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 395, 
Fig. 395. wird mit Hillfe der legten Paragraphen 
wie folgt beftimmt. Fir das Prisma 
mit vectangulärem Duerfchnitte AB CD 
ift, wenn man die Bezeichmmgen des 
vorlegten Paragraphen beibehält, das 
Maß des Biegungsmomentes — = 
folglich das für feine Hälfte mit dem 
triangulären Querſchnitte ABC, und 
zwar in Hinficht auf die Mittellinie N} N: 
s s 
mn=-l. 

Nun fteht aber die Schwerlinie MN des Dreieds um 1/, 4B =Yh 
von der Mittellinie oder Schwerlinie N, N, des Rechtedes ab, daher ift nach 
$. 225, das Moment in Hinfiht auf NN: 

h\? bh bh bh ,, bA® 

*) u ns 2’ 

alfo das Biegungsmoment W des Ballens mit dreifeitigem Querſchnitte ift 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente bes parallelepipediſchen, bei gleicher 
Grundfinie und Höhe des Duerfchnittes. Da nun aber der Iegtere Ballen 
nur doppelt fo viel Bolumen hat als ber erſtere, fo folgt, daß bei übrigens 
gleichen Dimenfionen der trianguläre Ballen nur 2/; jo viel Biegungsmoment 
befigt als der rectanguläre Balken. 

Fir die Are ZZ, durch die Bafis BC ift ferner diefes Moment: 

Er bh bh 
=Ww+ G ): F 36 18 12’ 
und fir die * ZZ durch die ſcharfe Kante B a. es: 
2h\?bh bh 4bh® bh 
"+ F 9) se + 18 4 
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Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen rechtwinkelig triangulären 
Querſchnitt. Es gelten diefelben auch für jedes andere Dreied ABO, 
Fig. 396. dig. 396, deflen Ba- 
fis BC rechtwinkelig 
gegen die Biegungs⸗ 
kraft P ſteht; denn 
es läßt ſich daſſelbe 
in zwei rechtwinkelige 
Dreiecke ABD und 
A C Derlegen, deren 
Srundlinien BD—=b, und DC =b, zufammen die Grundlinie BC— b 
des fchiefen Dreiedes ABC amagen ſo daß ſich daher für das letztere 


bh? 
36 





„= zu 4 gt tdr—= 
berechnet. 

Uebrigens ift es natlirlic ganz einerlei, ob die Grumdlinie BC oben oder 
unten, alfo wie in I. oder in IL, liegt. Es ift für beide Fälle das Biegunge- 
moment ſelbſt 


m: 


b’h° 
WE= 36 E, 
ſo lange die Elaftieitätsmobel (E) für Ausdehnung und Zuſammendrückung 
nicht von einander abweichen. 

Anders verhält es ſich Hinfichtlich der Tragkraft und Feſtigkeit des Balkens, 
wenn die Tragmodel und Teftigfeitsmodel des Materials verjchieden find. 
Bezeichnet man nämlich mit e, und e, die Abftände der neutralen Are von 
der Spige A refp. der Grunblinie BC; fo ift 


Ww 1 bA3 bh? 





3 
W_10bn _bm 
a 38 k 12 

3 


Sobald T, (für Zug) gleich 7, (für Drud) ift, muß man von den beiden 
Werthen “ und = immer den Hleineren nehmen, hier alſo den für die Spige 
1 
w_im 
a 24 
Sind T, und T,, verſchieden, jo hat man den Ballen jo zu legen, daß 


dem größeren Tragmodul 7 auch der größere Abftand e entipricht, und ber 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. L 29 
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Rechnung hat man dasjenige e zu Grunde zu legen, für welches Zi 


Heineren Werth annimmt. 

Diefelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem rhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 397, mit horizontaler Diagonale BD. I 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC— Äh, fo hat man für Körper 
mit diefem ee 

bh? 1 bA 
=: (2 3)= “ 712° 
Ww 1 bh b 


1 
und sa ni 





d. i. ein Viertel von dem Momente des Balkens mit rectangulärem Quer⸗ 
ſchnitte EF@H bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernach für ein 
Doppeltrapez ABED, ig. 398, von der Höhe AC=BD—=h. 
äußeren Breite AB—= CD — b und inneren Breite EF —= b,, 








__bhs pn, _@b+b)R 
v-5-® dv) 48 48 ’ 
w_@+W)M 

und en 24 
Sig. 997. Bio. 398. 








Polygonale Balken. Die vorftehende Theorie Tann auch auf Körper 
mit regelmäßig polygonalen Querfhnitten wie ACE, Fig. 399, an- 
gewendet werden, bei welchen die neutrale Are XX zugleich eine Symme- 
trieage iſt. Da fi eim foldhes Bolygen in lauter congruente Dreiede 
zerlegen läßt, fo kommt es bei diefer Veftimmung vorzüglid, darauf an, das 
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Diegungsmoment eines folches Dreiedes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
mar die Seite AB — BC — CD des Polygons oder die Grundlinie 
eines Ergänzungsdreiedes deffelben, durch s, und die Höhe SK deſſelben durch 
h, fo hat man das Maß feines Biegungsmomentes in Hinficht auf die Are 


XX: = . * — en, dagegen daffelbe in Hinficht auf die zweite Are 


Yrr:—= sn und es ift folglich die Summe beider Momente: 
sh? hs? sh 8? 
ta-7eto 
Diefe Summe gilt nun (nad) $. 226) auch flir jedes der übrigen Dreiedfe, 
und es ift daher diefelbe fiir dad Polygon von n Seiten: 
nsh 8? F 8? 
— 2 (2 Z\— _(» 8 
WV. +W= 7 ( 4 5) = 2 (r + 13) 


wenn man den Inhalt deſſelben: 


n- > ‚ dur F ausdrüdt. 


Bezeichnen wir den Winkel Asx durch &, fo ift nad) $. 226 das Mo- 
ment in Hinficht auf die Are ASL: 
— WM, (sin.a)? + W,; (cos. «)?; 
dafjelbe ift aber auch gleich dem Momente W, in Hinfiht auf AS ober 
XX, daher hat man: | 


W; = W\ı (sin.c)?2 + W, (cos. )?, ober: 
W, (sin.e)2 = W; [1 — (cos. «)?], d. i.: 
W\, (sin. e)? = W; (sin. «)2, und folglid): 
M — W3. 


Für eine Are TU, welche um einen willfürlichen Winkel XSU— p 
von der Are X X der Symmetrie abweicht, ift ferner da8 Moment: 


W= Wı sin. 9? + W, 00s.9? = Wı (sin. 9? + cos.P9) = W.. 
Wenn man folglic, in der obigen Gleichung 
F s? 
M 4 => (#45). W= W, = W, 


einfegt, fo erhält man für jede beliebige Are des regulären Polngons das 
Maß des Biegungsmomentes: 


F s? 
— — —__ 3 — 
v=W=WM= (® +5): 
29* 


v | 
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oder, wenn man noch den Halbmefjer des Polygong SA = SB = r, und 
hiernach ht — r? — * fett: 
vie) 
Für einen Balken mit regelmäßig 2% feitigem Ouerfchnitt, wie ADF, 
"ig. 400, I. und IL, hat man, wenn r den äußeren Halbmeſſer CA, s die 


Fig. 200. 





Seitenlänge AB, h den inneren Halbmefjer CL bezeichnet, entweber , 


\/ 2 
e=rvdre—=—h= " (5) 


zu fegen, je nachdem die im Schwerpunkte auf der neutralen Are errichtete 
Normale einen Eckpunkt (Fig. 400,1.) oder die Mitte einer Seite (Fig. 400, II.) 
trifft. 

Daher folgt fir den erften Fall: 


Ww_W_FEt2N m für den zweiten: 


e& r 12 r 
W_W_F(+2%M) e RE an. 
7*7 — ° während in beiden Füllen: 

3 
F=i,nskh—=nh Vr — m—yıns (3) iſt 


Das Verhältniß der Tragmomente = T und 7 Tit= 2 

Iſt die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade 
(Fig. 400, III), jo hat man für e ſtets CA==r als den größeren Abftand 
in Rechnung zu bringen, vorausgefegt, daß die Kraftrichtung in eine Sym: 
metrieaxe des Querſchnittes hineinfällt. 


Für den quadratifchen Querfchnitt ift s—= 2 k— r V2 und daher das 
Zragmoment 
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Ww st (2 r?)? y? 
— T—! — — T= 3 
 T="n; = 7 — T=, T=0833rT, 
* 
dagegen 
Ww st 3? r®V2 
— — 1 — — — — = 3 
5 T= /1 5 T 6 T 3 T 0,471 r3T. 


2 
Während aljo das Biegungsmoment des Balkens mit quadratifchem Quer⸗ 
ſchnitte dafjelbe ift, ob derjelbe mit einer Kante oder mit einer Fläche nad) 
unten gelagert wird, ift das Lragvermögen im letteren Falle V2 — 1,414 mal 
fo groß wie im erfteren. 
Hür den fechöfeitigen Ouerfchnitt hat man 





2 
rt, Fr 3VE u = 2,598 6, deher: 


v3 ' 


W F/#? + Is 3 V3: di 5/3. ⸗⸗ 
Tr) re) 


8 16 





„53V rd — 0,541 r? und g 
W_ 3, V8 . 82. 5), 82 
004. 5 V3 
Für den regelmäßig achtjeitigen Querſchnitt ift: 
2 — Y2,h= —V2 + Va um 


F=4sk=2. v2. r2 —— 
ay2 41 


= r? — 0,638 r? und 


F + 1 rd! —= 0,691 r°. 


u 3V2 + V2 


— 5), 5? — dj; r? —= 0,625 r?. 


» 


— 8?; daher: 


w 
m 
—!_ 
h 


* 28 


Balken mit kreisförmigem und elliptischem Querschnitte. $. 231. 


Für den Kreis als Polygon von unendlich vielen und unendlich Kleinen 
Seiten ift s — 0, daher folgt das Maß bes Biegungsmomentes eines 
Cylinders: 

F art 


w= 7 = vu = 0,7854 rt und 


| 
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W xzr 


e wu = 0,7854 r?, 
Fur einen hohlen Cylinder oder eine Nöhre mit dem äußeren Halbmeffer 
r, und dem inneren Halbmeffer 73 folgt daher durch Subtraction: 


w— (rt F 73) _ z(r? — 2 (r? + ra) _ —P. r? + r? 


-7.[1+6)]- E48] 
wenn F= x(r? — r?) den Inhalt be ringfürmigen Querſchnittes, 
„-ı TR * ie den mittleren Halbmeffer, md b— 71 — r, die Wanddicke 


des Sotinter bezeichnen. 
Sur den hohlen Eylinder folgt da8 Tragmoment 


W _ nn on)n Fr te, 
e 4 


— T—-— _-ı 2m _I7, 
71 2 1 +. 
Der horizontale Durchmeffer AB theilt ben Bolreis DE. Big. 401, 
Fig. 401. in zwei Halbfreife ADB und AEB, und 


D es ift das Maß des Biegungsmomentes für 


eine folche Dil in Hinſicht auf den Durch⸗ 
\ 4 4 
FIT menzer 


Nun fteht aber der Schwerpunft 8 des 
Halbteeifes um OS — * (. &. 116) von 


. 
. ’ 
Bi * 
.E--- 


dem Mittelpunkte C des Kreifes ab, es ift daher für F parallele Axe NN 
durch 8: 


— 4r 
— 2 — 
W=W.-F.(S=-MmM-F (5 


— far (5 _ — 0,1098 . r*. 


8 92? 
Ferner ift: 
4r 
08S=& —= — — 0,4244 r und 
3x 
DS = e = 0,5756 r, folglid;: 


17% 0,1098 
er 0,0706 r? = 0,1907 r3 und 
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W __0,1098 


e 0,4244 
Dagegen ift für den Halbfreis mit verticalem Durchmeſſer: 





r3 — 0,2587 r3. 


4 
„= * — 0,3927 rt mb 


Ww cr? 


e 8 

In Hinficht auf eine Are NN, welde un den Winkel NSX — « von 
der Symmetrieaxe CD, Fig. 402, abweicht, ift da8 Moment des Halb» 

freies: \ | 


— 0,3927 r?. 


ar‘ 1 8 
= — . 0? ı|- — — in. 23 
Ww 3 cos. a? + ar G 5 sin. a 
— (0,3927 cos.0? + 0,1098 sin. «?) rt. 
Fig. 402. Fig. 408. 





für das Biegungsmoment des Bollfreifes läßt ſich aud) das für eine Ellipſe 
ABAB, ig. 403, ableiten. In Yolge der aus $. 12 der analytifchen 
Hülfslehren bekannten Beziehung der Ellipfe zum Kreiſe ift, wenn AB, ABı 
einen Kreis vorstellt, dejlen Halbmeffer CA der einen Halbare a der Ellipſe 
gleich ift, und wenn bie andere Halbare CB der Ellipfe durch d bezeichnet 
wird, das Verhältniß * 

1 
Breite Di Fj eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreiſe 


E der Breite DE eines elliptifchen Elementes zur 





— — ⸗ — u © 


Da num aber das Biegungsmoment eines folchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächſt, fo verhält fich daher auch, da8 Moment eines 
Streifens DE der Ellipfe zu dem entfprechenden Streifen Di Zr des Kreifes 
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wie db zu a, und es iſt folglich auch das Maß des Biegungsmomentes fir den 
Körper mit eliptifchem Querſchnitte gleich 2 von dem mit kreisförmigem 


Querſchnitte, d. i.: 

b za‘ _nasb 
vw=2'7=7 a lr.a und 
W_W_amn | 
ang mure 


Enthält biefer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbaren 
a, und bi, fo hat man für denfelben: 


_rlab—ab) _ „at—a} 
v= 7 =F For und 
”W_ a (ab — a}bı) — Feza, 
e 4a 4a 
Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Ouerfhnitte entweder um 
Big. 404. feine Are Herum, ober, wie in Fig. 404, an den 


Seiten elliptifd; ausgehöplt, jo hat man für 
deſſen Biegungsmoment: 
ih _ ze 
vw=e277% 
zu fegen, wobei b und A die Breite AB und Höhe 
AA BB des rectangulären Querſchnittes ABBA, 
dagegen a, und di die Halbagen CE und OF ber 
halbelliptiſchen Ausſchnitte D-FE bezeichnen. 
Das Tragmoment hat die Größe: 
Wn_ NYab®—ıırba „ _br—Iaha) 
7 7 T= — 





8. 232. Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem 
Cylinderabſchnitte läßt fic einfach auch auf folgende Weife ermitteln. 


Sig. 405. Dean theile den Duadranten ADO des Eylin 

A derquerſchnittes AOBN, Fig. 405, inn 

gleiche Theile, führe durch die Theilpunfte ver- 

Pa ticale Schnitte, wie DE, FG u. |. w. und 


beftimme die Biegungsmomente der dadurch 
N Io erhaltenen, als gerade Parallelepipebe anzu 
fehenden Blätter, z. B. DEF@ u.f.w. Die 
Summe der Biegungsmomente dieſer Blätter 
giebt das Biegungsmoment des halben Cylin⸗ 
B ders AOB, und durch Verdoppelung. biefes 
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Momentes erhält man das Biegungsmoment des ganzen Cylinders. Be⸗ 
zeichnet r ben Halbmeflr CA = C ° des ſreicſdrmigen Querſchnittes 


AOBN, fo iſt ein Bogentheil DE —= - - 7 mi in Folge der 


Aechnlichkeit der Dreiede DGCAMA und C DK hat man "er die Dide KL 
des Cylinderblattes DEFG —=2.DGLEK: 


KD KD xır 
KL=-GH= CD‘ De =. u” == ED. 
Nun folgt nad) der bekannten Formel in $. 227 das Maß des Biegungs- 
momentes von dem Dlatte DEFG: 


__XKL. (2KD) _ NO 


Segen wir den veränderlichen Winkel A C.D, weldyer den Abftand des Schnit- 
te8 DE vom verticalen Durchmeſſer AB beftunmt, —= 9, fo erhalten wir für 
die Ordinate oder halbe Blatthöhe DK = r cos. @, und daher das letzte Bie⸗ 


« t 4 cos. 2 „4 
gungsmoment — I (cos. P)* — * ne au ‚da 


fi) (cos. 9) = srtmntg sp fegen läßt (fiehe „Ingenieur“ 


Seite 157). Um nun das Maß des Biegungsmomentes des halben Eylin- 
ders zu finden, hat man im Factor 3 + 4cos.2@ + c08.4 9, fir @ nad) 

X % N. N, 
und nach die Werthe 1 - In’ 2. In’ 3. an bien - F einzuſetzen, die 


tthauuenen Ecebrife zu addiren, und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 
Bactor 7 — * multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu ſich 
addirt, das Product 3n, ferner ift die Summe der Cofinufe von O bis x 
— Null, weil die Coſinuſe im zweiten Ouadranten von = bis x gleich und 


entgegengefegt find den Cofinufen im erjten Quadranten von O bis = ‚und 


ebenfo die Summe der Cofinufe von O bi8 2r, — Null, weil aud) die 
Cofinufe im dritten Quadranten von x bis 3/5 7 die im vierten Duadranten 
von ®/s m bis 20 aufheben, baher bleibt für das Maß des Biegungsmomentes 
von der Cylinderhälfte AO B: 

W __ar rt on 

— —— — — 

Sin .3n g® umd endlich für den ganzen Cylinder 


v= = — 0,7854 rt, oder aud) 


AM 
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æ d* 
— — — 4 
Ww 64 0,09817 d#, 
wenn d — 2r, den Durchmeffer des Cylinders bezeichnet. 
(Anmertung.) Im Gewande der Differenzial- und Integralrechnung ift, da dg 
ein Element des Bogens ꝙ bezeichnet, dag Element DG = a = rdgy, und 


daher das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEFG, 


4 
ROT Gong = 2508 (Bros. 2p + eos. 


4 
= 758 +4008.29-+ cos. 49) dp -,.829 + 4c08.2 999 + c08.4 Pd 9) 


4 
=7518 39-+ 2.008.293 (29) + Y, c08. 4 92 (4 9)] 
und endlich das Moment des Epylinderftüdee ABED: 
v=n(fet: c08.293(29)+Y, feos. 492 (49)), d. i.: 


W=- * 9-+23in.29+ Y,sin.4g) (j. analyt. Hülfslehren, $. 26, L.). 


Wird y = 5; alio in.29 = Ssin.n = 0, und sin.do = sin. 2n —= 0, 
eingefegt und das Ganze verdoppelt, jo erhält man, wie oben, das Biegungs- 
moment des ganzen Cylinders, wieder . 

_ rt 3n „_.r 
22 4 
j Für das Segment DOE iſt bagegen 
4 . 
w= "I _ (89+250.294 Yen Ap)T. 


> - 2 sın. ne Then a] Pr 
8 


= [6 (an — 29) —8 sin. 29 — sin. 4] - 


Durd einfache Subtraction läßt ſich mittel der legten Formel auch das Moment 
W für ein Brett DEFG von endlider Dide KL beftimmen. 


(8. 233.) Balken mit krummlinigen Querschnitten. Tür Körper mit 

gefegmäßig Frummlinigen Querſchnitten beftummt fid) das Maß W 

Fig. 406. des Biegungsmomentes am ficherften mit Hülfe 

der höheren Analyſis. Dan zerlegt zu diefem 

Zwecke eine ſolche Fläche ANP, ig. 406, durdh 

Drdinaten in ihre Elemente, und beftimmt nun 

die Momente eines ſolchen Elementes ſowohl in 

Hinficht auf die Abfciffenare AZ ald auch in 

Hinfiht auf die Ordinatenare AY. 

It 2 die Abfeiffe- AN und y die Orbinate 

NP, fo hat man den Inhalt eines Elementes: 
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of = yoz 
(j. analyt. Hülfslehren, 8.29) und daher das Maß feines Biegungsmomentes 
in Hinficht auf die Are AX: 
oW, = 1); y? of = 1; y30x 
(J. 8. 227), und dagegen in Hinficht auf die Are AY: 
0W; = ı?yOz, 
da hier das Element an allen Stellen um x von A abſteht. 
Durd) Integration erhält man nun für die ganze Fläche ANP = F: 


—— 
und 
Ww; — [zyD«. 


Hat man nun (nad) $. 117) den Schwerpunft S der Fläche ANP ex- 
mittelt, alfo feine Koordinaten AK — u und KS = v beftimnit, fo findet 
man hiernach die Maße der Biegungsmomente in Hinfiht auf die durch 
den Schwerpunkt gehenden und den Soordinatenrichtungen parallel laufenden 
Aren: 


Ww = —JVJ — vF, 
und 
W; — [aryda — u?F. 
Z. B. für eine Parabelfläche ANP, deren Öleihung 92 — px ift, 
hat man (nad) $. 29 der analyt. Hülfslehren): 


F= 2), 2y, und (nad) $. 117) 
vw—’, und v —2,Y, 


daher: 
re O)rr=Q)r jermder 
und 
uF = (G) re = (5) = . = ıy= * z’y. 
Da ferne aus 2 = pa, 2 — r und O2 — = 


folgt, fo ift: 


f / 2yoy 2 f 2y5 2 
3.) ? * 3 y p 3p yo 15p 15 y* 


1 2 
— 5.9 F 





5 3 
und 


8. 234. 
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4 2 7 
=; - xy. =- — Fa2 
Endlich ergiebt ſich: 
m=;m-($)ru=(L- —* 3 Fy3, 
5 8 320 
und 


3 3\? 12 
_ .’ 2 2 — — 2, 
W, = 7 Fx (5) Fx 175 Fx 


Für eine ſymmetriſche Parabelfläche ADB, Fig. 407, deren Sehne 
AB= sun Höhe CD—= A ift, läßt fid) Hiernad) fegen: das Moment 


Fig. 407. in Hinficht auf die Symmetrieaxe X X: 
1 8\2 Fat 4 sdh 
n=z;rG)n-n 


wogegen das in Hinficht auf die normale Are 
YY bleibt: 
8 
m= 175 FR = 175 
Für einen parallelepipedifchen Ballen mit 
parabolischen Flankenhöhlungen beiderjeits, Fig. 
404, ift: 
W __NYuabh®’— 2. Y/g0 dı (2 01)” 
Tr 
__ 5568 — 32 ba} 
30% ’ 
wobei d die äußere Breite, A die äußere Höhe, b, die Tiefe einer Höhlung 
und a, bie halbe Höhe derfelben bezeichnen. 





Krummlinige Querschnitte. — Kommt es darauf an, das Bie 
gungsmoment eines Körpers zu ermitteln, deſſen Querſchnitt eine zufam- 
mengefegte oder eine ungefegmäßige Figur bildet, jo muß man ent- 
weder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, fitr welche das Maß W bereits 
befannt ift, oder man muß denfelben durch verticale Linien in fchmale 
Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmomente diefer Streifen (nad) 
$. 227) berechnen und zulegt noch biefelben durch Addition vereinigen, 
wobet wieder mit Bortheil die Regel von Simpſon oder Cotes in An- 
wendung gebracht werden fann. 

Iſt 3.3 ABEOC, Fig. 408, eine folhe Figur oder ein folcher Theil 
des Körperquerjchnittes, und fol das Biegungsmoment defjelben in Hinficht 
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auf die Are AX beftimmt werben, fo ermittelt man erft da8 Maß W, für 
den Flächentheil ABGD, und dann das Maß M, für den Theil CED; 
Fig. 408. fubtrahirt man dann das legtere vom erfteren, fo 
erhält man das geſuchte Moment: 
W= Mi — M. 

Iſt die Grundlinie AD des erſten Theiles 
= x, und find die in gleichen Abftänden von ein⸗ 
ander ftehenden Höhen deilelben eo, Lı, 2, 2, £4 
jo hat man das entiprechende Maß des Biegungs⸗ 
momentes nad) der Simpſon'ſchen Regel: 


m=: - a). 


Iſt dagegen die Breite CD des abzuziehenden 
Gtitdes CDE—x,, und find die Höhen deſſelben 
Yo» Yı, Ya, Ya, jo hat man nach ber Regel von Cotes 6. analyt. Hülfs- 
(ehren, $. 39): 


m»=; EW+sy tagt. 


Geht AX nicht * den Schwerpunkt S des ganzen Querſchnittes, fo 
muß dann noch durd) die befannte Regel ($. 225) eine Reduction auf bie 
Are dur; S vorgenommen werben. Auf diefe Weife find natürlid) auch 
noch andere, vielleicht unter AX und neben A Y gelegene Theile des ganzen 
Duerfchnittes zu behandeln. Den Schwerpunft S kann man entweder nad) 
8. 127, oder auch empirisch beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 
dünnem Blech oder Papier ausfchneibet, und auf eine ſcharfe Schneide legt 
(j. $. 106). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchſchnitte derfelben den gejuchten Schwerpunkt. 

Beifpiel. In der Fig. 408 it ABGEO ein Theil von dem Querſchnitte 
einer Eiſenbahnſchiene, welcher fi) als die Differenz zweier Flächen ABGD und 
CED anſehen läßt. Wenn nun die erftere eine Breite AD von 35 und die 
legtere eine Breite CD von 25 Millimeter hat, und wenn ferner die Höhen bes 
erfteren Theiles 

u = 14,2, = 73, 2, = 71; 8 = 67 und 2, = 60, 
und Be De se 
— 89; y = 47 und y, — 56 Millimeter 
Getragen, vo Ar das ao des Biegungsmomentes vom erften Theile: 


W, 35. [70° 460° 4 4 (78° + 679 +2. 710] 
- 4/096167 —= 3'982884, 

und dagegen das vom zweiten Theile: 

= 3-28. 2 [5° 456° 43 (89° + 479] 





318 | ⸗ 


$. 235. 


462 Vierter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$- 235. 


- - 665167 = 692882, 


daher das ehuite Maß für die ganze Fläche ABGEC: 
W= WM — W, = 3'9%2384 — 692882 — 3’239502. 


Anmerkung Auch kann man ſetzen: 
v=2 "2 (ze: 02.9 +4.12.4, 42.29. vr 3.9 +1.42.y,) 


= 155 (4Yı + 8 yı + 36 Yg + 16 y,), 


wenn Ya, Yı, Ya Ya, Ya die in den Abftänden Y%, 2, Yz, 5, %ı 2 % 2, vom 
AX gemefjenen Breiten bezeichnen. 


Balken an einem Ende befestigt, am anderen frei. m Fol—⸗ 
genden foll, ſobald nicht das Gegentheil bemerkt ift, vorauögejegt werden, 
daß der Balken prismatiſch, und die Richtung der angreifenden Kräfte ver- 
tical fe. Abwärts gerichtete Kräfte gelten dabei ald pofitio, aufwärts ge- 
richtete Kräfte find daher negativ. Als Coordinatenanfang gilt der Be 
feftigungspunft B; die Horizontale BX fei die pofitive XAxe, die pofitive 
FAre ift vertical abwärts gedaht BY (Fig. 409). Unter & fei der 

Fig. 409. Neigungswinkel (Bogenlänge für ben 
Halbmeffer Eins) an einer beliebigen 
Stelle der elaftifchen Linie, unter y 
die Ordinate dafelbit, d. 5. bie Sen- 
fung unter ber borizontalen XAxe 
verftanden, und insbeſondere bedeute 
%, den Einklemmungswintel bei B; 
& den Neigungswinkel im Angriffe- 
punfte der Kraft P; 5, die Senkung 
in demfelben Punkte A. Bei mehre- 
ren Kräften P,, Pr, P; . . . follen &, &%, & . . . und 91, 5, 8 - . . die 
entjprechende Bedeutung flir die beziglichen Angriffspunfte A,, As, As - -- 
haben. Die Winkel « follen pofitio genommen werden, wenn fie unterhalb. 
AX, negativ, wenn fie oberhalb AX Tiegen. Ein Kraftmoment endlich 
fol pofitiv fein, wenn e8 den Balken unten concav zu biegen ftrebt, im 
entgegengefegten Falle wird es als negativ in Rechnung gefegt. Die Wintel 
& jeien in allen Fällen Hinreichend Klein vorauögefegt, um diejenige Com⸗ 
ponente, (S,) der verticalen Schubfraft eines Duerjchnittes vernachläffigen 
zu dürfen, welche, bei einer Zerlegung diefer Verticalfraft nad, der Ebene 
des Duerfchnittes und ſenkrecht darauf, nach diefer legteren Richtung fid 
ergiebt. Dem entiprechend fei immer tang.a« —= sin. a — « gefeßt. 

Für die Tragkraft des Balkens in einem gewiſſen Querfchnitte im Ab- 
ftande x von B ift nad) dem Früheren die Gleihung maßgebend: 
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M=Pl(-)=1T", 

oder, wenn die Spannung der von der neutralen Schicht am weiteften ab- 

fehenden Faſer nicht bis zur Klafticitätögrenze gefteigert werben, fondern 

nur ben Werth % erreichen fol, fo gilt 


M=P(l-)=k4. 
Diefe Gleichung kann dazu dienen, entweber aus der befannten Belaftungs- 
art die Duerfchnittödimenfionen, nämlich = , oder bei gegebenem Duerfchnitt 


die dajelbft in den äußerften Faſern eintretende Spannung % zu ermitteln. 
Dan erfieht fogleich, daß % mit M wächſt, und für den größten Werth 
max. M ebenfalld den größten Werth annimmt. Die am meiften gefährdete 
Stelle wird daher diejenige fein, für welche M ein Marimum wird. 

In dem vorliegenden Yalle erreicht M offenbar feinen größten Werth fir 
z—= 0, aljo im Befeftigungspunfte B, und man nennt diefen Punkt den 
Bruchpunkt oder Bruchquerſchnitt, für welchen alfo die Gleichung gilt: 


M= PI=k”. 


Wie ans dem Späteren ſich ergeben wird, können zuweilen mehrere Punkte 


in dem Balken vorhanden fein, in welchen das Moment A der äußeren 
Kräfte ein Marimum wird, d. 5. wo es größer ift als in den beiderfeits 
benachbarten Punkten. Dan nennt diefe Punkte alsdann relative Brud- 
punfte, und es kommt dann darauf an, unter diefen verfchiedenen Marimal- 
werthen von M denjenigen herauszufuchen, welcher abjolut genommen der 
größte iſt. Der Querjchnitt, fir welchen dieſes Moment gilt, heißt dann 
als der bei dem prismatifchen Körper am meiften gefährdete der abjolute 
Bruchquerſchnitt. 

Nach dem Vorſtehenden iſt die Aufſuchung der Bruchpunkte, d. h. alſo 
der Maximalwerthe von M ihrer Größe und Lage nad) immer von beſon⸗ 
derer Wichtigkeit. Man kann ſich dieſe Unterfuchung durch graphiiche Dar- 
ſtellungen ſehr erleichtern, und erreicht dabei den Vortheil, von der Veränder- 
lichkeit des Momentes M immer ein anjchauliches Bild zu erhalten. Denkt 
man ſich zu dem Zwecke fiir jeden Punkt des Balkens das Moment berechnet, 
und auf einer Geraden AB, Fig. 409, II., von ber Länge des Balkens in 
den einzelnen Punkten Ordinaten a b aufgetragen, welche den Momenten in 
den barüberliegenden Punkten des Balkens nach einem beliebigen Berhältniffe 
proportional find (nad oben fir pofitive, abwärts für negative Momente), 
jo giebt die Verbindung der Endpunkte fämmtlicher Ordinaten eine gewifie 
gerade oder krumme Pinie, welche in ihrem Verlaufe ein deutliches Bild von 
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der Veränderlichkeit der Momente ergiebt. Es ift dazu in den meiften Fällen, 
wenn nicht etwa die Belaftungsart eine ganz unregelmäßige ift, nur die Des 
rechnung und Auftragung einer oder einiger weniger Ordinaten nöthig, um 
die ent|prechenbe Curve ihrem Gefege gemäß zu verzeichnen. So 3. DB. hat 
man in dem vorliegenden Falle nur nöthig, das Moment in einem Punkte, 
etwa in B zu berechnen und gleidh BD nad) einem beliebigen Maßſtabe 
aufzutragen. Die gerade Verbindungslinie AD ift danır die gefuchte Linie. 
Namentlich läßt diefe Darftellung eine Combination der Momente, die von 
verfchiedenen Kräften und Belaftungen herrühren, zu, wobei man natürlid, 
den an fich beliebigen Maßftab für ſämmtliche Momente beibehalten muß. 

Für die efaftifche Tinte des Balkens hat man nad) $. 223 für irgend 
welchen Punkt im Abftande z von B die Bedingung: 


0y 
WE 9x3 —=P. (l — x), 
woraus durch Integration 
— — 
=, = we =) + m 


Die Conftante ift nämlich hier &,, weil für x — 0, = & fein muß. 


Aus 1 folgt wieder durch Integration: 





pP a° 
2) vw 5 + 92. 


Diefe beiden Gleichungen geben für jeden Punkt der elaftifchen Linie die 
Neigung und die Senkung an, und man erhält fpeciell die Neigung a, im 
Angriffspunfte A und die Senkung s ebendafelbft, wenn man z—= Tin 
die Gleichungen einfegt, zu: 


3) u—= .tame" 


— 13, 
4) s—= ni + 5 —* 

Bei einer horizontalen Einmauerung bes Balkens hat mar &, — 0O zu 
jegen. Wenn der Balken über den Angriffspumft der Kraft hinaus noch 
um eine beftimmte Länge 7’ verlängert wäre, fo würde die Verlängerung 
zwar eine Krlimmung nicht erleiden, fie wilcde jedoch unter dem aus Glei- 
dung 3 fid) ergebenden Neigungswinkel @, gegen den Horizont geneigt fein, 
und in Folge deſſen beträgt die Senkung des freien Endes außer dem für 
den Angriffspunft A aus Gleichung 4 ſich ergebenden Betrage 3 noch dem 
Werth U’a,, im Ganzen aljo 


P 
stat=al+;n "trat 





ar 
awE! T. 
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Wenn der Balten AB, Fig. 410 I., eine über feine ganze Länge 2 $. 236, 
gleichmäßig vertheilte Laſt Q zu tragen hat, wobei q die Belaftung q — n 


Fig. 410. pro Zängeneinheit beträgt, fo beftimmt 
ſich das Moment M fir einen Quer⸗ 
ſchnitt C im Abftande x von B, als 
das Moment der auf dem Balken⸗ 
ſtück AC =! — x ruhenden Be 
faftung q (E — x). Da diefe Laft 

. in ihrem. Schwerpunfte, aljo im Ab- 
ſtande * von CO wirkend zu den- 

| fen ift, jo folgt das Moment 

Ii—ır — 1)? 
M=al-) —. 
und für die Tragkraft des Balfens in C gilt daher die Gleichung: 
q (! — 2)? _ —k— w 








2 
Das Moment * iſt hier ebenfalls * 2 —= 0 ein Marimum, welches 
fih zu ql z = ge 2° Gerausftelt, alfo nur Halb fo groß, als das Brud)- 


moment it weides derjelben Laft am Ende des Balfens entjpricht. Die 
Momentencurve, Fig. 410 IL, ift hier eine Parabel. Um dies zu erkennen, 


jege man in dem Ausdrude fir M = qa —— a ” die Differey — x, 
jo wird die Gleichung M — 5 3%, welche reihen für eine Parabel gilt, 


deren Parameter - ift, deren Scheitel in A und deren Are in AE fällt. 
Die Gleichung der are Linie folgt wie im vorigen Paragraph zu: 
oy _q —11_ 3 
WErS= 5, — =, 2lz + 2°) 
und daraus .. 
a9 +4 (#2 — 12: + 5) 
0 °" 2WE 3/ 


122? 1x3 a*, 
_- mtl TH 5). 


woraus, wenn z — 1 eingelegt wird, für das freie Balfenende folgt: 


— + q (v 13 + ;) — x, 4 gr und 
AZ TowE 3) aTrgwe 
Meispackh’s Lebrbuch ter Mechanik. L. 30 
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— — (—E— gr 
— u1+ 55 stm) etgws 
Die Neigung des Balfens am Ende beträgt daher nur 1/,; von derjenigen, 
welche der Balken annehmen würde, wenn bie Laft im Endpunkte A con- 
centrirt wäre, und die Senkung am Ende ift nur ?/ von derjenigen des am 
Ende belafteten Balkens. 





Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Endpunkte B 
feſt eingeflemmter Ballen A, Az B, Fig. 411 und 412, von zwei Kräften 


Fig. 411. Big. 412. 





P, und P, gebogen, deren Angriffspunfte A, und A, von dem Befeftigung- 
punkte die Abftände 7, und 2; haben, fo fällt das Biegungsmoment in einem 
Punkte S, des Stüdes A, As: 

M, —=P 1 ( — 2), 
und dagegen das in einem Punkte S, des Stüdes A, B: 

M. — Pi G — 5) & P, (. — 5) 
aus, wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem bie Kraft P, 
diefelbe oder die entgegengefegte Richtung hat wie Pꝛ. Macht man m 
dig. 411 und 412 I. BG —= Pıl nd BE—= Ph, ſo ſtellen bie 
geraden Linien A, @ und A, E bie Momente bar, welche den Kräften P, 
und P, einzeln für die verfchiedenen Duerichnitte des Balkens entſprechen. 
Um von dem rejultirenden Momente beider Kräfte eine Darftellung zu er 
halten, Hat man daher nöthig, in jedem Punkte die beiden biefem Punkte 
zugehörigen Ordinaten der beiden Geraden A, Fund As E zu abdiren, indem 


man z. B. K,C, von HA, in ber entiprechenden Richtung nad) A, L, auträgt. 


Sind, wie in dem vorliegenden Falle die Momente durch gerade Linien 
dargeftellt, fo genügt es offenbar, nur einmal etwa in B die gedachte Ans 
tragung vorzunehmen, und man erhält, wenn man Gh —= BE mad, 
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und 7 G, zieht, durch die gebrochene Linie AH Gh, ein Bild von der Ber- 
änberlichkeit des refulticenden Kraftmomentes. 

Wenn die beiden Kräfte P, und P, in derſelben Richtung wirken, jo hat 
das refultirende Moment, wie fig. 411 IL. zeigt, fein Diarimum in B, 
und e8 gilt fir die Tragfähigkeit bes Balkens die Gleichung: 

max. M = Pılı PBRMSEV. 
Da das Moment in dieſem Falle überall poſitive Werthe hat, ſo wird der 
Balken auch an allen Punkten nach derſelben Richtung gekrümmt ſein, und 
zwar nach unten concav. Die Krümmung iſt von A, nach B hin wachſend, 
da das Moment fortwährend in diefer Richtung größer wird. 

Wenn die beiden Kräfte entgegengejegte Richtung haben, ig. 412, fo ft 
das Moment in B ausgedrückt durch: 


M=P,ıl — Pala, 


das Moment in As iſt wie im erſten Falle Pı (ı — L). 

Es kommt nun ganz auf das Berhältnig von P, li zu Pl; an, welder 
von den beiden Werthen des Momentes in A, und B der abjolut größere 
und daher bei ber Beurtheilung der Tragfähigleit maßgebende if. Sept 
man Pılı = Pl, fo fällt die Linie 7G, nad) HB; das Moment in 
B iſt Null und A, ift der Bruchquerfchnitt. If indeß ZA > Pr, fo 
rüdt der Punkt Gh über B, das Moment in B hat einen pofitiven Werth, 
welcher in dem Falle, daß P, — P, wird, fich berechnet zu 

Ph -—Phb=P (h —h), 

alfo ebenjo groß, wie da8 Moment in Az. Die Momentenlinie I GC, fällt 
dann parallel mit der Are BA, aus, und das Moment ift in der Strede 
4; B conftant gleich Pı (ı — %). Im diefem Falle ift die Krummung 
des Balkens zwifchen A, und B ebenfall® conftant, d. 5. die elaftifche Linie 
ift zwifchen A, und B ein Kreisbogen, defien Halbmeſſer nach dem Frü⸗ 
deren aus 

WE 


Pı —5) 
fi) berechnet. 

Wenn PR <P, ift, fo rückt der Punkt G, noch höher hinauf, und nähert 
fich dem Punkte G, ohne denfelben jedoch jemals zu erreichen, jo lange P, 
nicht zu Null wird. 

Segt man jedoch Pl, < Pal voraus, jo rildt, wie in Fig. 412, 01 
unter die Are B A, herunter, und die Linie I G, fchneidet die Are irgendwo 
in einem Punkte O, deffen Abftand x von .B gegeben ift durch bie Bedingung: 


Ph -—)=P(h — 2). 


u-"F ur 


30 * 
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Auf der Strede A, O ift das Moment überall pofitiv, daher die elaſtiſche 
Linie hier überall concav nach unten gefrümnt. Das Moment erreicht auf 
diefer Strede fein Marimum in A; und zwar Pı(h — l2). In O iſt 
M — 0; daher der Radius der elaftifchen Linie dafelbft: 

‚„„WE_WE_, 

M 0 j 
d. h. der Balken nimmt an diefer Stelle gar feine Krümmung an, die 
elaftifche Linie hat dafelbft einen Wende- oder Inflexionspunkt (ſiehe analgt. 
Hüffslehren, $. 14). Zwiſchen O und B iſt das Moment negativ, der 
Balken wird daher in diefer Strede concav nad) oben gebogen. Das Me 
ment erreicht hier feinen größten Werth in .B von der Größe Pılı — Pıh- 
Es find fonad) hier zwei relative Bruchpunkte vorhanden, einer in A,, der 
andere in B; und für die Tragfähigkeit des Balfens ift derjenige Werth 


von Prlh — 1) und Pıli — Pzla maßgebend, welcher abfolut genommen 


g. 238. 


der größere ift. 


Elastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen der elaftifchen 
Linie eines von zwei Kräften P, und P, angegriffenen Balfens laſſen id 
aus den in den Paragraphen 235 und 236 gefundenen Formeln leicht zu 
jammenfegen. ‘Da durd) die in A, wirkende Kraft P,, Fig. 411 und 412, 
in der elaftifchen Linie eine StetigfeitSunterbrehung erzeugt wird, fo gelten 
für die beiden Streden A, A, und As B natürlich auch befondere Glei⸗ 
Hungen. 

Die Neigungen und Senkungen der elaftiichen Linie entitehen hier aus 
drei Urjachen, und zwar aus: 

1) der Neigung ag, unter welcher der Ballen bei .B befeftigt if, 

2) der Einwirkung der Kraft P, und 

3) der Einwirkung der Kraft P,. 

Addirt man für jeden Punkt des Balkens die Wirkungen, welche aus dieſen 
drei Urfachen ftammen, fo erhält man die Ausdrüde für die reſultirenden 

Fig. 413. Neigungen und Senkungen der 
elaftifchen Linie. Im Fig. 413 
ift in J. ein nicht durch Kräfte 
angegriffener unter «@, eingeflemm: 
ter Balken gezeichnet. Man er 
kennt, daß die Neigung in allen 
Punkten diefelbe &, und daß die 
Senkung, in Folge der fchrägen 
Einfpannung allein, im Abftande 
von B, ©, 2 und am Ende oh 
beträgt. In IT. ift ein horizontal 
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eingeipannter Balken dargeftellt, an deſſen freiem Ende die Kraft P, wirkt. 
Die Neigung und Senkung jedes Punktes ift hier befannt durch die Formeln 
in 8. 235. In III. endlich ift ein ebenfalls horizontal eingeflemmter 
Balken gezeichnet von der Länge ly, welcher in: A, im Abſtande I, von B 
duch) eine Kraft P, angegriffen wird. Für die Strede 4, B ift die Nei- 
gung und Senkung jedes Punktes ebenfalls durch die erwähnten Gleichungen 
F. 235 bejtimmt, flir das überragende Stüd A, A, hat man zu berück⸗ 
fichtigen, daß für daffelbe überall die in A, ftattfindende Neigung 

Ps % 

WE? 
vorhanden ift, und daß vermöge diefer Neigung, ähnlich wie in I, ein Punkt 
im Abftande z von B no um die Br 





pP 
2 )=.. (2 — 


tiefer Tiegt, al8 A2, fo daß in diefem Punkte, durch alceinien Einfluß von 
Pz eine totale Senkung von 


#P_ 3 Pr 
3WwE?’ "tr w5 ı @—h) 
und in A, eine ſolche von 
#P_ P, 


3WE y + w;Ü-b) 
eintritt. Wenn man dies berlidjichtigt, jo kann man die Gleichungen für die 
elaftifche Linie ohne Weiteres hinfchreiben. Diefelben find, wenn « im All- 
gemeinen die Neigung und y im Allgemeinen die Senkung eines beliebigen 
Punktes im Abftande x von B bedeuten, folgende: 
a) für die Strede A, B 


P * P — 
a— m Hp (Re -5)+ wel -5) 
P,@lhz — 2?) + PR (2h,x — ) 
= 1 2 WE 


et lee) 
yanatgmplı®nz + „a — 5) 


— Pi (31,2? — 2?) + P, (31,2? — x?) 
zu A 5 7 


und fpeciell fir A, iſt: 
P@ıh, — 19) + Pl 


2 — |; .212 . 
a + BER -WHB.2N 


6 WE ’ 
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b) für die Suede A, A⸗ 
13 
I; 
we ( *— * ws WE 2 
P@hx—x)+ Pl 
2 WE ’ 








=%+ 


s P, 3 
vanstzgzlıe- 5) zpatte- zn 


pP, (31,2? — 22) + PB, [212 + ei] 





= mt 6 WE 
und fpeciell für A, ift: 
_ Pl + DB 
mn t ww 
P, . 213 P,[213 301 — l 
„=au+H + Dt (ı — 4) ] 
pP, 21} P, (31,12 — I 
— a + Ai Fr mehh 


In derjelben Weife könnte man aud) fiir beliebig viele Kräfte Pi, Pr, Ps .- 
die Gleihungen für die einzelnen Streden der elaftifchen Linie, und damit 
überall die Neigung und Senkung derjelben finden. Iſt ferner anftatt einer 
diefer Kräfte P eine gleichmäßig vertheilte Belaftung vorhanden, fo find 
für diefelbe die Formeln aus $. 236 anzuwenden. 


Wirkung eines Kräftepaars. Wenn ber Balken A, B, Fig. 414, 
unter der Einwirkung eines Kräftepaars P, — P, fteht, fo erhält man bie 
Gleichung der elaftifchen Linie für die Strede A, B, wenn man in ber oben 
entwidelten Formel PL = P und P, = — P fest. Es folgt dann, wenn 
man & = 0 annimmt: 

P(2VC - ?—2,7+29) Plıze—ke) Plı —ı) 
2 WE — WE WE " 
Nun ift aber P (lt, — 15) nichts anderes, als da8 Moment des Kräfte 
paars, welches mit MM bezeichnet werde, fo daß man alfo auch fchreiben kann 

— M 

WE 

Aus der legten Gleichung folgt, daß 
die auf die Längeneinheit entfallende Bie 


gung = conftant fiir alle Punkte der 


GStrede A, B ift, und außer von dem 
BDiegungsmomente WE nur von dem 
Momente M bes Kräftepaars, nicht aber 


au = 
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von der Länge J. abhängt. In Yolge diefer conflanten Krümmung ift die 
elaftifche Linie zwifchen As und B ein Kreis, wie wir ſchon früher anführten. 
Die Neigung der onen Linie in A, ergiebt ſich hier zu: 
| 4. = z ober allgemein « = gt 
Denkt man fi, einen Ballen von der Länge J, welcher an einem Ende 
die Laſt P zu tragen hat, fo ift die Neigung am Ende gegeben durch 
P% U 


unter M das Angriffsmoment PT verftanden, und wenn die Taft 2 .P gleid;- 
mäßig über den Balken verbreitet ift, jo beträgt die ‚veigung am Ende 
2 pı pi ı M 


_f ı _4 | 


6WE 1 WE3 WEEZE’ 
unter M ba8 Moment 2 P 2 — P!I verftanden. Es geht darans hervor, 


dag ein Kräftepaar, deſſen Moment M ift, an einem Balken von ber Ränge 
I eine doppelt fo große Neigung des freien Endes erzeugt, al8 eine Kraft D, 
die am freien Ende wirkt und deren Moment Pl = M ift, und eine drei⸗ 
mal fo große Neigung, als eine gleichmäßig vertheilte Zaft, deren Moment 
pP. — = Mit. 

Um die Senkung bes von einem ꝰ heuftepanr P, — P, in dem Punkte A,, 

d. 5. im Abftande 7; zu ermitteln, erhält man nach Einfeßung von P für 
P, und — P für P, in der betreffenden Gleichung in $. 238 das Kefultat: 
P. BlI —-3)—P.2% _ Ph —h)i M 


= _ ua _ _—__ 73. 
6WE awE —awE" 
oder allgemein —— 3 1. 


Denn die Senkung an einem Balken von gleicher Ränge I durch ein am 
Ende wirfendes Gewicht P hervorgebracht wird, deſſen Moment PT gleid 
dem Momente des Kräftepaars ift, jo beträgt fie 

+» M 2 
3wE WE3' 
und wenn fie u eine gleichmäßig vertheilte Laſt 2 .P erzeugt wird, deren 


Moment 2 P z ebenfalls gleiche Größe mit dem Diomente des Kräftepaars 
bat, jo beträgt fie | 


GE ————— —— (ED m GE 
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Es beträgt alfo die von dem Kräftepaar erzeugte Senkung 3/s mal jo viel, 
als die durch die Kraft P; und 2mal fo viel als die durch die Laſt 2 P 
erzeugte Durchbiegung. | 

Die Einwirkung eines Kräftepaars auf das Baltenende muß immer an- 
genommen werben, fobald ein folches Ende nicht auf einer einfachen Stüge 
ruht, fondern in der Mauer eingellemmt, oder durd, Schrauben jo mit dem 
betreffenden feften Gerüft verbunden ift, daß die Balkenaxe an der Be 
feftigungsftelle genöthigt ift, in einer beftimniten Richtung (meift in der hori- 
zontalen) zu verharren. Da nämlich ein auf Stügen ruhender Balken bei 
der Biegung über den Stügpunften Neigungen annimmt, wie fie im Vor: 
ftehenden ermittelt worden find, jo muß man die Wirkung des Einklemmens 
oder Einfpannens ſich fo vorftellen, als ob an der Befeftigungsftelle ein 
Kräftepaar wirkend wäre, welches das Balfenende fo weit zuritdbiegt, als die 
äußeren Kräfte beftrebt find, den Balken von der Richtung abzubiegen, unter 
welcher die Einfpannımg gefchehen if. Es Liegt daher auf der Hand, daß 
diefes Kräftepaar nicht auftreten wide, wenn man die Enden eines auf 
Stügen ruhenden Balfens unter denjenigen Winkeln einflemmen wollte, 
unter welchen diefe Enden ſich durd) den Einfluß der äußeren Kräfte ſchon 
von vornherein biegen wilrden. Ein Zwang würde in diefem Falle durch 
das Einklemmen nicht ausgeübt werden. 

Der hier betrachtete Fall der Einwirkung eines Kräftepaars auf einen 
Balken fommt in der Praris u. A bei den Aren der Eiſenbahnwagen vor. 
Es ift dabei dex Drud der Feder auf die Arblichfe P, und die Reaction 
der Schiene — P (oder umgekehrt), und man kann fich die Are in der Mitte 
horizontal eingefpannt denken, da die Belaftung beiberfeits ſymmetriſch an- 
geordnet ift. 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln in $. 238 finden 
in mehreren Fällen der Praris ihre Anwendung. Iſt z. 2. ein Balfen AB, 
Sig. 418. Fig. 415, in einem Endpunfte B 
‚horizontal eingemauert und im 
anderen Endpunfte A einfach un 
terftägt, jo entfteht bie Trage, 
| welches ift die Biegungsfraft in 
A oder welchen Drud P, hat bie 
Stüge A auszuhalten, während 
der Balken in einem Zwiſchen⸗ 
punkte C von einer Laſt P nieder: 
gezogen wird? 
Es fei die ganze freie Ballen⸗ 
länge AB = 1, die Armlänge 
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der Laſt P, alſo BC = Ih; fo ift in der Formel für s,, $. 238, zu feßen: 
I für I; A für ls; —Pı für Pı; pP fir P, und ⸗ 0O. 

Da nun A und B in gleichem Niveau liegen, fo muß 31, d. h. die Senkung 

des Angriffspunktes A von P,, gleich Null fein. Demnach folgt: 


— p2l + Pal? — 13) 


1 = I 6WE . 
woraus die gejuchte Stügkraft in A: 
— , 
ui ler 7 me 
Für den Fall, daß P in der Mitte wirkt, d. h. wenn 2 = 2], ift, folgt: 
13 18 
3122 
4 8 5 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in C: 
ı 5 
M=—P,=—;;Pl= - 0,18625 Pl; 
dagegen das in B: 
M=—Pi+PpL =, Pl = 0,1875 Pl. 


Es ift aljo das Moment in B ße als in C, und daher B der Brud)- 
punft, für welchen die „ou gilt: 


” 

M= * Pl=k— 

woraus die Tragkraft des Balkens a 
16 kW 
et 


folgt. 
Für einen Punkt M zwischen B und C, defjen Abftand von A gleid x 
jei, iſt das Moment 


] —5Pa+16P (z — 5) 
—- Pi . + P(s- ee . 
Setzt man diefen Werth ges Null, jo ergiebt fich 


2=-,1= 072721 


al8 der Abſtand des —* D, in welchem ei eine Biegung nicht eintritt, 
d. 5. des Inflerionspunftes. Die Beränberlichkeit diefeg Momentes und der 
Viegung des Balkens wird durch die Ordinaten der Geraden HZ und LA 
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veranjchaulicht, welche durch die Endpunfte von BH = — Pl und von 


5 
CL=— 35 Pl gehen. 


Wenn man fich die Aufgabe ftellt, die beiden größten Momente in B und 
C gleich groß zu machen, fo ergiebt ſich aus: 
I 
PlÜ—-ıı)=Pu -PliıPD= iv? 


oder wenn wieder 2 = 2], ift: 


pP 
h=z 
Das Moment ift dann in B wie in C 
P 1 1 
Mı =M=7: 375 Pi > 916667 Pi 


Wenn man den Werth = für P, in ben Ausdrud für die Senfung s, 


einfegt, jo wirb: 


pP 13 13 

— — 3 — — — 
_-smtrg og) 1 m__ m 
1 6 WE = 246WE 14WE 
PIs 


Wenn man alfo dem Stützpunkte A eine Senkung von — IaWE 


giebt, d. h. denfelben um diefelbe pofitive Größe höher Iegt als B, fo erhält 
man in B und C gleich große Bruchmomente von der Größe — - Das 


16 6 
d. h. um etwa 9 Procent fleiner geworden, als wenn A und B in gleidyer 
Höhe liegen. 

Es ift Hierbei immer &, — 0, d. h. eine horizontale Einmauerung des 
Balkens bei B vorausgefest. Man könnte die Gleichheit der Momente aber 
bei gleicher Höhenlage der Stützpunkte A und B aud durd) eine jchräge 
Einmauerung unter einem Winkel a, erlangen, welcher Winkel fi) aus 


Bruchmoment ift daher durch diefe Anordnung um (7 —_ı Pl= 0,0208 Pi, 


3 
-z2° + P(1I7-5 
alt at 9% 
' 6 WE 
ergiebt. Es folgt daraus 
Pu 
y=+ 


144 WE’ 
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d. h. man muß bei gleicher Höhe von A und B den Ballen unter biefem 
Winkel a, nad) unten fchräg einmauern. 

Der Inflerionspunft D liegt unter der Vorausſetzung der vortheilhafteſten 
eu, db. b. wenn AH —= CL, offenbar in der Mitte zwijchen A 


— der Balken AB, Fig. 416, eine gleichmäßig über feine Länge 
vertheilte Laft Q — gl zu tragen hat, fo berechnet ſich ebenjo wie vorher 
die Stütfraft P, in A dadurch, 
daß die unter Einfluß von 2, 
und Q dem Ballen in A er 
theilte Senkung 5 = 0 geſetzt 
wird, fobald die Punkte A und 
B gleich Hoch gelegen find. Iſt 
auch ©, = 0, fo gilt alfo die 
Gleichung: 

qu pa 


I 3WE' 


Sig. 416. 





woraus 


P, = = Q fich ergiebt. 
Das Biegungsmoment in irgend einem Punkte, defien Abftand von A 
gleich & ift, berechnet ſich zu: 


x? 3 % 
Daffelbe hat zunächſt einen größten Werth M, " x — 1, nämlid;: 
3 12 _ A 
[U 2 — — 2 7 oe 
M=—-za2+44.=17z — — 


* 
Ein anderes Maximum beſteht fir x — ri ). 
Setzt man biefen Werth ein in die allgemeine Gleichung 


3 
M“M=—-Paxtg7; 
fo folgt da zweite Dlarimum des Momentes: 
— — 4. A— 
M = P 177 + 92 u ge — 2q’ 


*) In dem Abflande von x = B von A iſt nämlich die verticale Schubkraft 


Auf, daher das Moment nach $. 220 ein Maximum. Auch findet man aus 
aM _ iteres — J. 22- —#ı. 
Ey Yo 0, ohne Weiter — P, + 5 22 —=0, alſo = = q 
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oder da Pı = zal, 
. — 9 g?l 2 9 
fo ift auch — ST; Q1. 
Da Mı = . gl = ; QL größer als A, iſt, fo gilt für die Trag- 
kraft des Balkens die Gleichung 
— Mt _,”. 
Mı — 8 — k e 7 


woraus die Tragkraft Q alſo 8. 8/10 = 1'/amal fo groß folgt, als wenn 
die Yaft in der Mitte concentrirt ift. 


2 
Das Moment M = — Pıx + a7 ft Null für = 0 md 


r—=2 3 — 2/,1; fo daß der Inflexionspunkt D, von dem Balkenende A 


einen Abftand 3/, 7 hat. Die Cure HDKA in Fig. 416 läßt die Ver⸗ 
änderlichfeit des Momentes erkennen. 

Man kann fid) auch hier die Aufgabe ftellen, die beiden Momente 
M. = BH und M. = KE gleid) groß zu madjen, und hat dann: 


12 pP: 
M=-—-Pl+ız=,=-—M 
Durch Auflöfung diefer Gleichung erhält man: 
PR = — gl + Val? + (= al (— ı + V2)= 0,141. 
Setzt man diefen Werth für P, ein, fo erhält man das Moment in B 
M = — 0414191 + Q 2 = 0,0857 Qı. 
Das Marimum M; liegt jest un Abftande 
et LE ga, 
und es beträgt für dieſen Punkt ebenfalls 


3 
M, = — P, 041411 + mer q = — 0,0857 Q1. 


Un die Gleichheit der Momente zu erreichen ift wie vorher entweder eine 
Ueberhöhung der Stüte A, oder eine fchräge Einmauerung nad unten unter 
dem Winkel &, nöthig, und man findet wie vordem die Erhöhung 

sy Mad, QUIET 3 
1 3WE 8sWE 24 


— 2 
= — 0,013 —7. 
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oder die Neigung | 


gu- 
= + 0018 7° 


Durch diefe kann, wird das bei gleicher Höhe von A und B und 
horizontaler Einmauerung = Ql betragende Bruchmoment um 0,0393 Q] 


oder um etwa 31 Procent herabgezogen, aljo die Tragkraft in entfprechenbem 
Berhältnifje vergrößert. 


Beijpiel. Wie hoch muß ein 0,200 Meter breiter hölzerner Balken gemadjt 
werden, welcher an einem Ende horizontal eingemauert und in 5 Meter Entfer- 
nung dur eine Säule unterftügt ift, und pro laufenden Meter mit 500 Silo: 
gramm gleihmäßig belajtet ift, wenn die größte zuläffige Spannung zu 0,75 Silo: 
gramm pro 1 Duadratmillimeter angenommen wird? 


Wenn die beiden Stügpunfte in gleihem Niveau liegen, jo ift das größte . 


Biegungamoment an der Einmauerungsftelle 
Ql qua 0,5 . 5000 . 5000 


M, = 9=7=777n7T7°5 1’562500, 
daher folgt die erforderliche Höhe A des Querſchnittes auß: 
1 200.%2.0,75 —— em: 
M, = 186250 = 5 bhak = — —— u h= V62500 — 250 Millim. 


Wenn man durd) Hebung der Stüge M, = M, = 0,0857 QI mad, jo folgt 
Ah, aus 
0,0857 . 0,5 . 50002 — m 200 h# 0,75 zu h, = 205 Millimeter. 
Die hierzu erforderliche Hebung s der Stüge beftimmt fih, wenn man den 
Elafticitätsmodul EZ = 1100 Kilogramm annimmt: 


s— 0,013 I, = — 0,018 IT _ - — 25,7 Millimeter. 
15 200 . 205° . 1100 


Balken auf zwei Stützen. Wenn ein Ballen AB, Fig. 417, von 

der Länge J in A und B auf zwei Stiügen aufruht, und in C im Abftande 

Fig. 417. AC= I, von A und BOI, 

von B eine Laſt P zu tragen hat, 

jo erhält die Stlige A einen Drud 

Pı, welcher duch die Momenten⸗ 
gleihung in Bezug auf B: 


ai, DT I ri — Pl + PL, =0 
ie " di le ui di ſich ergiebt zu 
4 £ a. 
, „ pP, =P- 
ı 


Ebenſo ift der Auflagerdrud P, 


nB, BR =P a. Das Bie- 
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gungsmoment in einem Punkte D, deſſen Abftand von A gleich = fein 
mag, ift: 


pP 17 = P. a LT, 
welches Dioment in C fein Marimum erreicht, gleich 
Plı=P- u 2 


Trägt man diefe Größe in C, gleich CO, 5 auf, fo ftellen die Ordinaten ber 
Geraden A, Eı fiir jeden Punkt des Baltenftüdes 40 die Kraftmomente 
dar, da diefelben den Abftänden z proportional wachſen. Eine gleiche Bes 
trachtung läßt fich fir das andere Balkenſtück BC anftellen, für welches 
die Gerade Er, B, die Kraftmomente darftellt. Der Ballen ift auf feiner 
ganzen Ränge concav nad) oben gefrimmt, und der Bruchpunkt liegt in C. 
Man bat daher fir die Tragkraft die Gleichung: 
p" an — x 2 


Wenn P in der Mitte il tt, beten, =, = * und es 
geht obige Gleichung über in: 

w 

pP 4 — k 7 

d. h. ein auf zwei Stügen ruhender in der Mitte belaſteter Balken hat eine 

viermal jo große Tragkraft, wie ein an einem Ende eingeffemmter ımd am 

anderen Ende belafteter Balken von derfelben Länge. 
Wenn die Kraft P in der Mitte wirkt, fo ift die Tragkraft des Balkens 


am Heinften, denn das Product P an ift offenbar ein Marimum für I, =]. 


Der Ausdrud 7, 1; ift nämlich als ein Nechted mit den Seiten I, und %, 
aufzufaſſen. Wenn man über A, Bi einen Halbfreis zeichnet, jo ift das in 
C errichtete Loth CF, nach einer befannten Eigenfchaft des Kreiſes von 
folcher Größe, bag CF? = AL Cı X Bi Cı. Das von P in verfdie- 
denen Tagen des Angriffspunftes hervorgerufene Bruchmoment ift daher den 
Duabraten diefer Lothe proportional, und am größten, wenn C in ber Mitte 
zwiſchen A und B liegt. Bezeichnet man die Entfernung des Angriffe- 
punftes C von dieſer Mitte mit f, jo ift das Seuämanent: 


_,G 1-7). —— „at 


woraus man erfennt, daß die etfpreende Berminberung des Brdme 
mentes der Größe /? proportional ausfällt. 
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Wenn der Ballen eine über feine ganze Ränge I gleichmäßig verteilte 
Laft Q — gl zu tragen hat, fo betragen die Auflagerdrude in A und B, 
ig. 418. 


Fig. 418, jeberfeits g und das Mo- 


ment iſt für einen —* D in Ab⸗ 
ftande x von A: 
_Q.,._,„F_,? 
M=,°207453=17 
Diefer Ausdrud wird zu einem 
* 
DMarimum fir x — 2 
ift der Werth des Biegungeniomentee in der Mitte: 


'z =) ga 
ns 








und zwar 


folglich ergiebt fich * die Teen higlei des Ballen aus 

M_,# 

8 ce 
ein doppelt fo großer Werth, als einem gleich langen Balken bei in der 
Mitte concentrirter Belaftung zukommt. 

Wenn man fir jeden Punkt von A, Bı bie Größe des Momentes 
M=yq — rs ui berechnet und als Ordinate y aufträgt, fo giebt bie 
Curve A, Cı B, eine Darftellung von der Veränberlichleit des Kraftınomentes 
in ben verfchiedenen Querſchnitten. Dieſe Curve, welcher die Gleichung 


- n (lz — 2%) entfpricht, ift eine Parabel, deren Scheitel in C, unb 
deren Hauptare in C, Z, füllt. Man überzeugt ſich hiervon leicht, wenn 
man ben Coorbinatenanfang von A, nad) C, verlegt, d. h. ©, = — — * 


2 
und yı = * — y jest, dann wird die Gleichung: 


12 I I 3 
zn =31(5-.) — (5-2) oder 
q 


Yı = Fit 


welches die Scheitelgleichung einer Barabel vom Parameter - ft. 


*) Um dies zu beiveifen bilde man = — 0; alfo 
gi 2x 


[ 
9, "17 >= = 0; oder — 3 
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Wenn der Ballen AB, Fig. 419 umd 420, außer der gleichmäßig ver- 
theilten Laſt Q nod in dem Punkte C eine concentrirte Kraft P zu tragen 
hat, fo nehmen die rn A und B die Drude 
A=P7 242 mn=rtr+t 


Fig. 419. Fig. 420. 


auf, und es ift das Biegungsmoment in einem Punkte N, welder um z 
von A abfeht: 


u 2 ap, 
W=Pp:—-% = (A N 2 =1( - ) 2. 


Das Biegungsmoment ift ein Marimum in demjenigen Punkte, in weldjem 
die Verticaltraft gleich Nult iſt, alfo fur 








Pı = 43; oder fur — a, 
vorausgefegt, daß = < 1ı, Fig. 419, d. 5. daß die über I ausgebreitete 
Laſt größer ift, als der Auflagerdrud in A. Es ift ohne Weiteres erfichtlich, 
daß * unter allen Umftänden größer ald — ı 3 fein muß, da Pı > 2, d. h. 


PL iſt. Es kann ſomit der betreffende Punkt, in welchem das 


Moment ein Marimum iſt, num in der größeren Abtheilung des Ballens, 
und zwar zwiſchen der Baltenmitte und dem Angriffspunfte C der Kraft 
P tiegen. 





| 
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Fur den Fall, daß glı < P,, Fig. 420, findet das Marimum des 
Biegungsmomentes in C ftatt, und zwar hat daffelbe dann den Werth: 


or 1 1, 2 | 
ä ( Jä. 


I 
Vür den Fall, daß 
_P _ I, Qo\ I _ 
1*7* P7+3)g=1 
ift, folgt 
_h='hl_2h -I_h-b 


Q lg 2 2% 








Es dient aljo der Werth z als Kriterium dafür, ob das Marimalmoment 


zwijchen die Balfenmitte und den Angriffspunft C der Kraft P fällt, oder 
ob e8 in C ftattfindet. Man hat daher für die Tragfähigkeit des Balkens: 





pP ı —k. 
a) wenn 58 31, iſt 
_pPı FVA 86 l 95 
mas. M= Pı 5 )=-;;, = P3 +3) 30 
24 
und 
P ı—h.. 
b) vn eg, iſt 
— 9 w 
‚mas. M= (P + 3 a5 
zu jegen. 


Dieſe Formeln finden insbefondere ihre Anwendung, wenn man das Ge- 
wicht G des Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann G ftatt Q 
einzujegen ift. 

Um die Biegungsverhältniffe zu ermitteln, kann man fi) vorftellen, der 
Träger fei in dem Angriffspuntte C der Kraft P feit eingefpannt, und das 
Ende AC werde durch die Kraft — Pı in A und durch die gleichmäßig 
vertheilte Laſt qI, angegriffen, während das Ende B C unter der Einmwir- 
fung der Kraft — P, und der Laſt q/, fieht. Wenn der Neigungswinfel 
y, unter welchem bei C die elaftifche Linie gegen die horizontale XAxe ge- 
neigt ift, befannt wäre, jo Tiegen fich die Senfungen und Neigungen für 
jeden Punkt des Trägers nad) den Formeln in den Paragraphen 235, 236 
berechnen. Die Neigung 9 in C ift aber von vornherein nicht gegeben. 
Man kann indeffen Y leicht beftimmen, wenn man die Ausdrüde für die Sen- 
kungen der Punkte A und B unter C einander gleichjegt, ba A und B bei 

Weisbach's Lehrbud der Mechauik. L 31 
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der Biegung um gleich viel über C Liegen müflen. In dem Ausdrucke für 
die Senkung von A kommt der Winkel Y vor, als derjenige, unter welchem 
die Einfpannung des Balkens bei C zu denken iſt. Es muß daher bei Be: 
trachtung des anderen Balkenſtückes BC offenbar — Y als Einſpannungs⸗ 
winfel angenommen werden. 

Bezeichnen wir wieder die (hier negative) Senkung des Punktes A unter 
C mit s, fo folgt für A: 

s—=lhy — Pill + 777 gu I» 


8WE swE" 
und für B: 
— Pi dh 7 
s—— 1 — taz 


Nach Gleichſetzung diefer Werthe von s folgt für y: 
‚a m_?G# 7%) 
yUa+r 1) — it — Al + 32 _ U — _ — 


8SWE 3 WE 
I 8 
+ WM mm 
3WE eWE 
Sest man nun = li + 1;, fo folgt nad) entjprechender Reduction: 


— Ah l; hi 2 + 2% 
7 FWE (P ı re7577) 
Sest man biefen Werth für Y in die Sleihung für die Senkung s des 
Punktes A oder B ein, fo erhält man als Durchſenkung des Balfens in C 
den Ausdrud 
— pl Pi _gh 
s=lhyn no: tawEN 





1? 


le Q 
PpZ13 +13 
A —% ( — I 1 2 qi# 
— I ————- ( P.l tt :\____0 —_ı_ 
I3 WwE.\l ıa +0 ) 3WE tsWwE 


— _ hl 2 + ı % 
= Tee Fan 
Sept man in dem Ausdrude für y 
I 
2 
fo folgt: 
v=d; 
es findet aljo dann in der Mitte die größte Durchbiegung ftatt. Um diefelbe 
zu finden, hat man nur in dem Ausdrude für s ebenfalls Z, = I, — 4 


einzuſetzen, ſo folgt die Senkung in der Mitte: 
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— + ul 
s— 16.3 WEl (? + — —5 wet 0. 


on. AL | 
Sur P = 0 ift alfo s — 5 18 WE Wenn daher die ganze Laft 


gleihmäßig auf den an beiden Enden unterftüsten Ballen vertheilt ift, fo 
fällt die Bogenhöhe nur 5/; mal fo groß aus, als wenn diejelbe in der Mitte 
des Balfens hinge. 

Die Winkel &, und B,, welche die elaftiiche Tinie in den Stützpunkten mit 
der horizontalen X’ Are bilbet, beftimmen ſich nad) den Paragraphen 235 
unb 236 zu 


® 


P,l 
— li eo 
“=Y—zawetewe 
und 
no, Zu, 
1 2WE ' 6WE 


Sest man hierin die Werthe für yı, Pı und Ps, fo folgt: 
— 1 hl + 2%) Lu 
— 61 + ea) 
hl, u + 21) 12 
WE 7 A vu + v 24) 


ßı 


Wenn =h = - fo wird 


- ht + BP +29. 
ı Ar TIEWE UWE = WE 
Wenn P nicht in der Mitte des Trägers wirkſam ift, jo findet die größte 
Einſenkung nicht in C ftatt, weil: fonft y — 0 fein müßte Will man 
den Punkt der größten Durchbiegung ermitteln, jo jegt man den allgemeinen 
Ausdrud für den Neigungswinfel der elaftischen Tinte in der größeren Strede 
AC gleich Null. Dieſe Gleichung ift nad) den Paragraphen 235, 236 


3 
a=y — wi (hr — Zr + (ie — Ih? + 5) 
Wenn man diefen Werth gleich Null fest, jo findet man dich Auflöfung 
nad x den Abftand desjenigen Punktes von C, in welchem die Tangente ber 
eloftifchen Linie Horizontal, alfo die Einfentung ein Marimum if. Diefe 
Einfenfung felbft erhält man dann durd) Einfegen des gefundenen Werthes 
von x in die allgemeine Gleichung für die Senkung: 


— P 1 2 12 x ha = 
vr: (u⸗— — Ya ie +5 
Ein anderer in der Praris nicht jelten vorfommenber Tall in ve. vi 


eine Laft Q — cq gleichförmig vertheilt ift auf einen Theil EF= c 
31* 
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der ganzen Länge I des Balfens AB, Fig. 421. Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der Mitte D diefer Laft von den Stügpunften A und B, 


Big. 221. 





duch li und Z,, fowie die von diefen Punkten aufgenommenen Kräfte durch 
P, und P,, fo Haben wir aud) wieder 


[2 acq 
A=79=T7 
und 
h heq, 
nr=40=7! 


Wäre Q nicht vertheilt, fondern griffe diefe Kraft nur in D an, fo wilrde 
das Moment für D, — gib fein, und wenn man daffelbe durch eine 
Ordinate DZ repräfentirt, fo ließen ſich die Momente fir die anderen 
Punkte von AB durch die geraden Linien LA und LB abfdjneiden. Da 
aber fir die Punkte innerhalb EF den Kräften P, und P, noch die darüber 
liegende Laft entgegenwirkt, fo erleiden die Ordinaten zwijchen ZG und FH 


noch eine Verminderung. Für den Mittelpuntt D der befafteten Baſis EF 
tommt 3. B. das Moment des halben Gewichtes, d. i.: 


2.2 _WL 
zz mul 


in Abzug, und es bleibt daher von der Ordinate DL — Ch nur noch 
das Stück 
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DM—-DLIL-MI=Q a2 
übrig. Für einen anderen Punkt N, deſſen Abfcifje AN — x fein möge, 
ift dagegen das Moment: 


— — NE — 1’ 23 
P.NA—NB.a. =  EIht ne 


und wenn nun Pıx durch die Ordinate NR und @—h + !no?g a og 


durch das Stüd SR repräfentirt wird, giebt die Ordinate NS das ganze 
Moment: 

Pıx — I — 1 c)?q 
an. Daſſelbe fällt natürlich fiir verjchiedene x, d. i. file verjchiedene Punkte 


fehr verschieden aus, ift aber fr — ı + c= — ein Marimum, 
und zwar: 


pP pP pP 
nr (Ü+h- m) dent Ye) 


el ul c 
— 62343 2 = Pu (1-5,)= (1-5) 


Hiernad) haben wir a für das Tragvermögen diefes Balkens zu fegen: 
OhR ( ı— ce Wk 


] a) en 


Beijpiel._ Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipedifcher Träger aus 
10 Millimeter didem Eiſenblech, deifen äußere Höhe 0,500 Meter und äußere 
Breite 0,160 Meter beträgt, wenn er auf 2 Dieter Länge gleihförmig belaftet 
wird und der Schwerpunft der Laft von den beiden Stügpunften 3 Meter und 
2 Meter horizontale Abftände hat. Man bat hier: 

wW br®— bh’ 160 . 5008 — 140 . 4803 








= ne = 909250 

und 

Il (, __ e\ __ 3000. 2000 /, __ _2000 \ __ — 
( 21/ 7 5000 (1 3. 5000) = 1200 . 1% = 960, 


und daher die geſuchte Laſt: 

Q = W034280 - — 910 k, 
oder wenn die höchſtens zuläffige Spannung % fiir Schmiebeeijen zu 6 Kilogramm 
angenommen wird, jo folgt Q = 56460 Kilogramm. 


Anmerfung. Wenn die Saft Q nicht gleihmäßig über EFF vertheilt iſt, 
fondern je eine Hälfte berfelben in den Endpunkten Z und F’ angreift, jo ift die 
Linie GM H eine gerade, und das größte Moment dur die Ordinate GE 
dargeftellt, aljo 
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6-9* 


zu ſchen, wofern 3, den größeren Abſtand DA, "und I, den Eleineren Abfland 
DB der Mitte D von den Enden A und B bezeichnet. 


8. 242. An beiden Enden eingemauerte Balken. Iſt ein in der Mitte 
C belafteter Balfen AB, Fig. 422, an beiden Enden horizontal eingeflenmt, 
Gig. 422. 





fo nimmt derfelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben concav, und in 
jedem der beiden Auflagerungspuntte A und B eine Biegung nad) unten an, 
und es bilden fid) dabei in den Mittelpuntten D und E der Baltenhälften 
CA und CB Wendepunkte, wo die Biegung Null, oder der Kriimmunge 
halbmeſſer unendlid) groß if. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD 
und zur Hälfte von BE getragen, und es ift daher anzunehmen, daß jedes 


Balfenviertel AD und BE an den Enden D und E durd) — abwärts, 
und dagegen die Baltenhälfte DE an jedem ihrer Enden D und E durd 


(— 5) aufwärts gebogen wird. Jede diefer Kräfte hat den Hebelarm 


AD=CDu{|.w= — = 7, es iſt folglich das Moment derſelben 


775 Edaher auch 
——k w und die Tragkraft 


.k 
s W_ 2 Eu ſetzen. 
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Es trägt alſo ein folcher Ballen doppelt fo viel, als wenn er ay beiden 
Enden frei aufliegt. 


Macht man die Ordinaten AH= BEK= CI= rn und zieht dann 


die Geraden HL und KL, fo fchneiden die legteren die den Kraftinomenten 
und Biegumgen proportionalen Orbinaten (MN) für jede andere Stelle (M) 
des Balkens ab. 

Sest man in der gefundenen Formel den Feſtigkeitsmodul K ftatt der 
zuläffigen Spannung & ein, fo giebt fie natürlich die Kraft zum. Zerbrechen 
des Balkens, aljo: 
8KW 

le 

Da die Momente in A, B und C glei) groß find, fo ift auch in allen 
drei Punkten gleiche Bruchgefahr. 

Daß die Wendepunkte wirklich in den Mitten zwifchen A und C fowie 
zwifchen 3 CO Liegen müfjen, ergiebt fich leicht aus dem Vorhergehenden. 
Geſetzt nämlich, der Balken läge bei A und B einfad auf Stützen, fo witrde 
die elaftifche Linie in A eine Neigung annehmen, welche nach $. 241 zu 

pi 
16 WE 


ſich berechnet. In Folge der horizontalen Einmauerung des Balfenendes ift 
jelbiges verhindert, eine Neigung anzunehmen. Man bat fich daher bie 
Wirkung des Einmauerns fo vorzuftellen, als wäre an jedem Balfenenbe 
ein Kräftepaar angebracht, deſſen Drehungsrihtung und Moment fo be- 
Ichaffen find, daß die durch die Belaftung angeftrebte Neigung der Balken⸗ 
enden & vollftändig verhindert wird. Nach $. 239 beträgt nun bie durch 
ein Sräftepaar, deilen Moment M ift, per Tängeneinheit des Balkens her- 


P= 


a = 


vorgebrachte Neigung I Es muß daher die Wirkung des in A auf- 


tretenden Kräftepaars auf das halbe Balfenftiid 40 von der Ränge * 


eine derartige fein, daß dieſelbe allein in A eine Neigung — « hervorbringen 
würde. Bezeichnet daher MM, dieſes Moment in A, jo hat man nad) $. 241: 


12 
a te — _ 42 woraus Mı — =. 


Wenn man aljo den Abftand = von A beftimmen will, in welchem das 
refultivende Biegungsmoment Null wird, jo hat man, wenn wieder P, -; 
den Auflagerbrud in A bezeichnet: 
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pP PI 
woraus 
ı = 7 j 
d. i: die Inflerionspunkte liegen in der Mitte zwilchen A und C ſowie 
zwifchen B und C. Das Bruchmoment in O ift: 
PI Pi 
M=-5.+M=-7 + — mg 
alfo ebenfo groß, wie dad Moment M, in A und B, aber mit entgegen: 
gefegtem Vorzeichen behaftet, d. h. einer entgegengejegten Krümmung ent- 
ſprechend. 
Die Senkung in der Mitte beſtimmt ſich nach den Paragraphen 235 und 


239 zu: 
IE TO ET OH 
— 377 WE 2.8.3WE 8.4.2WE 
( 3 1 Pı 
— -(— 2 -B\ = — _ ——.. 
EWR 4 4458 WE 


Wenn in dem vorliegenden Falle die Laſt Q — q! gleihmäßig vertHeilt 
ift, jo nimmt der Ballen zwar auch in der Mitte eine Biegung nach oben 
concad und in jedem Auflagerpunfte eine ſolche nad) unten concav an, nur 
liegen die Wendepunkte D und Z, Fig. 423, nicht mehr in der Mitte der 


Tig. 423. 
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Balfenhälften, da die Biegungsfräfte R, R der Stüde AD und BE noch 
durd) die darauf liegende Laſt verftärkt, und dagegen die Biegungskräfte 
— R, — R des Mittelftüdes DE von dieſer Laſt gefhwächt werden. Man 
findet den Abftand x = AD —= BE diefer Wendepuntte wie vorher. 
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Wäre nämlid) der Balken in A und B einfach unterftügt, fo wäre nadı 
F. 241 der Neigungswinfel der elaftifchen Linie in A und B: 
gr 
24 WE 


und, wenn IM, wieder das Moment in A oder B bezeichnet, jo hätte man 
wie vorher: 





— M, ! 60 
= 575; fo daß aus 
_QR_ Mi Qı 
= zw He 


Das refultirende Moment ift aljo Null in einem Abftande AD= BE—z, 
welcher aus 


Q 2? 
-72+M +97 o ſich ergiebt zu: 


I 2» 2» 2 
= -+V/-—- - =- ! (u+ VE) = orerı m 0,2113 1, 


von welchen der erfte Werth 0, 78873 —= AE und der zweite Werth 
0,2113? = AD if. 
Das Kraftmoment in der Mitte C berechnet fid) demnach durch: 


um 2, 2 ,%__% 


folglid) nur Halb fo groß, wie in A und B. 
Es folgt daher aus 


= —=k * die Tragkraft Q = 12 . 


d. h. 3/,mal fo groß, als wenn die Laſt Q in der Mitte concentrirt wäre. 
Zrägt man - x als Ordinaten AH und BE in A und B; fowie 


— CLin C af, fo erhält man drei Bunte Z, L und K der Curve 
(Parabel) HDLEK, durch welde die Veränderlichteit der Momente dar- 
geftellt iſt. ‚ 

Die Senkung in der Mitte berechnet fich nad) den Paragrapfen 235, 
236 und 239 zu: 
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>), 0, 





3WE Mı awEt 28WE 
_— __ 9  ,_ ga _,__g 
9.8.3 WE a 4.2WE ' 2.8.83WE 
Q (- F 1 gQ13 
— 13 — — — -..—I__. 
48 WE +5 + 8 48WE 


Wenn man fid) aud) hr die Ka ftellt, die Anordnung fo zu treffen, 


daß das Moment M, über den Stügen A oder B gerade fo groß ausfallen 
fol, wie da8 Moment M in C, fo hat man zunädft die Gleichung: 





I1\2 
__g9.: 3 
— M = 2 „tr 4 +g 3 , woraus 
l 
I α2 


16 
Damit nun aber M, in den — nur gleich E = auefäß und nicht, wie 


bei horizontaler Einmauerung gleich 3. müſſen die Balkenenden A und B 


unter gewiſſen Winkeln &, eingemauert werden, woflir nach dem Früheren, 
88. 239 und 241, wie vorher die Gleichung angeſetzt werden kann: 











Q1? Mi __ _RI,. 

— guwstT3wg Alu =, fein fol, 
og A Qu u g1? 

ZAWE 32WE ° 96 WE 


Wenn man daher die beiden Enden des Balkens unter diefem Winfel a, 
ſchräg (nad) unten) einmauert, jo werden die Biegungsmomente in A, 


B und O abfolut genommen einander gleich, nämlid) x Es iſt daher 
vermöge dieſer Anordnung das Biegungsmoment, welches bei horizontaler 
Befeſtigung in den Stützpunkten x betrug, in dem Berhältnig von 12 : 16 


16kW 
te ’ 





fleiner geworben, die Tragkraft des Balkens beträgt daher jegt Q= 


d. h. fie ift um 331/, Procent vergrößert. 

Es ift leicht, die Formeln ohne Weiteres binzufegen, wenn der Balfen 
gleichzeitig eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q und eine concentrirte Yaft P in 
der Mitte zu tragen hat. Es ift in diefem alle: 

Das Biegungsmoment M, über den Stügen A und B: 5 
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n=-T+®=-6@r+29, 


und das Biegungsmoment in der Mitte: 
— _(Z!_U _ _ I 
“=-(7+%)=-0er+9,, 
Die Senkung in der Mitte ift in diefem alle: 


1 1 13 
= - (7? +50) EwE 

Denn die Kraft P den Ballen außerhalb der Mitte in einem Punkte C 
angreift, weldyer von A und B die Abſtände AC—=Iı md BC l, 
bat, fo find außer den Momenten M, in A und M, in B auch die Auflager- 
drude in diefen Punkten Pr in A und P, in B vorläufig unbelannt. Dan 
fann zu der Beitimmung von P, und M, durch Auflöfung von zwei Glei⸗ 
chungen leicht gelangen, wenn man wie bisher die Yormeln der Para⸗ 
graphen 235, 236, 239 anwendet. Der Ballen AB läßt fi) nämlid) 
anfehen wie ein nur bei B feitgehaltener Träger, welcher außer durch die 
gleichmäßig vertheilte Laſt Q noch in C durch die Kraft P; in A durch die 
Reaction — P, und ebendafelbft durd) ein Kräftepaar vom Moment M, 
angegriffen wird. Schreibt man diefer Inanjpruchnahme entjprechend die 
Werthe für die Neigung « und Senkung s des Balfenendes A Hin, fo muß 
«© mit dem Winkel o, übereinftimmen, unter welchem der Balken bei A ein» 
geflemmt ift, und s muß gleich) Null fein, da A und B in gleihem Niveau 
liegen. Bezeichnet noch 6, den Einmauerungswintel bei B, fo hat man für 
die Neigung in A: 


PR ö gu Pur, Mi 
— — _—i:_ Zi , 
e=n=htswstewE 2awEt wE 
und für die Senkung s in A: 
p12 Pl: gu Pu Mi" 








s—=-0=phlt zwotawe"tawe awEtawE 
Aus diefen beiden Gleichungen die Werthe fir MM, gleichgejegt, Liefert zur 
Entwidelung von P, die Gleichung: 
_2/Bbe® 9» pi _ di pi? 
Maeylyg ng EI — AlWE) 


P 
RE Freu] 





l 
woraus: 
p=pab HD, 8,4 8) L, und ebenſo 
2 
EL TER rm WE 
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Unter & und 4 find hier die algebraifchen Werthe verftanden, d. h. wenn 
3. B. beide Balfenenden unter den Winkeln &, und 60 fchräg nach unten 
eingemanert find, fo ift &, negativ, 40 pofitiv zu nehmen. 
Setzt man für P, feinen Werth in den Ausdrud für M, ein, jo folgt: 
—15 I 2 2 
ray Er 2HE a, + Bo) und 
ir. I 2WE 
Mor RE a, 
Für den Abftand x von A desjenigen Punktes zwifchen A und B, welchem 
das größte Moment entipricht, hat man wieder: 
Pı — ar =0; 
vorausgejegt, daß z < 7, und I, > if. Das Marimalınoment M tft 
in diefem Falle: 
2 P P Pr 
H=M—-Pe+45=Mm-n2+3()-m-5 
Wenn x > I,, fo liegt der Bruchpunft in dem Angriffspunfte c der 
2 
Kraft Pı und das Moment ift daft M—= M — Pıh — 4 J. 
Wo der abſolute Bruchpunkt liegt, entſcheidet der abſolut größte Werth 
von M, Mı und M,.. Setzt man M = M, = M,, ſo laſſen ſich ähnlich 
wie früher die Winkel &, und PB, fr die vortheilhaftefte Einmauerung des 
Balfens beftinnmen, bei welcher die drei relativen Bruchpunfte gleicher Bruch 
gefahr ausgejegt find. 
Für die Inflerionspunkte der elaftifchen Linie hat man die Gleichungen 
a) für die Strede AC: 
2 


M, — Pı&ı — 12 = 0; um 
b) für die Strede BC: 
2 
Mm, — Pu —ı2=0 


Die Werthe von x, und x; bedeuten dabei den Abftand des betreffenden 
Inflerionspunftes vefp. von A und B. 

Die Gleihung der elaftifchen Linie, die tieffte Durchſenkung u. f. w. laflen 
fih mit Hilfe der allgemeinen Gleichungen in den Paragraphen 235, 236 
und 239 leicht aufftellen. 


Beifpiel. Zur Ueberdedung eines 3 Meter im Lichten weiten Schaufenfter3 
fol ein aus 10 Millimeter ſtarkem Blech gefertigter hohler Träger von recdan- 
gulärem Querſchnitte (wie Fig. 387), deſſen äußere Breite 0,200 Meter beträgt, 
angewendet werden. Wenn die auf dem Träger oberhalb ruhende Mauermaſſe 
einer Belaftung von 6000 Kilogramm pro Meter entipridt, wie groß muß die 
Höhe h de Querjchnitte genommen werden, wenn die hödftens zuläffige Span⸗ 
nung des Träger3 zu 6 Kilogramm vorausgeſetzt wird? 
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Hier it q = 6, I! = 300, k —= 6, alfo: 
M, = ge — 4'500000 und daher zu fegen: 


12 
3 __ — — —JFJ 3 __ — 8 
4500000 — x DR —_b — 20) (h — 20)° _ „ 200h® — 180 — 20) 
7 oh 
12 > 


— 20h? 4 10800 — 216000 + ——— Mm, 
Hieraus folgt dur Näherungsrehnung A = "286 Millimeter, wofür rund 
k = 0,300 Meter genommen werden kann. 


Anmerflung. Wenn man die in diefem Paragraphen entwidelten Formeln 
für eingemauerte Ballen anwenden will, jo muß man ficher fein, daß die Enden 
der Balten aud) genügend befeftigt find, um fie als unmandelbar eingellemmt 
anjehen zu dürfen. Dieje Befeftigung geihieht in der Praxis entweder jo, daß 
man die Enden de8 Trägerd hinlänglich weit in die Mauern hineinragen läßt, 
jo daß dur daS Gewicht der auf den eingemauerten Endftüden Iaftenden Dauer: 
maſſe die Eintlemmung bewirkt wird, oder man befeftigt die Enden durch Anter: 
bolzen, welde in die Pfeiler hineingehen. Jedenfalls muß die Anordnung jo 
getroffen fein, daß das Moment der auf das Endftüd wirkenden Belaftung reſp. 
des Ankerzuges mindeftens glei M, fein muß. Würde dieſes Moment tleiner 
fein, jo würde der Ballen über den Stügpunkten eine Neigung gegen die Hori— 
zontale annehmen können, und daS Berhalten des Träger würde ſich um fo 
mehr demjenigen eines nur auf Stügen ruhenden Balkens nähern, je Kleiner der 
auf die Enden ausgeübte Zwang der Einklemmung ift. Nennen wir in dem 
obigen Beilpiele x die Länge, um welche jedes einzelne Ballenende in die Mauer 
bineintritt, jo laftet auf einem ſolchen Endftüd das Gewicht qx, und das Moment 
deflelben für den Bruchpunkt ift 





2 —1* 
I = = — 822, 
Es folgt daher aus 
ql? _ 6 . 30002 


32? = 2" — 4’500000; x = Y 1500000 = 1,24 Meter. 


Man wird aber immer gut thun, die Enden entweder länger in die Mauer 
hineintreten zu laffen, oder in ſonſt einer Weije (etwa durch Anker) zu befeftigen, 
weil jene berechnete Länge nur dem Grenzfalle entipriht, wo das Moment 
de3 auf die Enden ausgeübten Zwanges gerade gleich dem Bruchmoment iſt, 
aljo nur glei derjenigen Größe, in welcher es bei der Belaftung des Balkens 
gefordert wird. Gegen Erſchütterung des Ballen wäre in diefer Beziehung dann 
feine Sicherheit vorhanden. Wenn eine derartige genügende Befeftigung der 
Ballenenden unterbleibt, wie in der Praris allerdings häufig geichieht, jo darf 
man den Balken nicht nach den Yormeln des $. 242, jondern nad denen von 
8. 241 berechnen, wie fie für einen einfady unterjtügten Balken gelten. 

Soll die Beieftigung des Balkenendes dur Anferbolzen gejchehen, welche von 
der ftligenden Kante den Abftand x, haben, jo berechnet fi die Zugkraft Z 
welche diefe Anker auszuhalten haben, durch 

gi2 


Z. n=M=%:| 


aljo im vorliegenden Beilpiele, wenn man x, etwa gleih 1 Meter annimmt, 
Z . 1000 = 4'500000; Z = 4500 $ilogranım. 
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In Zwischenpunkten unterstützte Balken. Wenn ein an beiden 

Enden mit gleichen Gewichten P, P belafteter Balten AB, Fig. 424, in 
Fig. 44. zwei Punkten C und D unter- 

ftügt ift, welche von den Enden 
A und B um AC=BD 
— I, abſtehen, jo nimmt jeder 
diefer Punkte die Kraft P auf, 
und es ift filr einen Punkt M 
innerhalb CD im Abftande x 
von A das Diegungsmoment 

CL=DO=MN 
=Pr—-Pe&@ —1ı)=Pi 
conftant, aljo die neutrale Fajer 
von CD kreisförmig gebogen. 
Fir einen Punkt U innerhalb AC ift das Moment UV — Px veränderlid, 
jedoch Fleiner als Pli, welchen Werth e8 erft in C und D erreidt. 


Der Krlimmungshalbmeffer vom Mittelftüd CD ift r = “=, folglich 
1 


ı _ pu we 
2r 2WE 
I die Yänge CD bes Mittelſtückes bezeichnet. Werner folgt die Bogenhöhe 


I 2 
(5) _ıb pen 


2r 8r 8sWE’ 





der Neigungswintel der Balkenaxe in Cund.D, a, = 








M=a= 


fowie die Bogenhöhe von CA 
POP Ä9DPE per 








— — — u 242. 
a ⏑ weist: 
Das Tragvermögen dieſes Balkens iſt gegeben durch 
pP Ih —k F. 
e 


Der hier erörterte Fall der Inanſpruchnahme tritt bei den Axen der Eiſen⸗ 
bahnwagen ein (ſ. $. 239). 

Iſt derſelbe Balken AB, wie Fig. 425 darftellt, gleichmäßig belaftet , fo 
fällt bei gewilfen Belaftungen das Biegungsmontent theil® pofitiv, theils 
negativ, und daher in zwei Punkten gleich Null aus. 

Für einen Punkt innerhalb A C und BD ift diefes Moment 1/,q x. 


Der Auflagerdrud R in C oder D beträgt R—=gq (ü + 5). daher 


das Moment in irgend einem Punkte zroifchen C und D, deſſen Abftand von 
C mit x bezeichnet werde: 


8. 243.] Die N und Feſtigkeit. 495 
M=—Rr+ 0 FF = un 4 De 5) 


= 22-9) +94 


Der erfte Theil — = (1: — x?) diefes Ausdrudes an offenbar mit 
dem in $. 241 entwidelten Ausdrude fiir das Biegungsmoment eines auf 
zwei Stügen liegenden, durch die gleichmäßig vertheilte Belaftung q pro 

Tig. 425. 





Längeneinheit belafteten Balfens von der Ränge I überein. Die graphiiche Dar- 
ftellung ergiebt danad) eine Parabel, deren Scheitel in M, liegt (Fig. 425 IL.) 
und welche durd) die Punkte C und D hindurchgeht. Die Scheitelordinate 


MM, beträgt MM, — — 2 


2 
Der zweite Theil q 1 in dem Ausdrude für M iſt für alle Punkte 


zwifchen C und D conjtant, da derfelbe von x unabhängig ift, und nur von 
dem überragenden Stüde A C und deſſen Belaftung herrührt, und zwar ift 
diefer Werth gleich dem Biegungsmoment in C oder D. Denkt man fich 
daher die Drdinaten der gedachten Parabel CM, D um das conftante Stüd 


2 
cCG=gq 1, "ig. 425 III, vergrößert, d. h. denkt man fich die Parabel 
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um diejes Stüd in der Richtung der pofitiven FArxe (nach oben) verfchoben, jo 
erhält man in CO, Mı Di die Curve, welche die Größe des Biegungsmomentes 
für jeden Punkt innerhalb CD darftellt; während die Momente für die 
überftehenden Enden AC und BD durd) die Parabelbögen AC, und BD, 
beftimmt find, deren Scheitel in A und B liegen, und für welche AB die 
Scheiteltangente ift (vergl. $. 236). 

Man erfennt aus den Figuren, daß es wefentlich auf die Größe von CC, 
d. h. auf die Länge 7, ankommt, ob die refultirende Momentencurve wie in 
II. die Gerade AB fchneidet, oder wie in V. ganz oberhalb derfelben ver- 
bleibt. Als Grenzfall zwifchen diefen beiden ift der in IV. dargeftellte zu 
erkennen, in welchem der Parabelbogen Ci Mı D, fo weit hinauf gerüdt ift, 
daß er die Gerade AB in M berührt. In diefem Galle hat man das 
Moment in M gleid Null zu fegen, und hi folgt daraus fir diefen Fall: 

I 


-a(h+5 5)5 + ‚ HE) _ er 


nalaeı 


Wenn aljo die iiber C und D hinausragenden Balkenftüde AC und BD 
einzeln gleich der halben Länge CD find, fo findet in ber Mitte des Balkens 
eine Biegung gar nicht ftatt, und man könnte den Balken in der Mitte 
durchſchneiden ohne feine Tragfähigkeit zu beeinträchtigen. Man hat fidh 
aber zu hüten, den Punkt M als einen Inflexionspunkt anzufehen, das tft 
er nicht, weil die Biegungen der links und rechts von ihm gelegenen Balfen- 
theile nach derjelben Richtung (concav nach unten) geſchehen. Es entipricht 
vielmehr der Punft M einem Minimun des Biegungsmomentes, und letz⸗ 
teres fällt in diefem bejonderen Falle gleich Null aus. Das Marumal- 
moment findet in C und D ftatt, wofelbft e8 die Größe 


I\2 
ae (5) u 
2» 1737 
annimmt. 


Wenn 2, <z ift, fo zeigt die Momentencurve den in Sig. 425 II. 


dargeftellten Verlauf. Es treten hierbei zwei Inflerionspunfte in der elajti- 
fchen Linie in U und V ein, hp deren Abſtand z von C man hat: 


0=—R. „+ et - al + )4 + N 
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Die Auflöfung diefer Gleichung liefert: 


I (I 0 
=, — 3 —!’=-CUm 


-14+ V@)-3= or 


Für das Biegungsmoment hat man hier drei relative Marima, und zwar 
in C und D: 


12 . 
M=gq , und in der Mitte 


I AN + (+3) _ 13 12 
M= al +5)5 + -1(5 -%)- 
Ob fir die Tragfähigkeit des Balkens HM oder Mı in Rechnung zu ftellen 
ift, hängt davon ab, welcher der Werthe abjolut genommen der größere ift. 
Für den Fall, daß beide gleich groß fein jollen, hat man 
3 2 2 
"_i_-Iyiı= ı\/2 — 0,85361. 


In' dieſem Falle find die Momente in C, M und D fümmtlid) 


-,t-1(\Vı)-2 
M=zıygegl 5 
und es entfpricht daher diefer Fall demjenigen eines an beiden Enden unter 


‚ den vortheilhafteften Winteln eingemauerten Balkens von der Länge I (vergl. 
$. 242). 


Sobald I, < ‚YA ift, hat da8 Moment in M den größten Werth, und 


fir die Tragkraft gilt die Formel: 
2» 2 


q 373 


8 


Iſt aber Z, > ‚VE, fo Liegen die Bruchpunfte in C und D und es 
gilt fiir die Tragkraft: 
qt=k F. 
2 e 
Wil man denfelben Belaftungszuftand haben wie bei dem beiderfeits 
horizontal eingemauerten Balken, jo wäre da8 Moment in C oder D nad) 


2 
8. 242 M, — 4 - zu Di und aus 


12 V: 
— —] 2— 
13345 = folgt = z = 040831 
Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 32 


8. 244. 
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So lange I, < 0,51 iſt, wird der Ballen nad) dein Obigen nad) oben 
und unten gebogen, und es treten unmer zwei Wendepunkte in der elaftifchen 


Linie auf. Sobald aber I, > I wird, nimmt die Curve des Biegungs- 


momentes den in ig. 425 V. dargeftellten Verlauf an, der Balken wird in 
allen Punkten concav nad) unten gebogen, und die Bruchpunfte Liegen unter 
allen Umftänden in den Stügen, wofür die Gleichung gilt: 

A W 


ı,=hT 


In vorftehenden Yormeln kann man liberall 21 Fi 7 für q an die 
Stelle ſetzen. 


Ungleichförmig belastete Balken. Wen ein Balken AB, Fig. 426, 
ungleihförmig, jedod) fo befaftet ift, daß die Taft auf den laufenden Fuß 
Baltenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nach den Enden zu 

Fig. 426. gleichmäßig wächſt, fo finden folgende 
ſteatiſchen Verhältniffe ftatt. 

Sfti=4AB=2(0A=2CB, die 

J. Länge des Balkens, zwiſchen den Stüg- 
: punkten A und B gemeflen, q das Ge- 
weeiecht der Laft pro Flächeneinheit Quer⸗ 
B ſchnitt, und E der Neigungswinfel 
ACD—= BCE der Begrenzungsebenan 
CD und CE der Laft, jo hat mıan 
das Gewicht eines Laftprismas A CD 
— BCE, weldes von einem Stützpunkte getragen wird, 
x — WAC.AD.gq=!% (3) tans o.qa = 1; qal?tang. e, 

und folglid) das Moment diefer Kraft in Hunficht auf einen Punkt N, weldjer 
um AN = x vom Stügpunfte A abſteht, 


= ha = — Us al? ztang. 0. 











sh 


i N m Nr MT ln min I 





A 
Das Gewicht des Taftprismas über AN = x ift q (I AN, 
_2AD+NL AN 
und der Schwerpunkt deffelben fteht von N un NO = ADENEL 3 


ab, jolglicd) ijt das Vloment diefes Prismas in Hiuſicht auf N: 
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Yy=qy(2AD+ nn)&- 5 =alttang e+ (5 — ») tany. e|? 


= = tang. oe ul — 2), 


23 
6 


und das ganze Diegung&moment des Balfens in N: 


N=y-y, en ZZ  (gn5 — 6lar + 4m) 
— 1rtang.0 3% _ 32] 5) — | 
=-7, (31 6in +42), G x) Itang.o, 
wenn man CN —=2; =; — x jest, alſo die Abfciffe z, von C aus mißt. 


Daſſelbe ift fitr = - oder fir z; —= 0 ein Maximum, und zwar 


12 tang. 0, daher ift aud) das Tragvermögen dieſes Balfens: 


gi 2 _ 
ag fang. 0, d. i. ,# 


während bei gleihmäßiger Belaftung das Biegungemoment 


— Ix x? * IN? 
N=4u=,-7=7%0 =36)-=] ° 
IN? en 
46) =] 


und daher das Tragvermögen & _ k - folgt. 


Balken auf drei Stützen. Wenn ein Balfen 40, ig. 427, auf $. 245 
drei in demſelben Niveau liegenden Stügen A, B und C aufruht, welche 
fig. 497. un AB=| und CB=] 
von einander abjtehen, und der- 
jelbe trägt außer der gleid)- 
mäßig über feine ganze Yänge 
ansgebreiteten Laſt 
9=qalı +) 
noch die in D, und D, concentrirten Laſten P, und P,, deren Angriffs⸗ 
punkte von B um b, rejp. bz und von den Punkten A und C um a, und 
a, abjtehen, fo jind die Auflagerdrude A, B, C in dan gleichnamigen Stüg- 
puntten vorläufig unbelannt. Ebenſo fennt man den Neigungswintel B der 
elaftifchen Linie in B nicht. Zur Beſtinmung diefer Größen denkt man 
ſich das Stück BC eingemauert, fo muß die Senkunges in A glei O 
32* \ 
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gejett werben, da A und B in gleicher Höhe liegen; dies liefert die Glei- 
. Yung: 
-0o=-ß4Bp A Hp ati A. 
s — 9 awE''"swE °3WE 
Dieſelbe Betrachtung läßt ſich fir das Balkenſtück CB anſtellen, nur hat 
in diefer Strede 6 das entgegengefegte Vorzeichen, folglich ift auch: 
4 





b? b2? ! 13 
et hzwt rawartıswn zwE 


Aus beiden Gleichungen 4 entwidelt und die Werthe gleichgefeßt, Liefert 
zwifchen A und C die Gleichung: 


8b? + 12a, b? 


— 3gl} 


8 3 
8D} + Bank 4 Sgle 

Diefe Gleichung zufammen mit der allgemeinen Bedingung für das Gleid> 
gewicht aller äußeren Kräfte (die Momente aller Kräfte in Bezug auf B 
gleich Null geſetzt): 


3 12 
An—Bb—gt— Oh +Rb+gt=0 


ergiebt A und C; und fir ZB den Beth B=P Pr +Q—A—C. 

Aus den jo berechneten Auflagerdruden lafjen ſich nun für alle Punkte 
die Biegungsmomente, die Neigungen und Senkungen berechnen. Das 
Biegungsmoment wird einen größten Werth über der Mittelftüge, und in 
jeder der beiden Streden AB und CB ebenfall® einen folchen annehmen, 
die Unterfuhung wird in jedem befonderen alle den abfolut genommen 
größten diefer Werthe zu ermitteln haben, und der Punkt, welchem dieſes 
Moment angehört, ift der abjolute Bruchpunkt. Will man die Anordnung 
fo treffen, daß fünmtliche drei marimale Momente gleich groß werden, fo 
bat man wie früher, indem man die Momente gleich, aljo Mı = m; —=M; 
jet, hieraus die Werthe der Auflagerdrude A und C, als Yunctionen der 
belaftenden Kräfte und der gegebenen Abftände zu entwideln, und dieſe 
MWerthe fiir A und C in die Gleichungen für die Senkung einzufegen, worauf 
die berechnete Senkung s die Höhe angiebt, um welche die Stügen A und 
C über das Niveau von B zu erhöhen find. 

Segen wir ſpeciell , = k =; ferner bb =; —=b -- 
und P, = P,; = P voraus, fo ift, wegen der fymmetrifchen Anordnung 
des Balfens die Tangente der elaftifchen Linie in B horizontal, d. i. B=0; 
und man hat einfach, bei gleicher Höhenlage der Stützpunkte A, B und C 
die Senfung in A oder C: 
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OO 


——— 2WE2 SWE “3WE 





woraus A = * P +2 3 q? folgt. Ebenfo groß ift der Auflagerdrud in C 


und derjenige in B ift: 
5 3 11 5 
B=2P+H 214 - P-7 41* P+za 

Es ftimmt diefes Refultat mit dem in $. 240 erhaltenen infofern überein, 
als der Drud in der Endftüge in beiden Fällen derfelbe iſt, während bie 
Mittelftiige hier doppelt fo viel Drud empfängt als in jenem alle bie 
Einmauerungsftelle, da die Mittelftlige hier von den beiderfeit8 angeordneten 
Laften gedrückt wird. 

Das Marimum des Momentes M, zwifchen A und B liegt in einer 
Entfernung z von A, welche nad) $. 220 


beträgt. Diefer Bunkt Liegt offenbar von der Mitte der Strede AB höd)- 
ftens 1/, I nach A hin entfernt. Das Moment M, felbft ift für dieſen 
Punkt _ 


3 
M=—- 4402-44 1(d)- 2 
Das Moment über der Mittelftiige it 
I 12 
M=-—Al+P. +47 


Gett man — M, = Ms, ſo folgt aus 


4? —J 12 
3 Ar Py ray 


A—=— gi +VP.gl +2g:%. 


Wird diefer Werth in den Ausdrud für die Senkung s in A eingelegt, 
fo folgt in derfelben Art wie in $. 240 die Größe s, um wie viel die Stützen 
A und C gefentt werden müſſen, wenn das Biegungsmoment liber der 
Mittelftige gerade fo groß fein foll, wie die größten Momente zwifchen 
den Stützen. 


27 


für A der Werth 


Balken auf beliebig vielen Stützen. Der Ballen AD (Fig. 428 8. 246, 
0. f. S) fei auf vier um die Fänge J von einander abſtehenden Stügen A,B,C,D 
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gelagert, und durch eine gleichmäßig über die ganze Länge vertheilte Laft 
angegriffen, deren Betrag pro Tängeneinheit g fein mag. Wegen der jym- 


Tig. 428. 





metriichen Anordnung muß die Tangente ber elaftifchen Linie in der Mitte 
M des Balfens horizontal fein. Man kann daher die eine Hälfte MD des 
Balkens ſich eingemanert denfen, und die andere Hälfte AM als einen am 


Ende horizontal eingeflemmten, durch die Yaft Z gi und die Stüsfräfte A 


und B augegriffenen Balfen anfehen. Die Reactionen A, B, C, D find 
vorläufig nicht befannt, man weiß nur fo viel, dog A= D und B=C, 
daher A+B= < — - al fein muß. Wenn die Stügen A und B, 
wie hier voraudgefegt werde, in gleichem Niveau liegen, fo hat man die 
Genfung des Punktes A gegen M gleich derjenigen des Punktes 3 gegen 
M zu fegen, wodurd) man eine Gleichung zwifchen A und B erhält. Cs 
ift die Senkung in 4: 


= - (5! -;m:(5)- wi u 4a) 
= 7 zweE\i ) swE\2) 2WE ) 8WE\2 


und in 2: 


2WE 2 3 + 12 
Durd) Gleichſetzung diefer Werthe folgt: 
13 23 25 
— — — — 73 — — — 14 
Der Te 45* 


oder fir B feinen Werth 2 gl — A eingeſetzt, erhält man: 
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> 25 3 gi“ 
A--P’ = i— 
6 q (5 - 16 1 7 woraus: 
3 
:-A= 741* 0,4 ql und 


3 2 
B= @ — ) gi = 1,1 41 ſich ergiebt. 
Nunmehr folgt für das Moment in der Mitte: 


GE), 
MN—=—A: 21 B-2 sta 45—-—=— 0,64? —0,55gl: + 1,125ql° 


= — 0,025 qlR; 
für da8 Biegungsmoment in B: 


3 
M=—AtgIs=- 04a + 01a, 


und endlich für das größte Moment ziwijchen A und B, welches in der Ent: 
fernung von A 


—E — — 0,41 ſtattfindet (ſ. 8. 220) 


BAD? 


M. — —A.0Al+ gg T—— — 0,08 ql. 


In der Strede AB ift ein Sufeionspint in dem Abftande x von A 
gelegen, welcher aus 


2 
— As 47 = 0 folgt ua = 081. 


Einen anderen Wendepunkt Hat die elaftifche Linie zwifchen B und der 
Mitte M und zwar in der Entfernung x von A, welche fid) aus der Glei— 


hung: 
. 9 
— At — Be —)+ az = 0 ergiebt zu: 
x—= 151 + V0,0512 = 1,27641 oder 1,7286 1. 


Es liegen alfo die Inflexionspunfte der Strede B C von der Mitte M um 
0,2236 1 entfernt. 

Sest man die Werthe von A und B in einen der Ausdrücke ein, welche 
oben file s gefunden wurden, fo erhält man die Durchbiegung in der Mitte. 
Ebenſo kann ınan die Durchbiegung in jeden beliebigen Punfte der elaftifchen 
Linie in derjelben Art, wie in $. 237 gefchehen, ermitteln. 

Wenn der Balken auf beliebig vielen Stügen ruht, fo ift die Beſtimmung 
der in den Stützpunkten auftretenden Neactionen in derjelben Weife, wie 
bisher gefchehen, immer möglich. Fur den Fall insbefondere, daß die Unter: 
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ftügungen und Belaftungen gegen die Mitte M des Ballens ſymmetriſch 
angebracht find, kann man immer die eine Hälfte des Balkens horizontal 
eingemauert anfehen. Iſt dann die Zahl der Stügen eine ungerade gleid 
.2n + 1; fo erhält man für die n Stügfräfte der einen Balkenhälfte n ©lei- 
Hungen dadurch, dag man die Senkungen in den n Stütpımften einzeln 
gleich Null jegt. Der Drud in dem mittleren Stüßpunfte ergiebt ſich dann 
als der Ueberfchuß der gefammten Belaftung über die Summe der 2 Auf: 
lagerreactionen der beiderfeitigen Übrigen Stügen. 

Iſt die Anzahl der Stügen eine gerade (2), fo ift die Senkung ber 
Balkenmitte zwar nicht Null, aber die Senkung beträgt in Bezug auf alle 
Stütpunfte gleich viel. Man erhält demnach durch Gleichjegung der Sen- 
kungen der nAuflagerpuntte einer Balfenhälfte » — 1 Gleichungen, welche 
in Verbindung mit der Beziehung, daß die n Auflagerreactionen zufanmen 
genommen gleich der halben Totalbelaftung fein müffen, genligen, um 
die nReactionen zu beftimmen. 

Wenn die Unterftiigung und Belaſtung nicht ſymmetriſch ſind, ſo iſt im 
Allgemeinen die elaſtiſche Linie in ber Mitte des Balkens nicht horizontal, 
fondern unter einem beftimmten vorläufig nicht befannten Winkel y gegen 
den Horizont geneigt. Man kann dann den Balken in irgend einem Puntte, 
etwa einem Stüßpunfte unter dem Winkel Y, eingeklemmt denken, und indem 
man dann, wenn nStügen vorhanden find, die Senkungen für dien — 1 
übrigen Stützpunkte einzeln gleich Nul (wenn die Stiten ſämmtlich in 
gleicher Höhe liegen) oder gleich den betreffenden Nivenubifferenzen jest (wenn 
die Stügen verfchieden Hoch Liegen), erhält man » — 1 Gleichungen. Diele 
mit den beiden allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen Z P= 0 w 
Z M = 0 genügen zur Beilimmung der n Auflagerreactionen und des 
Winkels y. 

Wenn der Balken an den Enden nicht einfach geftütt, fondern daſelbſt 
unter den Winkeln &, und ß, eingemauert ift, fo bleibt das Verfahren zur 
Beitimmung der Auflagerreactionen im Ganzen daſſelbe, nur kommen als 
dann noch zwei unbekannte Momente an den Enden hinzu, zu deren Be 
ſtimmung zwei fernere Öleihungen erhalten werden, wenn man unter De: 
rüdfihtigung von 8. 239 die Neigungen ber beiden Balfenenden berechnet, 
und diefelben den bekannten Eintlemmungswinteln a, reſp. ß, gleichjekt. 

Nachdem in ſolcher Weiſe die ſämmtlichen Auflagerreactionen ermittelt 
find, macht die Berechnung der Marimalmomente, Inflexionspunkte, Durd; 
biegungen, Neigungen u. ſ. w. feine Schwierigkeit mehr. Die graphifche 
Tabelle auf der folgenden Seite giebt fir Balken auf 3, 4, 5, 7 und 
9 Stüten die Größe der Auflagerreactionen, die Tage der relativen Brud; 
punkte und die Größe der Biegungsmomente dafelbft, fowie bie Lage ber 
Inflerionspunfte an. Vorausgeſetzt ift dabei, daß die Entfernung je zweier 
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benachbarter Stügen gleich 7 ift, und die Stüßpunfte alle in gleicher Höhe 
fiegen. Die Belaftung ift gleichmäßig über die ganze Fänge vertheilt und 
pro Längeneinheit gleid) q angenommen. Wegen der ſymmetriſchen Anord⸗ 
nung der Ballen find die Angaben bei den Ballen auf 5, 7 und 9 Stügen 
nur für eine Hälfte gemacht worden. 


Verschiedenheit der Tragmodel. Die Formel 





el 
für die Tragkraft eines an einem Ende eingemanerten Baltens A, Fig. 430, 
Fig. 430. hat nur dann eine allgemeine Gültig: 
feit, wenn die Ausdehnung 0 und die 
Compreſſion 0, des Körpers bei der 
Elaſticitätsgrenze einander gleich find, 
weil nur dann ber Tragmodul 
T=6E 

für die Ausdehnung dem Tragmodul 
. Tı = 6, E 
für die Compreffion gleichzufegen if. Bei dem Schmiedeeifen fcheint diefe 
Gleichheit fo ziemlich, und bei dem Holze wenigftens annähernd vorzufoms 
men; ganz anders ift aber diejes Verhältniß bei dem Gußeifen. Daſſelbe 
bat nicht allein einen viel größeren Modul der Feſtigkeit fiir das Zerdrücken 
als fr da8 Zerreißen, fondern es ift auch bei der allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Elaſticitätsgrenze die Compreffion o,, circa 2 mal fo groß als 
die Ausdehnung o,, und folglich auch der Tragmodul T,, des Zerbrüdens 
2 mal jo groß als der Tragmodul 7, des Zerreißens. 

Um die Tragkraft des Gußeifens oder eines anderen Körpers zu finden, 
bei welchem eine anfehnliche BVerfchiedenheit zwifchen o, und 0, ober 7, umd 


Th fatt hat, muß man zuerft unterfuchen, welcher von den Quotienten n 





und u der Kleinere ift, und diefen legteren ftatt — in die Formel 
„ ’ 


p— #Z 
el 
einjegen. 
Die andere Baltenhälfte, welcher das größere Verhältniß (= oder =) 


entfpricht, ift natürlich dann noch unter der Elafticitätögvenze geſpaunt, und 
hat daher einen unnöthig großen Querfchnitt. Um diefen und folglich aud) 
ben Ouerjchnitt des ganzen Körpers auf das Minimun zurüdzuführen und 
daher fo viel wie möglich an Material zu erfparen, ift nöthig, daß beide 


— 
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Balfenhälften gleichzeitig bi8 zu der Elafticitätsgrenze ausgedehnt und com- 
prünirt werden. Deshalb ſoll man dem Querſchnitt des Balkens eine folche 
Form und eine folche Tage geben, daß 


e e T 6 


ausfällt, daß aljo das Verhältniß zwiſchen den größten Abftänden e, und e, 
der Faſern zu beiden Seiten der neutralen Are gleich ift dem Verhältniſſe 
zwifchen den Tragmodeln T. Pi Th des Zerreißens und Zerdrückens. 


Wenn alfo beim Gußeiſen Zu = =.= — 2ift (f, $. 217), fo müſſen 
wir hiernad) den Duerfchnitt ee gußeifernen Balfens fo geftalten und fo 
legen, daß au fo viel wie möglich — 2 ausfällt. Ein dreifeitiger Ballen 


aus Sufeifen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte deſſelben mit dem brei- 
jeitigen Querſchnitte comprimirt, und dagegen die mit bem trapezoidalen Quer- 
ſchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei die eine Seitenfläche des Prismas 
horizontal oder rechtwinkelig gegen die Penn fo hat man — u — * 
während bei der umgekehrten Lage, un = Si 


Bei einem gußeiſernen Träger, been Duerkhritt beinahe die Form eines 
T bat, wie 5. B. Fig. 431 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiſſen Vor⸗ 


ausſetzungen das Verhaltniß U — 2 ebenfalls vollkommen herſtellen. 


Fig. 431. a jei die ganze Höhe dieſes Balkens, AB—=h, 
R und bie Breite feiner Kopfplatte, 3BB=2 BC=b, 
— ] ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
7 4AD=h=uh, 
und die Breite derjelben: 
32DE —b, = vb; 
endlich fei die Höhe feiner Yußplatte: 
HL=kh=4h 
und die Ausladung derjelben zu beiden Seiten: 
3LN—=b, —yl. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunktes S des ganzen Duerjchnittes von 
der ınıterjten Kante HM: 
— 1 bM— bh? + bh} 
Ben, —uhth 
—_h 1— uvı + u, 75 
21—bıdı + dr 





AHM H 


(ſ. S. 107 und $. 111). 
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Sept man nun u = fowie e, + e,—h, fo erhält man a —!/; h md 


& = sh, und. daher die Beſtimmungsgleichung 
yn—h.1 ent wmn 
’ 2 1-mn tm’ 
welche ſich in folgende umgeftalten läßt: 
mv (4 — 3m) — Bar (d — uw) =1ı 
Mit Hüffe diefer Formel Tann man aus drei der Dimenfionsverhältnifie 
ku, Yı, Ha und vz das vierte berechnen. Nimmt mar 1; —0 an, fo hat man 
«8 mit einem Querprofile wie ig. 432 zu thun, deſſen Biegungsmoment 
ſchon oben ($. 228) beftimmt worben ift, und fir welches wir 
bıvı (4 — 3) = 1 haben. 


Anmerkung. Die Herren Moll und Reuleaug (f. deren Schrift: „Die 
Beftigteit der Materialien, Braunſchweig 1853“) empfehlen zur Beftimmung zwed- 
mäßiger Querſchnitisformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel befteht, auf welche die in — ausgeſchnittene Querſchnitisform fo 


gelegt wird, daß ihre, durch das Verhalmiß 3 =a a, Peftimmte neutrale Are genau 


über die Drehungslante der Wage zu liegen Kent, "Wenn nun bierbei die Wage 
einfpielt, jo hat dieſe Schablone eine ziwedentjpredjende Form; außerdem ift die: 
felbe durch Abſchneiden an den Flanken fo lange umzugeftalten, bis das Ein 
fpielen bei der vorgeſchriebenen Lage eintritt. 


Beifpiel 1. Wenn bei einem gußeifernen Balten, deffen Querſchnitt die Ge: 
ftalt ig. 431 Hat, die Höhenverhältnifie 
hy 


7 1 
z und 2 *123*3 





M= 
8 
Fb, fo Dat man für Befen Breitennepätife die Baingung: 
7 au , 
262 94 — IC)ν- 


Mn — BG. 
gäht man die dußblatte gang weg, jo if». — 0, und dafer: 
„ a om, 
alſo die Dide des eigentlichen Trägers, d - di = 0, os. 
Rimmt man Hingegen », = "4 an, fo ift (m 7)» = 64, folglid 
. 482. 
dis nom .ogr = 0148. $ür 
h = 0,200 Meter und d — 0,150 Meter iſt dafer 
A, =0,175 Meter, hy — 0,025 Meter, b, = 0,139 Reter 
* und d, = 0,022 Meter; fo daß die Dide der Hub 
und Sopfplatte 0,025 Meter, die des Mitielſtüdes 
aber nur 0,017 Meter beträgt. 
Beifpiel 2. Für den Balten mit dem Tförmigen 
N Querſchnitt, Fig. 492, ift ($. 298): 
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_ (bhr— bh? — 4db, hhı(h— hy)? 


w 126% —,h) 
gefunden worden und " 
1 bR—b,h% 
— — 2 1 
sSM eu — 


zu fetzen, woraus für den Fall, daß er an einem Ende feſtgehalten und am an- 
deren belaftet wird, 
_ (bMR—bh? —4bb,hh,(k— Ah)? Tr 
PiI= — 00% folgt. 
Segen wir nun hierin A, = uf, und b, = »,b ein, jo erhalten wir: 
Pl = ler? -Amnl—m)® bh m. 
1—u!r, 6 uv2 
daher, wenn der Ballen aus Gußeiſen befteht und u, — %, und v, = 7/5 ein: 
geführt wird: , 
_ &Y%R—3 (,)? 5AR _13 DR? 
p= ;Nh,=n' : In 
Wäre 3.2. Ah — 0,250 Meter, db = 0,200 Meter und folglid: 
A. = %, . 0,250 Meter = 0,214 Meter, h— h, = 0,036 Meter, 
d, = 7% . 0,200 Meter = 0,175 Meter, jowie b — 5, = 0,025 Meter, 


jo hätte man: 
P=2 m. . T, = 386%0 T.,,. 
Führt man nun no 7, 13,2 Kilogramm ein, jo ftellt fi daS Tragmoment 
Pi = 386900 . 13,2 — 5’107080 Millimeterkilogramm 
heraus, wofür zur Sicherheit 1600000 zu jegen fein dürfte. 
Hat diefer gußeiferne Balken eine Ränge von 2,500 Meter, jo ift hiernach feine 
Tragtraft am freien Ende 
P— 1600000 
2500 
Liegt der Balten an beiden Enden auf, und trägt er die Laſt in der Mitte, jo 
ift Dagegen: 





— 640 Kilogramm. 


P=4. 640 = 23560 Kilogramm. 


Während im erfteren Falle die horizontale Querrippe oben liegen muß, bat 
man im zweiten alle diefelbe unten zu legen, jo daß fie jedenfalls einem Zuge 
ausgelegt iſt. 


Verschiedenheitder Festigkeitsmodel. Wenn manden Efafticitäte- 8. 248, 
umd den Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mitteld der Formeln 
Plr Ple 
E= — und 7 = —— 
beſtimmt, fo ſtößt man in der Regel auf eine vollkommen genügende Ueber- 
einftimmung zwiſchen den jo gefundenen Werthen von Z und T und den 
durch directe Ausdehnungs- und Compreſſionsverſuche mitteld der Formeln 
Pi P 
E= IF ud T = F 
beftimmten Werthen diefer Mobel ($. 218). 
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Anders ıft aber das Berhältnig bei den YeftigfeitsSmodeln. Da der 
Elaftieitätsmodul E außerhalb der Elafticitätsgrenze nicht mehr als conftant 
angefehen werden kann, fondern immer mehr und mehr abnimmt, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreſſion gefteigert wird, und da ferner auch dann 
der Elafticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufammendrüdung, fo find die Spannungen der liber eimander liegenden 
Tafern des Körpers nicht mehr den Abjtänden von der neutralen Are pro- 
portional zu fegen. Es geht folglich aud) die neutrale Are nicht mehr durd) 
den Schwerpunft des Querfchnittes, und es nehmen alſo die Abſtände e, und e, 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elafticitätsgrenze. 

Bedeutet W, das Maß des Biegungsmomentes für bie ausgedehnte Hälfte 
des Balkens, fowie Z, den mittleren Elafticitätsmobul für diejelbe, und be: 
zeichnet W, diefes Maß flir die zufammengedrüdte Hälfte, fowie Z ihren 
mittleren Elafticitätsmodul, fo haben wir flir größere Biegungen das Moment 
der Biegungsfraft: 


Pl — WE, + W, 9 
r U 
. K ee K e 
i — 2 — — I 
alfo wenn wir, wentgftens annähernd, Er und ET fegen, wobei 


K, und K,, die Feftigfeitsmodel fiir das Zerreißen und für das Zerdrücken 
bezeichnen, da8 Moment zum Abbrechen: 


Pl entweder — —— Wat) oder = 


I 


u Cu 
Bezeichnen wir ferner das ftatiiche Moment des Duerfchnittes des ausge⸗ 
dehnten Körperſtückes in Hinficht auf die neutrale Are durch M,, und da6 
de8 Querfchnittes des comprimirten Körperftüdes in Hinſicht auf eben dieſe 


Are durd) M,, jo haben wir noch die Spanntraft der einen Hälfte, = * 


und die der anderen, — — und es iſt, da beide Kräfte ein Baar bil⸗ 


den müſſen, 
M, E, — M. E, 
zu fegen. Diefe Gleichung dient zur Beftimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abjtände e, und e,.. 
Für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte ift 3. 2. 
2 


2 
= mM, 
daher 2 2 
Ee!= Ee 


anzunchmen. Es ergiebt ſich hiernach: 
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und fegt man diefen Werth in die Gleichung e, + e, = h ein, fo folgt: 
— und e, a — * 
"TU VE+VE, | — VE,+Ve, 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefem Yalle: 
w — be; d w— ben, 
ı — 5 un ug? 
folglid) ergiebt 1“ 
vr (EE,VE, +EEVE, 
PI E, 3 E 3 — ı_ MH 1 1 u ı 
2 ( e + Zue 3r ——— VE): ) 


__ 5b EE 


— Ir WE + VE) 


und daher da8 Moment zum Abbrechen: 


PI entweder — ut. AB HK VB 
m VELVET U Vo+Ve 
2 E, 
oder — — KR, 
'VE+Vm 
dir E = m. erhält man natürlich, wie oben: 
P="-K 


Dei Holz und Schmiedeeijen in fo ziemlich E, — E,, und daher au— 
näherud 


2 
p=!*x 


wobei man für K den Heineren ber beiden Feſtigkeitsmodel zu jegen hat. 
Beim Gußeifen ift jedenfalls B,, viel größer als E,, daher nähert ſich 


2 
hier PL dem Werthe * K, wenn K, ben Feſtigkeitsmodul für das Zer⸗ 


reißen ausdrückt. 

Beim Holz hätte man hiernach im Mittel den Feſtigkeitsmodul für das 
Zerdrücken (ſ. Tabelle II, 8. 218), alſo K, = 48 Kilogramm — — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Berfuchen von Eytelwein, Gerſtner u. f.w. 
fehr gut übereinftinmmt. Ebenſo ift fiir ſchmiedeeiſerne Balken ftatt X, der 
Feſtigkeitsmodul für das Zerdrüden, d. i. 

X. — 22 Kilogramm = 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter Übrigens gleichen Verhältniffen das Holz und 
Schmiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeifen mittels des 
Zerreigens zum Bruce. Wäre bei deuſelben noch X, nahe — K,, jo würde 


8.29. 
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folglich für gußeiferne Träger in obige Formel ber Modul fir das Zer- 
reißen, d. i. 

I K= 13 Kilogramm — 17800 Pfund 

einzufegen fein; vielfachen Berfuchen zufolge ift aber hier 

K = 32 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. i. ziemlich das Mittel zwifchen dem Modul des Zerreißens und dem des 
Zerdrüdens zu fegen. 

Diefe große Abweihung hat jedenfalls nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwiſchen den Elafticitätsmobeln Z, und Z,,, fondern aud in der körnigen 
Structur des Gußeifens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, daß der 
Balken gleichfam aus einem Bundel von Ruthen beſteht, nicht zuläfjig ift. 

Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feſtigkeit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweihungen in den Ergeb 
niffen der Erfahrungen zur Folge haben. So ift z. ®. das Holz am Kerne 
und an der Wurzel ftärker al am Splint und an dem Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Yahresringen wirft als 
winlelrecht darauf; endlich haben noch der Erdboden und bie Lage des Ortes, 
wo das Holz gewachſen ift, Temperatur, Zuftand der Trodenpeit, Alter u. ſ. m. 
Einfluß auf den Wiberftand der Hölzer. Endlich füllt die Biegung, welde 
ein Körper, nachdem er längere Zeit befaftet gewejen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, als die Biegung, welche gleich anfangs beim Auflegen der 
Laſt eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche. Die Verſuche über bie 
Elafticität und Feftigfeit wurden von Eytelwein und von Gerfiner mit 
einem in Fig. 433 abgebildeten Apparate angeftellt. AB und AB find 
zwei Rüftböde, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und DD ift der darüber 
Tiegende, zur Unterfuchung beftimmte parallelepipedifche Körper. Die Laſt P 

Fis. = 


M 


! 
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zum Biegen des Körpers Liegt auf einer Wagjchale EE, die an einem Bügel 
MN hängt, defien oberer und abgerumdeter Theil in ber Mitte M bes 
Balkens aufliegt. Um die einer Belaftung P entfprechende Durchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horizontalfäden FF und GG, fowie 
eine in ber Mitte auf dem Ballen auffigende Scala MH an. Gerftner 
hingegen bediente fich eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an einer verticalen Scala die Senkung von M verfinfzehnfacht angab. 
Lagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mittels eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gejegt wurde, und die Biegung des Balkens auf einer 
eingetheilten Kreisicheibe vergrößert angab. 

Andere, wie 3. B. Morin, bedienten fid) zur Ausmittelung der Durch⸗ 
biegung (a) eines Kathetometers, welches auf eine in der Mitte ded Balkens 
angebrachte Spige gerichtet war; bei ben englifchen Berfuchen ift dagegen 
zur Ausmefiung diefer Größe ein Tanges Keilmaß angewendet worden, wel- 
ches in der Mitte des Balkens zwiſchen demſelben und einer feften Stiüge 
eingefchoben wurde. Um die Genauigkeit in der Meſſung von a durch das 
Nachgeben der Stüten nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal⸗ 
fen während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), oder 
man führt ein langes Lineal in einem gewiſſen Abftande über dem Balfen 
bin, befeftigt bafjelbe an feinen Enden mit den Enden des Balfens fo, daß 
e3 ſich nicht mit dem Balken biegen kann, und mißt num bei jedem Berfuche 
den Abftand zwifchen der Mitte des gebogenen Balkens und der unteren 
Kante diefes Lineals (Fairbairn). 

Die Art und Weife, wie Stephenfon u. |. w. die Biegung und Feſtigkeit der 
hohlen Träger aus Eifenblech ermittelt hat, ift vorzüglich aus Fig. 434 (a. |. ©.) 


zu erfehen. Die 75 Fuß ange Röhre AB, von welder in der Figur das 


vordere Stüd weggelaflen ift, ruhete an beiden Enden, wie 3. ®. in C, auf 
Holgböden auf, und wurde in der Mitte durch einen Ballen D.D unterftügt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete. Durch bie 
Mitte des Nöhrenträgers, umd zwar nahe ber dem Boden beffelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende F’ zu fehen 
ift, und über diefen waren zwei Gabeln G, @ gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte P hing. Bor dem Verſuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Laſt auf dem Balken DD, 
wurben aber die Stempel der Winden niebergelafien, jo ſank DD und legte 
fi} auf die Unterlage E, E auf, während das nun durch P belaftete Röh- 
tenmittel A.F ganz frei wurde, und eine der Laſt P entiprechenbe und mit 
einem Keilmaß zu mefjende Durchbiegung annehmen konnte. 

Um bei Verſuchen mit ſtarken Trägern nicht fehr große Gewichte an- 
hängen zu müſſen, belaftet man aud) wohl den Balfen nicht unmittelbar mit 

Weisbach's Lebrbud der Mechanik. I. 88 
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Gewichten, fondern man läßt auf denfelben den kürzeren Arm einer ungleid)- 
armigen Wage wirken, deren längerer Arm durch Gerichte niedergezogen 


Big. 434. 


wird. Zu dieſem Zweck ließ endlich Hodgkinſon diefe Hebelkraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden unterftigten Ballens wirken, ſondern er 
unterftägte den Balken in feiner Mitte, ließ dieſe Kraft an dem einen Ende 
des Baltens angreifen und befeftigte das andere Ende deſſelben durch einen 
ſtarken Bolzen mit dem Fundamente. 

Durch die unter fehr verjchiedenen Umftänden und Verhältniſſen umd mit 
verfchiedenen Stoffen, namentlich aber mit ſehr verſchiedenen Holz- und Eifen- 
gattungen angeftellten Verſuche ift in der Hauptſache eine Uebereinftimmung 
der im Vorſtehenden enttoidelten theoretifchen Regeln mit der Erfahrung 
nachgetviefen worden. Was insbefondere das Zerbrechen parallelepipedifcher 
Balten anlangt, fo hat ſich Hierbei herausgeftellt, daß das Holz und dat 
Schmiebeeifen unter gleichen Umftänden nur durch das Zerbrilden, das 
Gußeiſen hingegen entweder durch das Zerreißen der äußerſten Faſern ber 
ginnt, ober dadurch erfolgt, daß an der am ftärfften gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man ſich an parallelepipedifchen Holzftäben mit Hülfe von 
Sägefchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durch feſte 
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DBlättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Quer⸗ 
linien, welche an den Seitenflächen diefes Balkens rechtwinkelig zur Längen⸗ 
are deſſelben gezogen waren, und endlich durch ein Paar dünne Stäbchen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs ber zuſam⸗ 
mengedrüdten Seite dieſes Ballens Hinlief, von der Nichtigkeit des in 
8. 219 vorausgejegten Verhaltens der Tyafern der gebogenen Körper liber- 
zeugen können. 

Die Ermittelung des Elafticitätsmobul® Zr durch Biegungsverfuche gründet 
fi) auf die in $. 241 gefundene Yormel für die Durchbiegung eines an 
beiden Enden geftitgten, durch das Eigengewicht Q und das Gewicht P in 
ber Mitte belafteten Balkens, welche ſich zu 


13 5 
9 — sw? + 20 
berechnet. 


Bejonders geeignet ift biefe Methode für die Beſtimmung des Gfafticitäts- 
moduls folder Materialien, welche fi) nicht in hinreichend dünnen langen 
Drähten darftellen laſſen, um directe Ausdehnumgsverfuche, wie in 8.216 
angegeben, damit anftellen zu können. Die Bellimmung von Z durd) Bie- 
gungsverfuche gewährt außerdem unter beſtimmten Berhältnifien, d. h. bei 
nicht zu geringer Ränge bes unterfuchten Balkens eine größere Sicherheit, als 
die Beftimmung durch Ausdehnungsverjuche, infofern nämlich die zu meſſenden 
Durchbiegungen größere Werthe annehmen, daher ficherer zu meſſen find, als 
die directen Ausdehnmgen. 

Um fid) Hiervon zu überzeugen, denfe man einen Stab von ber Ränge I 
das eine Mal durch eine Kraft gezogen, das andere Mal durch eine andere 
Kraft gebogen, unter der Vorausſetzung, daß in beiden Fällen die eintretende 
größte fpecififche Spannumg benfelben noch innerhalb der Elafticitätsgrenze 
liegenden Werth x erreichen fol. 


Der gezogene Stab dehnt fich dabei aus um A — * I (vergl. $. 210). 


Für den gebrüdten Stab ift die zur Hervorbringung der größten Span- 
nung % erforderliche Kraft P, wenn W und e die bisherigen Bedeutungen 
haben, gegeben durch: 

A —=k Lu P= 46 W, 
4 e le 

Durch diefe Kraft wird nun dem Balken in der Mitte eine Senkung 

8 ertheilt: 





7 


PB _ 4kWE _ Mu 
48 WE 48 WEle 12Ee 
88*+ 


8 
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Es ift daher 


d. h. s ift größer als A, fobald die Länge J des Baltens bie Größe 12e 
oder bei dein parallelepipedifchen Balken die Größe 6 A liberfteigt, wenn A 
die Höhe des Querſchnitts bedeutet. 


Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt- 
leren Werthe fir die Elafticitäts-, Trag⸗ und Feftigleitsmodel, wie fie aus den 
Biegungs- und Brechungsverfuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. “Die 
erfteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdehnungs- und Compreſ⸗ 
fionsverfuche beftimmt worden find, nicht anſehnlich ab; anders ift es aber, 
aus den oben ($. 248) angegebenen Gründen, mit den Feſtigkeitsmodeln. 
Bon ben beiden Werthen innerhalb einer Klammer | drückt der obere den 


Modul im preußischen Maß (Neupfund auf den Quadratzoll) und der umtere 
denfelben im franzöfiichen Maß (in Kilogramm pro Quadratmillimeter) aus. 


Zabelle 


der Trag- und Feftigfeitsmodel verſchiedener Körper in Hinficht 
auf das Biegen und Breden. 














Elafticitätsmonul Feſtigkeitsmodul 


. 


Namen der Tragmodul 


Korper. 









Laubholz....... 

Nadelholz...... — 1200 
Bußeiln . 2.2... | 16400000 10260 1500 
Schmiedeeiien.. -. . . » | 27’800000 BT 200 
Kalt: und Sandftein.. . — _ a 
Thonihiefer . . . - . — — | 30 


Um mit Hilfe der Werthe in der vorſtehenden Tabelle die Kräfte zu er⸗ 
mitteln, welche die Balken oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 


$. 250.] Die Biegungs⸗Elaſticität und Yeftigkeit. 517 
können, führt man in den oben gefundenen Formeln für die Tragkraft beim 


Hol: 

ftatt 7, entweder 1/, 7, oder flatt K, !/o.K, 
ferner beim Gußeifen: 

ftatt 7, entweder !/; T, oder ftatt K, '/, K, 
und beim Schmiebeeifen: 

ftatt 7, entweder !/, T, oder ftatt K, !/,K 
als Sicherheitsmodel ein. 

Hiernach möge in der Folge für Holz: 

k = 0,73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
für Gußeiſen: 
k = 5,1 Kilogramm — 7000 Pfund, 
mb fiir Schmiebeeifen: 

k = 6,6 SKilogranın = 9000 Pfund 
geſetzt werben. 

Diefe Werthe gelten jedoch nicht fiir Wellen und andere Mafchinentheile, 
welche wegen ihrer fteten Bewegung und in Folge ihrer Abnugung eine noch 
größere Sicherheit und daher die Armahme Fleinerer Werthe für % fordern. 

Segen wir diefe Werthe in den Formeln 
k 


k k 
Pi bh 6 und Pl Tr 1 ıd 37 


für bie parallelepipebifchen Balken und für die cylindrifchen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praftifche Formeln. 
Für Holz: 
PI= 167 bM—= 785 r? — 98 ds Zollpfund, 
— 0,12bh? = 0,7 r? = 0,072 d? Millimeterkilogramm. 
Für Gußeiſen: 
Pl = 1167 bh? —= 5500 r? — 687 d3 Zollpfund, 
— 0850bRhRr—= 40 r°—= 0,5 dt Millimeterfilogramm, 
und für Schmiebeeifen den größeren Werth: 
Pi = 1500 bh? = 7070 r? = 884 d? Zollpfund, 
— 11bh = 5,18 r? — 0,65 d? Millimeterkilogramm. 
Wenn man nad Morin, und englifchen Eonftructionen entiprechend, beim 
Gußeiſen 
ſtatt x, z bis m — 75 Kilogramm 
und beim Schmiebeeifen 
ftatt %, 
einfegt, jo erhält man fir Gußeiſen: 


z — 6,0 Kilogramm 
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Pl = 1710 bh? — 8060 r? —= 1008 a4s Zollpfund 
—= 125 bh? —= 59 r°— 0,74 d? Milltmeterfilogranumn, 
und dagegen fir Schmiedeeifen den Eleineren Werth: 
Pl = 1370 bh? — 6500 r? — 810 dꝛ Zollpfund 
— 10bR= 4,7 r: — 0,59 d? Millimeterkilogramm. 
Hängt die Laſt Q nicht am Ende des Balkens, fondern ift diefelbe gleich— 
mäßig auf dem Balken vertheilt, fo ift der Hebelarm derjelben nicht 7, fondern 


2 und folglich auch das Moment nur halb fo groß, alfo: 


gi _ Wk — 2. 
5 ‚der QL—=2 — zu ſetzen. 

Ruht ferner der Balken an beiden Enden frei auf (ſ. Fig. 417) und 
wirkt die Laſt P in der Mitte zwiſchen beiden Stügen, deren Entfernung von 


einander — 1 ift, fo ift die Kraft an jedem Ende — z und der Hebelarm 


derſelben = 3. alſo ihr Moment: 


—— und pa "*. 
4 e e 


Es trägt alfo unter übrigens gleichen Berhältniffen der Ballen im zeiten 
alle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften Falle. 

Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleihmäßig belaftet (Fig. 418) fo wird er erftens von einer Kraft 


— von unten nach oben gebogen, welche den Hebelarm * alſo das Moment 
& 
2 
griffspunft der Schwerpunkt je einer Laſthälfte, deren Hebeların folglich 
— — und Moment — iſt. Es reſultirt daher das Moment, mit wel⸗ 


| | | 
x hat, und zweitens von einer Kraft — von oben nad) unten, deren An- 


chem jedes Ende des Balken von unten nad) oben gebogen wirb: 


und es ift folglih QI = 8 „2 ‚ alfo das Tragvermögen des Balkens 


unter diefen Umftänden 8 Mal fo groß als im erften Falle. 
Während bei einem parallelepipebifchen Balken im erften alle 


Pil=bR% « ift, hat man im zweiten alle: 
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gl=2.bh? 2, im dritten: 
k ls 
Pl=4,.bh? ra und im vierten: 


Q1=8.bA? = zu ſetzen, 


wobei b die Breite und A die Höhe des vectangulären Balkenquerſchnittes be- 
zeichnen. 


Beijpiele. 1) Welche Laft kann ein an jeinen Enden unterflübter Balken aus 
Fichtenholz tragen, wenn derſelbe die Breite 5 = 0,180 Meter und die Höhe 
h = 0,240 Meter hat, und wenn der Angriffspunft diefer Laft von jeder Stlüge 
3 Meter abfteht? EB ift hier 2 = 2. 3000 Millimeter, daher nad) der obigen 
Formel: 

Pli=4.012.bh?=4. 0,12. 180. 2402, 
und die geſuchte Tragkraft: 
p-4012 . 180. 240% 
— 6000 

2) Ein an einem Ende eingemauerter cylindriſcher Stempel aus Holz ſoll auf 
ſeiner ganzen Länge 11,6 Meter eine gleichmäßig vertheilte Laft Q —= 5000 Kilo⸗ 
gramm tragen, weldde Stärke muß berjelbe befiten ? 

Es ift hier: N 

8 
Mo. n, 
folglich umgekehrt: 


B/ NT 8 
— Qi _ \ /5000 . 1600 _ ug: 
= Vv& 7* —ın 191 Millimeter, 


aljo die gefuchte Stempelftärfe = 2r = 0,3882 Meter. 


— 829,4 Kilogramm. 


Relative Durchbiegung. Dei beweglichen Mafcinentheilen, wie 
>» B. bei Wellen, Rabaren u. |. w., können Biegungen dadurch nachtheilig 
auf den Gang der Mafchinen wirken, daß fie entweder zu Schwingungen 
und Erjchlitterungen der Mechanismen oder zu einem unvolllommenen Ein- 
greifen ber legteren in einander Veranlaſſung geben, und deshalb beftimmt 
man in gewiflen Fällen die Duerdimenfionen diefer Mafchinentheile nicht 
nad) dem Tragmodul, fondern nad) der Durchbiegung, indem man feftjett, 
daß dieje ein beftimmter fehr Heiner Theil der ganzen Länge des Körpers 
oder Mafchinentheiles jet. 

Wir haben oben ($. 235) für einen an einem Ende B horizontal ein- 
gefpannten und am anderen Ende A belafteten prismatifchen Körper ASB, 
Fig. 435 a. f. ©., die Durchbiegung 


BC=s= zw 


gefunden, und können alſo ihr gegebenes Verhältniß zur Yänge AB: 


$. 251. 
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8 Ze 
I=- 3wE 
daher umgefehrt: 
)PR=30#WE 


m. 
fege Sie. #5. 


-Mo 
Für einen parallelepipedifchen Balken hat man hiernad) 


3 ⸗ 
pua — IE E= gr E, 





und für einen enfindeifäen 
pn = 302" = 2 u0rE. 
F 4 4 


Im der Regel ift das relative Biegungsverhältniß 0 — 7 = Ysoo zu 
täffig, und daher 
3n 


Pi= 3 bBE= 3000 r· 
zu ſetzen. 
Führt man nun für Holz den Elaſticitätsmodul Z = 1'600000 Pfund 
= 1170 Kilogramm ein, fo erhält man fir daffelbe: 
Pl = 800 bh’ — 7540 r* ober fir Metermaß: 
= 0,584 bh? — 5,5 rt. 


8. 251.] Die Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. 521 
Für Gußeifen hat man E = 16’400000 = 12000 Kilogramm und 
daher 
.Pl® = 8200 bh? = 77250 r* ober für Metermaß: 
— 6 bh — 564 Fi, 
und für Schmiebeeifen, Z — 27'’800000 Pfund — 20000 Kilogramm, 
daher 
Pi? = 13900 bh? —= 130900 r* oder für Metermaß: 
— 10bh?— 942 rt. 
Fir die Biegung bis zur Elofticttätögrenze ift dagegen ($. 224): 
9) = FE, ober Pla — Led 
jest man daher beide Ausdrüde fiir P72 einander gleich, jo erhält man: 
vn — 30WE, 
folglich das Verhältniß derjenigen Länge I des Balkens zum Dlarimalab- 
ftande e, wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwerthe 9 und 
T zugleich erreichen: 





30E 30 


wenn 6 die der Spannung 7, d. 5. an der Elaſticitätsgrenze eintretende 
fpecififche Ausdehnung oder Zuſammendrückung bezeichnet. Man bat aljo 
für parallelepipebiiche Körper: 


und für cplindrifche Körper: 


ı_ 30, gr 0 
78 „lo — ebenfalls = /. 7 


Iſt < 25, jo findet man durd; die erſte Formel den größeren Werth 


für PL, ift Hingegen 5 > a, jo erhält man durch die zweite Formel 
das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftinomente 
(PT) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht die Länge 1 = (7) e 
hat, die Formel 


WT_ pı, 
e 


und im zweiten alle, wo I > (>) e ift, die Formel 


3s68WE= PU 
die größeren Duerfchnittsdimenfionen. 


DS 
J — — — — — — — — — 
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30 


Sest man in dem Grenzverhältniſſe — 7 0= a fo erhält man 
0, 0 _ 3 _0 0006 1 
für alle Materialien — 06° ‚ daher für Holz, wo 6 — 500 


zu ſetzen ift, r — 0,006 . 600 — 3,6, und insbeſondere für einen pri 


matischen Balken aus Holz: 
18 


10 = 1,8. 


I I 
7 ſowie auch 3” 
Nimmt man fir Guß- und Schmiedeeifen 0 — an, fo ergiebt fi 


für diefe Stoffe 


1506 


ı 3 .. 1500 
‚m 9, und daher 
/ BR 9 
7 jowie 2 = 5 — 4,5 
Die Formel 
3 4 
pn — bh E— äxr'E 


2000 2000 

gilt natürlich nur für den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet 
und am anderen Ende feftgeffemmt ift. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 
dur) Q hat man (nad) $. 236) ftatt P, 8/, Q einzufegen; ruht ferner der 
Körper an beiden Enden auf, und trägt er die Laft in feiner Mitte, fo ift 


ferner ftatt P, =. und ftatt Z, zZ alfo: 
bh? 3xrtE 
Pre TE vVo 
zu fegen, und ift bei diefer Auflagerung die Laft Q gleichmäßig vertheilt, fo 
hat man ftatt P, n einzuführen. ! 


Beifpiele. 1) Welche Laft in der Mitte trägt bei der Durdbiegung 9 = Yu 
der im vorigen Paragraphen berechnete 6 Meter lange hölzerne Ballen, deflen 
Querſchnitt eine Breite von 0,180 Meter und eine Höhe von 0,240 Meter bat. 


Es ift bier: 
0,584bh®? 0,584 . 180 . 240° 
Fe 
während in vorigen Paragraphen für den Fall einer Biegung biß zur Elafticitätd- 
grenze P = 829,4 Rilogramm gefunden wurde. 
2) Wie body und breit ift ein an beiden Enden aufruhender gußeijerner Träger 


zu maden, welder bei dem Dimenfionsverhältnifie 7 > 4, auf eine Zänge von 


— 323 Kilogramm, 
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3 Meter eine gleihmäßig vertheilte Laft Q — 2000 Kilogramm trägt? Unter 
der Borausfegung, daß die Durbiegung = 8 er ift: 
%,QU=8.6.D5h; 
ur 


Y . 2000 . 30000 = 8.6.7; 


4 
_ | /150.(100%% _ 100 u— _ m 
woraus h = Jg = * y 150 = 175 Millimeter, 


und d — 2 — 43,75 Millimeter. 


Wenn der Ballen bis zur Elafticitätägrenze angeftrengt werden joll, jo ergiebt 
fi) die Höhe AR des Querſchnittes nach der Formel des vorigen Paragraphen: 


8 
Qdi=8. 0,85 5A, oder 2000 . 3000 = 8 . 0,85 *. 
daher die erforderliche Höhe: 


= V = — 10. V& = — 154 Millimeter, 


und die Breite des Baltens: 
b= R —= 385 Millimeter. 


4 
Tragmomente. Aus dem Ausdruce $. 252. 
T 
— 2 _ 
Pl=bh 5 


für das Tragmoment eines parallelepipedifchen Balkens erfieht man, 
daß diefes Moment wie die einfache Breite b und wie das Quadrat der 
Höhe AR und daß die Tragkraft 
bRT 
16 
überdies noch umgekehrt wie die Ränge (7) diejes Körpers wächſt, daß daher 
bei einem folchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
defjelben hat als die Breite. in Balfen, welcher doppelt fo breit als ein 
anderer ift, trägt alfo hiernach mur doppelt fo viel als diefer oder auch fo 
viel wie zwei ſolche Balken neben einander zufammen; ein Balken von der 
doppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Ballen von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man auch dem 
parallelepipedifchen Balfen mehr Höhe als Breite, d. h. man legt denjelben 
ftet8 auf die fchmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine rechtwinkelige 
und der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 

Da dr den Duerjchnitt F des Balkens ausdrückt, fo hat man aud) 


PI=FRZ; 


es ift hiernach das Tragmoment eines Körpers bei gleichem Duerfchnitte und 
alfo auch bei gleicher Maffe oder gleichem Gewichte, der Höhe bejfelben 
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einfach proportional. Sind z.B. b und A die Breite und Höhe bes 
einen Körpers, und dagegen + und 3% die des anderen Körpers, ift aljo 


F= 2 -3%5 = bh der Inhalt ihre Duerfchnittes, und haben ſomit auch 


beide Körper bei übrigens gleichen Verhältnifl en einerlei Gewicht, jo trägt 
dennoch der letztere 3 mal jo viel als der erftere. 


Iſt d = A, hat alfo der Balken einen quadratiſchen Querſchnitt, 
jo kann man das Tragmoment bdefjelben noch dadurch herabziehen, daß man 
der Diagonale deijelben eine aufrechte Tage giebt. Es bleibt hierbei, wie wir 


aus $. 230 wiflen, W unverändert — bh’ — Las 
' 12 12’ 


gleich der halben Diagonale, d. i. /,5V2 — b V!/; wird. Deshalb ift 
dann: 


während dagegen e 


bi T T 
I= — —— T=b - VV, = 0,7076 I, 
125 Vıy, Er’ 


6 


während bei Auflagerung mittels der Seiten, Pl — b? = ausfällt. 


Ganz gleiche Verhältniſſe wie beim parallelepipebifchen Balken kommen aud) 
bei den Balken mit elliptifhem Querſchnitte vor. Es ift hier (nad) $. 231) 
v= an, und e = a, wobei vorausgejegt wird, daß die Halbare a 
parallel und die Halbare db rechtwinfelig gegen die Kraftrichtung, alſo, wie 
gewöhnlich, horizontal zu Liegen kommt. Hiernach hat man alfo für einen 
jochen Ballen: 





da der Inhalt des elliptiichen Querfchnittes, F— ab zu jegen if. Es 
wächft alſo aud) bei diefem Balfen unter übrigens gleichen Berhältnifien, das 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe @ des Querſchnittes. 
Iſt d— a —75, hat man es aljo mit einem cHhlindrifchen Träger 
vom Halbmefjer 7 zu thun, fo geht obige Gleichung in 
ar? T 
Pl= 3 T=Fr. 7 
über. Es wächſt aljo das Tragmoment diefes Körpers wie das Product aus 
der Querfchnittsfläche und aus dem Halbmeſſer defjelben. 


Bei gleichem Duerfchnitte oder bei gleichem Gerichte ift das Verhältniß 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptifchem Duerfchnitte zu dem mit 
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freisförmigem, = -. Es ift daher der Balken mit elliptiichem Querfchnitte 


(wo a > r) ftet3 dem einfachen cylindrifchen Ballen vorzuziehen. 

Daffelbe gilt auch bei allen anderen Querſchnittsformen; die regelmäßige 
Form (das Quadrat, das regelmäßige Sechsed, der Kreis u. |. w.) giebt bet 
gleichem Inhalte ftets ein kleineres TZragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Fleinerer Breite. 

Regelmäßige Querjchnittsformen find daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Tängenare ſich drehenden Körpern anzuwenden, wo während 
der Umdrehung eine Duerfchnittsdimenfion ſtets in bie andere übergeht, ober 
nad) je einer Biertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur 
Höhe wird. 


Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Ballen mit $. 253. 
einem parallelepipedifchen Balken, defien Breite und Höhe — b ift, einen 
gleich großen Querſchnitt F— zr? —= b? hat, fo ift das Verhältniß: 


* — Vx = 1,77245, 


und dagegen das Verhältniß zwifchen den Tragmomenten M und M, (M;), 
und zwar erftens, bei Auflagerung bes legteren Körpers auf einer Seitenfläche: 


ol. =7!- 1. 0,5642 — 0,8463, 


Mm 46 9 Vr 
dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des Iegteren 
Körpers: 


M r dV2 3 


win vs” 3. 0,8989 — 1,1967. 

Es ift aljo das Tragmoment des Cylinders (mit Freisfürmiger Bafis) im 
erften Falle Meiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratifcher Bafis und gleihem Inhalte mit dem Cylinder. 

Da die hölzernen parallelepipedifchen Balken aus runden Baumftämmen 
gehauen oder gejchnitten werden, fo ift die Frage, welches Dimenfionsver- 

Sig. 486. hältniß ift dem Querſchnitte eines folden Balkens 
zu geben, damit er noch das möglich größte Trag- 
vermögen behalte ? 

N Es ſei ABDE, Fig. 436, der Querfchnitt des 
Ss Stammes, AD==d der Durchmeſſer defjelben, ferner 
/ AB=DE=b 
die Breite und 

AE=BD=h 
die Höhe bes Balkens. Damm ift: 
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b2 + A? — d®, oder 


h?— de — da, 
und da8 Tragmoment: 
p=Iım—Iı(a — 
6 6 j 


Es fommt nun darauf an, - 
b(d — b dꝛ — b3*) 
jo groß wie möglich zu machen. Setzen wir ftatt db, b + x, wo x fehr Hein 
ift, jo befommen wir für den legten Ausdruck: 
db +2) d— (b + a) —= bat — + (d? — 309) x — 3bxi, 
infofern wir x vernadhläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrücke 
y=T (d? — 3b?) x + 3br3. 

Damit der erſte Werth dd? — b? in jebem Falle größer ausfällt als der 

legte, muß die Differenz 
y=T (d? — 3b2) x + 3bx? 
pofitiv fein, man mag b um x größer ober um x Feiner nehmen. ‘Dies ift 
aber nur möglich, wenn d? — 3 b? — 0 wird, denn dann ift diefe Differenz 
— 3bzx?, alſo pofitiv, wogegen, wen d? — 3b! 
ein pofitiver ober negativer reeller Werth ift, 3 bx? 
vernacjläffigt werden kann, und jene “Differenz 
— T (d? — 302) x, d. i. mit = gleichbezeichnet, 
aljo bald negativ, bald pofitiv ausfällt. Seen wir 
nun d? — 30° — 0, fo folgt die gefuchte Breite: 
b= av!) und die entiprechende Höhe: 
h= Va: — » =d Vs; 
alfo das Verhältnig der Höhe zur Breite: 
” — I — 1,414 oder ungefähr wie 7/;. 

Man fol alſo den Baumflamın fo zimmern, daß daraus ein Balken her- 
vorgeht, defien Höhe zur Breite fih wie 7 zu 5 verhält. Um den der 
größten Feftigfeit entfprechenben Querſchnitt zu finden, theilen wir den Durch⸗ 
meſſer AD, Fig. 437, in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunkten 





*) Mit Hülfe der Differenzialrehnung ergiebt fi dag Marimum des Werthes 
(dd? — b?) einfacher durch 
d(bd? — 58) 

5 


di 30 = 0; o=a V}- 


= 0 (vergl. analyt. Hülfslehren 8. 13); 
alſo aus 
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M und N Berpendifel MB und NE, und verbinden die fid) ergebenden 
Durchſchnittspunkte B und E im Kreife mit den Endpunkten A und D 
durch gerade Linien. Es ift dann ABDE der Querſchnitt des größten 
Widerftandes, denn da 

AM: AB=AB: AD und AN: AE=AE:AD, 
ff: AB=b=VAM.AD=-Y'Yd.d—=daV), 
ud AE—=kh—=YVAN.AD=VYd.d=daV*,, 


alſo: N — wie auch wirklich verlangt wird. 


Anmerlung 1. Der Baumftamm hat das Tragmoment: 

Pil= =. rB, 
für den daraus gezimmerten Ballen vom größten Widerftande ift dagegen das 
Zragmoment: 7 7 

8 
PI= 2a. y,M—= — :.d- r3; 
ET vV vos 

es verliert folglih der Stamm dur das Beſchlagen um 





d. i. 35 Procent von jeiner Tragkraft. Um diefen Berluft zu mäßigen, bebaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierlantig, fondern läßt ihn noch mit abgeftumpf- 
ten Ranten. 


Ein aus demjelben Stamme gegimmerter Ballen mit quadratiſchem Querſchnitte 
hat das Tragmoment: 


Pl= + .avn-S 7’ 
weil bier Breite — Höhe = d Yy,— 0, ‚07 d ift; daher fällt hier jener Verluſt gar 
__8_.4_ — 1 — 060 = 0,0, 





m 1 — — 
6.2y2 7 3 VE 
d. i. 40 Procent auß. 


(Anmertung 2) Um aus einem Baumflamme einen parallelepipebifchen 
Balten zu erhalten, defien Biegungsmoment ein Marimum, für melden aljo 


= T (vergl. 8. 251) fo Klein wie möglich ift, fommt es darauf an, 


W = IE, ober Dht = he VAR — WA, ober (DAY = Re (de — MM) 
— an — 18 


jo groß wie möglih zu maden. Das Differenzialverhältniß des Iekteren Aus- 
drudes in Hinfiht auf % ift: 


6 dans — ht, 
und giebt Null für A? — Y,da, d.i.: 
h=d 7478 und 





8. 34. 
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Für diefe Werthe (j. analyt. Hülfslehren 8. 18) if das VBiegungsmoment des 
Baltens ein Marimum. 


Es if hier A_ ns — 1,7321, aljo nahe = %,, während oben für das 


Marimum des Tragmomentes 2 annähernd —= 7/, gefunden wurde. 


Diefer Forderung entſpricht die Eonftruction in Fig. 457, wenn man AM 
= DN=Y AD macht. 


Ausgehöhlte und gerippte Balken. Fur einen hohlen paral: 
lelepipedifchen Balken ift nad) $. 228 


bh? — 3 
= — und daher das Ka 


_WT_WT_ (mw — bi} 
P= e 2m 


Setzen wir noch n = u und a — v9, fo erhalten wir: 


3 _ıbh3 j 
nah ya — 
und da nun ber Querjchnitt des Balkens, 
F=bkh—bh =bh(l — uv) ift, fo ergiebt ſich: 
— u3 
— uv 
1 — ’v he tv _ (l — ui) ur 
da —* 1 — uv 14 1 — uv 
um fo größer ausfällt, je größer v ift, jo erhält man den Marimalwerth von 
Pl, wenn man v — 1 einfegt, und zwar: 
1 — u? T T 
1) Pl= ı + — — Fr 
Nimmt man dagegen v — u an, fo erhält man: 


2) PP=(1+m) FhZ. 


In beiden Fällen ift u jo groß wie möglich und daher nahe — Eine zu 
nehmen, find alfo die Wände des Balfens möglichft dünn zu machen, wenn 
der Ballen die möglichft große Tragfähigkeit befiten foll. 

Hiernady hat man für a = 1, im erfteren Falle: 

PlI=3Fh = —=Fh = und im zweiten: 
T 


Pl=2Fh 7 Fh J. wogegen 





T 
PI=Fh 7 ausfällt, wenn man u = O annimmt. 
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In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigkeit des Balkens bei gleichem 
Duerfchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
im erften Yalle, wo der Ballen aus zwei Duerrippen beiteht, am größten, 
im zweiten Falle, wo er eine parallelepipebifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten Falle, wo er aus einer oder zwei Tragmwänden befteht, am 
Heinften. 

Wenn 3. B. ein maffiver Balken mit den Duerjchnittsdimenfionen db, und 
h, denſelben Duerjchnitt ober bafjelbe Gewicht Haben foll, wie der gedachte 
hohle Balken, fo ift: 


DE i. 2bihı =bh ober ——— A m, - /2. 


Nimmt man nun noch — * an, jo erhält man v—=v—Y!/,, und 
* das Verhältniß zwiſchen den Tragkräften beider Balken: 
m — —⸗ — 
a rn 7m —)Vr2=Y%V2=3V/— 2,12; 


es befittt alfo dann der hohle Balken mehr als doppelt jo viel Tragfähigkeit 
als der gleich ſchwere maſſive Balken, welcher genau diefelbe Geftalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erfteren. 

Diejelben Berhäftniffe finden natürlich auch ftatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) $. 228) dafjelbe Maß W des Biegungsmomentes 
befigen. Ebenſo laflen ſich diefe Formeln auch auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie z. B. mit einem Querſchnitte, wie Fig. 438, an⸗ 
wenden, wo b die Breite der Fuß⸗ und Dedplatten AB 
und CD, und A die ganze Höhe AD —= BC, ſowie bi 
die Summe der Breiten und A, die Höhe ber hohlen 
Räume M, N, O, P bezeichnen. 

Für eine Röhre oder für einen hohlen Cylinder 
hat man biefelben Berhältniffe wie fiir einen parallel- 
epipediichen Balken. ft r der äußere und r, = ur 
der innere Halbmeffer, fo ift da8 Tragmoment biefes 
Körpers: 


z(rt — r!)T — (1=#) pr2 
= —o=(on ‚I Fr 
pl — ( u) ar? 7 Im 


Fig. 438. 





=(1+u) Fr 1. 


Diefer Ausdrud wird um fo größer, je mehr fih a — — der Einheit 


nähert, je Heiner alſo die Wandftärfe der Röhre ift. 
Welébach's Lehrbuch der Mechanik. I. 34 
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Segt man u — 1, fo erhält man das ent|prechende größte Tragmoment: 


T T 
PlI=2Pr 7 =Frs: 


Bergleiht man die Tragkraft diefer Röhre mit ber eines gleichſchweren 


maffiven Cylinders vom Halbmefjer r, = ur = r Vi. fo hat man, da 
für diefen 


Pıl=Fr- z =ufr.— if, 


Eu _ıte_ =(1+ —F SV2 = 3213, 
PT u 
genau wie beim parallelepipediichen Balken unter denfelben Borausfegungen. 
Es ift endlich aus der  elgemeinen Sudan: : 


M—=- — AT 29T’ (Pe?+ Fu2+-)eT 


unmittelbar zu erjehen, * das Tragmoment eines Körpers um fo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 5, — pie, £ — use u. |. w. der 
Duerfchnittstheile F, Fa u. |. w. von der neutralen Are find. Da num aber 
diefe Entfernungen höchſtens — e fein können, jo wird folglich derjenige Bal- 
fen das größte Tragmoment befigen, defien Querjchnittstheile einen und den- 
jelden und zwar möglichft großen Abftand von ber neutralen Are haben. 
Ein folcher Körper befteht folglich nur aus zwei Querrippen. Da bie zur 
Berbindung der Querrippen dienenden hohen Rippen der Forderung eines 
größten Tragmomentes nicht entfprechen können, fo ift e8 auch gar nicht mög⸗ 
(ich, mit der Tragkraft eines Balfens ein abfolutes Maximum zu erreichen; 
und man muß fich daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Bal- 
tens durch Aushöhlung oder Schwächung deffelben in der Nähe der Are ımd 
durch Anbringung von Rippen oder Federn in möglichft großem Abftande von 
ber Are zu erhöhen. 

Die Dide, welche die Mittelrippe eines ſolchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigkeit wiberftehen zu können, wird im folgenden Capitel beftimmt. 


Anmerkung. Unter der Borausjegung, daß die Tragmodel mit den Feſtig⸗ 
keitsmodeln wachſen und abnehmen, geben die engliſchen Ingenieure den Trägern 
aus dem dem Zerprüden mehr miderftehenden Gußeifen auf ber Zugfeite und 
dagegen den Trägern aus Schmiebeeijen, welches dem Zerreißen mehr widerſteht, 
auf der Druckſeite eine befondere Verſtärkung. Ruben dieje Träger an ihren Enden 
auf, fo erhalten fie deshalb, 3. B. je nachdem fie auß Guß⸗ oder aus Schmiede⸗ 
eilen beftehen, entweder eine breitere und bidere Fuß⸗, oder eine breitere und 
didere SKopfplatte, oder ftatt derjelben Doppelplatten mit verticalen Zwiſchen⸗ 
wänden, ähnlich wie Fig. 488 zeigt. Gußeiſerne Träger erhalten in diefer Abficht 
die ſchon auß dem Obigen ($. 247) befannten T fürmigen Querſchnitte. 
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Beilpiel. Ein Tragbalten aus Eichenholz von 0,2 Meter Breite und 0,3 Meter 
Höhe, welcher either hinreichende Tragfähigkeit gewährt hat, joll durch einen bob: 
len gußeilernen Balken von 0,12 Meter äußerer Breite und 0,25 Meter Höhe 
erfegt werden, welche Wandſtärke wird man demjelben geben müflen? Sekt man 
die doppelte Metallſtärke defielben = x Millimeter, jo iſt die Breite der Höhlung 
— 1% — % und die Höhe derjelden = 250 — x Millimeter. &8 ift daher für 
den boblen Ballen: 
bi 7? — bh? = 120 . 250% — (120 — x) (250 — x)? = 88’125000 x — 277500 ız? 

+ 870.2? — ı#, 
und das Fragmamen) 


Pl = (38125000 & — 277500 22 + 87023 — zt). 





0 
Wenn für den maifiven hölzernen Ballen das Tragmoment 
Pi = "2° 200 . 8009 = Y, . 181140000 


ift, jo bat man zu feßen: 
nr (38125000  — 277500 2 + 87023 — x) = 18'140000 ober: 


38'125000 & — 277600 22 + 87023 — x* = 644’117647. 
Zunääft if annähernd x = —— — 16,9 Millimeter, wofür aber 
z — 18 Millimeter geſetzt werden ſoll. Dann folgt 
277500 x? = 89910000; 870 23 = 5’073840; z* = 104976, 
daher läßt ſich ſetzen: 
_ 644117647 + 89910000 — 5’073840 4 104976 
38’125000 
und folgli die geſuchte Metallftärte: 


5 — 9,7 Millimeter — rot. 10 Millimeter. 


— 19,4 Millimeter, 


Der Brechungsquerschnitt. In den bieher behandelten Fällen der 8. 255. 

Biegung der Körper AB, Fig. 439, haben wir immer eine prismatifche 

Form derfelben, und folglich auch ein 
conftantes Biegungemoment WE vor- 
ausgeſetzt, weshalb wir mittels der Grund- 

formel (aus $. 220) 

Pır= WE 

ichliegen können, daß der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer 


Fig. 489. 





WE 
r = -— 


Px 
unigelehrt, und daher die Biegung felbft direct dem Momente (Px) der auf 
ben Körper von außen wirkenden Kraft P proportional ift, und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleich ein Darimum und Minimum wird. It daher 
die Kraft P conftant, oder wächft diefelbe mit = (wie z.B. Q — gqz, in 
31* 
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dem Fig. 440 abgebildeten Falle), fo nimmt die Biegung mit x ab und zu, 
und ift auch mit = zugleich ein Maximum und Minimum. Wenn hingegen 
Fig. 440. der Querjchnitt 7° des Körpers an ver- 

a Tchiedenen Stellen feiner Are verſchieden 

ift, fo fällt natürlid, au) W—= 2% (F 3?) 
veränderlih aus, und bann ift der 
Krimmungshalbmefler r dem Duotienten 


Ww und alfo die Krümmung jelbft dem 


Px' 
Px 
Ausdrude * 


folglich darauf an, die Stellen der ſtärkſten und ſchwächſten Biegungen zu 
finden, jo hat man nur diejenigen Werthe für die Armlänge æ zu beſtimmen, 





proportional. Kommt es 


bei welchen der Ausdrud = zum Marimum und zum Minimum wird. 


Ebenfo wird, der Formel 


s— £?e 


Ww 
aus $. 224 zufolge, die Spannung S in der äußerften Taferfchicht des im 
Abftande x von dem freien Balfenende gelegenen Duerfchnittes mit dem 


Px.e 
Ausdrude Ww 


Bei einem prismatifchen Körper ift —— eine conſtante Zahl, und 








ein Maximum oder Minimum. 


folglich dieſe Maximalſpannung S nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlihem Querſchnitte, wo eine veränderliche 


Zahl iſt, hängt dagegen dieſe Spannung auch noch mit von dieſem Duo 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Pxz zugleich, alfo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleidr 
mäßig vertheilten Laſt Q — gz, fir z—= 1, ein Marimun; im zweiten 
Falle läßt fich Hingegen biefes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 
Beränderlichfeit des Querſchnittes im Voraus nicht angeben. Um: biefe 
Stelle. oder den Querſchnitt des Balkens zu finden, wo die Marimafipan- 
nung vorkommt, ift es nöthig, da8 Marimum von dem Ausdrude — 
algebraifch zu beſtimmen. Jedenfalls ift die Stelle im Körper, wo dieſe 
Marimaljpannung vorfommt, and) diejenige, wo bei hinreichender Belaftung 
die Spannung S zuerft in 7’ oder gar in X übergeht, und folglich zunächſt 
die Elafticitätögrenze erreicht wird oder das Zerbrechen eintritt. Man nennt 
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deshalb auch den dieſer Stelle des Marimalwerthes von (=) entſpre⸗ 


chenden Querſchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture), oder auch den gefähr⸗ 
lien (ſchwachen) Duerfehnitt. 
Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder- 
lichen Breite u und ber veränderlichen Höhe v, fo ift 
w_un 


e 6° 
umd daher dev ſchwache Querſchnitt durch das Marimum von pi ober das 
Minimum von = beftimmt. Bei einem Körper mit elliptifhem Duer- 


ſchnitte, deſſen —— Halbaren u und © find, het man: 
W_ zur 


e 4 





a 
und daher wieder das Minimum von Fr aufzuſuchen, weun es darauf ans 


lommi, die ſchwache Stelle des Körpers zu beſtimmen. 
Bei conftantem Gewichte kommt P ganz außer Betracht, ift alfo bloß 


2 
das Minimum von _ zu ermitteln, ift dagegen das Gewicht Q — ge, alfo 


. . P Fun u vr 
gleihmäßig auf den Ballen vertheilt, ſo muß man das Minimum von a 
beftimmen, um den Brechungsquerſchnitt zu finden. 


Bildet der Körper ACDF, Big. 441, einen abgeftumpften Keil, 
oder ein Fiegendes Prisma mit trapezoibaler Seitenfläche ABEF, deſſen 
unveränderlihe Breite BO— DE=bift, und wirkt die Kraft P an 

Big. al. dem Ende DF beilelben, fo 
hat man nur das Minimum 


‚a 
von = zu ermitteln, um den 


u ſchwachen Querſchnitt 
deffelben zu finden. Segen 
wir die Höfe DE—=EF 
feiner Endflähe—=h und bie 
Höhe KU des Ergänzungss 

— ſtuckes HKU = c, und neh⸗ 
men wir unferer feitherigen 
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Bezeichnung entjprechend an, daß ber Brechungsquerſchnitt ZMN um 
UV —=x von der Endflähe DEF abftehe, jo haben wir die Höhe deſſelben: 


ML=v=h}+ "nal +2), 
und daher nur “ Minimum des Ausdrudes: 

3 ereeet .+9) 
oder, da h und c beftimmt find, nur von - + oa du ermitteln. 


Nimmt man x = c an, fo ergiebt fi) der legte Ausdrud — 7’ macht 


man aber x wenig (um x) größer oder Heiner, jo erhält man: 


1 1 1 - ( % X 
-=—— —— -- (1f2+43)m 
Br ct zı (1 +®) C C c 
c 
% c+tz; 1 7ı 
Fer re) 
folglid) 
1 x 2 x? 
stammte 
2 


alſo jedenfalls größer als Fu Es giebt alſo z—c da8 geſuchte Minimum, 


d. i. der ſchwache Duerfchnitt ZMN fteht um die Höhe KU = c, nämlich 
eben fo viel von der Endfläche DEF ab, als die abgefchnittene Kante HK 
auf der anderen Seite. 


Mit Hilfe dev Differenzialrechnung u. man einfacher 


Min. (+3 — 
durch 


(+3) 
— — — . 3603 oder 2 = c. 
Die Höhe diefes ſchwachen Duerfchnittes ift 
v — ck4 c=2h, 
und folglich die Tragkraft dieſes Körpers: 
B(ah? T AbRT 


8. 256.] Die Biegungs-Blafticität und Feſtigkeit. 535 


Ein parallelepipedifcher Balken hat bei gleicher Länge 1 =c, gleicher 
Breite b und gleichem Volumen 7 — bh, die Höhe: 


h 2h 
Rı = re = 8/2 h, 
und folglich die Tragkraft: 
pm, T_9om T 


ce 6 4 c 6’ 
trägt alfo nur ?/,s mal fo viel als der behandelte Feilfärmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgekürzte Pyramide, fo fehneiden ſich die Ebenen 
AE, BDu. |. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man die 
Höhe der abgefchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c und die 
anfängliche Breite DE mit b bezeichnet, fo ift: 


AN=u=o(1 +2) m I4=o=h(1 +2), 


und man hat daher das Minimum von 


wv? bh? EN? 
== (1+) 


es 
zu ermitteln, um den Brechungsquerfchnitt zu finden. Durch, Differenzial- 
rechnung findet man 


oder von 


1 32 x? 
rated). 113,8 _0 
— — 


oder ce —=3c.x? + 27°, aus welche — x —= Usc ot 

Dean kann fi) leicht von der Richtigkeit dieſes Werthes Überzeugen, wenn 
man einmal z = \/,c + und ein anderes Mal !/;c — zı Jegt. In 
jeden {Falle erhält man einen größeren Werth als 


— + >= + * — een ber Ausdrud: 


ie 
+4 Fr 


frz = Ngc annimmt. Es ift * der Abſtand der Brechuugsfläde LN 
von der Endfläche DEF’ gleich der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftüdes 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 

vb + V)= 3/b und v — ih, 
folglich ift die gefuchte Tragkraft des Balkens: 
3,b(?/;h? T 27MT 


8§. 257. 
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Für einen Körper in Form eines abgefürzten Kegels hat man bei 
dem Halbmeffer r feiner Endfläche und ber Höhe c des abgefchnittenen 
Stüdes, den Halbmefler der Brechungsflädhe, r, — sr, und daher: 


Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ges 
bogen wird, daß ſowohl die Maximalſpannung S auf der Zugſeite der 
neutralen Are als auch die größte Spannung auf der Drudkeite derſelben 
an allen Stellen eine und diejelbe ift, jo heißt er ein Körper von gleichem 
Widerftande (franz. corps d’egale rösistance; engl. body of the strongest 
form). Ein folder Körper erreicht bei einer gewiffen Kraft in allen Quer⸗ 
ſchnitten zugleich die Grenze der Elafticität, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entjprechenden Duerfchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Berhältniffen, die kleinſte Menge an Stoff. 
Wegen Erjpamiß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Baumefen vorzugsweile folche Körperformen in Anwendung zu brin- 
gen. Da bie ftärkfte Spannung in einem Querſchnitte durch den Ausdruck 


Pxe 
W (1. $. 255) 


beftimmt ift, fo fordert ein Körper von gleihemWiderftande, daß die 
Grö Pxe 
röße w 
felbe jei. 
Iſt die Kraft P conftant und greift diefelbe am Ende des Körpers an, 
fo bat man folglich einfacher 
ex 


— oder Ww 
W ex 


conftant zur jegen, wogegen dann, wenn die Kraft Q — ga, aljo gleichmäßig 
auf den Ballen vertheilt ift, 

ex? W 

277 oder Fr 
conftant gefordert werden muß. Bei einem Balken mit rectangulären 
Querſchnitten (f.$. 255), deren Dimenfionen u und v find, ift im erfteren 
alle: 


Ss = 








für alle Querfchnitte des Körpers eine und die— 


uv? 
—— , und im zweiten: 
x 


uwv? 
7 conſtant zu ſetzen. 
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Iſt an einer Stelle in dem Abftande J von der Endfläche die Breite b 
und die Höhe A, fo hat man folglich im erfteren Falle: 


um _ dm 
« 
und dagegen im legteren: 
u dm 
am 
zu fordern. Bei conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
ve mM 
Tr di 
»ꝛ* der —/* 
ever 78 75 


a 
Da die Gleihung 5 = I einer Parabel zukommt (j. $. 38, An- 


merkung), fo hat folglich, das Längenprofil A BE, Fig. 442, eines ſolchen 
Big. 442. Fig. 448. 








Körpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel E 
mit dem End⸗ oder Aufhängepunkt der Laft P zufammenfällt. 

Ruht der Ballen AB, Fig. 443, von gleicher Breite, mit feinen Enden 
auf, und trägt er die Laft P in feiner Mitte, oder wird der Ballen AB, 
Fig. 444, in der Mitte O unterftüigt, und an den Enden A und B durd) 

Fig. 444. zwei fi) das Gleichgewicht haftende 
sp Kräfte ergriffen, fo erhält das Längen- 
profil die Geftalt von zwei in der 
Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 
Der legte Fall kommt bei Balanciers 
und Wagbalfen vor. Da dieſelben 
durch die Zapfenlöcher A, 0, B ge 
fchmächt werden, fo verfieht man fie 
noch mit Rippen, oder giebt ihnen 
einen Mittelſteg AB. 
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Die Anordnung der Augen für die Zapfen in A und B mad}t hier eine 
Abweichung von der genauen parabolif—en Form nöthig. Ueberhaupt darf 
in den Endpunften F, Fig. 442, A und B, Fig. 443, die Höhe v des 
Querſchnittes nicht 6i8 zu Null abnehmen, wegen der durch die dafelbft ans 
greifenden Kräfte erzeugten Schubfpannungen, worüber in dem folgenden 
Eapitel das Nähere vortommt. 

Iſt die Höhe v — A conftant, fo hat man: 

u b “ z 
grey 
dann ift alſo die Vreite u ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horigontalprojection des Ballens ACE, Fig. 445, 
ein Dreied BCD, und ber ganze Balten einen Keil mit verticaler, in die 
Kraftrichtung fallender Schärfe DE. 
Big. 445. Big. 446. 





Dan erfegt gewöhnlid) die parabolifchen Träger in Fig. 442 durch eben- 
flächige Träger, wie ACB in Fig. 446. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erfparen, giebt man biefem Träger in der Mitte A diefelbe 
Höhe MO — hm — I Vi/a, weldhe der paraboliſche Träger erhalten würde, 
und führt die ebene Begrenzungsfläche CD tangential an die entſprechende 
Parabelfläche. Nun ift, da die Tangente CD die über A verlängerte Are 
BA in einem Punkte trifft, welder von A um die Länge AM entfernt ift: 

BC_3AM_,, mAD_AM_ı, 

Mo 2AM 2- Bam 
daher folgt, wenn man bie größere Höhe BC des Körpers durd) A, und die 
Meinere Höhe AD dineben durch Ag bezeichnet, 

= Yılımn = Yıh VI = 1,0607 h und 

= Yan = Yıh Vi 
wobei die Höhe BN — h mittels der bekannten Formel Pl —= bh? Im 


beftimmen ift. 
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Das Volumen eines folden ebefücigen Trägers in Yu + I) 


== 0,7071 Ih, wogegen das des paraboliſchen Trägers von gleichem Wider- 
ſtande, = */, bin = 0,667 bih, b. i. 5,7 Procent einer ausfällt. 

Fig. 47. Ebenfo kann man den an ben 
Enden A und B unterftügten 
Träger AN A,, Fig. 447, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zufam- 
menfegen, welde im Angriffe 
punkte der Laft die gemeinfchaft- 
liche Höhe BC—= h, = 1,0607 h 
und an den Enden die Höhe AD — A,D, = iv — 0,3536 h haben; 
nur ift bier die Höhe BN —= A durch die Formel 


Zub _ = T zu beftimmen. 








Sol ber Körper ABD, Fig. 448, lauter ähnliche Querſchnitte 
LMN, ABC u. f. w. haben, fo ift zu fegen: 


Big. 448. — 
7 7 daher: 

un _u.wm _ om 

x WM 1 


di: 


M_Emtot VE 
»-7T —, oder — T; 


— dan wachſen alſo die Breiten und Höhen 

wie die Cubikwurzeln aus den ent- 

Äprechenden Hebelarmen. Im der achtfachen Entfernung vom Ende ift 

3 B. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in der einfachen Ent— 
fernung. 

Dan kann diefen Körper durch eine abgefürzte Pyramide ACEG, 
Fig. 449 (a. f. ©.), erfegen, welcher in der Halben Fänge die Höhe MO—h, 
=V% .h= 0,7937 % und bie Breite MN—b—= 1), .b= 0,7997 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem Wiberflande gemeinſchaftlich hat. 


h . 
Fur den Tangentenwinfel der Curve + = vs oder v — ar, iſt 
h h 


8: 3y7 = 12: 


nad} analyt. Hülfslehren $. 10, tang.a = 
daher folgt für 


8. 258. 
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s — 
I\? h x 
Z = 1), i/, Ltang. u — ur h Ve) = le h Va = 3 v 1, 


— 0,2646 h, und ebenfo folgt für die Curve 


u ®/z b 
7* V:. tang.B = und 





3 Vir: 
b 
Ug J tang. 6 — 3 p 1/2. 

Hieraus ergeben fid) nun die Dimenfionen der großen Grundflähe ABC: 
AB=h—hm + Yltang.a — *, Yı),.h — 1,0583 h und 
BC=b = bm + Yıltang.ß = t, V l/y .b —= 1,0583, 
ſowie die der Heinen Grundflähe EFG: 

Gig. 449. Big. 450. 





FG = h= hm — "altang. a —= 2; V I, .h = 05291h um 
EfF= b, = bu — 1/a I tang. 6 = 2/, V 1), .b = 0,5291 b. 


2 
Uebrigens ift natürlid Pl — . 7 zu ſetzen. 





Giebt man dem Körper von gleichem Widerftande Freisföürmige Quer- 
ſchnitte, fo gilt fir den veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer die Gleichung 


ze 
yo - VY& 
v=v=ı = MR 


und wenn man diefen Körper durd) einen abgefürzten Kegel ABE, 
Fig. 450, erſetzt, jo find die Halbmeſſer deſſelben: 
MO=r. = V 1/,.r = 0,7937r, 0A=r = 1,0583 r und 
DE= 1 = 0,5291 T, 
und es ift der Halbmeffer r der Grundfläche des Körpers von gleichen: 
Widerftande nad) der Yormel- 
.3 
Pl= —— T zu berechnen. 


If ein Balken gleichförmig belaftet und die Breite unveränderlid, 
alſo u = b, fo hat man: 
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v Ead 
Fr auch 
22 
ho N 


und es erhält deshalb derjelbe die Geftalt eines Keiles mit triangulärem 
Längenprofil ABD, Fig. 451. 


Fig. 81. Big. 462. 








2 
Bei conftanter Höhe ift in diefem Falle 5 — . und daher der 


Grundriß des Balfens eine von entgegengeſetzten Parabelbbgen BD und 
CD begrenzte Fläche BDC, wie Fig. 452. 
2. 


Macht man wieder thnliche Querſchnitte, fo ift 5 -4=#, 


hat man e8 alfo fowohl im Bertical- als auch im Horizontalprofile mit der 

cubiſchen Parabel, bei welcher die Euben der Ordinaten wie die Qua— 
drate der Abfeiffen wachſen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, Fig. 453, 

Big. 458. gleihförmig und zwar auf den 

laufenden Fuß durch q, alfo auf die 

ganze Länge AB = I durd) Q=gl 

befaftet, fo hat man das Kraftmoment 

für einen Punkt O in der Entfernung 

AO — æ von einem Stigpunfte A: 








dann 


g.2— 92-21 (ie — 
277403 =7 (ie — 29), 
— * — I dagegen für die Mitte C: 
5 i_Q.1_Q1_a®, 
4 8 8 





Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite b an, fo haben 
wir zu fegen: 


vr. = 402 — 2) m 
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T ga 
Im.o=, 
wenn A» die Höhe CH des Körpers in der Mitte bezeichnet, und es folgt 
nun durch Divifion: 
ve in — x 
ne 
v! = („.5) 0 — 1) 
gl 
Wäre k— "); 1, fo würde »ꝰ —= Ix — 7%, und deshalb das Längen- 
profil der mit 1/, 7 al8 Halbmeſſer conftruirte Kreis AD, B fein; weil aber 


2 
!xz — x? nod) durd) (7) zu multipliciren ift, um ba8 Quadrat v? 
gl 


der jedesmaligen Höhe MO — NO zu erhalten, fo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbaren CA = a, — Yal und 
CD=-CE=b =% fin. 

Man kann diefen Körper durch einen ebenflädigen Träger AABDB, 

Fig. 454. dig. 454, erjegen, welder in 

dem Abſtande AM = 1 1 
von den Stützpunkten B und 
B, die Höhe MO — hm 
— 1, V3.h hot. Der Reis 
gungswinfel & der Fläche BD gegen die Are A C ift durch die Gleichung 


‚oder ° 





tang. « — _ er). ‚hlo® 
nn 0%  Yl Vie— a 
2h 1/1 2h 2 v3 k 
— —. — —— 3 ._ 
ı Vy.l 1V3 Is I 


beftimmt;; daher folgt = tang.a — !/, V3 . h und die Höhe des Körpers 
in der Mitte: 
I 
CD=MO+- tan.a =?) V3.h = 1,1548, 
dagegen die Höhe defjelben an den Enden: 
AB=MO — * tang.a — Us V3.h = 0,5774 h. 


Die Biegung eines Körpers von gleihem Widerftande ift natür= 
fich unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniffen eine größere als 
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die eines prismatiſchen Balkens. Für den Fall, daß ber Balken an einem 


Ende feftgeflemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beſtimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 
r E,. 1 T 
Die bekannte Gleichung ==T liefert em wodurch der Kriim- 
mungshalbmefjer als Function des Abftandes e ausgedrücdt wird. Es kann 
übrigens hier fiir ben Tragmodul 7’ aud jede beliebige innerhalb der Ela- 


ftieitätsgrenze befindliche fpecifiiche Spannung % gejettt werden. Set man 
wie in $. 223 


jo folgt wie dort 


— —— 


Iſt nun die adicten zwiſchen e und x befannt, fo läßt ſich dieſe 
Rechnung ausführen, und fir jede Stelle der elaftifchen Linie ihre Neigung 
a fowie nad) nochmaliger Integration die Ordinate y, aljo auch die Senkung 
dafelbft beftinnmen. 

Nimmt man 3.2. einen Ballen gleichen Widerftandes mit rectangulärem 
Querſchnitte an, fo ift e = !/, v, und wenn noch die Breite u —=b== Const. 
it, jo hat man: 


be?  bM8 V: h 
— — —, derv—=h —, daher e = — 
je avı ’® 


1 
r 
>. _ 


x 
folglich: 
04 _„_2IVi [de _erVi 
gt 5 7 = J Vz + Const. 
Die Conftante ergiebt fi) mit Rüdficht born, daß für 


V ys, 


ı—=!1; e= 0a ¶ F F 
daher hat man 
4. 11V vv 
und durch Integration: j 
27V Va— Ve. 


Die Eonftante ift Null, weil für x — 0 aud) y = 0 ifl. 
Für x — 1 ergiebt ſich für die Ordinate y am feitgehaltenen Punlte, 
d. h. aud) für die Senkung bes freien Endes 


om 
y— 8s = /3 Eh 
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Noch ft PI=bA?- > oder T— ir > daher ergiebt ſich endlich 
die Durchbiegung: Ä 
„—8Ppe _,.ape 

Ebh: Ebh®’ 
d. i. 2 mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balfen von der Breite 
b und Höhe Ah (vergl. 88. 227 und 235). 


Wirkt die Kraft in der Mitte des Körpers, während der Ballen an den 
beiden Enden aufliegt, jo ift natürlich ftatt P, 2 und ftatt Z, La einzufüh- 
ren, und es fällt alsdann 
8 pl 
Ebn?' 

d. i. jechözehn Mal Heiner aus als bei einfeitiger Wirkung der Kraft. 
Bei einem Körper von gleichen Widerftande mit triangulärer Bafis 


wie Fig. 445 darftellt, ift die veränderliche Breite u — — d, und 


bns æ 
Pre = E= 137 —— E, 


sl 


= conftant, aljo die Vie 
gungscurve ein Kreis, und die entjprechende Bogenhöhe 
a 6P® _,, ap» 
8— 7 nn = 9’ 
2r bRE bRE 
d. i. 3/amal jo groß al8 bei dem parallelepipediichen Balken. 

Während die Körper gleichen Widerſtandes dadurd) gekennzeichnet find, 
daß 7 = 5°; .#Y — für alle Duerfchnitte conftant, nämlich gleich dem reci- 
profen Werthe ker größten pofiſchen Spannung iſt, fo gilt für die Balken 
von überall gleicher Kriimmung, d. i. für diejenigen, deren elaftiche Linie 
ein Kreisbogen ift, ganz allgemein die Gleichung: 

E 


daher der Sanmmehabnee r= Ö 


==—. — — t. 
r BP z Cons 


Aus der Bergleichung beider Werthe erkennt man, daß ein Ballen gleichen 
MWiderftandes auch ein folcher von gleicher Krümmung ift, fobald e eine 
conftante Größe ift. 
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Drittes Kapitel. 
Die Shub-Elaftieität und Feſtigkeit. 


Die Schubfeftigkeit oder der Widerftand des Abfcheerens, Ab- 8. 260. 
brüdens (franz. resistance par glissement ou cisaillement; engl. 
strength of shearing), wobei die Trennungsfläche in die Richtung der 
Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigfeit zu beurtheilen. Man hat es 
hier mit der Zuſammenwirkung dreier Barallelträfte P, Q und R, Fig. 455, 

Fig. 458, zu thun, wobei die Angriffspunfte A 
und C von zweien berfelben (P und R), 
einander jo nahe liegen, daß eine Bie- 
gung bes zwifchenliegenden Stüdes AC 
nicht möglich ift, und daher eine Tren⸗ 
nung zwiſchen A und C, und zwar in 
einer Fläche DD rechtwinkelig zur Are 
des Körpers, erfolgt. 

Der Widerftand des Abſchiebens ift, 
wie der des Zerreißens und ber des Zer⸗ 
drückens, dem Querſchnitte des Körpers, oder vielmehr der Größe der Tren- 
nungsfläche 7° proportional, und läßt fi) beim Schmiebeeijen fogar annähernd 
dem des Zerreißens gleichjegen. Es kann daher für Schmiebeeifen der 
Modul K der Zugfeftigkeit auch als Feftigfeitsmobul für das Abichieben 
gelten, und folglich die Kraft zum Abfchieben bei dem Querſchnitte F 





P=FK 
gefegt werben. Allgemein ift aber 
P=F.K 


ur? 


wenn K,, ben durch Verfuce zu ermittelnden Wiberftand des Abfchiebens 
ober Abſcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 


Die Elafticitätsformel P = + FE=0FE für Zug und Drud- 
fräfte läßt fi aud) auf die Schubkraft P, Fig. 456 (a. f. S.), anwenden, 


mur bedeutet hier o das Berhältnig r — En der Berfchiebung CA zur 

Länge oder dem Abftande CB der Kraftridhtungen AP und ER von 

einander, und ijt für Z eine durch befondere Berfuche zu ermittelnde Er- 
Weisbach's vehrbuch der Mechanik. I. 35 
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fahrungszahl C einzufegen. Unter dem Berhältniß <= = tang. CBA 


kann man bei det Kleinheit von CA auch den Winkel (Bogenlänge fir den 
Fig. 456. Halbmefier Eins) CBA—= BAD— BED 
verftehen, d. 5. denjenigen Winkel, um welden 
der urſprunglich rechte Winkel bei C ſich durch 
die Verſchiebung von C nad) A verändert hat. 
Bezeichnet man die fpecififche Schubfpannung * 
d. 5. den Widerftand gegen Verſchiebung, wel- 
her von der Fläcjeneinheit des Querſchnittes 
ausgelibt wird, mit t, fo ift 
= ? = { = 
I=z=1G oder 0. 
Es findet aljoy zwiſchen der ſpecifiſchen Schubſpannunget und der Ver⸗ 


ſchiebung © eine eben ſolche Beziehung ſtatt u = C= Const. wie zwiſchen 


der Zug- oder Drudfpannung x und der Ausdehnung 0, (& = 2). Die 


Größe C nennt man den Modul der Schubelafticität. 

Da die Berfchiebungen, wie überhaupt alle Formänderungen im Innern 
eines elaftifden Körpers auf Veränderungen der Abftände der einzelnen 
materiellen Punkte, aljo auf Ausdehnung reſp. Zufammendridung, zurid- 
zuführen find, fo muß eine gewifje Abhängigkeit zwiſchen den Coefficienten 
der Schubelafticität und denen der Zug- oder Drudelafticität, alfo zwiſchen 
C und E beftehen, wie aud) durch die Erfahrung beftätigt wird. 

Denkt man fid) nämlich auf einen ftabförmigen Körper nach einer be⸗ 
fimmten Richtung einen Zug oder Drud ausgelibt, fo zeigt fi), daß aufer 
der in diefer Richtung eintretenden Ausdehnung reſp. Zufammendrüdung 6 
auch eine folche in jeder zur Drudrichtung ſenkrechten Richtung ftattfindet; 
und zwar zeigt der gezogene Körper in den Duerbimenfionen eine Zus 
jammendrüdung und der gedrüdte Körper eine Ausdehnung. 

Der Betrag diefer in der Duerrichtung erfolgenden Zufammendrüdung 
reſp. Ausdehnung 7 ift immer Heiner, als die direct durch den Zug ober 
Drud hervorgebrachte Ausdehnung oder Zufammendrildung 6, und zwar 
gilt die Beziehung: 

=, 
m 
unter m eine Zahl, größer als Eins verftanden. 

Um num das Verhältniß von C und Z zu finden, denke man ſich unter 
ABCD, $ig. 457, den Durchſchnitt eines fehr Heinen Wurfels im Inmern 
eines durch eine Zugkraft angegriffenen elaſtiſchen Körpers. Die Kante des 


8. 260.] Die Schub-Elafticität und Feſtigkeit. 547 


Würfels fei gleich der Fängeneinheit, und es wirke auf die Fläche AB die 
Zugkraft k. Im Folge davon verlängern ſich die Kanten AD und BC zu 

Sig. 457. A,D, reip. B,C, um die Größe 6; und verkürzen 
fi) die Kanten AB und DC zu A,B, md D.C, 


um bie Größe — - Aus den Quadrate ABCD 
ift daher ein Rechte geworden, deflen Seiten 
AD)=1+6mAB=1— — fin. 


‚In den Diagonalebenen BD, und A, C, fin- 
den hierbei gleichfall® Heine Verſchiebungen nad) 
den Richtungen B,D, und A,C, ftatt, indem der 
urfpringlich rechte Winkel der Diagonalen AEB in den Hleineren Wintel 
A, EB, übergeht. Bezeichnet 9 die Veränderung diefes Winkels, fo dag 





Yy=AEB- AEB=— — ABB, 


ift, jo bedeutet nad) dem Borigen Y die Berjchiebung jeder der beiden ‘Diago- 
nalebenen BD und AC. Um y zu ermitteln, hat man 








ADB ='!rA EB = I — Zw 
1— = 7 Y l— Z 
tang. ADB = — = tang. (= — 2) — 7 


14 45 


Hieraus folgt: 


—D —— 


oder mit Vernachläſſigung der kleinen Größen zweiter Ordnung 
m4 6. 

m 

Denkt man fid) nun den Würfel in der Diagonale DB zerjchnitten, jo 
fann man das abgefchnittene Std CD B dadurd) erjegen, daß man in der 
Schnittebene DB zwei Spannungen anbringt, von denen die eine p normal 
zu BD ift und die andere & in die Ebene BD hineinfällt. Dieſe beiden 
Spannungen müflen mit % im Gleichgewicht fein, wozu die beiden Gleichun⸗ 
gen erfüllt fein müffen: oo 
AB.k=BD.tcos. 45° + BD.psin. 45°=(t + p) BD cos. 45° 

=(t+p)4B, 


BD.tsin. 45° = BD.p cos. 45°; daher = p 


35 * 





and 
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und nad) ‚der eriten Gleichung folgt daraus: 
k 


t — 





z' 
Dividirt man dies dur 7 — ” + 1 o, fo folgt 
—— — * 
v 2m+1)o’ 
oder, weil g 
Lt = Cum & — FE., 
6 


fo hat man fchließlich 
m 
C — 2m + ı) E. 


Durch eine ähnliche Betrachtung findet man, daß die Verſchiebung y in 
jedem Punkte irgend einer Ebene nad) einer beliebigen Richtung der legteren, 
doppelt fo groß ift, als der Werth der größten in dieſem Punkte eintretenden 


‚ fpecififchen Ausdehnung 9, alſo = — 2, und es gilt daher, unter € umd 


k die höchſtens zuläffigen Schub- und Zugſpannungen verſtanden, die 
Beziehung: 

t_rC_,C__m 

k oE | E m+ı 

Die Conftante m ift durch die theoretifchen Unterfuchungen von Napier, 
Poiffon, Cauchy u. U. gleich vier ermittelt, nad) den Verſuchen von 
Wertheim und Regnault fcheint fie aber etwas Feiner und für ver- 
ſchiedene Materialien verfchieden zu fein. 

Diefe Berfuche*) wurden mit hohlen Stäben gemadt, deren Höhlung 
mit einer Flüffigkeit angefiillt war, und welche einem Zuge ausgefegt wur- 
den. Dadurch, daß man nicht nur die Yängenausbehnung, fondern auch die 
Bolumenänderung vermöge der aus dem Stabe heraus in eine Capillarrühre 
tretenden Flüſſigkeit meſſen konnte, ließ fi) die Größe m wie folgt beftimmen: 
Bezeichnet J die Länge, d die Weite und v da8 Bolumen der cylindbriichen 
Bohrung des Stabes, und find unter IT, Id, Sv die Veränderungen 
diefer Werthe verftanden, welche fich einftellen, wenn der Stab einem be 
ftimmten Zuge ausgefegt wird, fo if 

n 
y—=lid? 4? und 
Dv=(l+ I) (d + dg) Z — 1d: — folglich 
*) Siehe Grashof: Die Fefſtigkeitslehre, S. 145. 
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o+4Av_(+ I) (d+ Aa) 
—ſ4 


Wenn nun die ſpecifiſche Ausdehnung des Stabes T beträgt, jo ift bie 


fpecifiiche Veränderung der Duerbimenfionen aljo von d nad) dem Bor- 
ftehenden gegeben durch 


dies eingefegt giebt, wenn man bie Heinen Größen höherer Ordnung ver- 


nadhläffigt: 


Il v 
Auf ſolche Weife fand Wertheim m zwilchen 3 und 4; genauer: 
für Meifing: m = 2,84 — 3,05, im Mittel m = 2,94, 
für Eiſenblech: m —= 3,25 — 4,05, im Mittel m — 8,64. 
Es folgt daraus, daß 





| für m= 3. | für m = A. 





Das Berhalten der Maſſentheilchen bei einer Anftrengung, welche die 
Flaticitätsgrenze überſchreitet, läßt fich theoretifch nicht unterfuchen, und es 
kann die Ermittelung bes Feſtigkeitsmodels K,, nur durch directe Verſuche 
geſchehen. Die Verſuche, welche hauptfächlich mit Schmiebeeifen angeftellt 
worden find, haben abweichende Reſultate ergeben, indem die gefundenen 
Werte von K,, zwiſchen X, und /, K, ſchwankten, unter X, die abfolute 
Teftigfeit verftanden. 

Holgendı Tabelle enthält die bis jegt befannten Klafticitäts- und Feſtig⸗ 
feitömodel eitfprechend den Kormen P= rFCwb P= FK, flı die 
Schub-Elaftictät und Feſtigkeit. 


8. 261. 
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Zabelle II 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Schub (des Abſcheerens) 








Namen der Körper. Elaftieitätsmodul C. |Fefligteitsmodul Au 
Bußeilen ...... ..... (7 — 
Sqhmiedeeiſen ......... sro “on 
einer Bußflahl . ....... | 11090000 so” } 
Rufe ......... ... rd _ 
Ming . . . ........ . ( 58 — 
Laubholz ........... { Sara Ar} } 
Rd ........... | 200 ar} } 








Gewdhnlich nimmt man C = YE und K.= Kan. 


Vernietungen. Auf Abicheeren find vorzüglich die Nietbolzen bean- 
ſprucht, welde zur Verbindung von Blechen und anderen plattenförmigen 
Körpern dienen. Es find hierbei der Hauptſache nach zwei Fälle zu unter: 
ſcheiden, entweder werden die zu verbindenden Blechenden AB und CD, 

ig. 458. Big. 489. Fig. 458, über einander geblattet und 
— — durch Nieten NN und OO zufan- 
B B mengehalten (einfchnittige Nietung, 
oder e8 werben, Fig. 459, bie Bleh⸗ 
enden AB und 40 ftumpf zufan: 
mengeftoßen, mit gelochten Loſchen 
ober Dedplatten DD und EE be 
o o dedft, und durch Nieten NN ınd 00 
feſt mit einander verbunder (zwei 
ſchnittige Nietung). Bei de erfleren 
befonders bei Dampffeffen üblichen 

c c Verbindungsweiſe, bei velcher jeder 

Niet nur in einem Querſchnitte auf 

Abſcheerung angefprodhen wirb, bilden die Zugfräfte P, — Fin den beiden 
Platten ein Kräftepaar, deſſen Moment PÖ ift, wenn d die Stärke des 
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Bleches bedeutet. Hierdurch erleiden beide Bleche außer ber Dehnung auch 
noch eine Biegung und verlieren daher an Tragfähigkeit. Es ift daher bie 
zweite Verbindungsart, bei welcher diefes Kräftepaar nicht hervorgerufen 
wird, und bei welcher der Niet in zwei Querſchnitten der Abfcheerung wider⸗ 
fteht, bie befjere, und wird dieſelbe deswegen bei der Conftruction eiferner 
DBrüdenträger u. . w. immer gewählt. 

Die Nietbolgen widerftehen einer durch die Zugkraft P angeftrebten Röfung 
der Berbindung außer durch ihre Feſtigkeit gegen Abfcheeren auch vermöge 
der Reibung R, weldye fie zwijchen den Blechen in Folge einer in den Bolzen 
vorhandenen abfoluten Spannung hervorrufen. Da ein Nietbolzen nämlich) 
gewöhnlich weißglühend in das Loch eingebracht, und in dieſem Zuſtande der 
Schliepkopf angeftaudht wird, fo entfteht durch die nad) der Herftellung ein- 
tretende Erkaltung des Bolzens eine Zufammenziehung deſſelben und in 
Folge deſſen eine ftarke Preffung der Platten gegen einander. Die hierdurd) 
erzeugte Reibung kann unter Umftänden fo ſtark werden, daß fie allein der 
Zugkraft P das Gleichgewicht hält, der Nietbolzen daher gar nicht auf Ab- 
jcheeren in Anſpruch genommen wird. Nach Verſuchen, welche in diejer 
Hinfiht von Fairbairn u. U. (unter Berwendung länglicher Nietlöcher, 
in welchen die Bolzen Spielraum hatten) angeftellt worden find, betrug der 
Reibungswiderſtand pro 1 Duadratmillimeter des Nietquerfchnittes zwischen 
10 und 14 Kilogramm, in befonderen Fällen bei Anwendung von Guf- 
ſtahlnieten ſogar über 17 Kilogramm. Segt man einen Reibungscoefficien- 
ten der Ruhe von 0,18 (j. $. 178) voraus, fo wilrbe, da die Reibung an 
zwei Flächen ftattfindet, die in bem Bolzen vorhandene Spannung %k pro 
Duadratmillimeter diefen Berfuchen zufolge betragen haben: 

10 14 
3.018 bis 2.08” 27,7 bi8 38,9 Silogrm., 


m _ | 
bit Sf  k—= 2.08” 48,1 Kilogramm, 


bei Schmiedeeifen % — 


elſo Werthe, welche ben Feſtigkeitsmodeln X, diefer Dlaterialien nahe liegen. 

Da aber auf die durch die Erfaltung des Nietbolzens hervorgerufene 
Laagenſpannung niemals mit voller Sicherheit zu rechnen ift, indem bie Zu⸗ 
ſammenziehung von jehr vielen Nebenumftänden*) abhängt, welche fich einer 
genasen Rechnung faft gänzlich entziehen, fo pflegt man von dieſer Reibung 
in der Regel zu abftrahtren, und fie nur als eine befondere Sicherheit an- 
zuſehen. 


*) Bon Tinfluß hierauf iſt z. B. die Temperatur, bei welcher das Stauchen 
des Nietlopts aufhört, diejenige, welche die Bleche während des Nietens ange⸗ 
nommen baber, die Beſchaffenheit der Flächen, die Geſchicklichkeit der Arbeiter u. ſ. w. 
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Für die Widerflandsfähigkeit der Nietungen haben die, insbefondere von 
Fairbairn bei Gelegenheit des Baues der Britanniabrüde angeftellten Ber: 
juche ergeben, daß die Niete auf einer Seite der Stoßfuge zuſammen ge 
nommen etwa denfelben Ouerfchnitt haben müſſen, welchen das Blech an ber 
durch die Nietlöcher verfchwächten Stelle behalten hat, wenn die Feftigfeit 
der Nietverbindung eben fo groß, wie diejenige des Bleches fein fol, d. h. 
wenn der Bruch mit gleicher Wahrfcheinlichkeit in den Nieten und im Bleche 
eintreten fol. Man pflegt daher die zuläffige Schubfpannung pro 1 Quadrat 
millimeter Nietquerfchnitt gleich der zuläffigen abfoluten Spannung %, pro 
1 Quadratmillimeter Blech anzunehmen. Hierbei ift e8 nicht gleichgültig, 
wie groß man den Durchmefler jedes einzelnen Nietes macht. In der Kegel 
pflegt man den Durchmeſſer d des Nietbolzens gleich der doppelten Blech⸗ 
die Ö zu machen, aljo d = 20. Unter diefen Verhältniffen beträgt die 


von einem Niet aufzunehmende Zugkraft k, I Die Uebertragung diefer 


Fig. 460. Kraft vom Bleche auf den Nietbolgen 
geichieht auf einer Berlihrungsfläce, 
welche bie Hälfte ABC, Fig. 460, eines 
Sylindermantels vom Durchmeſſer d und 
der Höhe Ö if. Die Projection DE 
diejer Berührungsfläche auf eine zur 
Drudrihtung fenfrechte Ebene ift Öd, 
und wenn %,, die fpecifijche rückwirkende 
Spannung auf diefe Projection bedeutet, 
jo hat man zu deren Beftimmung: 


P=k— =k, dJdä=k,4 2 woraus 





— circa 2/ k.. 


Wollte man dem Nietbolgen einen größeren Durchmefler geben als die 
doppelte Blechſtärke beträgt, jo würde das Blech im Nietloche eine zu große 
rückwirkende Spannung erleiden, und man wiirde Gefahr laufen, daß tı 
Folge davon an dem Nietloche auf der Drudfeite aufgeworfene Ränder eıt- 
ftehen witrden. 

Eine Nietverbindung kann zum Bruce gelangen entweder dadurch, daß 
die Nietbolzen abgefcheert werben, oder dadurch, daß das zwifchen den Jieten 
ftehen bleibende Blech abgeriſſen wird. 

Bezeichnet e die Entfernung zweier neben einander in einer Duerreihe 
befindlichen Nieten von Mitte zu Mitte, fo muß, damit in beiden Siufichten 
gleiche Sicherheit vorhanden ift, bei Vernachläffigung der Reibung die Glei⸗ 
hung gelten: 
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a? 
Th=(e-)5h=(le— SM, woraus 


— (= + ı) à — 21, d bis 34 folgt. 
Die Anzahl n der Nietbolzen, welche auf jeder Seite der Stoßfuge an- 
zubringen find, ergiebt fich nad) dem Obigen durch n = k —= P, unter 


P die gefammte Zugkraft der Bleche verftanden. oe man diefe Nieten 
ſämmtlich neben einander in einer Duerreihe anordnen, jo wäre, unter b 


die Breite des Bleches von der Dide d — rn verftanben, ber wirkſame Blech— 


querfchnitt (6 — nd) d, und man hätte 
nn =b—ndZ hs beb=n(z +1)a 
Die Verſchwächung des * betrüge in dieſem Falle ndd und die 


Zragfraft an der Nietftelle wirde zu der des vollen Bleches wie z zu 


” + 1 fi) verhalten, oder wie 1,57 : 2,57 = 0,6 : 1. Bei dieſer An- 


ordnung beträgt daher die relative Berjchwächung des Bleches circa 40 Procent. 
Um dieſe bedeutende Verminderung der Tragfähigkeit zu umgehen, orbnet 
man die Nieten in mehreren Reihen*) an, Fig. 461, derart, daß bie erfte 

Fig. 461. Reihe beiberfeit8 nur einen 
Niet, die zweite zwei u. ſ. w. 
erhält. Um den Bortheil die⸗ 
fer Anordnung zu erfennen, 
fei die in der geſtoßenen Platte 
A wirkende Zugkraft P=4p 
gejegt, und angenommen, daß 
jeder der vier Nieten a,b, b, c 
gleihmäßig die Kraft 9 auf 
die Laſchen B, B übertrage. 
Die Platte A wird dann bis 
zum Querſchnitte durch das 
Nietloh a mit 4 p gezogen. 
ai Nietbolzen a überträgt die Seräft » an die beiden Stoßplatten, an jebe 





*. fo daß der Zug der Platte A zwiſchen a und db nur mehr 3 p, dagegen 


*) Siehe den Aufjag von Herren Schwedler. Wochenblatt d. Archit. Ber. 
Jahrgang I. 
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der in den beiden Stoßplatten BB zufammen p beträgt. In derjelben Art 
wird durch die beiden Nieten b, die Kraft 2p von A auf B, B übertragen 
(an jede Stoßplatte p), fo daß zwiſchen b, und c der Zug in A nur nod) 
p, der Zug in B,B ebendafelbft 3 p beträgt. Der Niet c endlich überträgt 
Sig. 462, den Reit p ber’ Platte A an 
| die Laſchen B, B, deren An⸗ 
Ipannungen dadurch zufammen 
auf 4. p gebracht werben. Um 
fich diefe Wirkungsweife zu ver- 
deutlichen, kann man die Platte 
A als aus einzelnen Strängen 
beftehend denfen, welche an die 
u | Nietbolzen gehängt find, wie 
Fig. 462 I. eig. Dan er: 
Bm fennt aus der Vertheilung der 
97 Kräfte, wie fie in Fig 462 IL 
eingetragen ift, daß bie ganze 
Verbindung, d. 5. die geftoßene Platte A und die Laſchen B, B in dem Quer⸗ 
ſchuitte durch die Mittelnietreipe bb dem geringften Zuge ausgefegt iſt. Man 
kann daher auch dieſen mittleren Querjchnitt durch eine größere Anzahl Niet 
löcher verſchwächen, al8 die Schnittflächen durch die äußeren Nieten a, c, ohne 
diefen mittleren Duerfchnitt dabei einer größeren Gefahr auszujegen. Es 
läßt fich Hierdurch erreichen, daß die Verfchwächung der geftogenen Platte 
nur den Betrag eines Nietloches ausmacht. Bei nNieten vom Durchmefler 
d = 26 ift daher bie erforderliche Breite des Bleches gegeben durch: 


2 
=0-95 = +1) 





4 
und die Tragfähigkeit der Verbindung ift 
= 
— 
7 

n 2 + 1 

von derjenigen des vollen Bleches. Diefer Werth wird für: 
N z 
n =]; ——— =, 
n 7 + 1 ’ 


wie bei beliebig vielen Nieten, welche alle in einer Querreihe angeordnet find. 
Die folgende Tabelle giebt fitr verfchiedene Werthe von » die entſprechen⸗ 
den Werthe von ' 


8. 261.] Die Schub-Flafticität und Yeftigkeit. 555 


nn — 


ſowie die erforderliche Breite 
o=n(Z + ı)da= Ba. 


Die beiden legten Colummen geben die erforderliche Breite des Bleches bei 
Nietdurchmeflern von 20 und 25 Millimeter an. 










Wirkungsgrad Breite 















&: 

_ Anordnung in 
5 

2.2 Reiben. 
5* 

*8 


1,1,1 





1,2,1 12 , 
1,2,2,1 261 , 
1,2,3,2, 1 378 

12 | 1,2,3,3,2,1 


496 


1,2,3,4,3,2,1 653 „ 


Die drei erften Werthe von « flimmen mit den von Fairbairn gefun- . 

denen Reſultaten nahe überein. Derjelbe fand nämlich 
bei nur einer Reihe von Nieten « — 55,67 Broc., 
bei zwei Nietreihen a« — 73,86 
bei drei Nietreihen a= 8147 „. 

Wenn die einzelnen Niete im Allgemeinen auch nicht fo gleihmäßig be⸗ 
anfprucht werden, wie hier angenommen, fo können die in obiger Tabelle 
enthaltenen Zahlen doch als hinreichend fcharfe Anhaltspunkte angefehen 
werden. 

Die Verſchwächung der geftoßenen Platte durch die Nietlöcher hat man 
nur zu berücfichtigen, wenn der Stoß auf Zug in Anjprud) genommen 
wird. Bei gedrüdten Stößen, wie fie bei den unteren Gurtungen ber 
Brüdenträger vorzufonmen pflegen, findet durch die Nietlöcher eine Ver⸗ 
ſchwächung nicht ftatt, indem die Nietbolzen, fofern fie forgfältig eingepaßt 


2 9 
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find, den Drud ebenfo gut übertragen, als das aus dem Nietloche heraus⸗ 
gefallene Material e8 zu thun vermöchte. Man darf daher bei gedrüdten 
Stößen den Duerjchnitt des vollen Bleches als widerftehend in Rechnung 
ftellen. Der Querſchnitt der Nietbolzen beſtimmt fich in derjelben Art, wie 
bei gezogenen Stößen. 


$. 262. Nietung der Dampfkessel. Die Bernietung durch Ueberblattung 


der Bleche (einfchnittige Bernietung), wie fie bei Dampffeffeln ganz allge- 
mein vorkommt, zeigt Fig. 463. Bezeichnet dabei b die Breite des Bleches 


im Querfchnitte ab nad) Abzug des Nietloches, fo ift die in diefem Quer⸗ 


Schnitte duch P erzeugte abfolute Spannung k —= = = 5 Durch die 
Kraft P in der Platte B wird das Blech A außer auf Abreißen noch auf 
Abbrechen im Querſchnitte ab beanſprucht. Es tritt in Folge defien in 
Sig. 468. Fig. 464. 

P 


| 





A nod) eine relative Spannung %, (Zugfpannung in ber Berlihrungsflädie 
von A und B) auf, welche fich beftimmt durch die Formel: 


ö W b.62 
“=P.=h, mhk 6 gu: 
P 
kı — 3 z—5h 


Die Geſammtſpannung in der die Berührungsfläche bildenden Faſerſchicht 
ce beträgt daher 
k=k+khm=4k; 
und in der Schicht fd, wo %, rlidwirtende Spannung bedeutet: 
=k—k=— 2k. 
Dean darf bei diefer Verbindungsart das Blech daher nur mit !/, k bes 
laften, wenn % die höchftens zuläffige fpecifiiche abfolute Spannung bedeute. 
Die relative Inanspruchnahme des Bleches vermindert fich, fobald bei ein- 
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- tretender Biegung des Bleches der Hebeların > der Kraft P Heiner wird, 


und man pflegt wohl aus diefem Grunde ben beiden Blechen von vornherein 
eine dauernde Biegung zu geben, wie ig. 464 zeigt. E8 wirft dann jedoch 
das Kräftepaar auf Abbiegen des Nietkopfes, welcher dadurch der Gefahr des 
Abjpringens ausgejegt werden kann. 

Die Beurtheilung der Bernietung bleibt Übrigens diejelbe, ob die beiden 
Blechränder direct über einander gelegt find, oder ob die Verbindung durch 
nur auf einer Seite aufgelegte Dedplatten bewirkt wird. Bei Anwendung 
einer doppelten Nietung (zwei Nietreihen) fällt die relative Beanſpruchung 
des Bleches, wie der Nieten geringer aus, weßhalb fich die Anwendung der- 
jelben bei ‘Dampffefleln befonders empfiehlt, und bei Locomotivkeſſeln auch 
allgemein ftattfindet. 

Es ift übrigens zu bemerken, daß bei Dampftefjelnietungen die Rüdficht 
auf möglichjte Dichtigkeit der Fuge eine enge Stellung der Nieten bedingt, 
weßhalb man die Entfernung der Nietbolgen von Mitte zu Mitte nicht 
größer als 21/, d — 5 5 zu machen pflegt. Bei Brüdenträgern u. |. w. 
wird diefe Entfernung meift größer angenommen. 


Vernietungen auf Reibung construirt. In den vorhergehenden 
Unterfuhungen wurde die Reibung der Platten vernachläſſigt. Will man 
die Reibung nicht außer Acht Lajfen, fo kann die Feftigkeit einer Nietverbin- 
dung in folgender Art berechnet werden. Es feien die übereinander ge- 
blatteten Bleche A und B, Fig. 465, durd) nNieten neben einander ver- 

Fig. 468. bunden, e8 bezeichne b die ganze 
Breite eines Bleches (ohne Ab- 
zug der Nietlöcher), ferner fei 
K, der Feſtigkeitsmodul für 
Zug, K, derielbe für Abjchee- 
ven, und m der Reibungs⸗ 
coefficint — 0,2 für Eifen 
auf Eifen. Wenn der Niet- 
bolzen eine Längenfpannung 
durch die Erfaltung annimmt, 
fo kann diefelbe höchſtens den 
Werth K, erreichen, und e8 
hätte die Reibung, welche durch diefe Spannung hervorgerufen wird, alsdann 


2 ® 
ihren größten Werth u ui K. In diefer Größe tritt die Reibung na- 


türlich zwiſchen je zwei Flächen auf, welche bei erfolgender Trennung der 
Verbindung ſich auf einander verſchieben. Es kann nun eine Trennung der 





8. 203. 
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Verbindung erfolgen, entweder dadurch, daß die Nietbolgen jeder in einer 
Querſchnittsfläche ce abgejchoben werden, oder dadurch, daß ein Blech A 
oder B an der ſchwächſten Stelle d. i. im Querſchnitt ab abreißt. 

Dem Abſcheeren der Nietbolgen widerftehen diefelben mit ihrem geſammten 


d’rn NR d’x 
Querſchnitte n — alſo mit einer Kraft n — Kue Außerdem wider—⸗ 


ſetzt ſich dem Abſcheeren der Nieten auch die Reibung, welche an der Fläche 
2 
kl auftritt, und welche fich nad) Vorſtehendem berechnet zu nu = X, ſo 
daß die ganze Feſtigkeit der Nieten ſich beſtimmt zu: 
d? 
P=n— (KR, +M,). 

Wenn andererfeitd das Blech B in dem Duerfchnitte gi abreißt, jo if 
zunächft die abfolute Feſtigkeit dieſes Bleches an diefer Stelle zu überwinden 
mit (6 — nd) 6. KR. Außerdem jegen ſich dem Abreißen des Bleches B 
aber noch die beiden Reibungen entgegen, welche zwilchen A und B in ki 
und zwifchen B und dem Nietkopfe längs Ag auftreten. Jede diefer Rei⸗ 
bungen ift nur durd) die halbe Prefiung aller Nieten erzeugt, weil bei dem 
Abreigen der Platte B nur das Stitd <% ſich verjchiebt, die andere Hälfte 


il aber feine Stelle beibehält. Daher beſtimmt ſich die Feſtigkeit des Vlechet 
gegen Abreißen zu: 


P=(—na)öR, +24 2 K. 
Sest man PL = Pa =D, fo folgt 
(6 — n En 


woraus die Anzahl der Niete folgt: 
böK 


1 


— — — — 
2 
d. + = K. 


Die Feftigfeit des vernieteten Bleches beträgt: 
DB=(b—ndöK tu. TER, 
während die Weltigfeit des un geſchwächten vollen Bleches zu 
P,;,=bÖöK, ſich ergiebt. 
Setzt man P, = P;, jo folgt 
döKR = u — K,; oder 


ui = 3=18 7 


8. 263.] Die Schub-Clafticttät und Yeltigfeit. 559 


Nimmt man u — 0,2 an, fo folgt 


1,28 
d= 02 6 = 6,40. 


Könnte man dem Nietbolgen alfo einen Durchmefjer gleich) 6,4 mal der 
Blechdicke geben, fo witrde wegen P; — P; das Blech daurch die Nietlöcher 
eine Berminberung feiner Feſtigkeit gar nicht erleiden, e8 wiirde vielmehr 
das geftogene Blech ebenjo viel zu tragen vermögen, wie das volle. Die 
Annahme eines jo bedeutenden Nietdurchmefjer verbietet fich nach dem Frü⸗ 
heren, abgejehen von der praftifchen Ausführbarkeit, ſchon dadurch, daß bie 
rückwirkende Prefjung in dem Nietloche beſtimmte Grenzen nicht überſchreiten 
darf, und es war mit Rüdficht hierauf d — 26 als brauchbar gefunden. 

Bei Annahme diefes Verhältniſſes d — 26 ift die durch die Nietbolgen 


3 
bervorgerufene Reibung nu = K, nicht fo groß, wie die durd) die Niet- 


löcher in der Platte B erzeugte Verminderung ber Feſtigkeit nd < K.. 


Man kann aber die Frage aufwerfen: Wie hoch darf die abfolute Span- 

nung % in ber Platte fteigen, damit die erzeugte Reibung doc) noch fo viel 

beträgt, wie der Verluft durd) die Nietlöcher. Für diefen Zuftand hat man 
nu nd Eh; bek=u = 1,57 uK. 

Segt man K, nad) $. 218 für Stabeifen gleich 40 Kilogramm, jo wird 

| k = 1,57.0,2.40 —= 12,56 Kilogramm. 

So lange alfo die Spannung in den Platten diefen Werth nicht über- 
fchreitet, ift durch die Lochung der Platten eine Verſchwächung derjelben 
nicht erzeugt, indem durch die Reibung ein Gewinn an Tragfähigkeit herbei- 
geführt wird, welcher erſt dann von der Verſchwächung durd) das Lochen 
übertroffen wird, wenn % jenen berechneten Betrag von 12,56 Kilogramm 
überfteigt. In den Fällen der Praris wird % meift nicht über 8 Kilogramm 
betragen, und man erkennt, daß alsdann die Spannung an der ſchwächſten 
Stelle nicht größer ift, als in der vollen Platte. Nur muß man "bemerken, 


daß bei k — 8 die Platte eine = — s5 fache Bruchficherheit gewährt, wäh- 





. 12, 
rend bie der Reibung entjprechende Sicherheit nur eine _ — 1,57 fadje 


ift. Bei obigen Rechnungen ift immer vorausgefetzt, daß der Nietbolzen bei 
feiner Erfaltung eine Zugſpannung glei, der abfoluten Feftigfeit X, ange- 
nommen habe. Ob ein folcher Zuftand, felbft wenn er anfänglich hervor- 
gebracht fein follte, auf die Dauer fich erhalten kann, muß ſehr bezweifelt 
werden, da mit der Zeit, namentlich wenn die Konftruction Erjchlitterungen 
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ausgefeßt ift, gewiß permanente Ausdehnungen in dem Bolzen eintreten, 
welche die Spannung und damit die Reibung vermindern. Aus diefem 
Grunde pflegt man, wie oben ſchon angedeutet, die Reibung meift umberüd- 
fichtigt zu laſſen. 

Die Herren Molinos und Pronnier verlangen principiell eine ſolche 
Anordnung der Nietverbindungen, daß dabei die bloße Reibung genügt. Sie 
ſetzen dabei ein Schmiedeeifen voraus, fir welches X, — 30 bis 35 Kilo: 
gramm ift, und nehmen den vierten Theil davon mit 8 Kilogramm ale 
höchftens zuläffige Spannung % an. Ebenſo nehmen fie für die Reibung 
an zwei Flächen den vierten Theil des durch Lavalley's Verſuche er: 
mittelten Betrages von 15,8 Kilogramm mit rund 4 Kilogramm pro 
1 Quadratmillimeter Nietquerfchnitt. Es ergiebt fich hierbei ein nothwen⸗ 
diger Gefammtquerfchnitt der Nietbolzen auf einer Seite der Stoßfuge, 
welcher gleich dem doppelten Duerfchnitt des gefchwächten Bleches (in der 
erſten Nietreihe) iſt, alſo ein doppelt fo großer Nietenquerjchnitt, als wenn 
man die gewöhnliche Borausjegung macht, wonach man die Abjcheerungs- 
feftigfeit K,,, gleich der abfoluten Feſtigkeit X, ſetzt. 

Beim Lochen der Bleche ift jedenfalls auch der Widerftand des Abfchiebens 
zu überwinden, nur hat man es hier nicht mit einer ebenen, ſondern mit 
einer chlindrifchen Trennungsflähe zu thun. Iſt 6 die Blechdide und d 
der Durchmeſſer des Loches in dem Bleche, jo hat man den Inhalt der 
Trennungsfläche: 

 F=dan.d, 
und folglic, die Kraft zum Lochen 
P=FK,=dnÖK,. 
(Bergl. „Sivilingenieur“ Bd. I., 1854, und zwar: John Jones Verſuche 
über den Kraftbebarf zum Pochen von Eifenbleden, von C. Bornemann.) 


Beilpiel. Ein eiferner Niet von 20 Millimeter Stärle trägt bei 6fadyer 
Bruchficherheit (% — Ku = 2 Kilogramm) die Loft 


2 
P= en, Zu = 314. = — 1882 Rilogramm. 


Zum Durdftoßen des hierzu erforderlichen Loches in 10 Millimeter ſtarlem 
Eiſenbleche ift die Kraft erforderlich: 
PR =dnadKEn=& .314.10. 85 = 21980 Kilogramm. 


Anmertung. Ueber Vernietungen fiehe Schwedler: Ueber Rietverbindungen, 
Wochenblatt d. Berl. Archit. Vereins. Jahrg. I. No. 47 bis 49, Aahrgang IL 
Ro. 7 und 12. Köpke, Verſuch einer Theorie d. Abjcheerungsfeftigteit, Zeitſchriſt 
d. hannov. Arch. u. Ing. Ber. Bd. IV., 1858, S. 238; Zeitſchrift d. äfterr. Ing. 
Ber. 1853, ©. 2389. Grashof, Feſtigkeitslehre, S. 156. Fairbairn, Useful 
information for engineers, London 1860, ©. 284 u. a. a. O. 
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Die Schubkraft parallel zur neutralen Faser. Bei einem 
Körper, welder bloß der Zuge oder Druckkraft ausgeſetzt ift, werden bie 
Grundflähen AC und BD eines KRörperelementes ABDC, Fig. 466, 


Sig. 466, 
-f 7 


von entgegengeſetzten und ſich das Gleichgewicht haltenden Kräften — Pr und 

+ Pı ergriffen, während die Seitenflächen 4 B und OD deſſelben frei von 

Big. 467. äußeren Kräften bleiben, da die 

benachbarten Körperelemente 

diefelbe Axenfpannumg erleiden, 

wie das gedachte Clement 

ABDC jelöft. Anders ift 

es aber bei einem der Bie- 

gung unterworfenen Körper, 

wo auf ber einen Seite AB 

des Elementes ABCD, Fig. 

467, eine Spannung ftatthat, 

welche der auf der anderen 

Seite CD deſſelben entgegen- 

gelegt ift, und in folge der 

feitlichen Cohäfion in AB und 

CD das Element ABCD 

von einem Kräftepaare ergriffen wird. Am ſtärkſten tritt dieſes Kräftepaar 

bei einem in der neutralen Are befindlichen Elemente hervor; ba hier das 

Std des Körpers auf der Seite AB bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
das auf der Seite CD nur einer Compreffion ausgefegt ift. 

Iſt S die Spannung einer Safer in der Entfernung e von der Beutralen 
Are bei dem Querſchnitte Eins, fo find die Spannungen in den Theilen 
Fı, Fa Fs ... . des ganzen Körperquerfhnittes, welche um £ı, 22, £ - - » 
von der neutralen Are abftehen: 


Aa s E g FEAæia 8 u. ſ. w, 
e e e 
und es folgt die ganze Spannung im Querſchnitte nr + BR + Fa +, 
8 
Q=2knt+An+-)=Lzırm. 


Weittad’e Lehrbnd der Mehanit. 1. 36 
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Iſt nun FA + Fa + - - - der Theil des Ouerfchnittes auf der einen 
Seite der neutralen Are, jo giebt auch Q die ganze Spannfraft auf dieler 
Seite der neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite it der 
Theorie des Schmwerpunftes zufolge (vergl. $. 220) der erfteren ber Größe 
nach zwar gleich, aber der Richtung nad) entgegengejegt. 


Üebrigens hat man nad) $. 224 8 — —* 


p 
auch Q — — (Aa + BR» +:-). 


In einem Querfchnitte, welcher un AB — x, vom erfteren abfteht, ift 
die Spannung 
pP (x — I 
W 


8 Pr 
alſo <Ww daher folgt 


Q = ) Fa +- Rs ++); 


daher ergiebt fich die ganze Kraft, mit welcher das Stiid A BE über AB 
fortzugleiten fucht aus der Gleichung: 


-a=- FA ratAat) , 


Iſt nun db, die Breite des Duerfchnittes in der neutralen Are, fo folgt 
daher die Schubkraft längs einer Flächeneinheit in dieſer Are: 
_2-a __ 1 __ PE(Fe) 
X b,&ı =, yfıatrhat )= b, W 
Mendet man die Bezeichnungsweife der Differenzialrechnung an, fo fchreibt 
fi diefer Ausdrud: 








p 2 
n= | ror 


Damit fi) daher der Balken längs der neutralen Are durch Abjchieben 
nicht trenne, ift X, — dem Feſtigkeitsmodul A, zu fegen, und damit er 
diefelbe Sicherheit gegen dieſes Abſchieben befige wie gegen das Sebreien 


iſt nöthig, daß die Schubſpannung X, höchſtens den Werth — — — 7 er⸗ 


reiche, wenn 7 den Tragmodul des Materials fir Zug Seheutet, da nad) 
8. 260 für die höchitens zuläffige Schubſpannunget und die höchftens zu 
läſſige Zugfpannung % die Beziehung gilt: 








m 
'=_ — k. Man hat daher: 
WT m 
uw (2) = er Z(Fe) m +, \mmie 
| 31 
In —ñ77 7 & (Fe). 
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Uebrigens iſt & (Fe) au = Fısı = Fr, wenn F, und Fy die 
Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile des ganzen 
Querſchnittes F = FF, + F,, und 5,, 5; bie Abftände der Schwerpunkte 
diejer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 

Für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte F=bh hat man 





bhh bh? bh? 
& (Fe) = F, 8 =.77T W= 757 und bo — b, daher 
pP 
P=bhX, und bo =b—= Zn 


2 
Für einen Träger mit freisförmigem Querſchnitte F = ZT iſt, 


da der Schwerpunkt des Halbkreiſes um 4 d vom Mittelpunfte abfteht, 


. _ _ra@ 2 ,_ 
Z(F)=Rha = F 379 = 19° ferner nad) $. 232 
w—"E und do — d, daher 
u HR 
æ dꝰ 3 7 
Pu Te "A um 


— 4- vr — Vz 
dei), We Vz 
Ebenfo ift für einen Träger mit elliptifhem Querſchnitte F=zab, 





3 
da bir W = :, Fı Ss = 2 2,a—=%,abundb, = 2b 
. 4 P pP 
— 3 = — — — — ˖— 
iſt, P ab X,, oder b 3m ax, 0,4244 ax, 


Endlich hat man für einen hohlen parallelepipedifchen Träger mit 
bem Querſchnitte F—= bh — bıhı (Fig. 391, $. 228): 


2 — 2 3 8 
Fi 5ı Hz, wa id — b,, daher 
B— bı) bh — bh) X, 
— 9 . 
P= /s bh? — bı h3 
Die oben gefundene Formel X — 5 Z(Fe) gilt auch für die Schub⸗ 


kraft in einem beliebigen Abſtande O.B — h, von der neutralen Are des 
Körper MN, Fig. 468 a. f. S. vorausgefegt, daß man unter Z(F'z) nur 
die Summe der Producte derjenigen Flächenelemente mit ihren Abftänden von 
der neutralen Age verfteht, welche auf der einen Seite des Elemente AB CD 
liegen, und daß man unter b, die Breite des Duerfchnittes in AB verfteht. 
Es ift dabei übrigens gleichgitltig, auf welcher Seite von A BCD man die 
Broductenfunme Z (Fe) bilbet, da de Summe lat PR +--- 
36* 
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auf der einen KSeite gleich ift der Summe Fac. + Fazızayı ++ auf 
der anderen] Seite von ABCD, weil die Producte derjenigen Flachen⸗ 
theile zu beiden Seiten der neutralen Are, welche bis zu + Aı reichen, ſich 
gegenfeitig aufheben. 

Ter allgemeine Ausdrud fir die Schubſpannung läßt ſich daher ſchreiben: 


pP 
= rn ”[ ed F. 

Dan erkennt hieraus, daß für Ah, = e, alſo fir die äußerfte Faſer bie 
Schubſpannung Null wird. Wenn ferner d conftant ift, fo ift die größte 
Fig. 468. Schubipannung in der neutra- 
len Are vorhanden. Letzteres 
iſt auch dann der Fall, wenn 
bo im der neutralen Are einen 
Heineren Werth hat, als an 
einer anderen Stelle des Duer- 
ſchnittes. In allen diefen Fäl- 
fen nimmt die Schubfpannung 
von dem Werthe X, in ber 
neutralen Are allmälig zu 0 
in der äußerften Faſerſchicht ab. 
Für einen Balken mit recht⸗ 
winfeligem Querſchnitte von 

der Höhe!h und Breite b ift 


Pf 62 
= mtr = me-n). 
Sept man Seifpielemeie » — S — #-, fo findet man für die ie 
zwiſchen der neutralen und der Außerften Faſer 
6P 6P pP 
x 17, (e— 1) Bm MY 
während fie-in der neutralen Are die Größe 
De sp m 
mE 
Denkt man fi, Fig 469, für den Querſchnitt AB.DC, den verjchiedenen 
Größen z entſprechend, die zugehörigen Werthe von X al8 Ordinaten an 
getragen, jo erhält man eine Parabel A GB mit dem Scheitel in G, md 
der ſchraffirte Theil AG BF veranfchauficht die Bertheilung der horizontalen 
Schubſpannungen in dem Querſchnitte. 








=’ z hat. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 


pP 
X= 57 w. soF 

erfennt man, daß die Schubſpannungen in demſelben Querſchnitte im um⸗ 
gekehrten Berhältniffe zu der Breite des Duerfchnittes d an der betrachteten 

fig. 469. Stelle ftehen. Aus diefem Grunde ift es möglid), 
daß die Schubjpannung in ber neutralen Are nicht 
den größten Werth hat, wenn nämlich die Breite 
dafelbit größer ift, als an anderen Stellen. Es 
ift 3.9. für einen Ballen von quadratifchem Quer⸗ 
Ichnitte, deffen Diagonalebene vertical fteht, wenn 
a die Querfchnittjeite bedeutet, die Größe e—=aV !/, 
und die Breite b im Abftande # von der neutra- 
fen Are 
b=2(e — 2); filgid oOF—= boz = 2(e — 2),0s, daher 





12P /® e® ee 2? 
‚= rare ‚Sre-n2e= ala 3 2 175 
— 3 gi 
_2Pe 3es +2» _ "(e@+es— 2m) 
a* e— 38 
Diefer Ausdrud wird ein Marimum für 
3 — 
etezern _ 0;d.i. fire — 4z, oder fr z = Zi 
und zwar iſt hierfür 
— pP 3 — 2P 9 2 — 9 Ei 
X —le+e.3-25)= neh: 
während für die neutrale Are, oder für z — 0 


pP 
= tz 
ut 


Hat der Querſchnitt andererfeitd in der neutralen Are eine jehr geringe 
Breite, jo ift die Schubſpannung daſelbſt beträchtlidy größer, als bei dem 
rechtwinkeligen Onerfchnitte, und es bedarf alddann immer einer ſpeciellen 
Unterfuchung, um fic) zu vergewiflern, daß die Schubſpannung in der neu⸗ 


tralen Are den zuläſſigen Werth — T, reſp. * 7 1 k, nicht über- 


fchreitet. Namentlich ift dies der Fall bei den ſogenannten Blechträgern, 
deren Querſchnitt doppelt Tförmig iſt, und bei welchen die Mittelrippe 
meiſtens eine nur geringe Stärke hat. Da bier der Ausdiud 3 (Fr) 








566 Vierter Abſchnitt. Drittes Capitel. [8. 265. 


oder / OF wefentlich von den horizontalen Querrippen abhängt und von 
der Mittelrippe nur wenig beeinflußt wird, fo ift die Schubfpannung von 
Fig. 470. der neutralen Age bis zur innerften Safer 
| ber Querrippe nahezu von conftanter Größe, 
und nimmt von da bis zur Außerften Faſer 
der Gurtung ſchnell bis zu Null ab, wie bie 
graphiſche Darftellung in Fig. 470 veran- 
ſchaulicht. Die Stärke der mittleren Blechwand 
ift bei dieſen Balken daher hauptſächlich mit 
Ruckſicht auf die Schubfpannung in der neu⸗ 
trafen Are zu beftimmen. 


8.265. Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie fid) die 
Drud: oder Zugkräfte der Endflächen eines Balfenelementes AB CD, Fig. 
468, das Gleichgewicht Halten, ebenfo find die zwei Kräftepaare bildenden 
Schubträfte deffelben mit einander im Gleichgewichte. Iſt nun & die Länge 
AB, fowie & bie Höhe BC des Elementes, fo Hat man die Schubträfte 
länge AB und CD, EX und — EX, fowie das Moment des von diefen 
Kräften gebildeten Paares: EX.6 — EEX; und ebenfo die Schubfräfte 
länge BC und DA, &Z und —&Z, fowie da8 Moment des von denſelben 
Kräften gebildeten Paares — $Z.E — ELZ; && if folglich zur Erhal⸗ 

tung des Gleichgewichtes nöthig, daß EEX= 882, d. i. daß X=Z fi. 
Es ift alfo auch die Formel X.— un auf die Beftimmung der 
Schubfpannung Z längs der ganzen Querſchnittsfläche anwendbar. 
Sie ift z. B. für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte, bei einem 


Duerfcpnittselemente in der neutralen Are, — ?/; In und in einem fol» 


hen, welches + !/,% von ber neutralen Age abfteht, — °/, a u. ſ. w. 
Die Summe der Schubkräfte längs des ganzen Querſchnittes muß natur⸗ 
lic) gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
die Balfenare wirken, gleich der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
ſich auch wie folgt nachweiſen. Theilt man den größten Abftand e ber 
Duerfchnittselemente von der neutralen Are in n gleiche Theile, fo kann 
man ſich den Querfchnitt auf der entfpredjenden Seite der neutralen Aye 


aus den Streifen bi # ut, bs & u. |. w. beftehend denken, welche in 
Hinficht auf die neutrale Are die Momente 


di e). 2b, (&): 3%, & u. ſ w 
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haben, deren Summe — (*)a bi +2&:!+3, +44, 4...) iſt. 
In Hinſicht auf die Gerade, welche um J von der neutralen Are abſteht, iſt 
diefe Summe der Momente von den Flächenelementen außerhalb diefer Geraden 
=(Fen +3u +44), 
ferner in Hinficht auf die Gerade im Abftande 2 2 iſt fie 


= („)@ u +44 +--)u m, 


und daher ift die Summe aller diefer Summen, bis zum Abftande e ge- 
gangen: 


— 


=(-) ars, +25 +3.db+--.+n.b.). 


Es folgt nun die Summe aller Schubfräfte längs des Querſchnittes auf 
einer Seite der neutralen Are: 


R=Xb (-) + %5 (>) + Xyb, (*) P... 


Ph 
ar mal die zulegt gefundene ‚Summe 


=-76G)" bi +22. +32. +--- + n2.b,). 
Aber es ift auch das Maß des Viegungemomenu hir diefe Querſchnittshälfte: 
3h 
— + (+ )+--] 


=(-) (12. +2. +3. + Fond), 
daher folgt die gefuchte Schubkraft länge diefer Fläche: 


Rh=—: 


w 
Ebenſo findet man auch für die Querſchnittshälfte auf der anderen Seite 


m, und es folgtjo ſchließ⸗ 
P(W, + W) 
W 





von der neutralen Are die Schubfraft A, = 


lich, die Schubkraft des ganzen Duerfchnittes 2 — 
weil das Biegungsmonent W des ganzen Querſchnittes gleich iſt der 


—=P, 
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Summe Wı + W, von den Biegungsmomenten W, und W, der beiden 
Theile deſſelben. 

Mit Hülfe der Differenzialrehnung beſtimmt ſich die verticale Schubkraft längs 
des ganzen Querſchnitts folgendermaßen. Es ift die Schubfraft des Elementes 
dF im Abflande z von ber neutralen Axe R = ZaF = XdaF; alſo die 
Schubfraft aller Elemente von demjenigen im Abftande z bis zum äußerften im 


Abftande e: 
e e 
R= X. 2F= f X.vs, 
z . & 


oder wenn man für X feinen Werth 
€ 
P ® 
X= iWwJ: d F einſetzt, folgt 
z 
e 


e e e 

P P » 

R= [gb [nr=g fs [ sor. 
z * 


2 1 
Die erfte Integration ausgeführt, giebt 


€ e 
R= — (far fr) 
z 14 
Wenn man die Integration nun für den ganzen Querſchnitt von e biß e, er: 
firedt, unter e und e, die Abftände der Außerfien Faſern auf beiden Seiten ber 
neutralen Axe verftanden, jo ift, weil die neutrale Are durd den Schwerpunft 
des Querſchnittes gebt, 


e 


e 
[ zr=0mf @oF — W, folglid 
e 


pP 
R=-% W=-P. 


$. 266. - Maximal- und Minimalspannungen. Aus ben verfchiebenen 


Spannungen in einem Querſchnitte des gebogenen Körpers laſſen ſich nun 

Fig. 471. auch duch gewöhnliche Kraftzerlegung. und 
Zufammenfegung die Spannungen in jedem 
andern Schnitte deſſelben beftunmen. Um 
die Spannungen eines Flächenelementes A C, 
Fig. 471, zu finden, beffen Ebene um ben 
veränderlichen Winkel BAC=» von der 
Längenare des Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC diefes Flächenelementes in je 
zwei Ceitenkräfte, wovon Die eine im ber 
Ebene von A C und die andere rechtwinfelig 
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gegen A C wirft, und vereinigen dann die Seitenkräfte in A C zu einer eins 
zigen Schubfraft, fowie die Seitenfräfte, welche vechtwinfelig gegen A C 
gerichtet find, zu einer einzigen Zug⸗ oder Drudfraft. Bei der Breite Eins 
der Tlächenelemente AB, BC md AC ift die Schublraft längs AB 
— AB.X zu fegen, und in bie Seitenfräfte AB.Xcos.Yy und 
AB.Xsin.Y zu zerlegen; ebenfo die Schubkraft länge BC 
—=BC.Z=BC.X 

zu fegen, und in die Seitenkräfte 

— BC.Xsin.y und BE. Xcos. zu zerlegen. 


Dagegen giebt die Zugkraft BÜE.Q—=BC- _ , welche rechtwinkelig 


gegen BC gerichtet ift, die Seitenkräfte BC. Qcos.Y und BC. Qsin. Y. 
Dezeichnet nun U die gefammte Spannung längs AC pro Flächenein⸗ 
heit, und ebenfo 9° die gefammte Spannung rechtwinfelig gegen A C eben 
falls pro Flächeneinheit, jo hat man 
AC.U=AB.Xco.% — BC.Xsin.Yy + BÜ.Q cos. Y und 
AC.V/= AB „Kein v + BC.Xcos.% +BC. Qsin.y. 
BC 
Nun ift aber 42 4 27 = cos. und —— JM %Y, daher folgt auch 
U= X (cos. %)? — X (sin. Y)? + Qsin.Y cos. d und 
V= 2XSin. cos. + Q (sin. Y)2, oder, da 
(cos. Y)? — (sin. Y)? — cos. 2 Y und 2 sin. Y cos. d — sin. 2 Y ift, 
U= Xcos.2Yy + 1 Qsin.2Yy = Xcos.2Y + sin. 2Y, 
und 
V=Xsin.2% + Q(sin. v)? = Xsin.2y + u — (08.2 V). 


Natürlich geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welche in 
Bereinigung mit den Flähen AB und BC das Sörperelement ABC D 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengejegte Schub» und Zugkräfte. Dagegen 
iſt für ein folches Körperelement auf der Drudfeite von der neutralen Are 
Q negativ, und baher 


U Xcos.2y— 1) Qsin. 20 Xcom.2% — 22 sin.2 Y, und 


= Xsin.2% —1,Q0(1—co.2Y)=Xsin.2Yy — 22 (1—00.29). 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkels zu finden, bei welchem 
fowohl die Zangentialfpannung U als aud) die Normaljpannung V zum 
Maximum oder Minimum wird, jegen wir flatt 2%, 2 + u, wo g einen 
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jehr Heinen Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann die Bedingung, 
daß dadurch der entiprechende Werth von U oder F nicht geändert werde. Für 
U=Xcos.2% +1/,Qsin.2Y erhält man fo einen zweiten Werth 
—=Xoo.(2% + p) +1, Qsin.(@y + u) 
= X (cos. 2 % cos. u — gin. 2 Y sin. u) + Y, Q (sin. 2 Y cos. u 
+ c0s. 2% sin. 1), oder, da cos. w—=1 gefegt werden fann: 
=X.cos.2Y% + 1/,Qsin.2% — (X sin. 2 — 1/, Qcos.2 Y)sin.p, 
wenn man nun U, — U fest, jo muß X sin. 29 — 1, Qcos.2y —=0 
und daher 


sin. 2 Y = 0 2%, d. i 
— —ſei 
tang. 2V — ax "IX fein 
Auch folgt hiernad) 
Q Ss 
sin. 2 U — m m — ——,. 
fowie J Q9?-+-4X? V(S2)? + (2Xe)? 
2X 2Xe 
cos. 2 % 


— Vataıxı VS? +(2Xe:' 


und endlich der geſucht Marimalwerth der Schubkraft U: 


2X? +1, Q? Sz\? 
Un ———— — Yll 34 X? — 2* 
0)— ( + X3, 

In der neutralen Are it Q = 0, daher U, = X, und tang.2 y —=0, 

d. i. — 0 und 180°, oder d = 0 und 90°; fiir die entferntefte Faſer 


ift dagegen X = 0 und e— e, daher U, = g_8 und tang. 2v —=o, 
alfo 2% = 90% und dp — 45 Grab. 

Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Safer gegangen, ändern 
fi) folglich die Neigungswinkel fiir die Dlarimalfpannungen von O0 und 


90 Grad in jolhe von 45 Grad um, und geht die Marimaljpannung 
allmälig aus X, in — S 5 Über. 


Damit das —*8* in der neutralen Are durch die Schubbkraft nicht un⸗ 
günſtiger in Anſpruch geponmen werde, als in den äußerſten haſern “ 


„ darf X, höchftens den Werth — 77 


erreichen, wenn in ber äußerſten Faſer eine Spannung S gleich 7 zugelaſſen 
wird. Man hat daher 

_PZ(Fe) „Pxe m d.i. E m 
bo W WmH+Ii bo m + 1 





die Zugipannung 8 = 





Te. 











= 
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Sest man ebenfo in V—= Xsin. w + x (1 — cos.2Y%), v + u 
ſtatt Y ein und nimmt auch wieder cos. a —= 1 an, fo erhält man: 


Vi =X (sin.2Wcos.u + cos.2Ysin.u) + * (1 — cos. 2 % cos. u 
+ sin.2Ysin.u) = Xsin.2 4 x (1 — 008.2 %) 


+ (Xe.2% + 2 sin. 2 v) sin. u, 
und damit nun » auf ein Maximum oder Minimum von 7 führe, muß 


= V,alfo Xcos.2y + 2 sin.2Y 0b. 


® Q ® 
sn.2v = 2X mb cos.2 — —æ — — in 
er ’ —— 
Tas entſprechende Minimum von P ift 


— 6 Verm)=3- — 
— 


und dagegen das Marimum: 
— 22 Q Q +\ Q\° 
= ——1+.%t x x 
— 0 + yore)” 2" G — 


8eæ Se\? 
=z+) )+® 


Es iſt zu io daß V,. höchftens gleich Fi T Sei, aljo 


s , Veey+ x 402-7 


In der neutralen Are ift Q — 0, daher tang. 2 = — ©, alfo 
2% — 270° und V —= 135 ober 45 Grad, nd 9%, —= — X, dagegen 
VYa=+ X; in der entfernteften Fafer ift dagegen X = 0 und Q=S, 
daher tang. 2 y — 0, alfo 2 Y = 0 oder 180% md Y = 0 oder 90°; 
V. = 0, dagegen 9. — S. Bei den gewöhnlichen Ballen ober Trägern 


PZ(F 
wächſt alfo die Marimalfpannung Y„ allmälig von X, = — 2 ie 
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S= — ‚ während man von der neutralen re aus allmälig bis zur 


äußerten Faſer fortichreitet. \ 
bh? 


3 
Tür einen ee Balken ft Z (Fe) = nn W= „® 





b, = bunde= —, daher find die Grenzwerte X, = a "5 und 


6Px 
S= — allgemein iſt aber 





h h 
x ?G-») 6 an und Sa — 12 Px2 
— — 2 e bR 


.2W b.h3 
1 VERTRAT 
—* + Vea+[@)-=] al | z. B. firs=th, 


„= ar, + Vz? + (2/,)?%°], und für x — 0, 


9P 
85h 


Iſt ein ſolcher Ballen AB, Fig. 472, an einen Ende B eingemanert, 
fo laſſen fid) die Richtungen der größten und Heinften Normalfräfte V,, umd 
Sig. 472. V, durch zwei Linienſyſteme darftellen, 
welche die neutrale Are unter 45 Grad 
und die Endfafern fowie auch ſich ſelbſt 
unter 90 Grab fchneiden. Die Curven, 
welche unten concav find, entjprechen den 
Zug⸗, dagegen diejenigen, welche oben 
concav find, den Druckkräften. Tie 
‚fteileren Enden einer jeden Curve ent 
fprechen den Minimal⸗, dagegen die 
flacheren Enden den Marimalfräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannkräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und Cı 
den allergrößten Werth haben. 


In= ‚uf.w. 





$. 267. Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. 
Die Tragfähigkeit eines Balkens fordert nicht allein, daß die Spannung 


Pre. 
S= =. in der äußerften Faſer den Werth 7 nicht erreiche, ſondern auch, 
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daß die Schublraft in der.neutralen Faſer X, — ee Heiner als der 
0 


T bleibe. Welche Momente in den gewöhnlich vorkommen⸗ 





Werth = 7 7 


den Fällen ftatt Px in dem Ausdrude für S einzufegen find, ift im vorigen 
Capitel vielfach gezeigt worden; es bfeibt daher nur noch anzugeben übrig, 
welche Kraftwerthe man in den gewöhnlich vorfommenden Fällen ftatt P im 
Ausdrude für X, einzuführen hat. 

Wenn der Balken an einem Enbe feftgehalten und am anderen Ende von 


einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, — d- W 
‘ 0 


feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Ballen außerdem eine gleich⸗ 
mäßig vertheilte Laſt, welche pro Yängeneinheit die Größe q hat, fo ift in 
diefem Ausdrucke ftatt P, P + gz, und insbejondere P + gl einzufegen, 
wenn e8 darauf anfommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Liegt 
dagegen der Balken an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden Z, 
und 7, =! — I, von den Stüßpuntten eine Laft P, fo ift für das eine 


Balkenſtück a P, und für das andere } P ftatt P in die Formel für X, 
zu fegen, um die Schubfpannung in der neutralen Are zu finden. Iſt dagegen 
diefer Balken mit gl gleichmäßig belaftet, fo trägt jede Stüge 2 und es ift 
die Schubkraft P des: ganzen Balfenquerfchnittes an einer Stelle, welche um 
z von einem — abweicht, P = q (5 — 2). Diejelbe fällt in 


der Mitte, wo z — z if, Null aus, wird nad) den Enden immer größer 


und größer, und ift an den Stützpunkten P — a. 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweiſe eine gleich- 
mäßig vertheilte Taft, welche den Theil c feiner Länge einnimmt, während der 
zweite Theil I— c unbelaftet bleibt, jo trägt der Stützpunkt des erften Theiles 


von der sangen Laſt ge den Theil ge (1 — 57 und der des zweiten den 


Theil II — ‚ und es iſt die verticale Schubkraft in dem Abſtande x vom erſten 
Stützpunkte: 


P u 
=2(1- 5 en )- 


Diefelbe hat für z — c die Größe — ST , welche fie aud) in den Abftänden 


PZ (Fe) 


GE? VE VER 2232 
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x > c behält. Bedeckt bie Laſt gerade die eine Balkenhälfte, iſt alſo ce — =. 


fo hat man 


{38 4 gl 
P=4(z — 2), Alle fir æ ⸗. P= 3 
Wenn endlic der Ballen AB, Fig. 473, eine auf die ganze Ränge deſ⸗ 
Fig. 473. felben gleihmäßig vertheilte Laſt 


pl und eine auf die Ränge AC 
— c gleichmäßig vertheilte Laft 
qc gleichzeitig trägt, jo find die 
Drücde in den Stütpunften: 


— pl _f 
R=5 + ale 5) 


2 
und R, = e Sr und es 


folgt die verticale Schublraft im Abftande AO — x vom Stügpunfte A: 
_ pl _\_ 
=, +4(e 1) Prod 
3 
Dieſelbe nimmt für ze den Werth p (> — ) — 2 an und fü in 
Abftänden z > c, 





2 
A Be 
Die verticale Säuitft P=p (5 — e)-% Inch Al 


+ Zer—tmni 


⸗ q u q r 2) 
Iſt überhaupt an einer Stelle des Balfens die Schubfraft P= R— qz, 
fo hat man das Biegungsmoment dafelbft: 


nn _ 1 _ 4: (28 )- 
M= Rx 755 7 —ı 


Daffelbe ift aber fir x — * — , d.a i fir e ⸗ * ein Marimm, 


wobei P = 0 auffällt; es nimmt alſo das Biegungsmoment eines Trägers 
an derſelben Stelle den Maximalwerth an, wo die verticale Schublratt 
— Null ift (f. auch $. 220), und es giebt daher im vorftehenden Falle c 
diejenige Ränge der Belaftung ge an, bei welcher da8 Moment 


— — 
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— n]e- ehe 
WERE 


zum Marimum, und zwar — 
Diefe’ Formeln finden ihre Anwendung bei Brüdenträgern, wo dann q.c 
die Größe der mobilen Laft bezeichnet. 


Die Schubfpannung X, = Te ift beſonders noch bei Körpern von 


gleihen;Widerftande zu berlidfichtigen, welche nad) dem Obigen ($. 257) 
ohne Rüdficht auf die Schubkraft an denjenigen Stellen einen Querſchnitt 
gleich Null erhalten könnten, an denen das Moment der äußeren Kräfte zu 
Big. 474. Null wird. Da in diefen Punkten 
nun aber Schubfräfte wirkſam find, 
jo wird dafelbft eine jegt näher zu 
berechnende Größe des Querſchnittes 
erforderlich; fein. Bezeichnet x die 
größte Spannung in dem Quer 
ſchnitte, wo M ein Marimum (alfo bei 
©, Fig. 442 und 443) ift; t die größte 
Schubſpannung an den Stellen, wo 
M=0 ift (aljo bei F, Fig. 442, und 
bei A und B, Fig. 443), fo hat man, wenn das Material in dieſen Querſchnit- 
tem in gleichem Maße in Anfprud) 5 geommen werben foll, nad) dem Srüheren 


t= Fr T —— k zu ſetzen. 


Betrachten wir den in Fig. 474 bargeftellten Körper, welcher bei AC 
eingemauert, bei F durch die Laft P angegriffen wird, und deſſen Quer⸗ 
ſchnitte überall gleiche Breite b haben, jo ift, wenn A die Höhe im Abftanbe 
vom Ende, ferner A, die erforderliche Höhe bei F bedeuten: 


mat 
e 





In der neutralen Are ift die Schubfpannung 
= PEN _ 


im hin 
Man hat daher zu fegen: 
m 6Pıl 
mr ann; woran 


rt ge fur m — 3, te. 


4m 
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Die Schubfpannung erreicht daher in demjenigen Querſchnitte, welcher 
von dem Balkenende um !/, feiner Höhe abfteht, einen Werth, welcher das 
Material in demjelben Grade in Anſpruch nimmt, wie die Zugkraft. Bon 
dieſem Punkte an bis zum freien Ende muß dem Balfen die conftante Höhe 
ha gegeben werden, welche ſich aus 

| PP. 2P 

t= er A 2 dn, beſtimmt, alſo y = 7, 
In allen weiter von dem Balfenende abgelegenen Querſchnitten ift die Schub: 
fpannung X, Heiner als 3/, k, unb find daher für die Beſtimmung dieſer 
Querſchnitte die Formeln der Viegungefeſigtei maßgebend. Man erſieht 


aus dem obigen Reſultat 1 — —, daß ſchon eine ſehr geringe Länge des 


Armes der Kraft P Hinreicht, um 1 den Einfluß der Biegungsipannung über: 
wiegen zu laffen; daß aljo die Wirkung der Schubfraft nur in einer furzen 
Entfernung von dem Angriffepunfte der biegenden Kraft merklich iſt gegen 
die durch die biegende Kraft hervorgerufenen Spammungen. Dan darf daher 
die Wirkungen der Schubfraft in allen Übrigen Querjchnitten, für welche M 
größer ift, vernachläffigen, da diefelben zwar in allen Querſchnitten vorhan- 
den, aber gegen bie Biegungsfpannungen verſchwindend jind, ſobald 7 den 
oben ermittelten Grenzwerth überſchreitet. 


Hat der Balfen gleichen Widerftandes einen rechtedigen Querſchnitt mit 
conftanter Höhe Ah, ig. 445, und ift dz die Breite des Querſchnittes am 
Ende, fo hat man wieder für einen Querſchnitt im Abſtande J vom t freien 
Ende: 











- 17 — __FPZ(Fe) _, 2? 
Sest man wieder t — — I ; k, jo folgt 
Br _$E woraus wie oben folgt: 


"oh mtiom’ 
I „m+ 1 
mM 


— 2 4 


h 


Bei einem Balken gleichen Widerftandes mit Freisförmigenm Querſchnitte, 
dig. 450, hat man ebenfo: 


„_ _P__3P , 
Yard  n.d? 





— 1; für m = 3. 


Tg 57 
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m 16 P 

Für m — 3 folgt aus mrırk=thl-z 73 
pP 
am Ende d, = 8); er 


Derjenige Querſchnitt, in welchem das Material durch die Schubfpannung 
X, in bemfelben Grade in Anfprud) genommen wird, wie durch die relative 
Spannung, ergiebt ſich wieder durch 


16 P m 32Pl m + 1 2 
32nd m441 za; woraus | = 6m =; 


fir m —= 3. Es iſt daher ſchon von demjenigen Querfchnitte an, deflen Ab- 
ftand vom freien Ende - des Durchmeſſers beträgt, die Wirkung der Bie⸗ 
gungsfpannung überwiegend. 








Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen 8. 


Linie. &8 ift nun noch zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Elafti=- 
Fig. 475. cität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt 
der neutralen Safer eines belafteten Balfene AB, 


89. 475, hat. Nach der Formel z 10, 
wo CO den Modul der Schub-Efafticität und F 


den Duerfchnitt des Balkens bezeichnen, ift die 
durch die Schubkraft hervorgebradhte Neigung des 


Balfens A, B; r = = und daher die entjprechende Senkung des Ballen- 


endes A,, bei der Länge A, B = 1 des Balkens: 
Xi _ PIE(Fo) 
CC bWC 
Hierzu kommt nun noch die Senkung A, A = 3%, welche aus der Bie, 
Pl 
gung des Balkens hervorgeht, und welche nach $. 222 die Größe 8, = 


3WE 
bat; es ift daher die ganze Senkung ober Durcchbiegung des Ballens: 


2! Z(R), 29 )- 





P 


Ad = si =tr= 


BC=4,4A=s=3ı + 8% 





bC "3E 
3 
Fur den parallelepipediſchen Ballen ift dp — d, 2 (Fr) — = und 
bh? . 
W= 7° daher 


au 


Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I, 
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oder # _ 3 angenommen: 


C 
__4P% 
tr 25 
PI? 
3.8. für 2 — 10h, folgt s = 1,01125 - a wenn alfo der Balken 


nur 10 mal fo lang als did ift, fo ift feine Senkung am belafteten Ende in 
Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die Biegung fo Hein, 
daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelaffen werden Tann. 

Um die Elafticitätsmodel eines Balkens AB zu ermitteln, belaftet man 


denſelben ein Mal durch ein kleineres Gewicht P im größeren Abftande I, 


8. 269. 


und ein anderes Mal durch ein größeres Gewicht P, im Hleineren Abftande 
lı vom Stügpunfte B, und beobachtet die entfprechenden Bogenhöhen s umd 
5; ber Ränge I des Balkens. Es ift dann 
_PIE(F%) Pp13 
— wc +3 WE und 
PılZ(Fz) pP, 1? P, 2 —I,) 
wo TzwEtT awn 1588. 
Um C zu eliminiren, dividiren wir die erfte Gleichung durch P und bie 
zweite duch P,, und fubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. Es 
folgt auf diefe Weife: 


1 — — — 


8 8, 1 »—ı UA—I) m % 
me = nr) 
und daher der Elafticitätsmodul der Bu ri Drudfraft: 
eek) 
(sP, —8 P) W 6 


Mit Hulfe dieſes Ausdruckes und der Formel le s beſtimmt fi num ber 
Elafticitätsmodul der Schubfraft durch die Formel: 
Pl 32%(Fe)E 


= bb 3WEs— Ps 


Drehungselasticität. Bei der Theorie der Drehung oder Torfion 
eines Körpers (ſ. 8. 208), können wir wieder den Fall, daß ein Körper 
HCDL, #ig. 476, an einem Ende feitgeflemmt ift, zu Grunde legen, 
muſſen aber, um feine zufammengefegte Formveränderung zu erhalten, ans 
nehmen, daß er am freien Ende von einem Kräftepaare (P, — P) ergriffen 
werde, defien Ebene A HB mit der Umdrehungsebene ber Are CD zufam- 
menfält. Denken wir ung den Körper wieder aus lauter Längenfafern, 
wie 3. B. HK zuſammengeſetzt, und fegen voraus, daß in Yolge ber Tors 
fion diefe Faſern eine fchraubenfürmige Lage annehmen, wobei z. B. HK 
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in die Lage ZK kommt, umb die ganze Endflähe eine Drehung um den 
Bintel HOL— « erleidet. Wenn hierbei die Faferftiide A, Kr, H, Ka u. ſ. w. 
ig. 476. von der Länge Eins und 
den Querſchnitten Fi, Fa 
u. ſ. w. die feitlichen Ber 
ſchiebungen H,L, = 6, 
AL=%uj.w er 
leiden, fo lafien ſich bei 
dem Elaſticitätsmodul C 
die entſprechenden Schub- 
trafte b = 0, 
— 0, F. O u. ſ. w. fegen. 
SM num noch der entſpre⸗ 
ende Torſionswinkel 
H0L=B0L=9, 
und find die Entfernungen 
biefer Fafern von der Are 
CD des Körpers, OH, — 2, OH, — 5, fo hat man 6, — pa, 
= 92%..., baher die Kräfte = GF er. &=9YCRz... 
und deren Momente 5 2 = PCAel, u = pl... 

Die ſammtlichen Kräfte S,, Ss... eines Querſchnittes Hi OLs halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift folglich 
a der Hebelarm AB diefes Paares, aljo Pa das Moment befielben, fo 
hat man zu fegen: 

Po=Sın + Sn .. 

=pyCAa+ Rat). 

Bezeichnet man noch das geometriiche Maß Fi? + Fre? + - bes 
Torfiongmomentes durch W, jo hat man folglih Pa — PCW. 

Nun ift aber der Torſionswinkel filr die ganze Körperlänge CD = 1, 
«— pl, baher läßt ſich auch fegen: 

1) Pa =, oe Pal aCW, 
und der Torfionswintel: 
2 amd 
— 1ew 

Dan kann in Uebereinftinmung mit dem Früheren ($. 220), WC das 
Drehungsmoment, und folglich W das Maß des Drehungsmomen- 
tes nennen, und hiernach behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der Torſionswinkel und wie das Torfiond» oder Drehungs- 
moment und umgelehrt wie die Länge des Körpers wächſt. 

g7* 


- 
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Das Arbeitsquantum, welches die Torſion um den Winkel & erfordert, 
läßt fich, da der Weg ber entiprechenden Kraft P, «a ift, 
pP aWC _ P2a?l 


L=—.o00 = 


2 2 2WC 
jegen. Diefe Formeln gelten zunächſt nur für prismatifche Körper, bei 


1 
Körpern von anderen Formen muß man ftatt — einen mittleren Werth in 


die Rechnung einführen. 


w 


$. 270. Torsionsmomente. Das Maß W=Frz? + Fre} + --- des Die: 
hungsmomentes läßt ſich nad) einer in $. 226 entwidelten Regel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes für denjelben Querſchnitt Teicht ermitteln. Iſt nämlich 
W, das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 477, in Hinficht auf eine Are 
XX, und W; das Biegungsmaß in Hinficht auf eine Are X Y, welche winkelrecht 


Fig. 477. 





gegen die erſte fteht, jo hat man 
da8 Maß des Drehungsmomentes 
in Hinfiht auf den Durchſchnitt 
zwifchen beiden Aren: 
W — M 4 W,.. 

Für einen quadratifden 
Schaft ober eine Welle mit qua- 
dratifchem Querſchnitte ABDE, 
dig. 478, ift, wenn b die Seite 

AB=BD 

defjelben bezeichnet, nad) $. 227, 
das Maß des Biegungsmomented 
in Hinfiht auf jede der Aren 
XXwb YFY: 





bb? b* 
mM=Wey, =: 
folglich das Maß des Torſionsmomentes: 
b# bi 
„”=W + w. —2 75*75 
und das Kraftmoment: 
«WC uabtC a Cbt 
Pa= =, = 0,1667 J 


Für einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitte (dA) wäre dagegen 


__ abh(b?+R) „__ 
Pa = — 7 C= 


0,0833 


abh(d?+A)C 
— 
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Für eine cylindrifhe Welle mit kreisförmigem Querſchnitte AB, 
Big. 479, ift, wenn der Halbmeſſer CA deſſelben — r mift, das Maß 


Fig. 478. Big. 479. 


des Biegungsmomentes in Hinfiht auf eine Are XX oder YY (nad) 
$. 231): 


- ri 
"=m=-", 
daher das Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunft C: 
Ww=ım-. 


Wirkt folglich das Umdrehungskräftepaat (P, — P) an einem Arme 
HK=a, ober jeder der beiden Componenten befjelben an einem Arme 
CH=CE=S,h iſt 
«WC an artc 

— —— 

Iſt die Welle hohl, und find ihre Halbmeſſer rı und 73, fo gilt natür⸗ 
lich die Formel: 

Pa= —— — 1,3708 4 me. 

Im der Regel wird bie Torfion einer Welle ABM, Fig. 479, durch zwei 
ſich das Gleihgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (Q, — Q) hervor 
gebracht, und deshalb ift ftatt Z nicht die ganze Länge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwiſchen ben Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in bie 
Formel einzuführen; es fann übrigens aber gleichgliltig fein, ob man das 
Zorfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo- 
mente des Kräftepaares (Q, — Q) gleichſetzt. Bezeichnet man ben Hebeların 
HK bes Paares (P, — P) dur) a, und ben Hebelarm NO des Paares 
(9 — Q durch d, fo Hat man alfo 

awc 
‚P=g = n zu fegen. 





Pa 
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Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flüchen 
begrenzt werben, von der Wahrheit etwas abweichende Torfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwidelung vorausgeſetzt worden ift, daß die Endflächen des Pris- 
mas, weldyes eine Torſion erleidet, bei der Zorfion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirflichfeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Benant, Wertheim u. |. w. (fiehe Comptes rendus des s&ances 
de l’academie des sciences & Paris, T. 24 und T. 27, fowie ’Ingenieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutſch im Civilingenteur, 4. Bb., 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 


4 
Pa — os FE — 01002 2, 


61 I 


wobei b die Seitenlänge des quadratiſchen Querſchnittes bezeichnet. 

Bei Körpern, deren Duerjchnittsdimenfionen fehr von einander abweichen, 
3. B. für ein Parallelepipeb, deſſen Höhe A von feiner Breite b vielfah 
übertroffen wird, find die Abweichungen noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit vectangulärem Querſchnitte von der 
Breite db und Höhe h hat man 








2 Abe F + h®) 


v= Wwı + Ww, = ; +75” daher 
—— ERBE FRIC 
Fı= 127 





Wenn nun diefe Formel fir A — b, wo Pa= abc ausfällt, ſchon 


einen Correctionscoefficienten erfordert, fo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grö- 
fere windichiefe Verdrehung erleiden, dieſelbe nicht mehr die erforderliche 
Senauigfeit gewährt. In der That findet man durch die höhere Analyfis 
bei Berüdfichtigung der windfchiefen Berdrehung: 

anebe 

— 302 + AM)’ 

und es iſt nach den neueren Verſuchen von Wertheim der erforderliche 
Correctionscoefficient im Mittel = 0,903, alfo 


Pa 


ah°b2 Cl ah?b2C 
Pı = 0,903 3(0° + Am)ı = 0,301 X 
zu ſetzen. 
Iſt d fehr Hein gegen A, fo folgt dann 
Pa — 0,01 RL, 





I 
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0 
Sieht man den Torfionswinkel in Graben an, fest man alfo & — nn 
—= 0,017453 «°, jo erhält man: 
1) für colindrifche Ballen oder Wellen mit freisfürmigem Duer- 
ſchnitte vom Durchmefler d = 2r, 
Pal — r an d* az?rt an? dt 


ng TR 
= um arıC = 0,0982 8 C = 0,02742 ar! C 
— 0,001714 «®d*C, und 
2) für prismatifche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratifchem 
Querſchnitte von der Seitenlänge d, ohne Rüdficht auf ben Correctiong- 
coefficienten: 








ab4C adrbtl 
— — ll — — — — 0n4 
Pal 6 0,1667 ab? C 10800 0,00291 «'b C. 
Umgekehrt ift 
Pal Pal Pal , 
a = 0,637 — 75 — 10,18 —— FIY, == 6 vec' ſowie 
Pal Pal Pal 
0 [7 — 
& — 36,4 —— 75 583 75 * 344 757 


Die Werthe für ẽ— find aus der Tabelle II. in 8. 260 zu entnehmen. 
Hiernach iſt 3. B.: 
1) Für Gußeiſen: C = 2000 Kilogramm — 2700000 Pfund, daher 
für franzöfifches Maß: 
Pal = 55 «'rt = 3,4 add* — 5,8 «bt und 


a0 = 0,0182 I2 zal rei 


d 
= 0,2918 — = 0,172° —, 
oder für preußifches Taf. 
Pal = 74000 0 — 4630 «dt = 7860 «bt und 





ae — 0,000013480 2° — 0,0002161* — 
— 0,00012740 pet 


2) Für Schmiedeeifen: C — 6300 Kilogramm — 8'’600000 Pfund, 

woraus für franzöfifches Maß: 

Pal = 172 a’rt = 10,8 add! —= 18,3 «®b* und 

Pal Pal Pal 
a’ — 0,0058° — * 0,0020 — a = 0,055 —— Er. 

oder fir preußifches Maß: 

Pal = 235800 a’r* — 14740 add! —= 25000 a®db* und 

Pal 


a? = 0,00000424 = 0,0000678 = —0 ‚00004 > folgt. 


$. 971. 


584 Vierter Abſchnitt. Drittes Capitel. - (6. 271. 
3) Für Holz ft C — 420 Kilogramm — 570000 Pfund, daher 
für frangöffches Maß: 
Pal = 11,50°r* — 0,72 a°d4 — 1,22 a'b* und 











a — o,0a7, Bel = 10 — oa Zei, 
! 7 dv 
ober für preußifches Maß: 
Pal = 15630 en = u add — 1654 a0dt und 
— 0,0ooosage Zal — 4,0010230 za 0,000604° a 


Beifpiele. 1) Welches Umdrefungsmoment tann ein quabratifcher Eiaft 
aus Schmiedeeiſen von 5 Meter Länge und 0,100 Meter Stärte aufnehmen, ohne 
eine Zorfion über %, Grad zu erleiden? Es ift: 


Pa = 183 : Y, 10% — 91,500 Meerilogramm. 


2) Welde Torfion erleidet eine hohle gußeiferne Welle von der Länge 1 = 5 
Meter, und den Halbmefiern r, — 0,150 Meter und r, — 0,100 Meter durch 
ein Rraftmoment Pa — 1000 Meterkilogramm? Es ift bier: 


Toon. Ai = = 0,224 Grad = 13 Min. 26,4 Set. 


a — 0,01820 —_ 100 


Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durch ein Sräftepaar (P, —P) 
verdrehten Prisma CKL, Fig. 480, die Schubfraft pro Flächeneinheit in 
einem beftimmten Abftande e von der Yre CD — S, fo hat man bie 


Schubkraft in einem anderen Abftande 2, a 5, fowie deren Moment 


. 2 
dis. 480. 27 8, und bei dem Quer⸗ 
fnitte 7, 
fi 
sine, 
e e 


und ebenfo find die Momente ber 
Schubträfte fir andere Quer⸗ 
ſchnittselemente Fa, Fr.» 
welche um 23, 25... von der 


Are OD abftehen, Ina, 
Inn u. ſ. w. und es folgt 


dasgangeDrehungsmoment 
des Körpers: 
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Pa nit, I, + 27 + - 


-: (Fe? + Rn + .. +), d. i. 


l) Pa= sw oder Pae = SW, fowie ”- Fa, 
e e 8 
Führt man nun für S den Tragmodul 7 der Schubfeſtigkeit und für 

e den größten Abftand der Duerfchnittselemente von der neutralen Are ein, 
jo erhäft man in der Formel 

2) Pae = TW eine Gleichung zur Beftimmung der Querſchnitts⸗ 
dimenfionen, bei welchen der Körper nirgends bis über die Elafticitätsgrenze 
hinaus gefpannt ober verjchoben wird. Und ebenfo erhält man durch dieſe 
Formel das Kraftnoment P,a, bei welchen der Körper abgewürgt wird, wenn 
man ftatt S den Feftigfeitsmodul X der Schubkraft einfegt; es ift 

3) P 10 = = . 


Fir eine maſſive cylindrifche Welle vom Durchmeſſer d — 2r iſt 


wWw_ar _ ii 
Tr Tr daher 
3 3 
Pa= zT = a0 — 0,1963 d? T, fowie 
2 16 
arK ndK f 
Pa= "= 16 — 0,1963 d’K. 


Tür eine hohle cylindrifche Welle von den Durchmeflern dı = 2rı 
und de = 2r,, wo 


Ww_ın Zn ift, hat man dagegen 


e 2r 
z(rt — r}) (dt — dS) F(d? + Fa+d)n 
Pa Tr Tr 
2— 
wobei F = a den Ouerjchnitt des Körpers bezeichnet. 


Für einen prismatifchen Körper mit quadratiſchem Querſchnitte, 
dejjen Seitenlänge — b ift, hat man 


4 
J— e—=1 re ka daher 


I _— mb Pa — — 0,2857 BT. 
ee s6Vı% Vz * 
6 


Denn man in der Grundformel Pa = PCW aus 8. 269, 9 = = 
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= ima.d einfegt, wobei e den Abftand der entfernteften Faſer von der 


Umbrehimgsare CD, ſowie d den Winkel HKL bezeichnet, um welden 
biefe Faſer bei der Torfion aus ihrer urfprünglichen Tage verrückt wird, fo 
erhält man 
Pae — C Wtang.d; nun ift aber aud) 
Pae — SW, daher folgt , 
S = Ctang d, und 8 ergiebt ſich 


T = Ctang.d, ſowie tang.d— IL, 


wenn 5 den Verſchiebungswinkel bezeichnet, bei welchem die Spannung 
Fig. 480 a. des Körper die Grenze der 
Elafticität erreicht Hat. - 
Die mechaniſche Arbeit, 
welche erfordert wird, um die 
Welle nad) und nad} bis um 
den Winkel @ zu verdrehen, ift 


nad) $. 269 

Platl 
L= go: und Lit ſih 
daher, wenn man Pa— Eu 
B sw 
einführt, auch = 55 


ſetzen, wobei natiklih 8 die 

Marimalſpannung bezeichnet. 

Bei der Elafticitätögrenge it S = und es folgt daher auch bie Arbeit, 

welche aufzuwenden ift, um ben Körper bis zur Grenze ber Clafticität zu 
fpannen: 


Für einen prismatiſchen Körper mit Freisrundem Querſchnitte iſt 
we me =, babe: 


dagegen flir einen ſolchen mit quadratifchem Querſchnitte: 


[ö) öl 
=7 md = 7 daher: 
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T?2 bt] T? 7? 


— —. — — ı — — 
—v 1 ee 7 Bade 7 
007 = 
Nun ift aber - 30 "7 der Arbeitsmodul A der 


Elafticitätsgrenge für Schub, habe bat man für den Cylinder: 
L = 1, AV, und für das Parallelepipd: L —= 1, AV. 

Es ift aljo in beiden Fällen biefer Arbeitsaufwand nur dem Bolumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 212 und $. 224), 

Jedenfalls läßt fi auc die Arbeit zum Mbdrehen oder Abwürgen 
L—= !BV und 1/; BV feßen, wenn B den Arbeitsmodul bes Ab- 
würgens bezeichnet. 


Nimmt man mit Herrn General Morin für alle Stoffe 


* — tangꝗ. d = 0,000667, 
alfo den Berfchiebungswinfel 6 — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man fir 
Öußeifen: 
T = 2000 . 0,000667 — 1,34 Kilogr. — 1833 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
j Pa = 0,263 d? = 0,316 b? Millim. Kilogr., 
dagegen für preußifches Daß: 
Pa = 360 d? — 432? Zollpfund. 
Unter derjelben Bedingung erhält man für Schmiedeeifen: 
T = 6300 . 0,000667 = 4,2 Kilogr. = 5750 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa = 0,82 d? — 1,05? Millim. Kilogr., 
und fiir preußifches Maß: 
Pa = 1128d® — 1357 bs Zollpfund. 
Für Holz erhält man unter denfelben Bedingungen im Mittel: 
T = 416 . 0,000667 — 0,28 Kilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfiichen Maßes: 
Pa = 0,055 d? = 0,0665? Millim. Kilogr., 
und beim Gebrauche des preußiſchen Maßes: 
Pa — 74,6 àm — 89,6 bs Zollpfund. 

Die Coefficienten dieſer Formeln gelten nur fiir ruhende Körper und ganz 
langfam und janft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt aljo die Coefficienten nur halb fo groß an; filr 
jchnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfache, und bei fehr raſchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen ift man fogar genöthigt, eine acht⸗ 
mal größere Sicherheit zu geben. 


P_ 
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Beiſpiele. 1) Die gufeilerne Welle einer Xurbine übt am Umfange eine 
auf ihr figenden Zahnrades von 0,150 Meter Halbmeffer eine Kraft von 2000 Kilo: 
gramm aus, welde Dide muß man derjelben geben, wenn man eine vierfade 
Sicherheit zu Grunde legt? Es if hier Pa = 2000 . 150 und bei vierfader 
Sicherheit gilt die Formel Pa = Y, . 0,2634? — 0,066 d?; daher der erfor: 
derlide Durchmeſſer: 

/2000 . 150 


d= 06 — 166 Millimeter. 


Iſt der Abftand des gedachten Zahnrades von dem Waflerrade, | = 2 Meter, 
jo hat man nad) dem vorigen Paragraphen den Torfionswintel: 


ad — 0,29150 wi I — 0,29150 a — — 0,23 Grad 


— 13 Min. 4,8 Ser. 


2) Bei einer vierfantigen Welle aus Fichtenholz wirkt die Kraft P— 300 Rilo- 
gramm an einem Hebelarme a — 5 Meter, während die Lat Q an einem 
Hebelarme von 1 Meter in einer axialen Entfernung von P glei 2 Meter 
zieht, wie did ift die Welle zu maden, und wie groß ift die Verdrehung der: 
jelben ? 

Es ift bei vierfacher Sicherheit: 
Pa — 300 . 5000 = !/, . 0,066 53 — 0,016 23, 
daher 


8 
\ /300 . 5000 un 
b= 006 — 454 Millimeter, 


und die Verbrehung: 
a? — 0,820 





300 . 5000 . 2000 


TER = 0,058 Grad = 3,5 Min. 
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Biertes Kapitel, 


Die Tragkraft Ianger Säulen oder die Feſtigkeit 
des Zerknickens. 


\ 


Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule Wenn 
ein prismatifcher Körper AB, Fig. 481, an einem Ende B feftgehalten 
wird, während auf das andere freie Ende A eine in die Yängenare AB 
hineinfallende Kraft P wirkt, fo ftrebt diefe Kraft den Körper zu zerdrücken, 
und ift die fpecififche rückwirkende Spannung in jedem Ouerfchnitte F’ durd) 


"= 5 gegeben. Wenn nun theoretiſch auch Fein Grund vorhanden ift, 


warum bei genau centraler Wirkung von P der Stab einer Biegung unter- 
worfen fein jolle, jo zeigt doc; die Erfahrung, daß eine feitliche Ausbiegung 
der Säule AB allerdings eintritt, fobald die Länge derjelben die Querab⸗ 
mefjungen derjelben vielmals übertrifft. In Folge diefer Biegung werden, 
wie bei ber Biegung überhaupt, einzelne Faſern gedrüdt, andere gezogen, 
und es tritt die ſtärkſte Anftrengung der Faſern an der concaven Seite ein, 


wo zu der rüdwirkenden Spannung X — = noch die durch die Biegung 


erzeugte relative Spannung AK’ — He fih gefellt; fo daß die gefammte 
g w 


Spannung bafelbft durch k — K + K’ ausgebrüdt if. Un der converen 

Seite, wo die relative Spannung x al® Zugkraft wirft, beträgt die totale 
Spannung k = K — X”, welche Zug bedeutet, ſobald K’ > K ifl. 

Die Bertheilung der Spannungen in einem Querſchnitte der Säule ift 

aus Fig. 482 erfichtlich. Bezeichnet S den Schwerpunkt des Ouerjchnittes 

Gig. 481. 

I XII 
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ABCD, fo ifl, wenn AD < AB, EF die Biegungsare. Macht man nun 
GL=k ub@J=K", fo ftellt da8 Rechteck GL MAH die rückwirkenden Span- 
nungen %' und das Biered GJ/ KH die relativen Spannungen &” (oberhalb S 
Zug-, unterhalb SDrudkräfte) vor, und wenn man /N—=K0—=G L—k 
macht, fo erhält man in den Ordinaten der fchraffirten Fläche NGHON 
eine Darftellung ber totalen Spannungen. Durch R, wo die Spannung 
Null ift, geht die neutrale Are des Duerfchnitts, deren Abftand RS von der 
Schwerpunftsare gegeben ift durch: 
RS NJ RS_K,_P_ Me 


au —mwyrw 


woran RS — — folgt (vergl. 8. 220). 


Dieſe —8 * man ſich dadurch zu erklären, daß die Kraft P nie 
mals mathematifch genau mit der Are der Säule zufammenfällt, daß die 
Schwerpunftsare der Säule felbft, wegen der nicht abfoluten Homogenität 
bes Materials nicht einmal eine genaue Gerade fein wird. Der Einfluß 
diefer Nebenumftände macht fich um fo bemerflicher, je länger die Säule im 
Berhältnifje zu ihrer Dide ift, und es tritt erfahrungsmäßig bei zunehmender 
Länge ſehr bald ein Zuftand ein, wo der Einfluß ber Biegung denjenigen 
der Compreſſion übertrifft, und wo die Säule einem Zerbrechen oder Zer⸗ 
Iniden unterworfen ift, wenn auch die auf reines Zerdrücken der Faſern 
gerichtete Spannung % noch fehr weit von dem Feltigfeitsmodul K bes 
Materiald entfernt if. Daher dürfen die Formeln der im erften Capitel 
behandelten Drudfeftigkeit nırm fiir Körper angewendet werben, bei benen 
das Berhältnig der Länge zur Heinften Duerdimenfion gewiffe, aus bem 
Späteren fich ergebende Werthe nicht Überjchreitet. 
Der im Obigen angegebene Yall der Feſtigkeit be> 
lofteter fäulenartiger Körper bedarf daher einer 
bejonderen Unterfuchung, und man pflegt den hier: 
bei geäußerten Wideritand die Strebfeftigkeit 
oder die Feſtigkeit des Zerknickens, auch wohl 
die zufammengefjegt rüdwirkende Yeftig- 
feit zu nennen. 

Um die Biegungsverhältniffe der Säule AB, 
dig. 483 IL., zu unterfuchen, fei B der Coordinaten- 
anfang, P wirke auch bei der Biegung des Balfens 
in A vertical abwärts, fo ift das auf Biegung 
wirtende Moment M in einem beliebigen Punkte 
C gegeben durch: M = Pla — y). 

Sest man nım unter Beibehaltung der früheren Bedeutung von M, W,E 
und r: 


Tig. 483, 
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WE_ 0°y 
‚_—»w:E O2%’ 
fo hat man für die elaftifche Linie die Gleichung: 


wet — P(a — y) 





M= 


oder 
WE 0%y — 
—— 9—- 460. 
Dieſer Differenzialgleichung entſpricht der Werth 


BON, 


Segt man hierin x — 1, fo muß y = a werden; folglich gilt: 


= alı (VE) 
(VE) 0 


In diefer für den Gleichgewichtszuftand der gebogenen Säule geltenden 
Gleichung kommt die Ausbiegung a des freien Endes gar nicht mehr vor, 
und man muß daher fchließen, daß, wenn P von folder Größe genommen 


oder 


*) Die Snisgralion führt fi folgendermaßen aus: Set man y—a—u, 

2 
jo if 3 a daher wird nad Einjegung diejer Werthe die Differenzial- 
E%u 


gleihung: TE 373 + u= 0. Dieſer Bleihung genügen, wie man fi durd 
Differenziation leicht überzeugt, die beiden partikul. Integrale: 

U = (1008. (2 V 5) und ug = cgsin. (= V Sr ), 
worin c, und c, beliebige Eonflanten find; daher folgt: 


V P V pP 
u=y-a=cc(z Fr) + een (z WE . 


Die Eonflanten c, und cg ergeben fih mit Nüdficht darauf, daß für x —= 0, 
yz=0jen muß, u8 0 — a = c,C08.0 + c; sin. O. & folgt c, = — a 


und cz ift Rull, weil fr a= 0 ug I =oif; es iſt nämlich: 
d V P V P V pP V P 
= ein (« WE . Wortacn. (2 we) WE 
aljo für x = 0: 

0=— 41.0+ c.1 1 Va = 
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wird, daß diefer Gleichung genügt wird, alsdann die erfolgende Ausweichung 
jeden beliebigen Werth annehmen kann, bag man baher, wenn einmal eine 
Biegung eingetreten ift, feine Gewähr dafür hat, daß diefe Biegung ſich nicht 
bi8 zum Bruche der Säule vergrößert. Das Moment Pla — y) ift na- 
tiklih en Marimum in dem Fußpunfte B, wo y —= 0 ift, fo daß der 
Punkt B als der Bruchpunft bezeichnet werden kann. Es ift diejes eigen- 
thümliche Verhalten dadurch zu erflären, baß das Moment der biegenden 
Kraft Pa bei zunehmender Biegung der Säule in demfelben Maße wächſt, 
in welchem die Widerftandsfraft der Säule mit der Biegung zunimmt. 
Wenn man daher P von folcher Größe annehmen wollte, daß die Be- 


P . 
dingung cos. ( 1 V 55) — 0O erfullt iſt, d. h. wenn man 
P I ne \? 
VE — 7 oder P = (5 WE 


fett, fo ift für diefen Grenzfall zwar noch Gleichgewicht vorhanden, es muß 
aber durch die geringfte zufällige Steigerung von P, oder auch ſchon durch 
etwaige Erfchütterungen die Säule eine fortwährend wachſende bis zum 
Bruche führende Durchbiegung memen Man muß daher die Kraft 


Ir » 
als die den Bruch herbeiführende Kraft betrachten, und bat unter Einfüh⸗ 
rung eines den Berhältniffen angemeſſenen Bruchficherheitscoefficienten die 
zuläffige Belaftung entfprechend Heiner anzuordnen. 
Wenn man in der Gleichung 


v=ali-n(eV)] 


2 
fr P die ermittelte Bruchttaft P— 7- = einfegt, fo erhält man fir 
die elaftifche Linie die Gleichung: 
TX 
y- «(1 — 008. 57 


Setzt man hierin für © nach einander die Werthe: 
x—=0 I 21 31 41 51 61--, 


P— (&) WE= I WE=2ATL WE 


fo folgt: 
y=V0 a 2a a 0 a 240°. 
Diefe Refultate Iehren, daß bei einer Verlängerung der Säule B A, eine 
Biegung derfelben nad) einer Ranfenlinie B A, Az As 4 As.., Gig. 484, 


eintreten kann, und die Kraft P = =“ 
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genügend, um diefen Vie gunach ſiand zu erhalten. “Denkt man ſich beiſpiels⸗ 

FRE ı WE. 
weile die Kraft P = T — 
Sig. 484. vertical abwärts wirkend angebradjt, fo wird zwar Die 
Säule ohne Weiteres nicht nach der Yinie BA, As Az As 
ſich biegen, denn e8 würde fchon bei der Kraft 

HET Bar Tamm? 
die Säule eine Biegung annehmen, analog der in 
dig. 483 dargeftellten, indem das Ende A, nad der 
Seite ausweichen würde, wie die punftirte Linie 3A, 
andeutet; wenn man jedod) das Ende A, durd) ir- 
gend welchen äußeren Zwang, etwa durch Führungen 
veranlaßt, ſtets der Berticalen durch B fid) tangential 
anzujchmiegen, fo tritt in der That eine Biegung nad) 
BAı As As A, ein, und es ift die Bruchkraft: 

na? WE 
4 (BA) 

Wenn man aber allgemein die ganze Säulenlänge 
BA, mit 3 bezeichnet, fo ergiebt ſich die Bruchkraft 


in As, alſo in einem Abftande AI von B 





durd) 
x? WE —* WE WE 
7 —_ ı_—, 
P= 4 — 60 an 12 
4 


Aus diefer Betrachtung ergiebt fich der vortHeilhafte Einfluß der Führun⸗ 
gen, welche man bei fehr langen gedrüdten Stangen (Schachtgeftängen) an- 
wendet, und es läßt fich bei Hinreichender Anzahl folder Führungen, (4. 2. 
wenn gedrückte Anker in bichtichließende Röhren eingejchloffen werden), der 
Einfluß der Biegung gänzlich befeitigen, fo daß ber betreffende Stab nicht 
mehr auf Zerknicken, jondern auf Zerdrüden zu berechnen ift. 


Einfluss der Befestigung. m vorigen Paragraphen ift fr den 8. 273. 
einfachften Fall der Befeftigung der Säule an einem Ende, und wenn das 
andere Ende ganz frei, die Feſtigkeit der Säule zu 
XVN2 


ermittelt worden. Es wächſt daher die Feſtigkeit einer prisma— 
tiſchen Säule gegen Zerknicken direct wie das Maß des Bie— 
gungsmomentes des Querſchnittes, und umgekehrt wie das Dua- 
drat der Länge. 

Weilsbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 38 
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Das Biegungsmoment äſt natürlich in Hinſicht auf diejenige Are zu neh: 
men, für welche der Ausdrud W den Heinften Werth annimmt, da von den 
unendlich vielen Biegungen in beliebigen Ebenen, welche die Säule annehmen 
kann, jedenfall diejenige eintritt, welcher der geringfte Widerftand ſich ent- 
gegenitellt. 
Insbeſondere ift für eine haralelepipediſhe Säule W = — zu ſetzen, 


worin unter A die Fleinere Duerjchnittsdimenfion zu verftehen ift, daher 
gilt hierfür: 
z\? bh? bh® 
P=(5,) 73 — 0,2056 —- E. 
Für eine, cylindrifche Säule vom Halbmeſſer + oder Durchmefjer d hat 
man: 


n\? zart n® rtE dt 
P= (7) "= = 1081 5 E=0121G E 
Ebenjo hat man für eine hohle Säule mit den Halbmeflern r und r, = ur 
oder den Durchmeflern d und 4= ud: 


3 — — u) rt 
Pe. Ng— 1,930 LEI 5 





1 2 
— u%) d* 
— 0,1211 —— 


Hierbei kann von vornherein gar nicht angegeben werden, in welcher Ebene 
die Ausbiegung erfolgen wird, da bei dem Kreiſe wie auch bei allen regu- 
lären Polngonen das Maß des Biegungsmomentes für alle durd) den 
Schwerpunkt gehende Aren denfelben Werth hat (8.230). Die Unbeftimmt- 
heit gilt jedoch nur fo lange, als nicht durch Nebenumftände die Biegungs- 
ebene beftunmt ift, 3. B. wird eine in fchräger Richtung angebrachte Strebe 
(Krahnausleger) wegen des Eigengewichtes jedenfalls eine Biegung in ber 
verticalen Ebene annehmen, auch wenn der Duerfchnitt ein regelmäßiges 
Polygon ift. 

Wird die Säule ABA,, Fig. 485, am unteren Ende A, nicht feftge: 
halten, jondern nur geftügt, und zwar mit abgerundeter Stügfläche (I.) oder 
um Bolzen drehbar (III.), und ift da8 obere Ende A genöthigt, in ber Rich⸗ 
tungsfinie von P zu bleiben, fo jedoch, daß auch bei A die elaftifche Linie 
wie bei A, ihre Neigung ändern kann, fo biegt ſich die Are nad) einer gegen 
die Mitte B fymmetrifchen Curve ABA,, Fig. 485. In A und A,, wo 
das Moment Null ift, voird der Krümmungshalbmeſſer unendlich groß, und 
es entjpricht die Curve ABA, ber Strede A, A, A; in Fig. 484, jo 
dag die Grumdformel 

x? WE 


F=7 Ba 
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auch fir diefen Fall Anwendung finde. Die Größe BA,, Fig. 484, ent- 
Ipricht der Größe AB—= A,B= 1„AAı = . in Sig. 485, folglich) 
gilt Hier file die Feſtigkeit der Säule 
x? WE ‚WE 
I. P=7 Ca De = a 

Die Feftigkeit und daher auch die Tragkraft der Säule ift demnach in biefem 
Tale viermal fo groß, als wenn die Säule an einem Ende befeftigt ift 
und am anderen frei ausweichen kann. In diefem Zuſtande der Biegung 
befindet fich 3. B. die Kurbelftange einer Dampfmaſchine u. ſ. w. 

Wird ferner eine Säule BB,, Fig. 486 I., an beiden Enden eingeflemmit, 
oder find beide Enden, Fig. 486 III, rechtwintelig zur Are begrenzt, fo daß 
Tig. 485. Fig. 486. 


. Mm 
Il — 





die Säule gezwungen iſt, bei der Biegung in B und Bi ſich tangential an 
die Kraftrichtung anzuſchließen, fo wird die Are derjelben nach einer Curve 
BACA, B,, Fig. 486 II., gebogen, worin A und A, Wenbepunfte 
find. Eine Bergleichung mit Fig. 484 führt dahin, dag die Biegung mit 
der Strede BA,, Fig. 484, übereinftimmt, und man bat für diefen Fall 


I 
7 anftatt BA, in der Grundformel 
| _ a2 WE 
— 4 (BA,)? 
einzuführen, wenn J wieder die ganze Länge BB, der Säule bedeutet. 
Es ift folglich hier die Ge 
III. — — 4m En 


88* 
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d. 1. fehzehnmal fo groß, wie in dem Normalfalle, wo das obere Ende 


frei iſt. 


Sig. 497. 





Berfuchen von Hodgkinſon zufolge (ſ. un 
ten) ift die Feftigfeit indeſſen nur zwölfmal jo 
groß, wie im Normalfalle. Diele Art der 
Biegung kommt vorzüglich bei der Kolbenftange 
einer Dampfmaſchine vor, welche einerfeits in 
der Stopfbüchfe, andererfeits in dem Kreuz 
fopfe geführt wird. 

Wenn die Säule AB, Fig. 487, au 
einem Ende B feitgehalten und am anderen 
Ende zwar verhindert wird, feitlich auszuweichen 
aber an diefem Ende eine beliebige Neigung 
annehmen fann, jo ftellt ſich bei O ein Wende: 
punkt ein, und die Feftigkeit ift achtmal fo groß 
wie im Normalfall, nämlich 


IV. ?P= 22? WE. 





Anmerkung 1. Da8 zulegt für den in Fig. 487 dargeftellten Fall angegebene 
Relultat ift nur annähernd genau. Die Unterjuhung diejes Yalles kann in fol- 
gender Art vorgenommen werden. 

Den Bedingungen der Säulenaufftelung gemäß joll das obere Ende A durd 
eine Führung oder einen feitli gegen A ausgeübten Zwang verhindert werden, 
aus der Richtungslinie der Kraft P auszuweichen. Man kann dieje Führung 
durch eine horizontale auf das obere Ende wirkende Kraft A von folder Größe 
erjegt denken, dab analog dem Früheren (ſ. F. 272) für æ =1,y = 0 min, 
Mit Rüdfiht hierauf lautet die Differenzialgleihung der elaftiiden Linie hier: 


WEI — Pa —_J)+Al-—o 
322 ⸗⸗ Y i 


oder da a — O it: 


WEI YıLPy- Al no, 


ae 


Diejer Differenzialgleigung entipridht (j. $. 272) das Integral: 


Yy ci cos. (= " TE + 09 sin. (VE) 4 = J — 7). 


Für die drei Unbekannten c,, c, und A hat man die drei Bedingungen, daß: 


z=0,y=90; ferner æ =0, 


SI =-0ome=ıy=0 


zujammengehörige Werthe find. Nah Einfegung dieſer Größen erhält man: 
A 
) 0=a+ ph 


2) 0=0%% 


— 
WE 


A 
5: 
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pP . P 
3) 0 = ce (1 pr) + con. (1 Wr) 
Aus 1) und 2) folgt: 
P 
ame Ver 
und daraus und aus 3): 
tea V yrgr co2. (1 V gr) = ein. (1 VE 
Cg WE co8. WE)T cz sn. WE 
V P P 
I WE = tang. ( WE 


Diefe Gleihung enthält wiederum die Durchbiegung nicht, und man muß dar: 
aus ebenfo wie in 8. 272 ſchließen, daß, wenn P einen ſolchen Werth annimmt, 
daß diefe Bedingung erfüllt ift, eine Biegung bis zu jeder beliebigen Größe, aljo 
bis zum Bruce eintreten fann. Man wird daher wiederum P jo Hein nehmen 
mäflen, daß überhaupt eine Biegung nicht eintritt, aljo Heiner als den Werth, 
welder der Gleichung 


ı V Fo; V) 
we TI WE 


genügt. Dieſer Gleihung, welche fih jchreiben läßt n —= tang.n, genligen uns 
endlich viele Bögen n; der Heinfte darunter ift der Bogen von 2679 27’, es if 
nämlid: 





‚2570 27’ 


arc. 257027 = 2n em 


— 4,494 





und 
tang. 257027" — tang. 77027’ — 4,494, 
Es geht ſonach obige Bedingungsgleichung über in: 








P _ WE _ a WE 
ı WE 4,494 oder P = 20,19 „= 2,046 n — 


Anmerkung 2. Wenn in den Entwickelungen dieſes und des vorigen Para- 
graphen in dem Ausdrucke für P die Durchbiegung a nicht vorfommt, die legtere 
daher ganz unbeftimmt, weil von P nicht abhängig erjcheint, jo Liegt der Grund 


für — der angenäberte Werth 





hiervon darin, daß in der Öleihung M = 
1 _d%y 


r — 3.0 
geleht worden if. Führt man für r den genauen Werth 


Wal r 


ei 
ein (vergl. F. 223), jo ergiebt die Ausführung der Rechnung für P allerdings 
einen von a abhängigen Werth: 


P=(E) wel + +) we +] 


8. 274. 
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Läßt man hierin die Durchbiegung a bis zum Verſchwinden abnehmen, jo gebt 
diefer Ausdrud in die oben gefundene Formel 


7 82 
P= (5) WE 
2 
über. Weberhaupt find die mit * 7 T behafteten lieder in der Parentheſe, 
da a in der Praxis in den meiften Fällen nur Mein ift, gegen 1 verſchwindend 
fein. Die oben gemachte Borausjegung erſcheint daher gerechtfertigt, dak man 


2 
die Belaftung P jedenfalls kleiner nehmen muß als (5) WE, bei welder 


Belaftung überhaupt erft eine Biegung möglich wird, denn der ſchärfere Ausdruck 
für P zeigt, wie wenig die Belaftung nur zu wachſen braucht, um jofort beträdht- 
lie und gefährliche Durchbiegungen hervorzurufen. 

Beifpiel. Der Kolben einer Dampfmaſchine bat 0,5 Meter Durchmeſſer, und 
e8 beträgt der größte Dampfbrud 0,04 SKilogr. auf jeden Quadratmillimeter. 
Wie ſtark muß die jchmiebeeiferne Kolbenftange gemadt werden, wenn deren 
größte freie Länge 1,2 Meter beträgt, und melde Stärke hat man ber ſchmiede⸗ 
eifernen Surbelftange von 3 Meter Länge in der Mitte zu geben, wenn man eine 
ſechsfache Sicherheit vorausſetzt. 


Der Kolbendruck beträgt 5 ο — 196850 . 0,04 = 7854 Ailogr. Man 
bat daher für die Kolbenftange (Gall III.): 
WE n d* 
— — 4n3 — 
6P 6.7854 = 4n 7 = 4n? 6412003 


woraus d — 36,6 Millimeter fi berechnet. Die Kolbenftange würde man mit 
Kückficht auf Abnugung in der Stopfblichje etwas ftärker, und wohl auch von 
Stahl berftellen. 
Für die Kurbelftange gilt (Yall IL): 
a? nnd. 
6. ‚7854 = 75 WE= 50008 84 19700, 
woraus d, — 81,6 Millimeter als Stärke in der Mitte folgt. 





19700, 








Grenze zwischen Zerdrücken und Zerknicken. Die Formel 
3 

P= (5; WE für den Sal L, $. 273, ergiebt für die Feftigkeit P der 
Säule um fo größere Werthe, je Feiner die Ränge 2 ift, fo daß in der Grenze, 
wo I ſich dem Werthe Null nähert, die Feftigkeit unendlich groß werden 
würde. Es ift der Werth von P aber jedenfalls dadurch befchränft, daß er 
höchſtens gleich FK,, werden kann, wenn F'den Duerfchnitt und K, ben Feftig- 
feitsmodul des Zerdrückens bedeuten. Sett man dieſe beiden Werthe für die 
Feſtigkeit des Zerdrückens ud des Zerknickens einander gleich, fo folgt au: 

x? WE 

— __ ı— — 

FK=; * _ WE, I IiFz 
für diejenige Grenze der Länge I, bei welcher die Rechnung für Zerfniden 

und Zerbrüden gleiche Refultate Liefert. 


| 8. 274.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 599 


Bezeichnet man das Verhältniß Li mit %, fo ift fiir den rechtedigen 
Querſchnitt mit den Seiten b und h, (h die kleinere Seite): 





W”_._bW® _M 
Fri 12 
für den Freisförmigen Querſchnitt vom Durchmeſſer d: 
Yard _ dd? 


— 1/ gd? — 16’ 
für den ringförmigen Querſchnitt (hohle Säule) mit den Durchmeſſern d und 
| dı = ud: 


— - * — — — — — — 11 
— u 


— Yın(d? — d)) 16 16 
Ferner ift das Verhältniß a — v 


10000 
bei Gußeiſen: u — 133,3, 
FOR 20000 
„ Schmiedeeijen: — — 910, 
1100 
„ Hol: en. 


Durch Einfegung diefer Werthe filr ia und = in die Formel 


EZ VFE og: 
= 777 folgt: 








Für Gußeiſen. Schmiedeeiſen. Holz. 

1) Rechtech.... + — 5,23 18,66 6,86 
2) Rreiß.. . . - rn ⸗ 4,58 11,85 5,94 
8) Ring. . - - 4 — | 458VYı Fu | 11,85 VYı-+ a2 _ 
fra —= , u 6,41 16,76 — 


Der Werth Vı + liegt zwiſchen 1 und V2 — 1,414, daher find 
in der letzten Columne obiger Tabelle, entfprechend einer verhältnigmäßig 
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geringen Wandſtärke, wobei u? — 1 genommen werben fan, die Werthe 


r angegeben. It z. B. bei einer fchmiedeeifernen Röhre die Wandftärke 


0,010”, der äußere Durchmefler 0,300”, fo ift u — 00 = 0933 und 


Vı + w = V1,87 = 1,367. 


Die in obiger Tabelle enthaltenen Werthe fir das Grenzverhältniß = 


reſp. gelten für den in $. 273 mit I. bezeichneten Fall, d. i. für einen 


Stab, welcher an einem Ende befeftigt, am anderen frei ift. Für die iibrigen 
mit II, III. und IV. bezeichneten Befeftigungsweifen find die Werthe der 


Tabelle mit reſp. Ya, Vı6, Vs, aljo mit 2, 4 und 2,8 zu multipliciren. 
Wenn allgemein P = « —* 
472 ober 27° annehmen Tann, fo ergiebt ſich diejenige Yänge 7, bei welcher 
bie Formeln für Zerbrüden und Zerkniden gleiche Werthe fiir P ergeben, 
durch: 





3 
gejegt wird, worin @ die Werthe — a, 


Io = & 7 z = Veuv. 

Nach dem Vorhergehenden müßte man daher die Feltigfeit einer Säule 
entweder nach der Zerdrüdungsformel PR, = FK,, oder nad) der Zer—⸗ 
WE 

13 
oder größer ald 1, = Vauov ift. Es muß jedenfalls auffällig erfcheinen, 
daß die Feſtigkeit des Stabes von der Länge deſſelben erft von dem Augen: 
blide an abhängig fein fol, in welchen: diefe Länge die bejtimmte Größe I, 
überfchreitet, während geringere Längen einen Einfluß darauf nicht ausüben 
follen. Die Erfahrung ſtimmt damit nicht überein, indem fie zeigt, daß 
zwar ein Stab von außerordentlich geringer Ränge die Feftigfeit PA —=FK, 
hat, daß aber mit der Tängenzunahme die Weftigleit ftetig ab- 
nimmt. Um biefem Berhalten gehörig Rechnung zu tragen, hat 
Srashof*) eine empirifche Formel angegeben, welche mit der Erfahrung 
gut übereinftimmende Refultate Tiefert. Danach ift nämlich die Bruchkraft 
P ausgedrückt durch: 


knickungsformel P. = « 





berechnen, je nachdem ihre Länge fleiner 








WE 
Bm _ FR,.% 7a 
Fr Pa F&,t+t« Lg 


*) Srashof, Die Feſtigkeitslehre Seite 117. 
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Diefer Ausdrud geht für ein jehr Heines I in PL —= FK, und für ein 
großes J in y —=u WE über. Um die Formel für die Rechnung be- 








12 
quemer zu machen, kann man jegen: 
— FR, — FE, — R, 
"SFRe® — 0, 
WEa« auv auv 


Es ergiebt ſich hieraus, daß die Säule berechnet werden kann wie ein auf 
Zerdrüden beanfpruchter Körper, nur hat man als Feſtigkeitsmodul nicht 
K fondetn ——— einzuführen. Dieſer Werth x — — x 

auv 1 auv 


ift außer von dem Materiale (v = 7) noch von der Länge !, dem Quer⸗ 








ſchnitte = +) und der Befeftigungsart der Säule (x) abhängig. Die 
folgenden Zabellen enthalten für die in der Praxis häufigſten Fülle die 
MWerthe von = a Da diefe Werthe den Bruchbelaftungen ent- 
auv 

iprehen, fo muß man hierin, um die Tragkraft der Säule zu erhalten, 
einen gewiſſen Bruchficherheitscoefficienten n einführen, welcher paſſend 

für Oußeifen u... n=6, 

„Schmiedeeiſen u. . n=4bi8 5, 

„Su ....r=1068 12 
angenommen werden Tann. 





602 Vierter Abſchnitt. Viertes Capitel. [$- 274. 
Der Querſchnitt ift ein Rechteck. 





_- * 5 10 15 20 25 30 40 50 





7 
Gußeiſen. 
J. 0,58 022 | 0,11 0,06 | 0,04 | 0,03 | 0,02 | 0,02 
II. 0,81 0,53 | 0,33 | 0,22 015 | 0,11 0,06 0,04 
Il. 0,94 | 0,82 | 0,66 | 0,53 | 0,42 | 0,33 | 0,22 | 0,15 
IV. 0,88 | 0,69 | 0,50 | 0,36 | 0,27 0,20 | 0,12 0,08 
Schmiederifen. 
I. 0,88 | 0,65 0,45 | 0,32 0,23 | 0,17 0,11 0,07 
II. 0,97 0,88 | 0,77 0,65 0,54 | 0,45 0,32 0,23 
III. 0,99 | 0,97 0,93 | 0,88 0,83 0,77 | 0,65 0,54 
IV. 0,98 | 0,94 | 0,87 | 0,79 0,70 | 0,62 | 0,48 0,38 
ol3. 
⸗ 0,65 0,32 0,18 | 0,10 | 0,07 | 0,05 | 0,03 0,02 
II. 0,89 | 0,65 0,46 0,32 | 0,23 0,18 | 0,10 0,07 
IH. 0,97 | 0,89 0,77 0,65 | 0,55 0,46 0,32 0,23 
IV. 0,93 | 0,80 | 0,63 0,50 | 0,38 | 0,30 | 0,19 | 0,13 
Der Querſchnitt ift ein Kreis. 
= sIolw || | s |“ | 
Bußeifen. ü 
I. 0,45 0,17 0,08 | 0,05 0,03 0,02 | 0,013 | 0,008 
I. 0,77 | 0,45 027 | 0,17 0,12 0,08 0,05 0,03 
III. 0,93 0,77 | 0,60 | 0,45 0,34 | 0,27 0,17 0,12 
IV. 0,87 | 0,62 0,41 0,30 | 0,21 0,16 | 0,09 0,06 
Schmiedeeifen. 
I. 0,85 | 0,58 | 0,388 | 0,27 0,18 0,14 | 0,08 |.0,05 
I. 0,95 0,85 | 0,71 0,58 | 0,47 0,388 | 0,27 | 0,18 
III. 0,99 | 0,95 | 0,90 | 0,85 | 0,78 | 0,71 | 0,58 | 0,47 
IV. 0,98 | 0,92 0,83 | 0,74 0,64 | 0,53 0,41 0,31 
olz. | 
⸗ 0,59 | 0,27 | 0,14 | 0,08 0,06 0,04 | 0,03 0,015 
II. 0,85 0,59 | 0,88 | 0,27 | 0,19 0,14 | 0,08 | 0,06. 
III. 0,96 0,85 0,72 | 0,59 0,48 0,383 | 0,27 | 0,19 
IV. 0,92 0,70 | 0,56 0,42 0,31 0,24 0,15 | 0,11 


Anmertung. IL, II. IH, IV. zeigen an, daß die Befeftigung der Säule 
den gleichbezeichneten Fällen in $. 273 entiprechend angeordnet ift. 


8. 275.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 603 


Beifpiel. Der Ausleger eines Krahns ift 10 Meter lang und bat einem in 
feiner Are wirkſamen BDrude von 30000 Kilogramm zu widerſtehen. Wenn 
derjelbe als fchmiedeeiferne Säule conftruirt werden fol, deren innerer Durchmeſſer 
0,95 von dem äußeren beträgt, wie groß find die Stärken in der Mitte bei fünf- 
facher Sicherheit zu wählen? 





Es if hir « = m! = 9,87 (U. Sal), = 22; oo = 2 — 20000 _ 
J 22 
2 
910 und uw = rer d? = —— —=0,119d?, Setzt man dieſe Werthe 
2 . 
und für F' denjenigen: F = * — er = Tau — u?) = 0,0765 d? 
in die obige Formel, jo erhält man: 
22 
— 2 
5.30000 = 0,0765 d 100008 Far 
9,387.910.0,119 d? 
oder . 
150000 — _1,683 09 
93563 
ar 
Dieje Gleichung formt fih um in: 
14034’ 450000 
— — +- 150000 = 1,6883 d? 
oder 
dt — 89127d? — 8319769800, 
woraus 
n da — 44563 + V10305'630269 — 146079 
un 


d = 382,2 Millimeter, alfo 
d, = 0,95 . 382,2 — 363 Millimeter folgt, 
daher ift die Wandſtärke: 
de = l => 9,65 Millimeter. 


Der Querſchnitt des Auslegers beträgt: 
F = 0,0765 d? — 0,0765 . 146079 —= 11175 Quadratmillimeter, 


daher kommt auf jeden Quadratmillimeter eine Anftrengung von nr = = — 2,685 


Kilogramm. 


Hodgkinson’s Versuche. — Ueber die Feftigkeit des Zerknickens 8. 275. 
bat vorzugsweife Hodgkinſon Berfuche angeftellt, deren Ergebnifle um fo 
ihäßbarer find, als die Theorie der Feſtigkeit gegen Zerknicken ſehr unficher 
ft. Diefe Verſuche (ſ. Barlow's Bericht in den Philosophical Trans- 
actions, 1840) beftätigen wenigftens eine angenäherte Richtigfeit der im Vor- 
ftehenden entwidelten Formeln. Nach diefem Erperimentator ift die Formel 


ı\? XNX2 di g\3 Dt 
?P= 5) wE=(5,) "E=(5) 12? 


für prismatiſche Säulen mit freisförmigen und quabratifchen Duerfchnitten, 
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wenn man darin für Z einen befonderen Erfahrungswerth fest, für Holz 
unbedingt richtig. Für Schmiebeeifen ift dagegen diefe Formel nur dann 
genügend, wenn man anftatt d* die Potenz d%7® reſp. 35°, und für Guß- 
eifen ausreichend genau, wenn man für d* und 12 die Potenzen dd reſp. 
d#55 und 217 einführt. 

Die Hauptergebnifle diefer Berfuche au prismatiſchen Säulen mit kreis⸗ 
förmigen und quadratiſchen Querſchnitten ſind von Hodgkinſon in den 
folgenden empiriſchen Formeln dargeſtellt. Dabei beziehen ſich die unter II. 
angegebenen Formeln auf den mit II. bezeichneten Fall, daß die Säulen beider⸗ 


jeit8 mit abgerundeten oder zugefchärften Enden verjehen find, und daß — 


reip. — größer als 15 iſt. Die unter III. angeführten Formeln hingegen 


gelten für die mit III. (im 8. 273) bezeichnete Stützungsart der Säule, bei 
welcher die Enden rechtwinkelig zur Axe abgeſchnitten ſind, die elaſtiſche Linie 
ſich daher an beiden Enden an die urſprüngliche gerade Säulenare tangential 


anschließen muß, und unter der Bedingung, daß — oder u größer ala 30 ift. 


Für den Fall I. (ein Ende eingefpannt, das andere abgerundet und frei) 
beträgt die Teftigleit nur ein Zehntel von der im alle II. 

Für den Fall IV. endlich (ein Ende eingefpannt, das andere abgerundet 
und in der Are geführt) ift die Bruchbelaftung gleich dem arithmetifchen 
Mittel aus den Refultaten unter IL. und III. zu fegen. 

Die Kraft P ift in Kilogrammen, die Dimenfionen find in Millimetern 
zu nehmen. 


Tabelle der Kräfte P zum Zerfniden langer Säulen. 








11. 2 ober 7>1 I. 4 oder >30. 
” mit Heesferm. Duajäni | POT 5 | PeTmGr 
Be, abe Ba mi | pn DEN pm EA 
” mit teisermig Querjgmit, | PT | Pain Gr 
er a E27 
5) Quadratiſche Säule aus trocke⸗ de 


nem Fichtenholz. — PSV— 


8. 276.] Die Tragkraft langer Säulen ꝛc. 605 


Nach Hodgkinfon foll das trodene Holz doppelt fo große Feſtigkeit be- 
figen, wie das frifch gefällte. 

Bei ſechsfacher Sicherheit ift hiernad) die Tragkraft für gußeif erne 
Säulen: 


1320 376 d3,76 
=. wur 
im zweiten, und 
7720 855 a3,55 


im dritten Falle, und 


P. 11,770,266 
ı= | 220 | 


P. 11,710,2817 
ı= Ser 


! 


im zweiten und 


im dritten alle, u. ſ. w. 


Beijpiel. Wie groß ergeben fi nad den Refultaten der Hodgkinſon'ſchen 
Berjude die Dimenfionen der in 8. 273 berechneten Kolbenftange und Kurbel⸗ 
ftange? Dan hat für die Kolbenitange (Fall III.): 


8,56 
a — Pi2 
— 130045 
alſo bei 6facher Sicherheit und Z — 1,200 Meter 
8,56 
17854 .6. 12002 ung: 
d= Ver 130045 — 40,8 Millimeter 


(in 8. 273 war d = 36,6 gefunden). 
Ebenſo ift für die Kurbelftange: 
8,76 3,76 


pl2 7854 .6 . 30002 une: 
d, = VER 31038 _ 751,0. 500° 21008 — 87,6 Millimeter 


(in 8. 273 fand ſich 81,6 Millimeter). 





Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. “Die vor- $. 276. 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerkniden der Säulen find unter 
der Borausjegung entwidelt worden, daß die Kraft P genau im Enbpunfte 
Ader Längenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Praxis 
nie genau Genüge gefchehen kann, und dieſes centrifche Angreifen auch auf- 
hört, jowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift e8 rathfam, bei Beſtim⸗ 
mung der Tragkraft einer Säule gleich von vornherein mit auf den excen⸗ 
triſchen Angriff Rückſicht zu nehmen. 
Segen wir bei diefer Beſtimmung voraus, daß der Angriffspunkt D der 
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Kraft P um DA=c von dem Ende A der Are der Säule AB, Fig. 
488, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durchbiegung a der Säule ein 
Fig. 488. fei gegen c. Dann können wir die von der Säulenare 
gebildete elaftifche Tinte als einen Kreis vom Halbmefler 


12 
*5 anſehen. Nun iſt aber 


P(a+cor= WE, daher folgt 
P(a+ = 2WEa, jowie 
Pl2c 





a = — — md 
2WE — pP 
2 WEc 
— — a p — — — 
OB 2 2WE— Ppı 
RN AREZREN Bezeichnet nun F den Querſchnitt der Säule, und e 


die halbe Dide derjelben, gemeflen in der Ebene ABD, 
jo ift die durch den Drud P hervorgebrachte gleichmäßige Spannung in 
jedem Duerjchnitte der Säule: 
P 


s=7 


und bie durch das Kraftmoment P(a + c) hervorgebracdhte Spannung am 
äußeren Umfange derfelben: 
8 — P(GC) _ _2PEce 
WW 7 2 WE—PR' 
und es folgt daher die Marimalfpannung der Säule: 

P 2PEce pP 2EFce 
Etat mr tw) 
Segt man nun S — dem Tragmobul 7, fo folgt 

"  2EF(ce 
p(1 + SWE_DE En) — FT, oder 
P2@WE— PU +2EFc)=(2WE—PINFT. 
ft nım Pla gegen (W + Fee) E Hein, fo läßt ſich fegen 
2WEFT FT 


PSImWHRo)FFTET N Fee, FT. 
w 2WE 
P= — Hr wenn 9 und vV bejondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
P+% 73 


Der Civilingenieur Love (f. M&moire sur la Résisſtance du fer et de 
la fonte etc., Paris 1852) folgert aus den Berfuchen von Hodgkinſon 
die Werthe $ = 0,45 und Y% — 0,00337; e8 iſt alſo hiernad): 


8. 276.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 607 
FT 
I\?’ 
| 1,45 + 0,00337 (z) 
woraus ſich dann folgende Tabelle für den Coefficienten 
1 berechnen läßt. 


P=ıFT= 


L= ———g 
1,45 + 0,00337 (7) 


ı_ ]|,I.|I.|] 
7=|ı0 | 20 | so “| o|m|o |» | 


0,223| 0,146 | 0,101 |0,0735| 0,0556] 0,0435] 0,0347| 0,0285 
























0,559) 0,357 


y — 





























Diefe Werthe für x find alfo mit dem oben ($. 217 und 218) angege- 
benen Tragmodul T des Zerbrüdens zu multipliciren, um bei einem gege- 
benen Längenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beftimmen. 

Der General Morin theilt nach Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch, fir Säulen von mittlerer Länge zu große Werthe für x giebt. 


12 “||. |o 72 











= l 1 


Yıa Yu 


Y 














ı = | 1 | Ya | 1 


Beifpiele. 1) Welche Laft kann eine b Meter lange Säule von Fichtenholz 
tragen, deren Querſchnitt ein Kreis von 0,3 Meter Durchmefler ift? Tür eine 
furze Säule wäre nach Tabelle auf Seite 417, der Tragmodul T = 1,8 Kilo: 


gramm, da aber hier das Verhältniß der Länge zur Stärke, 3 =" 16,67 


ale 


it, jo hat man: 
1 


1 
X = 7,45 1 0,00337 . 16,673 2,838 
daher den Tragmodul nur „T = 0,420 . 1,8 = 0,76 Kilogramm, und daraus 
die geſuchte Tragkraft: 
3002 


P= 0,76. 3,14 — * 53721 Kilogramm. 


Der Sicherheit wegen iſt jedoch nur etwa dieſes Werthes als Belaſtung 
anzunehmen, alſo: 
P= Se — 1797 Silogramm. 
2) Wie ftark ift eine frei aufftehende hohle cylindriſche Säule aus Gußeiſen zu 
machen, welche bei einer Länge von 8 Meter eine Laft von 50000 Kilogramm zu 
tragen vermag? 


—= 0,420, 


8. 277. 
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Nehmen wir den Durchmeſſer der Höhlung ad, gleich 3, des äußeren Durch⸗ 
meſſers d der Säule an, jo haben wir nad $. 273 (II. Fall): 


n® di —d' n® di 
P=5 WE=7% —g- E=sgal- WIE 
Setzen wir in diefem Ausdrude P —= 50000, 12 — 80002, n3 — 31 und für 
E __ 10000 
E nur — =” 1000, fo folgt 


50000 . 64 . 80002 en: 
a = 00 6 „500° 1-0,1).31 — 293,5 Millimeter oder rund 0,3 Meter 
und aljo der Durchmeſſer der Höhlung 
d, = %, . 0,300 = 0,18 Meter. 
Unjere legte Formel giebt, wenn wir 
8 
77 7 26,67 
annehmen, den geſuchten Querjchnitt der Säule: 
F = (1,45 4 0,0037 . 26,67%) * _ 3,85 . 50000 __ 192500 


T — T? 
und jegen wir nun nod 
T= ,, 13,13 — 4,4 Rilogramm, fo erhalten wir: 
192500 


F= 11 43750 Quadratmillimeter. 


Nun iſt F 7 (d? — d!) = nd? ., 0,16, folglich iſt die geſuchte Stärke: 


F 43750 u: 
d= 016.” V Ol6 rn” 294,67 Millimeter, 


wofür rund 0,3 Meter wie oben zu jegen ift. 








Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Nach dem Por: 
bergehenden foll die Belaftung eines fäulenartigen Körpers immer unter 
demjenigen Betrage bleiben, bei welchem überhaupt eine Biegung erſt möglid) 
wird. Man kann fich aber nun die Aufgabe ftellen, die Querſchnittsver⸗ 
häftniffe des Körpers fo zu beftimmen, daß für den Fall, daß durd) eine 
übermäßige Belaftung doc, eine Biegung des Körpers eintreten follte, die 
Marimalfpannung und alfo aud) die Wahrjcheinlichfeit eines Bruches in 
allen Querſchnitten diefelbe fein fol. Man erhält dadurd) einen Körper 
von gleicher Zerfnidungsfeftigfeit. Setzt man hierbei einen an einem 
Ende befeftigten Stab voraus, deflen anderes gebrüdtes Ende ganz frei ifl, 
jo ſetzt fi, im Falle einer eintretenden Biegung un a, die marimale Span- 
nung in irgend einem Duerjchnitte aus zwei Theilen 81 und Sz zujammen. 
Der erfte Theil S, ift für alle Querjchnitte gleich groß, nämlid) 

2 
1 — F ’ 
und allein vorhanden, fo lange eine Biegung nicht eintritt. Der durch die 
Biegung hervorgerufene zweite Theil Sg ergiebt fi durch die Beziehung 
(vergl. Sig. 481): 
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W — 
M=Pa-=4s us =P—Le, 


jo daß man, wenn % die höchſtens zuläffige für alle Querſchnitte gleiche 
Marimalipannumg bedeutet, die Bedingungsgleichung aufftellen kann: 
= +, =5 +PIL 
Aus diefer Gleichung könnte man die Dimenfionen irgend eines Duer- 
ſchnittes (alfo W und F') aus y beftimmen, und wenn man aus der Glei—⸗ 
hung der elaftifchen Linie y durd) x ausdrückte, fo Tießen fich die Dimenfionen 
auch für jedes = ermitteln. Es ift natürlich, daß man hierbei, um bie 
Gleichung der elaftiichen Linie zu ermitteln, fir den Krümmungshalbmeffer 


r jeinen genauen Werth „, 
Mac 


= 
fegen müßte, weil nur diefe Subftitntion eine Beziehung zwiſchen P und 
der Durchbiegung ergiebt (vergl..$. 273). Abgefehen von der fchmwierigen 
Durchführung einer derartigen Rechnung würde das erhaltene Refultat aus 
dem Grunde von fehr zweifelhaften Werthe fein, weil, wie im $. 273 aud) 
angegeben worden, ſobald P einen gewiſſen Werth erreicht hat, eine fehr ge- 
ringe Vergrößerung von P die Durchbiegung mithin Spannung erheblich 
ſteigern muß. 
Wenn man für 7 den angenäherten Werth 
1 


e=k. 








-ın 
02° 

fegen wollte, jo wiirde, wie tm Vorhergehenden, die Durcdhbiegung a ganz 
aus der Rechnung herausfallen, und die Dimenfionen der Säule würden fid) 
dann gar nicht beſtimmen laffen. Um wenigitens das Verhältniß der 
Dimenfionen von zwei verfchiedenen Ouerfchnitten im Abflande = und ©, 
zu ermitteln, hat man wohl verfucht, von der Spannung 


s=Pp2—I.45 





den erften, von der Biegung herrührenden Theil pP, für ſich allein 


für alle Querfchnitte conftant zu machen. Hierdurch den man allerdings 
zu einem Ausdrude filr das ‘Dimenfionenverhältiiß zweier beliebigen Quer⸗ 





ſchnitte. Da aber diefe Rechnung auf der Vernadhläffigung von — 2 7 gegen 


Weisbach's Lebrbuh der Medanil. L 89 
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P-— 
m 
drud dem wahren —* gleichen Widerſtandes nur annähernd entſprechen. 


Anmerkung. Die angedeutete Rechnung läßt fih für eine Säule mit kreis⸗ 
förmigem Querſchnitte folgendermaßen ausführen. Sei e der Halbmeſſer irgend 
Fig. 489 eines Querſchnittes der Säule AB, Fig. 489, & 
1 derjenige bei B, jo ift, wenn nur die Biegungs⸗ 

ſpannung berlicfichtigt wird: 


M=Pü-)=Y5= 


woraus dur Differenziation 


y=— du 8 e2de folgt. 


P 
Ferner iſt: 
9% 
Ez 2% E d 69 
= E: 
7 


= =E: a7 


e, d. i. von * gegen (a — Yeoe beruht, fo dirfte dieſer Aus- 





n23 
7 5 








Say Pa * . 





d7 
Nun iſt aber nach Obigem auch 
Dry — 8 7 2292, 
olglih hat man: 
folglich h BD hr 
4 EP” 
moraud man erhält: 
y\"__ eu 9 
(I) = — = 22 + Const. 
Im Fußpunkte 2 ift —=0und 2 — 2,; daher folgt: 
2 
Const. — ar Ep 28, 
und es ift: | 
89 _ — _3u8 „», 
=8\V m a -R=-Grtz 
Hieraus findet id: 
In SnE zdds 
* — 4P Vz2— 22 


Die Integration diefer Gleihung giebt, mit Rüdficht darauf, daß in A, d. i. für 
z=lh,y=a, alfo S= 0 und daher z = 0 jein muß: 

SnE 
16 P | 
und e8 folgt für das Verhältniß der Halbmefler eines beliebigen Querſchnittes 
im Abftande x zu dem Querjänitte in B die Gleichung: 


== [er sin. =-zYı 6 
— 7 6. z 





i— ie = 





€ —— 
2° arc. sin. 7— e Ve: — 23), 
0 
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Die Bruchkraft folgt, wenn man x = 0 fett, aus 


4 2 
= Ver . 
Es wäre ſonach der Bafishalbmefjer 2, einer Säule von gleichem ibertande 
* V%= 1,075 mal fo groß zu machen, als derjenige einer cylindriſchen Säule 
von gleiher Zänge und gleiher Tragkraft. 


Die hier gefundenen Rejultate beruhen, wie ſchon bemerkt, auf der Vernach⸗ 
läjfigung der dur P erzeugten directen Preſſung. Sie können daher nur fo 


lange gelten, als u gegen (a — y) e, d. i. = gegen a — y verſchwindend 


Hein if. Der Wertb a — y liegt zwiſchen den Grenzen a im Fußpunkte B 
und Null im Punkte A, und man erkennt daraus, daß die Bernadläffigung von 
= gegen P Bu 7 Ye um ſo größere Unrichtigkeiten herbeiführt, je näher der 
betreffende Querſchnitt an A gelegen iſt. In A ſelbſt würde die angeführte 
Rechnung ſogar zu einem Halbmefier z = 0 führen, während der Querſchnitt F 


dafelhft doch mit Nüdfiht auf die rückwirkende Spannung mindeftens gleich z 


jein muß. 

Man wird daher in den Fällen der Praxis am beften thun, von einer firengen 
Form gleiher Widerftandsfähigfeit abzujehen, und der Säule am Befeftigungs: 
punkte (für die Befeftigungsart II. in $. 273 in der Mitte) eine Stärke geben, 
welde genligende Weftigleit gegen Zertniden gewährt, während man bie Stärte 
am Ende nach der Formel für Zerdrüden beftimmt. Läßt man dann dieje beiden 
Dimenfionen durch eine entſprechende möglichſt einfache Curve, die im Fußpunfte 
tangential zur geraden Are der Eäule gerichtet ift, in einander übergehen, jo 
wird man eine für die Praris hinreichend angenäherte Form für die Säule er- 
halten. Dieje Bemerkungen gelten hauptjählih für die yorm, welde man den 
Kurbelftangen zu geben pflegt, und ift hierbei zu berüdfihtigen, daß die 
Dimenfionen an den Enden meift ſchon durch die conftructiven Rüdfichten be: 
fimmt find, welche man auf die Anbringung der Zapfenlager und die Stärte 
der Zapfen zu nehmen bat. 





39* 
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Funftes Capitel. 
Die zufammengefegte Elafticität und Weftigkeit. 


8.278. Zusammengesetste Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von 
zwei Kräften, 3. B. von einer Zug- und einer Biegungskraft u. ſ. w, zugleich 
ergriffen, wodurch er natlirlic auch zweierlei Formveränderungen, 5. B. eine 

Fig. 490. Ausdehnung und eine 
Biegung, zugleich erlei⸗ 
det. Man nennt die 
Kraft, mit welder der 
Körper dieſer mehrfachen 
Geftaltveränderung wi- 
derftcht, die zuſam⸗ 
mengefegte Elaftici- 
tätund Feftigfeit, und 
es follen im Folgenden 
die vorzüglichften Fälle 
biefer Art näher unter⸗ 
fucht werden. 

Streng genommen hat: 
ten wir e8 ſchon in dem 
bei der Biegung eines 
Korpers AKBO, Fig. 
490, zu Grunde geleg- 
ten Falle ($. 219) mit 
der zufammengefegten 
Veftigfeit zu thun, da 
fid) eine am Ende A 
diefes Körpers angrei⸗ 
fende Kraft AP=P 
auf ein Kräftepaar 
(P, — P) und auf eine 
Kraft SP=P zurüd- 

führen läßt, wovon daß erftere, welches wir zeither nur in Betracht gezogen 
haben, das Körperftüd AS biegt, und die andere ein Abreißen dieſes Stiides 
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von dem übrigen Theile SB zu bewirken fucht. Die Iegtere Kraft befteht 
wieder aus zwei Seitenkräften: 
Pı=P cos. 
und 
Pa, = P sin. «& 
($. 220), wovon die eine winkelrecht gegen die Faſern und die andere in ber 
Arenrichtung der Yafern wirft. Die Kraft P, vereinigt fid) mit den Span- 
nungen der Faſern in Folge der Biegung, vergrößert folglich die Ausdeh- 
nungen auf der Zugfeite der neutralen Are und vermindert dagegen die Zu⸗ 
fammendrüdungen auf der Drudfeite. Die Größe der Ausdehnung, welche 
jede Faſer RS —= KN u. . w. von der Yänge — Eins durd) die Zugkraft 
P sin. « erleidet, ift (nach $. 210) 
Psin.a 
FE 
wenn F den Querſchnitt NO des Körpers bezeichnet. Denkt man ſich in 
diefem Abftande 6, — SS,, Fig. 491, von der Ebene N, OL, welche die 
Fig. 491. Enden der durch die Biegung ausge- 
dehnten Faſern KN, RS, LO, be 
ftimmt, eine Parallelebene N,O, mit 
N, 0, , jo bildet diefelbe die Begren- 
- zung der den beiden Yängenände- 
rungen unterworfenen Faſern. Die 
Ebene N, Oz fohneidet die urjprling- 
liche Begrenzungsebene NO in Ss, 
und es entſpricht daher diefer Durch⸗ 
ſchnitt S, der Tage der neutralen Are. 
Der Abftand SS, — eı diefer neu- 
pP tralen Are von der urfprünglichen, 
welche nur dem Biegungsmomente entfpricht, beftimmt fid) durd) die Pro- 
portion: 


01 — 





88 8N : 6 __ 
SS NN’ "6 


wonad) alfo e, = z o, folgt. 





Nun ift aber nod) — == r ($. 224), daher ergiebt ſich einfach: 
Pr sin. 

FE 

Um diefe Größe (e,) ift aud) der Krümmungshalbmeſſer rı der elaftiichen 
Linie AB größer, als der Werth, welcher ſich für r bisher bei Vernach⸗ 
laſſigung der Zugkraft Psin. a herausftellte; es ift aljo: 


gs =r0 = 
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n=r+am=r(l +=r(1 + ee). 


Für den Winkel & hat man nad) $. 235, wenn B den Coordinaten- 
anfang bezeichnet: 





na (e _* — _ WE. 
sin. a= (le z) ri 
jo folgt 


rina- oe woraus 
730 _ au u 
P 2læ — 

= ET fü erxgiebt 


Hiernad) fällt z. B. in B, wo z —=0 iſt, e = 0 und in A, oder für 

z—=l,e — o au Sept man e, — e, fo ergiebt fi, aus 
PP 2lz — 2? 
TIEF ı—_g 

derjenige Werth von x, für welchen die neutrale Faferfhicht die concave 
Geite des Körpers (bei U, Fig. 491) fchneidet- Die neutrale Yaferfchicht 
geht daher durd) B, S, und U und wiirde, aud) außerhalb des Körpers fort 
gejest, den Querſchnitt A erft in unendlich großer Entfernung erreichen. 


Die Ausdehnung refp. Zufammendrüdung der äußerſten Faſer beträgt in 
Folge der Biegung: 


—_ dd — — 
NN=‘=+Pl—-)z 
und die in Folge der Zugkraft Pin. «: 


P sın. @ 
— 
NN; "FE 


Man hat daher die Gefammtausbehnung der äußerften Faſer im Abftande 
x von B gegeben durch: 


_„_P? ame, sin. 
Nn=0-5( W FF 





Segt man voraus, daß bei diefer Ausdehnung die Elafticitätögrenze © - 


erreicht wird, jo hat man: 


— (! —z)e | sin.a 
T=er( w +7) 


woraus fir die Tragkraft folgt: 
Ba Hl MIO 


Pr} 
a—2)e+ $ sin.a a-De+ „(2 - 5) 
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| Bet den mäßigen Biegungen, welchen die Balfen | gewöhnlich ausgeſetzt 
find, ift diefer Werth ein Minimum für x — 0, und zwar wie früher ge- 
funden 
pPp— wT 


el 





Anmerlung Wird ‚ber Ballen AA, B, Fig. 492, I., II. und III., von 
zwei Kräften P und + P,, welde in ben Abftänden 7 und }, von B wirken, 
Fig. 499. angegriffen, jo findet in A, jedenfallg eine 
Sontinuitätsunterbregdung im Laufe der neu: 
i K7 tralen Schicht ftatt. Es ift nämlich für die 

Strede AA;: 





—— J Prsin.a 
— De = AV, = — — 
A —— L > \ ei 1'ı FE 
Ü x und für die Strede A, B: 
P Diss eg = A, 4, = pt F rsin.a.. 


Der Sprung der neutralen Fafer in dem 
Angriffsquerſchnitte von P, beträgt daher: 
7 Al ü — V P rsin. [44 
— oo — — vr = + I I _, 
A Q —S € e 1'232 FE 
£ | 


Es find bier drei Fälle zu unterſcheiden, 


. [4 . 
- 
102720759 % pr, ra 
207407 He 


BP 7 2 
.’ , 


8 welche durch die Figuren I, II. und III. dar: 
pP 2 geftellt find. 
-P 1 8...» P und P, find glei geridtet; d. h. 
N P, ift ebenfalls pofitiv. Der Balten ift dann 
BI‘ durchweg concavd nad) unten gefrümmt, d. i. 


| 

* on e ift überall pofitiv. Die neutrale Fajerichicht 
A F bleibt dann ſtets unterhalb der elaſtiſchen Linie 
A4A,B, ®ig. I, und befteht auß den beiden 

Zweigen BV, und V,T. 
P 2) P und P, find entgegengejegt gerichtet, 
d. t.-P, ift negativ. Hierbei kann auch « 
negativ werden, jobald P,l, > Pl. Dann findet nämlich, ig. II., eine Bie— 
gung nad) entgegengelegten Richtungen ftatt, und es liegt in F ein Wendepuntft, 
für welden r = o ift, während außer in B auch no in S, dem Punkte 
größter Durchbiegung, « — Null if. Demzufolge muß die neutrale Faſer der 
Etrede AA, die elaftiihe Linie in S fehneiden, weil e, = 0, wenn « = O ift. 
Die neutrale Faſer der Strede A, B befteht hier aus zwei Curvenzweigen B Wı, 
und V, Ws, für welche die durch F gehende Normale der elaftiichen Linie eine 

Aſympiote ift. 

3) P und P, find entgegengejegt, aber e8 ift Pl, Ss Pl. In dieſem Falle 
ift « immer pofitiv, die Krümmung des Balfens ift in allen Punkten nad) unten 
concad. Die neutrale Faſer bleibt daher durchweg unterhalb der elaſtiſchen Linie, 
und zwar ift fie für die Strede A A,, Big. III, dur UV, und für die Strede 
A,B dur 9, B dargeftellt. Für den fpeciellen Ball, da P= — P, it, 
fällt 9, in A,, weil eg = 0 ift, und es fällt für dieſen Fall (Angriff durch ein 
Kräftepaar) die neutrale Faſer der Strede A, B mit der elaftifchen Linie derjelben zu⸗ 


mr 
Le - 
* I 
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jammen. Wenn ferner P,> P; dabei aber immer no P,L, <s Pi, jo kommt 
Vs oberhalb A, zu liegen, ohne daß jedoch « negativ werden kann. 


$. 279. Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Balken oder eine Säule 
AB, Fig. 493 und Fig. 494, von einer Zug: oder Drudfraft ergriffen 

Fig. 49. wird, welche zwar parallel zur 
_p Are diefes Körpers, nicht aber 

in biefer Are ſelbſt wirkt, fo 
wird ebenfall8 die zuſammen⸗ 
gejegte Elafticität und Yeltig- 
feit in Anfprud) genommen. 
Diefe ercentrifche Kraft P läßt 
ſich, wie befannt, durch eine 
Axenkraft P und ein Kräfte 
paar (P, — P) erjegen, deſſen 
Armlänge c der Abftand CA 
des Ungriffspunftes C der 
Kraft P von der Are des Kör⸗ 
pers, und deflen Moment folg- 


lich — Pe zu fegen if. Die refultivende Axenkraft AP — P erzeugt eine 
Vaferfpannung S, = = welche für alle Querſchnitte conftant if. Das 
Kräftepaar Hingegen biegt den Körper nad) einem Kreisbogen ($. 239) 
vom Halbmefler r = ——- = —— 


Iſt wieder e der größte Abftand der Faſern von ber durch den Schwerpunkt 
eines Duerjchnittes fenkrecht zur Ebene bes Kräftepaars gehenden Are, fo hat 
man die Marimalfparnung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 


Pce 
N — —̃ 
daher die Geſammtſpannung: 
P Pce 
und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul 7’ gleichfett, alfo einen bis 
zur Elafticitätsgrenze gehenden Zug der äußerften Faſern annimmt: 
P Pce Fce\ P 
Tem elt Fr 
Es ift alfo hiernach die Tragkraft der Säule: 
pP FT 


Fce’ 
'tW 
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> 2. für einen rectangnlären Querfchnitt mit den ‘Dimenfionen b 





und h: 
P= 7, 
1+ 7 
und für einen kreisrunden Querſchnitt mit dem Halbmeſſer r: 
= or 
1 -+ = 


Wird die Biegung der Säule durch eine Stüge zur Seite verhindert, wie 
z. B. BAC, Fig. 495, darftellt, jo bleibt natürlih P—= FT, indem 
duch die Stützung ein Kräftepaar N, — N hervorgerufen wird, welches 
dem Kräftepaare P, — P das Gleichgewicht hält. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipedifchen Säule AB, 
Fig. 496, aljo un Abftande c — 2 von der Are, jo hat man: 

FT 
1+3 
es iſt aljo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen- 
triſchen Angriff (Big. 497). 

Fig. 496. Fig. 497. Für eine cylindrifche Säule mit 
einer am Umfang angreifenden 
Kraft it ce — r und daher: 

— wer = FT, 
d. i. ein Fünftel von ber Trag⸗ 
fraft, welche ihren Angriffspunft 
in der Are des Körpers hat. 

Diefe Formeln laſſen ſich aud) 

auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an- 
wenden; es ift jedod) dann nöthig, 
fir jede Art der Zertheilung ihren 
befonderen Feftigkeitscoefficienten einzuführen, aljo 

F 
1 Fce 
K, WE, 
zu fegen, wobei X, den Feftigkeitscoefficienten fiir das Zerreißen (oder Zers 
drucken) und A, den für das Zerbrechen bezeichnet. 


P= = FT, 








P= 
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Anmerlung. Bei der Entwidelung obiger Formeln ift die Durdbiegung 
des Balkens im Berhältnig zu der Armlänge c verjhmwindend Hein angenommen. 
Wäre dies nicht der Fall, jo würde das Moment M der biegenden Kraft nicht 
für alle Querſchnitte conftant fein. Es würde dann, wenn P ziehend wirkt, 
Fig. 493, das Moment M von A nad) B allmälig abnehmen. Da nun ber 
Marimalwertö von M in A unverändert P . c beträgt, jo gelten die ermittelten 
Formeln für die Tragkraft des Ballens in diefem Falle au no, wenn die 
Biegung des Balkens beträchtli if. Wenn jedoch Pdrückend wirft, Fig. 494, 
jo liegt der Marimalwertb von M in B, und ift derjelbe von der Durchbiegung 
y felbft abhängig. Die weitere Betradhtung dieſes Falles hätte alddann in ähn- 
licher Weiſe zu gefchehen, wie in dem vorhergehenden Eapitel über die Yeftigkeit 
des Zerfnidens gezeigt worden. p 

ce 


Die oben berehnete Marimalipannung S —= 5 + — findet an der con⸗ 


deren Seite des gebogenen Körpers als Zugſpannung oder an der concaven 
Seite als Drudipannung ftatt, je nachdem P ziehend oder drüdend wirft. 
Die Spannung an der entgegengelegten Seite ift dann durch = — I: aus: 
gebrüdt. Dieſe Verjchiedenheit der Anftrengungen der auf entgegengejegten Sei: 
ten gelegenen äußerften Faſern ift befonders bei gußeilernen Körpern zu berüd« 
fiätigen. Bezeichnen wieder k, und %,, die höchſtens zuläjfigen Spannungen für 
Zug und Drud, jo hat man bei einer gedrüdten gußeifernen Säule für 
die zuläffige Belaftung jedenfalls den Heineren der beiden Werthe: 


Fk Fk, 
ee U A ge 
Ww W 


zu nehmen. Ueberhaupt find die in $. 247 gemachten Bemerkungen hinfihtlich 
der vortheilhafteften Querjeänittsformen u. |. w. aud auf diefen Fall außzu- 
dehnen. 

Aus den Beilpielen diejes Paragraphen, zu welden aud das in 8. 262 bei 
Gelegenheit der einſchnittigen Rietung angeführte gerechnet werden muß, ergiebt 
fi) die bedeutende Verminderung der Tragkraft, welche jede auch nur unbedeu⸗ 
tende Ercentricität einer Zug- oder Drudkraft im Gefolge hat, und man hat 
eine ſolche aus diefem Grunde möglichſt zu vermeiden. Daher ift die Anordnung, 
Kig. 497, wenn möglid immer der in ig. 496 vorzuziehen, und man ſoll den 
Augen von Kettenhaten u. |. w. deshalb auch immer eine centrale Zage gegen 
die Längenaze der betreffenden Zugftangen geben. 


Schiefe Zug- und Druckkraft. Die ‘Theorie der zufammengefegten 

Elafticität und Feitigkeit fommt vorzüglid, aud) dann zur Anwendung, wenn 

Fig. 498. eine Kraft P unter einem fchiefen 

| Wintel RAP = Ö gegen bie Are 

eines Balkens AB, Fig. 498, wirkt. 
Bon den beiden Componenten 

R= Pcos 6 und N = Pain. ö 
wirkt der eine ziehend und der andere 
biegend auf ben Körper, ud es vereinigt 
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fid) auch hier die durch die erftere Seitenkraft bewirkte Spannung über den 
ganzen Querſchnitt F': 
P cos. 6 

F 
mit der durd) das Moment Plsin.d des zweiten Componenten bewirkten 
Spannung: 


Ss, = 





Psin.d.le 
I = 


der äußerften Faſern, fo daß fich auch wieder 
vo. Ö Pa ö 








T=8S=% +&=P fegen läßt. 
Hiernach iſt das geſuchte Tragemmdgen. 
P— u 
08.6 + = sin. Ö - 


und umgefehrt, der eutſprecund Querſchnitt: 
F=5 cos. Ö + 57 5.8), 


oder wenn man bie —* zuläffige Spannung %, für die Biegung und 
k für den Zug — 
cos. 4 4 r 
—P sin nd). 


Für einen vrattienheen alten * 
Fe 


„=, — und folglich: 


F=DP (m, En a) 


und für einen cylindrifchen Balken Hat man 














Fe, _ 4 
VT daher 
cos. Ö 4l 
F=P z + sin 6) 


Diefelben Formeln gelten aud) fir den in Fig. 499 (a. f. S.) abgebildeten 
dal, wo der erfte Component R dur; Drud auf den Balken wirft, nur 
bat man in der Formel für die Tragkraft des Balkens 

F= 5 cos. Ö + = sin n.8) 


für T mcht den Tragmobul des Zerreißeng, ande den des Zerdrückens zu 
ſubſtituiren. 
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Im jedem der im Vorftehenden behandelten Fälle wird natürlich die neu- 
trale Faſernſchicht aus dem Schwerpunkte verrüdt, und zwar um die Größe: 
ig. 49. =, ,— Wels 

I an. m 

unter x ben Abftand vom feften Punkte 

B verftanden, z. B. für den parallel⸗ 


[WER epipediichen Balten um 
PAR h3cotg.ö J 
120-2) 


Uebrigens ift leicht zu ermeſſen, 
daß aus der Vereinigung der durch 
die Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreffion mit der über 
den ganzen Querſchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung 
ober Kompreffion der Faſern die Fri und Compreffion aus 
urn -ı+8 (+ Ice. 


heworgehen. 

Nimmt man der Sicherheit wegen die höchſtens zuläffige Spannung nur 
etwa gleich der Hälfte des Tragmoduls an, alfo für Hol, x — 1 Kilo 
gramm, für Schmiebeeifen «— 6 Kilogranım und fir Oußeifen k, — 3,5 Kilo» 
gramm für Zug und %, — 7 Kilogramm für Drud, fo hat man die zus 
täffige Belaftung: 

1) bei Holz in beiden Fällen: 

F _ F 


0.8 + sind cmd+ sind 








P= 


2) bei Schmiebeeifen in beiden Fällen: 


P= 6F — 6F 


emd+ Fand end Hand” 
3) bei Gußeifen im erften Falle (Fig. 498): 


po ____ BE _ 


0.8 + 2 sind 000.8 + # sin.d 
und im zweiten Falle, Fig. 499, gleich dem Hleineren der beiben Werthe von: 


PB 7F — 7F und 


000.84 sind 000.8 + Yısin. 8 
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35 F 35F 
Bsg —  — u — 
— sin.d — c08.d. — sin.d — cos.õ 
h r 


Der im Borftehenden behandelte Fall kommt oft zur Anwendung. Hängt 8. 281. 
| 3. B. ein Gewicht P an einer gegen ben Horizont geneigten Säule AB, 

Fig. 500, fo ift, wenn deren Are um den Wintel PAR — 8 von der 
Berticalen abweicht, die Zugkraft R— P cos. d und bie Biegungskraft 

N = Psin. 8, daher die zuläffige Velaftung 


zu fegen. 
Wenn, wie Fig. 501 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P auch noch der Angriffspunft C derfelben excentrifch liegt, fo muß man 
Fig. 500. Sig. 501. 





zur Beurteilung der Tragkraft des Ballens diefen Angriffspunft erft nach 
D in die Verlängerung der Are AB des Baltens legen, alfo ftatt der Länge 


BA=1, die ine BD=BA+AD=I+ =, in Rechnung 


bringen, fo daß ſich ergiebt: 
Big. 602. _ Fk, 


der + 20 +5) sin.d 
— —. 
cos.o + (sind + 7) 


Steht, Fig. 02, der Hebelarm AC 
fenkrecht auf der Balfenare AB, fo hat 
man in gleicher Weife: 
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Fk Fk, 


r A 
6 c Ba 61/: € " 
lt ind 08 +5 (sm d+ Fee) 
Ebenſo ift fur bie ſchiefe Säule AB, Fig. 503, wenn diefelbe um den 
Winfel 5 von der Berticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Laft: 


Fr, _ Fk, 


+ Fond nd + sind 
worin k,, den Spannungscoefficienten für Druck bebeutet. 

Wenn ein belafteter Balfen AA, Fig. 504, nicht frei aufliegt, fondern 
zwiſchen zwei Wänden eingezwängt ift, fo fommt ebenfalls eine Kraftzerlegung 
vor, aus welcher eine Kompreffion und eine Biegung des Balfens hervorgeht. 

ig. 608. Big. 504. 





pP 


P= 





Weichen die Endfläden A, A diefes Balfens um den Winkel ö von dem 
Querſchnitte defjelben ab, und wirkt die Laſt P in der Mitte B des Baltens, 
fo reagiren die Seitenwände auf die Enden des Balkens mit zwei Kräften 
Q und Q, welche unter dem Winkel d gegen ben Horizont geneigt find und 
eine Mitteltraft CP — — P geben, wodurch die Kraft P aufgehoben wird. 

Es ift hiernach: 

P=20c08Q9C0P= 2Qsin.d, 

folglich umgekehrt: 


re . 
Ferner refultirt aus der Reaction Q die Aren oder Drudtraft: 
® _ 1, Peotg.d 





und die Normal- oder Biegungäfraft: 
N= Qein.d ⸗ 2. 
Es ift folglich: 


$. 281] 


Li: 


und daher die Tragkraft: 
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en _R, N.ihle 
kehrt =-;t m ’ 
Beotg.d | Die 
2F 4+W 
2 Fk 
Fle 
1, Er 
eotg.d + Ya 


zu fegen. Da die Tragkraft des bei A, A einfach) auf Stiigen ruhenden 


Ballen P = 


«Wk ift, fo erfennt man leicht, daß durch die Spreizung 





die Tragkraft vermindert wird, und um fo mehr, je größer colg. ö, d. i. je 


Heiner ö if. 


Derſelbe Fall tritt aud) ein, wenn ein geneigt Tiegender Stempel AB, 
Fig. 505, eine über ihm aufgeſchüttete Laſt Q träge Nur ift hier Q erft 


Fig. 505. 


in eine Normalfraft Q, rechtwin⸗ 
telig zur Are des Stempels und 
in eine Seitenkraft N, rehtwin- 
kelig gegen die Seitenwand (in der 
bergmännifchen Sprache: das Lie- 
gende) zu zerlegen. Sehen wir 
der Sicherheit wegen von der Rei⸗ 
bung ber loderen Maſſe (Geſteins⸗ 
fttde) auf dem Liegenden ab, be 
zeichnen die Abweichung der End- 
fläche des Stempela von dem 
Querſchnitte defjelben durch 8 
und die Neigung des Liegenden 
BC gegen den Horizont durch ß, 
fo erhalten wir: 


a = Q5nß 


und wegen ber gleichmäßigen Vertheilung der Laſt nad) $. 241: 


‚und daher: 


qa= 


Q= 


2Fk 
Fle 
4, 
cotg. d + 1), Ww 


2Fk 


(e.8 + —— sin.ß 


8. 282. 
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Beiſpiele. 1) Welche Querdimenſionen muß man einem ſchiefliegenden Bal⸗ 
fen AB, Fig. 500, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 4 Meter, 
eine Neigung von 60 Grad gegen den Horizont hat und am Ende eine Laſt 
P = 3000 Siilogramm trägt? Die Yormel 

Fk 
P= 61 
cos.d + % sin. d 
giebt, wenn man P —= 8000, k = 1 Rilogramm, d — 90° — 60% — 30°, 
I = 4000 Millimeter einführt und E- — %/, annimmt: 








F = bh=%% S0. (c0s.300 4°: sin.30°), d. 1: 
12 = 4200 (0866 + 75-02) = 3097, 4 FIR. 


Es ift annähernd: 


h= 50400000 == 369, 
hiernach ſchärfer: 
h = 50400000 + 8687,2 . 369 = 751742127 878 Millimeter 
und folglich: e 
b = 5%,h = 266 Millimeter. 

2) In welcher Entfernung von einander find die 0,3 Meter ſtarken Trag⸗ 
ftempel AB eine fogenannten Förftenbaues ABC, Fig. 505, zu legen, wenn 
derielbe 1,2 Meter weit ift und fi 20 Meter body auf einen 70 Brad fallenden 
Gange in die Höhe zieht, und voraußgejegt wird, daß daß Gewicht eines Cubik⸗ 
meter8 Berge (Gejteinsftüde) 1200 Kilogramm beträgt? 

Wird die gefuchte Entfernung zu x Meter angenommen, jo beträgt daß auf je 
einem Stempel ruhende Gewidt: 

Q = 12.20.1200. x = 28300 x Rilogramm 
und folglich der zum Stempel normale Drud: 
Q, = Qsin. 700 = 28800 . x . 0,9397 = 27063 x Kilogramm. 
Sind die Endflähen A, B der Stempel unter einem Winkel von d = 20 Grad 
abgeſchrägt, jo hat man: 





27068 = — — — — Te aan — 18155 
cotg. 209 + Y, r ) 
und baber: 15158 
= 75 > 0,486 Meter. 


Es beträgt aljo der Zwiſchenraum zwiſchen je zwei Stempeln: 
0,486 — 0,800 —= 0,186 Meter. 


Biegung der gespannten Balken. Wenn ein Ballen AB, Fig. 506, 
durch eine biegende Kraft P und eine Arenkraft Q angegriffen wird, jo wird 
die Tragkraft durch die Zugkraft Q nad) dem vorigen Paragraphen ver: 
mindert, da durch Q eine Vergrößerung der abjoluten Biegungsipannung 


in der äußerten Yafer an der converen Seite um n herbeigeführt wird, an 
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diefer Stelle daher die Spannung ben höchſtens zuläffigen Werth % früher 
erreicht, ald wenn Q nicht vorhanden wäre. Es wurde hierbei jedoch bie 
Fig. 506. Biegung als jehr Klein außer 
Betracht gelaffen, welche der 
Ballen unter dem Einfluffe 
von P erleidet. Iſt die 
DBiegung aber, etwa bei grös 
Berer Balfenlänge, nicht fo 
flein, daß fie vernachläffigt 
p werden darf, jo hat man 
auch die biegende Wir- 
fung der Kraft Q in Betracht zu ziehen, deren Moment im Punkte 2 
durch Qa@ gegeben ift, werm a die Senkung des Endpunftes A unter B 
bedeutet. Im Folge diefer von Q angeftrebten Biegung nad) oben werben 
die äußerften Sofern an der converen Seite in gewiffen Grabe entlaftet, 
und man erkennt von vornherein, daß unter beftimmten Berhältniffen bie 
biegende Wirkung von Q der ziehenden Einwirkung überlegen fein Tann. 
In diefem Falle wird die Tragkraft des Balkens durch die Spannkraft nicht 
nur nit vermindert, fondern vergrößert. 
Sei wie früher B der Coordinatenanfang, die X Are horizontal und die 
Y’Are vertical, fo ift file den beliebigen Punkt S, deffen Abfciffe = ift, 
ory 


“=Fi-)—- 0. -=WEzS: 





oder wenn man der Kürze halber 


WE = p”, WE =q lebt, fo hat man 


d⸗ 
- y=pP(l— 2) — da 
Diefer Differenzialgleichung entſpricht das Integral: 


„= El )tar Gm 4 Gem), 


*) Bon der Richtigkeit überzeugt man fi durch zweimalige Differenziation, 
dadurd erhält man nämlid: 
2 
— = gq? (Che + year). 
Addirt man hierzu 
- ?y=pP(l — a) — La — 42 (0 eas + Oge-az), 
jo erhält man die Ausgangsgleigung: 
2 
-y=pl-2 ga. 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L. 40 
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worin & die Grundzahl der natürlichen Logarithmen und CO, und CO, zwei 
noch unbefannte Conftanten find. Yu deren Beltimmung hat man die Be 
dingimgen, daß 

ı)z=1I, y= aim Endpunkte A, 

2) =0, J — 0 im Anfangspunkte B 
zuſammengehörige Werthe find. 

Set man in dem Ausdrude für y die Werte = — 1, y — a gleid) 

der Durchſenkung am Ende, jo folgt: 


at -_Dtat Gert ee, 





woraus 
Ge + 0 0 oder = — CE ſich ergiebt. 
Ferner ift 
d9 
55* tr ala Gem) 
Fig. 507. 
Siein = = 0, 2 — 0 geſehzt, Liefert: 


0=5+ 1. -)=# 
-E+1G- am, 


fo daß daraus 
p? 


B=— mo PR _ iebt. 
m TR ccie 


Nachdem C, und Cz beftimmt find, hat man auch 
02y p — 8" :gl—qr 
Pla + Gem) =7.T Du —— 
und das auf Biegung wirkende Moment: 


M PGAA) - Q(la—y)= WE * = WEL. et. 


[0A — — 
und 
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Diefes Moment ift jedenfalls ein Marimum flir den Bunft B, ai für 
z—=0 md y = 0, wofür es den Werth annimmt: 
— PD - og we ai _PL@—1 
M=Pl- Q4= WERT Im mn 
Iſt gi ein ächter Bruch, hat man es aljo mit einem furzen Balken 
und mit einer Eleinen Arentraft Q zu thun, fo darf man unter Ber- 


nachläffigung der höheren Potenzen von 2 q2 fegen: 





u 8 q?13 
a — 1 1 +24, METER 1+g!+ 2/, q?12 
298 372 373 — 373 
FE We 1424 —— 1I4 428 


= al — Ya?) 
Es wird unter diefer Vorausfegung: 
— 
— — — — 1 273 — 
M=PI—- Qg=PlIi — ',g@l)— Pl (1 - 5)" 
IM dagegen die Arenfraft Q fo groß, daß gi mindeftens die Zahl 2 
erxeicht, jo darf man 1 gegen &?2! vernachläffigen, und man erhält: 


P ed WE 
u=Pr_ Qt FE 


Es beftimmt fi nun die Tragkraft des Balfens in derjelben Art, wie in 
den vorhergehenden Fällen. Die Kraft Q erzeugt in dem Körper die ab- 
ſolute Spannung 
| _R® 
N — 7 
und durch das Moment M — Pi — Qa erleiden die Faſern in B im 
größten Abftande e von der neutralen Are die Spannung 
_(Fi—Qode 
I = W 
Bezeichnen nun wieder x, und x, die höchſtens zuläffige abjolute oder 
rückwirkende Spannung, fo hat man für die äußerften Yajern an der con- 
veren refp. concaven Seite des Balfens im Punkte B: 


„-gı@l-gme_g,2uzı.e 


W -FTgarı W 
„— _ 2, E-Q@ae__QL, PRZI 4 
= 5r070ı, 7 F ga ıı W’ 


woraus fir das Tragvermögen des Balkens der Kleinere der beiden Werthe 
ga +1 1 Wwq 
P= R — 2) — 7 und 
40* 
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si 1. 
P.= ( + 9) — + * folgt. 


Wenn in su wo glein ächter F iſt, PL— Qa ſpeciell gleich 
Pl (1 — 5 Ss SWE gefegt wird, fo folgt, jobald nur die Ausdehnung in 





u gezogen wird: 
a=(b-7) ie (1 — WON -(e-Hlt wor 


Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft 
P=k— W. 
le’ 


es verhält fich daher: 


P:P,=k: (r-% (1 + 555). 


welcher Ausdruck erkennen läßt, unter welchen Berhältnifien die Tragkraft 
des Balfens durch die Spannung vergrößert oder verkleinert wird. 
In dem Falle, wo q! groß ift, hat man 


Pl— Qda= eV rt, 
und e8 folgt die Tragkraft | 


2-6 HrV-16- VE 


Fragt man wie groß Q fein müffe, damit P, ein Marimum werde, fo 
bat man den Differenzialguotienten nad) Q gleich Null zu jegen: 


01 ı V#F e gr — .Vzte®-F) | 
VE kr — — Ge =0; 
woraus 
=" fie) ergibt, 
und es folgt durd) J dieſes Werthes: 


2-1 (— er VErF — F x Ver 


Die Tragkraft des Baltens wird daher durd) Spannen zu einem Maximum, 
jobald die Arenkraft Q für ficd allein in den Faſern eine Spannung erzeugt, 
welche den dritten Theil der höchftens zuläffigen Spannung % beträgt. Das 
Berhältniß diefer maximalen Tragfähigkeit zu der des ungefpannten Ballens 
Pit: 


nd 
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kKFW kW 
38E le’ 


V+ F 
Lt — ? —— 
PT hIVzEW 


Fur den rectangulären Querſchnitt von der Breite b und der Höhe A ift: 


k 
PL: P=’7 


hy 


daher 
P 4ıl/k ] V: 
— — — * — — 
PnVYETWTVE. 


d? 
F_"#_16 
W ua 

64 


alfo 


2 8 VE_ u VE 
— — — — — — —. 
PrmmaaVErTMGVE ' 
Setzt man beifpielsweife für Hol %k = 1, E= 1100, fo hat man für 
0 


einen parallelepipediichen Ballen a = 0,04 


P,_ I 1 
Ballen p = 0,046 7° Sobald daher »” oo. 
ı 1 


I ms” 22 ift, beträgt die Tragkraft des geſpannten Balkens 
ebenfo viel, wie die des nicht gejpannten, vorausgefegt, daß die fpannende 
Kraft die Faſern bis zum dritten Theile der höchftens zuläffigen Spannung 
anftrengt. Bei größerer Balkenlänge erft wirkt die Spannung günftig auf 
das Tragvermögen ein. 


n für einen cylindrifchen 


— 25, reſp. 





Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird $. 288. 
eine Säule AB, Fig. 508 (a. f. ©.), von einer Arentraft Q unb einem 
Umdrehungsträftepaare (P, — P) zugleich ergriffen, fo findet eine Zu⸗ 
fammenfegung von Torſions⸗ und Zug⸗ oder Drud-Elafticität ftatt, deren 


Reſultat fich wie folgt beurtheilen läßt. Es if 9, — 2 bie von der Kraft 


Q Hervorgebrachte fpecififche Arenfpannung und S — = die bem Tor: 
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fionsmomente entſprechende Spannung pro Slächeneinheit, im Abftande e 
von ber Langenare des Körpers, unter W das Maß des Torfiongmomentes 


Sig. 509. 





verftanben. Nun können wir annehmen, baf ein parallelepipedifdes Körper: 
element ABCD, $ig. 509, von den Normalfräften AB. Sı und — CD. Sı 
auf AB und CD, fowie von deni Kräftepaare (AB. 83, — CD. 8,) längs 
AB unb CD, und von dem Gegenträftepaare (BC. Z, — AD.Z) längs 
CB und AD ergriffen wird. Wenn nun bie Diagonalebene A C den Win- 
tel y mit ber Uge des Körpers oder der Richtung der Kraft Sı einſchließt, 
fo find die zu 40 normalen Componenten der Kräfte S,, S und Z auf 
der einen Seite von A C: 
AB.Sı sin. v, AB.S, cos. y und BC.Z sin. v, 
und es folgt daher die ganze Normalkraft auf A C: 
40.8= AB.S, sin.» + AB.S, cos % + BC.Z sin. v, 
ober da das Moment von (BT. Z, — AD. Z) glei, ift dem Momente 
von (AB. 8, — CD.S), di: 
AB.BC.Z=BC.AB.S, al Z= Ss if, 
40.5= AB.Sı sin.» + (AB cos. v + BC sin. u) 5, 
jo daß ſchließlich die Normalfpanmung in AC pro Flächeneinheit: 


AB. ,„,[4AB . 
se FG Sunv + (47 cos. v + Zg m») Ss folgt. 





Nun ift aber 28 =sin.Yy und Am. v, daher folgt: 
3 = Sı (ein. 9)? + 25 5in.%c0s.9 — 8, (sin. W)? + 5 sin.2% 


(et co8. en + Ssim2y. (Bergl. $. 266.) 


FT 
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Diefer Werth ift ein Maximum von S für tang.2y = — a ober 
] 


nn = —a_ _ _ — 
MAIS cos. v = vwar 


— I 28 
*5 u ICEXEARSETT: 
—=1%8ı + Ya Vs? + 48, *). 


Segt man bie obigen Werthe für 8, und S, ein, fo folgt: 


Q 2 Pae\? 
nat ve) +4(2) 
Diefe größte Anftrengung der Safer darf höchſtens ben Werth % erreichen, 
und es folgt ei aus 


wenn das — Moment Pa mit M bezeichnet wird, die Bedingungs⸗ 


gleichung: 
—A—— V+(- 2), 


welche Gleichung man auch fchreiben kann: 


M=Pa="% Vı-& 
en (6) 


Diefe beiden Ausdrüde empfehlen ſich zur Beitimmung der erforberlichen 
Duerdimenfionen, je nachdem die Torſions⸗ oder Arenkraft überwiegend ift. 

Für einen rehtedigen Querfchnitt von der Höhe A und der Breite 
b = vh hat men: 








und 


*) Eine ganz allgemeine Behandlung des vorliegenden Yalles ift von de Saint 
Benant ‚gegeben worden, fiehe auch Clebſch, Theorie der Elafticität fefter Körper 
und Grashof, Feſtigkeitslehre. Danad) ergiebt fih ſchärfer 


mist "T lvsı Fi5 


Hierin bedeutet m die Eonftante, von welcher bei Belegenheit der Schub-Elafticität 
8. 260 die Rede war, und welche nad den dort gemachten Angaben theoretiich 
glei 4 iſt, nad) darüber angeftellten Berjuchen zwiſchen 3 und 4 zu liegen ſcheint. 
Set man m = 4, ſo wird: 


hy + YyVs Has 
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Fo 7 Yeb® +M) _Mvyırv 
e Va tn 6 
Daher: 





M=Pa=moVi + w.k\/ L 


Für den en Duerfchnitt - v —= 1, daher: 


en — — 3 . 
M= Pa —* Vi 023571 \/ 1 — 2 mr 


Für eine entinbrif he Welle vom Halbmeſſer r ift: 
1 4 3 
F=nr:, _ fr _ *r 


r 2 
daher: 


M=Pa= Vi — = 1,5708r?k . 
— 


Wirkt die Ken Q —S ſo behalten die im Vorſtehenden 
Fig. 510. gefundenen Formeln ihre Gültigkeit, da hier 
nicht bloß die Richtung der Kraft 81 (Fig. 610) 











4 — die entgegengeſetzte wird, ſondern auch die Kräfte 

S und Zentgegengeſetzt angenommen werben 

2 2 müffen, wenn es darauf anfommt, die mari= 
male Spannung S, zu erhalten. 

5, C Beifpiel. Eine fiehende Holzwelle von qua= 


- dratiihdem Querjchnitte und von 5000 Rilogranım 
Gewicht hat das Umdrehungsmoment Pa == 800 
Meterlilogramm aufzunehmen. Wie groß ift die Stärke zu nehmen, wenn bie 


größte Spannung k = 2 — 0,3 Kilogramm zuläffig it! Man hat hier: 
5000 
— ⸗ end 3 
Pa = 800 ..1000 = 0,2357 h .0,3 1 03m 


woraus 





6 
VIE 0,3. aa — gang ft 
Ra 


8 
V- or _ — VE 0,9008 — 


224,52 
jo daß nun jhärfer die geſuchte Wellenftärke: 
h —= 224,5.1,018 = 228,5 Millimeter folgt. 
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Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht jelten fommen auch 8. 284. 
Fälle vor, daß ein Balken oder eine Welle von einer Torfions- und einer 
Biegunfstraft zugleich ergriffen wird, namentlich, find bie liegenden Rad⸗ 
wellen in ber Regel einer Torfion und Biegung zuglelch ausgefegt. Denken 

Sig. 511. wir uns, um bie Verhältniffe des Zuſam⸗ 
| menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforjchen, 
wieder einen prismatifchen Körper AB CD, 
dig. 511, welcher an einem Ende BD 
feftgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal» oder Biegungskraft Q, zu- 
gleih) aber noch an einer Stelle C von 
einem Umbrehungs-Rräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. Iſt 2 die Länge AD der 
Welle, Wı das Maß des Biegungsmomen- 
tes derfelben und e, die größte Entfernung 
eined Duerfchnittselementes von ber neutralen Are, fo hat man die von der 
Kraft Q erzeugte größte Arenfpannung 


Ss = (vergl. 8. 224); 


bezeichnet dagegen a die kemlänge HK des Kräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torfionsmomentes und e den größten Abftand eines Duer- 
ichnittselementes von der Are CD dieſes Körpers, fo läßt fidh die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubfpannung 


& = _ fegen. 





Nun vertritt aber, wie leicht zu erkennen ift, die Spannung $, = Sa 
1 


bie Stelle der abfoluten Spannung S, — x 


her läßt fich auch hier die Marimalfpannung im ganzen Körper ABCD, 
dig. 511, 


Sm = Ya Sı + 1, VS} + 48 


1, 2a nt +1, V (Fi) + 4 (7) ſetzen. 


Bei der Drehung be Welle muß die neutrale Are, welche durch den Schwer⸗ 
pımft des Duerfchnittes geht und fenkrecht zur Ebene Q A.D der Laſt fteht, 
fortwährend ihre relative Tage zum Duerfchnitte verändern, und damit wird 
aud) e, im Allgemeinen verfchiedene Werthe annehmen. Es ift 3. B. bei 
einem quabdratifchen Duerjchnitte von der Seite % der Abftand e, zwiſchen 
der halben Seitenlänge und der halben Diagonale veränderlich. Die Grüße 


im vorigen Paragraphen, da⸗ 
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e jedoch ändert fich während der Umdrehung nicht, da hierunter der Abftand 
des am meiften von der Are abftehenden Punktes von ber Drehare verftanden 
ift. Es möge num, wie dies in der Praris faft immer vorlommt, angenom= 
men werden, daß die Drehungsare der Welle mit der Schwerpunktsare der⸗ 
felben zufammenfältt. In diefem Falle wird der größte mögliche Werth von 
eı gfeid) e fein. Da diefem größten Werthe von eı der größte von S, ent= 
Tpricht, fo hat man denfelben in dem Ausdrude für S„ einzuführen. Nimmt 
man ferner an, der Querſchnitt fei entweder ein reguläre Polygon, oder 
doch eine folche Figur, welche fir zwei zu einander ſenkrechte Axen gleiches 
Maß des Biegungsmomentes W, — W; befigt, jo hat man W = Wı 
+ W; = 2 W, zu fegen. Unter diefen VBorausfegungen erhält man: 


8 — 1 LG: — 1y, v(&) 14 (5) - 
Setzt man biefe te Spannung S„ — k, fo folgt: 
= Ya 5 [al + ade + (Po) 
—=1h « (M: + Va? + m°)*), 
1 


wern das verbrehende Moment Pa = M und das biegende Moment 
Q3 —= M, geſetzt wird. Aus diefer Gleichung entwicelt fi): 


Pr um 


und hieraus folgt: 

















€ — — 2 Mi x 1 — M,e . 
2 Wı k Wı e k W; 
Für den gadratifchen Querfchnitt von der Seite h hat man: 
Wı _ Yuh __R_ 
| e ı1hY2 6V2' 
daher: 
h3 6V2 
M=Pıaı= 5 x T . 7 . 


Für den kreisförmigen Querſchnitt ift: 


*) Die ſchärfere Unterſuchung (vergl. Anmerkung zum vorigen Paragraphen) 
liefert auch hier: 


_r_.e (m—| m + 1 
Im = ke (nn ur” 


= %M+YVar+ 2). 





Var + an) 
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— _ ar? Vı- Qı 
M=Pa= 2 k 7 Fr 


Da der von der Drehare entferntefte Punkt bei der Drehung der Welle 
durd) die Ebene QAD der belaftenden Kraft und der Are abwechjelnd ober- 
halb ımd unterhalb der Are AD hindurchgeht, fo ift die diefem Punkte ent- 
ſprechende marimale Spannung S, abwechjelnd Zug- und Drudipannung, 
und man hat daher in obigen Formeln für % den Heineren der Werthe von 
k, und %k, zu jegen, fofern die zuläffige Anftrengung des Materials fir 
Zug und Druck verſchieden ift. 

Sehr gewöhnlich, ift e8 nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
excentrijch wirkende Kraft P, welche die Torfion eines Körpers BOD, 

Sig. 512. dig. 512, bervorbringt. Da fidh eine ſolche 
Kraft in eine gleiche Centralkraft CGP—= + P 
und in ein Kräftepaar (P, — P) zerlegen läßt, 
deilen Armlänge a der Normalabftand CA 
zwifchen der Are CD des Körper und der 
Kraftrichtung P ift, fo hat man es in diefem 
Tale, jelbft ohne Hinzutritt einer anderen 
Kraft Q, mit der zufammengefegten Feftigfeit 
zu thun, indem fich die aus (P, — P) hervor- 
gehende Zorfion mit der durd) die Arenfraft 
+ P bewirften Biegung vereinigt. Man hat 
daher in den vorftehenden Formeln nur P anſian Q nuflbren und es folgt: 


=; [+ Ver + @9)=5 7 U+Vr +)”. 


zeit m au der excentrifchen Kraft P noch eine 1 befanden Biegungstraft Q 
mit dem Momente Q7, Hinzu, jo hat man natürlich in den obigen Formeln 


Pi + Qi, für M, einzuführen. 


Beilpiel. Die jehmiebeeiferne Königswelle einer Mahlmühle ift 1,6 Meter 
zwilchen den Lagern lang, und trägt in ihrer Mitte ein Stirnrad von 0,75 Meter 
Halbmefler, an defien Umfang eine Kraft P von 1000 Kilogramm wirkjam ift. 
Wie groß ift die größte Faſerſpannung, wenn die Welle in der Mitte eine Stärte 


daher: 





*) Schärfer een: 
— m * 1 
k=P-Z W > va+ + ai] 


—Pp nz (3 + % vr a3). 
ı 
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bon 0,160 Meter hat? Da die Kraft P hier in der Mitte zwiſchen den Stüg- 
punkten angreift, jo ift das biegende Moment 
M, = Y, Pi = Y, 1000 . 1600 = 400000 Millimeterlilogramm, 
daher 
82 82 


e . 
S, = M, W, — 400000 Tas == 400000 314 . 1608 = 0,995 Kilogramm. 


Aus dem verdrehenden Momente M = Pa = 1000 . 750 = 750000 er⸗ 
giebt fi: 
16 16 


= M 5; = 750000 —z; = 750000 —— 517. 100 


Daraus folgt die marimale Anftrengung der äußerften Faſer in der Mitte: 
Sın = Ys 0,995 + Y, Y 0,9952 + 4 . 0,9332 — 0,498 + 1,057 — 1,56 Kilogramm, 
oder nach der fchärferen Yormel: 

Sm = %, 0,995 + %, V0,995% + 4. 0,983? — 0,373 + 1,321 = 1,69 Kilogramm. 

Da nah 8. 271 die zuläffige Spannung für Schmiebeeijen glei 4,2 ange- 
nommen werben darf, jo gewährt die Welle eima 2Y,fahe Sicherheit. 


— 0,933 Rilogramm. 


Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Balken 
oder eine Welle BC), Big. 513, von zwei Biegungsfräften Q, und Qs er» 
Fig. 518. griffen wird, deren Richtungen C, Qı 

und (O5 Q5 zwar rechtwinkelig auf der 
Are BC, des Körpers ftehen, aber unter 
ſich ſelbſt nicht parallel find, fo wird 
das Stud BC, deflelben von zwei 
Kräftepaaren (ds Qı) und (9 — Q:) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um die 
Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. DBezeichnen 2, und 1, bie 
Hebelarme der Kräfte Q, und Q, m 
Hinficht auf den feften Punkt B, find alfo 
Qılı und OL; die Momente derjelben, 
und ift & der Winkel, welchen die Kraftrichtungen zwifchen ſich einfchliegen, 
wern man fie durch einen einzigen Punkt legt, jo hat man nad $. 97 das 





Moment des refultirenden Kräftepaares: 


Re = Y(Qh)? + (O3)? + 2(Qılı) (Qala)cos.c, 
und es ift für den Winfel 4, welchen die Ebene diefes Kräftepaares mit der 
des Paares (Qꝛ, — Qı) einſchließt, 
sin.B = ar sin.d. 
Um die Größe diejes —— CR, — R) und die Ebene deflelben zu 
finden, kann man die Kraft Q, von Cs nad) C, reduciren und die reducirte 
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Kraft Q = Sa 2 mit der Kraft Q, durch das Kräfteparallelogramm zu 


einer Dei R, vereinigen; da8 Product R,l; = Re ift dann die 
Größe des refultirenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ci R, der Winkel 
ß, weldhen die Ebene diefed Paares mit der des Paares (Q,, — Qı) ein- 
ſchließt. Diefe Ebene ift natürlich auch diejenige, nach welcher der Körper 
gebogen wird, auch ergiebt fich mit Hilfe des gefimbenen Momente Rec 
— Rıl, die größte Spannung des Körpers: 
Rce 

8 * — 

alſo wenn man dieſe der zuläffigen Spannung gleichſetzt: 


—— (94)? + (Qi)? + 2 (Qılı) (Qals) cos. . 


Wirkt nun auf diefen Körper AB no ein Umdrehungsfräftepaar 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimaljpannung 


__._Reca Ve) + Ce Pae\? 
ehem t 46 


zu ſetzen, wobei natürlich W, das Maß des Biegungsmomentes, W das des 
Drehungsmomentes und e, den größten Abftand des Körperumfanges von 
der neutralen Aye, dagegen e den von der Längenare des Körpers in B be- 
zeichnet. 

Hiernad; iſt 

Pae Rce 
(FR 


1 


—=MR—k 7 ) (9:11)? + (Q3%)? + 2 (Qılı) (Bela) cos. a. 


Mit Hülfe der Komein des vorigen Paragraphen laffen fich auch die 
erforderlichen Querſchnittsdimenſionen des Körpers finden, wenn man in den⸗ 
ſelben ſtatt Ql die Größe Rc einſetzt. 

Wenn nur eine Biegungskraft Q, auf ben Körper wirkt, und derſelbe 
anftatt des Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungskraft P 
ergriffen wird, welche fid in eine Arenfraft P und in ein Umdrehungskräfte⸗ 
paar (P, — P) zerlegen läßt, fo hat man ftatt Os! da8 Moment Pl in 
den legten Formeln einzufeten. 
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Sechstes Capitel. 


Bon den Federwerken“?). 


8. 286. Federn. Unter Federn verfteht man gewiffe aus fehr elaftischen Mate— 
riafien gebildete Conftructionstheile, von folcher Form, daß fie unter Ein- 
wirkung äußerer Kräfte möglichft große Formänderungen annehmen. Man 
benußt fie in der angewandten Mechanik außer zu dynamometrifchen Zweden 
ſehr häufig als Organe zur Aufnahme von Stößen (Wagenfedern), um deren 
Ihädlihe Einwirkungen zu mildern, fowie als Magazine zur Auffpeiherung 
mechanischer Arbeit, welche nachher zur Hervorbringung felbftändiger Bewe⸗ 
gungen gebraucht werden ſoll (Uhren). Hierhin gehört aud) die Anwendung 
fogenannter Prellfedern zur Berftärkung gewilfer Wirkungen (Feder⸗ 
hämmer). 

Je nad) der Inanfpruchnahme der Federn beftehen die hervorgebrachten 
Formänderungen derſelben in einer Ausdehnung, Zufammendrüdung, Bie- 
gung oder Berdrehung der Faſern. Zur Herftellung von Federn, bei wel- 
hen da8 Material durch directen Zug oder Drud einer einfachen Ausbeh- 
nung oder Zufammendrüdung unterworfen ift, eignen ſich nur ſolche Stoffe, 
weiche innerhalb der Elafticitätögrenze bedeutende Formänderungen zulaffen, 
und man verwendet zu diefen Federn faft ausjchlieglich das Federharz (Kaut- 
Huf). Zu den Biegungs- und Verdrehumgsfedern verwendet man nur jehr 
elaftifche Metalle, zu den erfteren öfter auch elaftifche Hölzer, Fiſchbein u. |. m. 

Da das Verhalten des Kautſchuks fich jeder theoretiichen Behandlung 
entzieht, und die Conftruction der daraus hergeftellten Federn lediglich auf 
Berfuche **) fich ftügen muß, follen hier nur die Biegungs- und Torſions⸗ 
federn betrachtet werden. 

Nach dem Vorftehenden muß eine Yeder ihren Zweck, mechanische Arbeit 
in fi) aufzunehmen, um fo vollfommener erfüllen, je größer bei einer be⸗ 


*) Bei Abfaffung dieſes Capitels ift beionders das Wer! von %. Reuleaur, 
Conftruction und Berehnung der für den Maſchinenbau widtigfien 
Federarten, 1857, benugt. Siehe ferner: Redtenbacher, Die Bejege des 
Zocomotivenbaues, 1855, und Philips, Memoire sur les ressorts en acier 
etc. in den Annales des Mines, Tome I, 1852. 

“*) Näheres Über die Verſuche von Werder, an Kautſchukbuffern angeftellt, 
fiehe in Reuleaux, Der Eonftructeur, 1869, ©. 66. 
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ſtimmten Belaſtung ihre Formänderung iſt. Gleichzeitig muß aber der 
Conſtructeur ſowohl aus Gründen der Deconomie wie der thunlichſten Raum⸗ 
beſchränkung die Bedingung eines möglichſt geringen Materialbedarfs ſtellen, 
und es ergiebt ſich hieraus, daß diejenige Feder theoretiſch die vorzüglichſte 
ſein muß, welche für eine beſtimmte Belaſtung und eine Formänderung von 
beſtimmter Größe am wenigſten Material erfordert. Man erkennt nach dem 
Früheren daher ſehr leicht, daß man bei der Federconſtruction womöglich die 
Bildung von Körpern gleichen Widerſtandes wird anſtreben müſſen. 


Einfache Blattfedern. Als einfachſte Feder kann ein an einem Ende $. 287. 
Fig. bla. B eingefpannter elaftifher Stab AB (Fig. 
514) dienen, welcher am freien Ende A von 
B a der Kraft P ergriffen wird. Iſt dieſer 
Stab prismatiſch und der Querſchnitt ein 
Rechteck von der Breite b und ber Höhe A, . 
fo bat man unter Beibehaltung der bis⸗ 
herigen Bedeutung von W, E, k u. |. w.: 
P=kU=r be pen. 

Dezeichnet man mit f die Federung oder Durdbiegung AA, des freien 
Endes A, d. h. die Bewegung bes Kraftangriffspunftes, jo bat man nach 
$. 235: p 

PI? 8 
J-zwE 'wE 
Setzt man hierin für P den obigen et » findet man: 


=? ze =: 


3 
Diefen Werth endlich in den Ausdrud für P = 1/;k Le für 2 einge⸗ 
führt, erhält man: 
2 
Penny bh 1M m 

ober wenn man das Volumen ber de bhl mit V bezeichnet, 
E 
 ‚=9Pf 13 


Diefe Formel enthält das merkwürdige Refultat, daß das Volumen der 
Feder außer von E und % nur von dem Producte Pf, der jogenannten 
Tederungsarbeit*), abhängt, von den einzelnen Dimenfionen b, h und I 


*) Das mit dem Namen Yeberungsarbeit bezeichnete Product aus der biegenden 
Kraft P und der Durdbiegung f ift nicht gleich dem von der Weder bei diejer 
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aber ganz unabhängig ift; d. h. es müffen alle Rechtekfedern aus dem— 
jelben Materiale, bei welden man biefelbe äußerfte Spannung x 
zuläßt, und welche für diefelbe Sederungsarbeit Pf conftruirt 
find, gleihes Gewicht erhalten, wie groß man aud das Ber- 
hältniß zwifchen den Längen- und Duerdimenfionen wählen möge. 
Dieſes Geſetz behält, wie fi) aus dem Folgenden ergeben wird, aud fir 
andere Federarten feine Gültigkeit. 
Wenn der Stab AB als Körper gleichen Wiberftandes conftruirt wird, 
indem man bie Höhe A% des Duerjchnittes conftant annimmt, fo muß 
nad) $. 257 die Breite von b am Be- 
Big. 515. feftigumgspunfte B bis auf Null bei A 
verjüngt werden, und die Grundrißform 
der Feder wird ein Dreieck, ig. 515. 
Die elaftifche Linie wird hier ein Kreis⸗ 
bogen, und die Durchbiegung des freien 
Endes wird nad) dem Früheren 11/,mal 
jo groß wie bei der Rechtedfeder, nämlich : 
Pl2 Pl 
JFgwa ws 


Setzt man aud) hier wieder für P den Wertb P = !/;k rn ein, 1 


findet man fiir die Dreiedfeder: 
k 0% h k I 





JE MTTER 
Wird diefer Werth wieder wie bei der Rechtedfeder in den Ausdruck 
P=!kk r für * eingeführt, ſo folgt: 
k I k2_bhl 
— 1 ol. — 
P ze Fo 
oder, da bier bAl == 2 7 ift, 
E 
v=3Pf- 73 


Auch hier ift alfo das Volumen refp. das Gewicht der Feder unabhängig 
von den Berhältniffen der einzelnen ‘Dimenfionen d, A, I zu einander, und es 
bedarf eine Dreiedfeber nur den dritten Theil des Materials, welches eine 
Rechteckfeder aus demſelben Materiale, bei Annahme derjelben äußerften 
Spannung k und derfelben Federungsarbeit erfordert. 


Biegung erforderten Aufwand an mechaniſcher Arbeit, jondern doppelt jo groß, 
da die zum Biegen der Feder nöthige Kraft von Rull bis P gleihmäßig fleigt 
(vergl. 8. 222). 
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Diefe Tederform ift wegen ihrer einfachen Herftellung in der Praxis fehr 
gebräuchlich. Man könnte zwar auch die Form gleichen Widerftandes in 
anderer Art bervorbringen, |. $. 257 u. f., 3.3. dadurch, dag man hei glei- 
cher Querſchnittsbreite die Höhe ⸗ deſſelben nad) dem Verhäftniffe 

br DPI 


be? Pr 


e=n\V& 
7 


macht, doch iſt dieſe Form, Fig. 516, wegen ihrer ſchwierigeren Herſtellung 
weniger gebräuchlich. Die Berechnung einer ſolchen Feder ſoll deswegen und 
wegen der Weitläufigkeit, mit welcher die 
Ermittelung ihrer Durchbiegung und 
ihres Volumens verbunden iſt, unter⸗ 
bleiben. Die Krümmung der elaſtiſchen 
Linie ift hier nicht mehr conftant, und 
bewegen eignet ſich, wie aus dem näch⸗ 
ften Paragraphen fich ergeben wird, diefe 
Conftruction auch nicht zur Herftellung 
zufammengefegter Blattfederwerfe. Will 
man fich die Aufgabe ftellen, eine Blatt- 
feder jo zu formen, daß ihre Krümmung eine conftante ift, jo hat man nad) 
$. 259 die Bedingung zu erfüllen: 
WE WE 


-y 77 Cons. 


Bei der Dreiedkfeder ift diefe Bebingung erfüllt, ſoll aber die Breite aller 
Querſchnitte gleich d fein, jo hat man die Höhe # irgend eines Querfchnittes 
im Abftande x von B nad) dem Früheren durch 

A /& 

7 = 7 alſo e—h T 
zu ermitteln. Die Feder ift aber dann fein Körper gleichen Widerftandes 
mehr und erfordert aus diefem Grunde einen größeren Materialaufwand 
(2/3), als die Dreiedfeder. Man wählt diefe Conftruction zuweilen für die 
Zuſchärfung der Enden der einzelnen Tamellen bei zufammengefegten Blatt⸗ 
federwerfen (f. dort). 

Obige Rechnungen behalten ihre Gültigkeit natürlich auch in dem Falle, 
wenn man die Feder an beiden Enden unterftügt oder aufhängt und in der 
Mitte belaftet. Die Form ift dabei eine ſymmetriſche und die Belaftung in 
der Mitte gleich 2 P anzunehmen, wenn P die Reaction eines Stützpunktes 
bedeutet. Die Federung / ift hier ebenfo groß wie bei der einfchenkeligen 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I 4 


verändert, oder 


Sig. 516. 
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Feder und berechnet fi) nad) denjelben Formeln, vorausgefegt, daß man 
unter 7 die halbe Länge der Feder, alfo wieder den Abftand der Belaftung 
von dem Stitgpunfte verfteht. 

Bei den vorftehenden Unterfuchungen ift immer eine gerade Mittellinie der 
Feder vorausgefegt worden. In den Fällen der Ausführung pflegt man jedoch 


Fig. 517. den Federn meift eine gewifle Sprengung 

P zu geben (Fig. 517), d. 5. man biegt bie 

Feder in geringem Grade nad) einer 

B A c Richtung, welche der durch die Belaftung 


angeftrebten entgegengefett ift. Da dieſe 

Biegung immer nur gering ift, jo kann 
fie bei ber Berechnung außer Acht gelafien werden, um fo mehr, ald die Feder 
im belafteten Zuftande fich der der Rechnung zu Grunde "gelegten geraden 
Form nähert. 


Zusammengesetzte Blattfedern. Wenn die Tragkraft einer Feder 
eine jehr bedeutende fein foll, fo würde ihre Eonftruction als einfache Blatt⸗ 
Fig. 518. feder meift zu großen und daher un- 
bequemen Abmefjungen führen. Man 
vermeidet diefen Uebelſtand in der 
Kegel dadurd), daß man eine größere 
Anzahl (n) einfacher Blattfedern der- 
artig auf einander legt, daß bei ein- 
tretender Biegung jede einzelne Feder 
frei auf der darunter liegenden ſich 
verſchieben kann. Wenn man, wie 
m Fig. 518, n einfache Rechtedfedern über einander anordnet, fo erfieht 
man ohne Weiteres, daß jede derjelben die Laſt 








—* 
zu tragen vermag, unter deren Einfluß ihr freies Ende ſich um 
at Pl 
bR®E 
durchbiegt. Es muß daher ba8 ganze Federwerk eine Tragkraft 
„P=#rt = at 


befigen, d. h. eine eben fo große, wie eine einfache ee deren Breite 
gleich, der Summe der Breiten aller einzelnen Blätter ift. Ueberhaupt wird 
ſich diefe Feder auch Hinfichtlich der Durchbiegung, Federungsarbeit und des 
Materialbedarfs genau wie eine einfache Rechteckfeder verhalten. 
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Ganz ähnliche Betrachtungen laſſen fi hinſichtlich einer Combination 
von » gleichen Dreiedfedern, Fig. 519, anftellen; auch dieſe Feder ftimmt 


‚ in Bezug ihrer Tragkraft, Durchbiegung und ihres Volumens vollfommen 


mit einer einfachen Dreiedfeder überein, deren Breite am befeftigten Ende 
glei, ift der Summe der Breiten der einzelnen Blätter ebendafelbft. Die 
auf einander liegenden Blätter werden auch bei erfolgender Biegung ſich hin- 
reichend genau an einander ſchließen, weil bei der Gleichheit der einzelnen 
Blätter jedes derjelben die gleiche Krümmung annimmt. Zwar ift jedes 
Dlatt um feine Dide gegen das vorhergehende verfegt, doc iſt diefe Größe 
gegen den Kritmmungshalbmefjer bei mäßiger Biegung jehr Hein. 

Dean kann fich daher denten, die zuſammengeſetzten Yedern, Fig. 518 und 
Fig. 519, jeien dadurch entftanden, daß man ein breites rechtediges oder dreis 
ediges Blatt durch entjprechende Schnitte, bei erfterem parallel, bei legterem 
von der Spige auslaufend in 9 gleiche Theile getheilt habe. Bei der Dreied- 
feder kann man diefe Theilung des Blattes, Fig. 520, noch in anderer Weife 


Big. 519. Fig. 520. 





und zwar gleichfall® durch parallele Schnitte vornehmen, und dadurch ebenfalls 
ein zuſammengeſetztes Blattfederwerf erhalten. Denkt man ſich nämlich dag 
dreiedige Blatt acc, durch mit der Mittellinie ad parallele Schnitte in 2% 
gleich breite Streifen getheilt, und die ſymmetriſch zu ab gelegenen Streifen 
zu je zwei und zwei wieder vereinigt, jo erhält man durch Aufeinanberlegen 
Diefer Doppelftreifen das Blattfederwert dgagıdı, deſſen Seitenanficht in 
AA, Ag As B dargeftellt ift. Wenn an dem äußerften Punkte A die Kraft P 
angreift, fo verhält ſich das Stück A A, wie eine einfache Dreiedfeder, und da 
Die Breite 991 = n ca = * b und die Fänge A A. - ab = — [A 
ift, jo hat man die Gleichung: 
Pi-ınd® 
N n 


41* 


° 
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Diefes Stüf AA, nimmt nad) $. 259 eine Freisförmige Krlimmung an, 
deren Halbmeſſer ſich berechnet zu 





_ WE _bWE 
pi 1P 
N 


Das oberfte Blatt drückt auf das darunter Tiegende bei A, mit der Kraft P, 
und man hat ſich zu denken, daß das untere Blatt in A, mit einer Reac- 
tion — P gegen das obere wirft, fo daß das obere Blatt AB in A 
und A, durd) ein Kräftepaar P, — P ergriffen wird. In Folge deſſen 
„iſt das Kraftmoment für alle Punkte zwiſchen A, und B conftant glei) 


P.AA, =P 3. woraus für alle Punkte von A, B ſich der Krümmungs⸗ 


halbmeſſer ebenfalls zu 
= HE IE sieht (f. $. 239), 
pi 1eri 

n 

Sn derſelben Weiſe kann die Rechnung für alle übrigen Blätter geführt 
werden, indem die Kraft P von Blatt zu Blatt ſich fortpflanzt, und jedes 
Blatt mit feinem breiedigen Ende einer Dreiedfeder entjpricht, während ber 
gerade Theil, unter der Einwirkung eines Kräftepaares ftehend, überall den- 
felben Querſchnitt bedarf. Es geht hieraus hervor, daß die erhaltene Feder 
ein Körper gleichen Widerftandes fein muß, und daß wegen der überall 
gleihen Krümmung die einzelnen Blätter ſich ftetS berühren müſſen, ein 
Klaffen zwifchen denfelben alfo nicht eintritt. Man erkennt auch leicht, daß 
binfichtlich der Federung und des Materialbedarfs diefe zufanımengejepte 
Blattfeder vollkommen mit der einfachen Blattfeder acc, libereinftimmt, aus 
welcher fie entftanden gedacht iſt. Bei der Ausführung findet meift darin 
eine Meine Abweichung ftatt, daß das oberjte Blatt dgagı dı keine Zufpigung 
909, am Ende erhält, fondern daſelbſt gerade nach der Punktirung ghhıgı 
begrenzt wird, um dort das Federgehänge befier anbringen zu können. Diefe 
Abweichung veranlagt zwar in dem Stücke A A, eine etwas andere Krüm⸗ 
mung, al8 oben berechnet worden, was jedoch deswegen unbedenklich ift, weil 
das Stück A A, eine Unterlage, an die e8 fid) anſchmiegen müßte, nicht hat. 

Um die Zufpigungen der einzelnen Blattenden zu vermeiden, giebt man, 


Fig. 521, den Enden zumeilen diefelbe Breite - wie den gerdden Stüden, 


und verjüngt daflir ihre Dice nach den Enden hin. Es muß alsdann, um 
das Auseinanderklaffen der Blätter zu vermeiden, die Verjüngung fo gewählt 
werden, daß diefe Endftüde der einzelnen Blätter Balken gleiher Krüm- 
mung werden, d. 5. es muß die Bedingung erfüllt werden: 
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1 
n8 FR /7 
* — u oder e—=h 7 (1. 8. 287). 


Hierbei weicht die Form der Feder von ber genauen Form gleichen Wiber- 
ftandes in geringem Maße ab, und das Gewicht wird dadurch unbedeutend 
größer ausfallen. Bei der in Fig. 521 dargeftellten zweiichenfeligen Feder 

Fig. 521. 





muß übrigens bemerkt werden, daß al8 freie Länge J jedes Armes nicht der 
Abftand des Stiigpunftes A von der Mitte, fondern von den Enden BD, 
BD der Federbüchje in Rechnung zu ftellen ift. j \ 
Zuweilen handelt e8 fi) darum, Federwerke herzuftellen, bei denen nicht 
Sowohl die Belaftung, als vielmehr die Federung beträchtlich fein fol. Um 
in diefem Falle eine unbequeme Länge zu vermeiden, pflegt man wohl zmei 
oder mehrere einfache oder zufanmengefegte, ein= oder zweiſchenkelige Federn 
zu combiniren, wobei man denn eine Federung des geſammten Federwerkes 
erhält, welche gleich der Summe der Federungen der einzelnen Theile ift. 
Die Figuren 522 bis 524 ftellen derartige Commbinationen dar. Die in 
Fig. 522 dargeftellte Anordnung findet befonders für Dynamometer Anwen- 
dung, die Feder Fig. 523 benugt man u. A. häufig bei gewifjen Prägma⸗ 
ſchinen (zum Fuhren der Nähnadeln u. |. w.), um den durd) einen Daumen 
zurüdgefchobenen Prägftempel S behufs des Prägens vorzufchnellen. Die 
Feder Fig. 524 befteht aus einer größeren Anzahl zweifchenfeliger Blattfedern, 
Tig. 522. Fig. 523. Tig. 524. 





und wird häufig in ſolchen Fällen benugt, wo der Drud auch bei eintretender 
Federung möglichft conftant bleiben fol, 3. B. bei Sicherheitöventilen fiir 
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Dampffeffel. Da nämlich die Reaction einer Feder mit ihrer Durchbiegung 
wächft, vertheilt man die Durchbiegung, welche durch die Erhebung des Ven⸗ 
tils veranlaßt wird, auf eine größere Anzahl von Federn, um für jede ein- 
zelne die Federung möglichjt Hein zu machen. 


Beijpiel. Eine zweiſchenkelige Feder, wie Fig. 521, hat eine Belaflung von 
4000 Säilogramm auf das Arlager eines Eiſenbahnwagens zu übertragen, die 
Dimenfionen ſollen beftimmt werden? BDie Länge jedes Schentels der Feder von 
der Kante der Federbüchſe B bis zum Febergehänge A beirage 0,85 Meter, jo 
berechnet fich ein Schenkel AB, da in B die Hälfte der Laft mit 2000 Kilogramm 
wirft, durch: 

Pil= bh?k — 2000.350. 
Nimmt man nun eine Stärke der Stahlihienen von A = 12 Millimeter und 
fegt voraus, daß im ruhenden Zuftande die Faſern mit höchftens 45 Kilogramm 
pro Quadratmillimeter belaftet werben follen, jo folgt: 

6.2000 . 350 


| b= —— 7* 648 Millimeter. 
Dieſe Breite kann man etwa auf 8 Lamellen von je 68 — 81 Millimeter 


8 
vertheilen. Die Durchbiegung f berechnet fi zu 


6 Pi? 6 . 2000 . 3503 


Die Federn dürfen durch die rubenbe Belaftung niemals bis zur ElafticitätS- 
grenze in Anspruch genommen werden (meift geht man nur bis zu Y, oder %4, der 
Elafticitätsgrenze), denn während der Bewegung wird die Anftrengung der Feder 
dur Stöße und Erſchütterungen, derentwegen fie angeordnet ift, noch vermehrt. 
Rimmt man an, daß durch diefe Stöße die gefammte Spannung des Materials 
bis zu derjenigen der Elafticitätsgrenze gebracht werden jolle, welche für Bußflahl 
65 Kilogramm beträgt, fo ift ” „gederung Fı gegeben durd: 


fi = > Dr — 22,3 Millimeter, 


io daß aljo daß Spiel ber belafteten Feder no 22,8 — 15,8 = 7 Millimeter 
beträgt. 
Die mechanische Arbeit A, welche jeder Arm der Feder bei der Belaflung P 


und der ee f aufnimmt, ift — Zi ‚ alfo nad dem Obigen: 


2 bAl 452 48.12.3850 . 
=, Pf= Ye E 6 =, 5 7 = 15,837 Meterkilogramm, 





und ebenfo ift die neanifce Arbeit A,, melde einer Durdbiegung biß zur 
Elafticitätsgrenge entipridt: 


A=yhPfh=l ——— — 2) A — 33,042 Metertilogramm. 


Die mehaniihe Arbeit, welche bie mit 4000 Kilogramm belaftete Feder daher 
noch aufzunehmen vermag, wenn fie durch Stöße bis zu der Elafticitätögrenze 
beanſprucht wird, beträgt daher, indem die oben berechneten Werthe nur für 
einen Arm gelten: 

2(A, — A) = 2 (83,04 — 15,84) = 34,4 Meterkilogramm. 


2 350 
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Drehschraubenfedern. Zu den Biegungsfebern gehört auch die $. 289. 


ſchraubenförmig gewundene Feder Fig. 525, welche an dem einen Ende B 
befeftigt ift, während das andere Ende A von einer Kraft ergriffen wird, 
die eine Verdrehung der Feder um ihre Are CD anftrebt, und welder 

Vedergattung daher von Reule aur die obige Bezeichnung beigelegt ift. 
Die näherungsweife Berechnung diefer Weder läßt ſich folgenderweife aus- 
führen. Sei, Fig. 526, SCH eine Scheibe, mit welcher das eine Ende ber 
Big. 625. Fig. 526. 





Schraubenfeder bei A verbunden ift, und an weldjer bei 3 im Abſtande a 
von der Are die Drehfraft P angreift, fo wird unter Einfluß diefer Kraft 
P in irgend einem Querſchnitte ber Feder, 3.8. in D, eine innere Kraft Q 
rege gemacht, weld;e mit P im Gleichgewichte ift, und wofür man hat: 

Pa = Or, oder Q— ze. 

Diefe Zugkraft Q (wenn P in entgegengefegter Richtung wirkt, ift Q eine 
Drudkraft) jucht eine Verlängerung des gewundenen Federſtabes herbeizu- 
führen, und gleichzeitig den Stab zu biegen. Die ziehende Wirkung von Q 
ift aber im Vergleich zur biegenden unbeträchtfic und Kann gegen Ietere ganz 
vernachlaſſigt werden. Denkt man fi nun CE ſenkrecht auf CD, fo ſucht 
die Kraft Q den Stab in E abzubredien, und man hat hierfür bie Feftig- 
Teitsformel: 

k r =0r=Pa=M. 


Da man zu bemfelben Ausdrucke gelangt, wo man auch ben Querſchnitt 
D wählt, jo ergiebt fd, daß die Schraubenfeder ein Körper gleichen 
Wiberftandes ift, fobald für alle Querſchnitte u conftant, d. 5. 
fobald die Feder aus einem prismatifhen Stabe gewunden iſt. 

Der Querſchnitt des Stabes, woraus die Feder befteht, pflegt meift ein 
Rechteck oder ein Kreis zu fein, und man hat dem entfprechend bei rund⸗ 
drähtigen Federn (Draftftärke a): 


648 Vierter Abſchnitt. Sechstes Capitel. [$. 289. 


T a 
P=kn 32 a’ 
und bei flachdrähtigen Yedern (Querſchnitt dA): 
bh? 
TE 


Bon der Größe des Halbmeilers r ift die Feſtigkeit der Feder ganz unab⸗ 
hängig, diefelbe hängt, wie aus den Formeln erfichtlich, außer von dem Ma— 
teriale nırr von dem Querſchnitte ab. 

Um die Größe der Federung zu beftimmen, bezeichne J die Länge des ge- 
wundenen Drahtes, und fei unter « der Winkel (Bogen im Abftande Eins) 
verjtanden, um welchen der Draht gewunden ift, alſo « = n.2#, wenn 
nr die Anzahl der Ummwindungen bedeutet. Man bat dann: 


l=n?2rrn =ra, 


Im belafteten Zuftande wird die Krümmung der Feder ſich ändern, und der 
Krümmungshalbmeſſer r gehe dabei in r, über, wo r| größer oder Kleiner 
als r ift, je nachdem P die Jeder auf= ober zugudrehen beftrebt if. ‘Der 
Winkel @, um welchen die Feder gewunden ift, wird dabei in a, geändert, 
und zwar jo, daß 7 = rı 0; ift, weil der Draht feine Länge I nad) wie vor 
beibehält, fobald man die ziehende Wirkung der Kraft Q vernadhläffigt. ‘Der 
Verdrehungswinfel 20, welchem die Feber unter dem Einfluſe von P ausge⸗ 
ſetzt iſt, beträgt daher: 


/1 ) 
vn —-—u=1li— — —)- 
rı 7 
Wie nun für die Biegung gerader Stäbe die Formel gilt: 
WE M 1 
er a 7 


jo findet man bei einer Unterſuchung der Biegung eines an ſich ſchon nach 
den Halbmeffer r gefrüimmten Stabes annähernd die Beziehung 
“_ ı ı 
wen r 
wo r, ben Krümmungshalbmeſſer nad) eingetretener Biegung bedeutet. Die⸗ 
fen Werth hier eingejegt in den Ausdrud für ww, erhält man: 
M Pa 


im 'WwE 


Segt man hierin für Pa den Werth Pa = k Le jo folgt: 


|» 
| 


WW — 
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Aus dem Berdrehungswinfel wo folgt aber nun die Federung, d. h. die 
Berfegung des Angriffspunftes der Kraft P: 





Pa? k al 
Zr 7 ar 
Fur den treisförmigen Querſchnitt geht dies über in: 
64 Pal - al 
7 Bm 5277 


und für den rechtedigen Querſchnitt von der Breite b (parallel zur Are ge- 
meſſen) und der Höhe A wird: 
Pal _.„kal 
Ein "Eh 

Multiplicirt man in beiden Fällen P mit f, fo erhält man für die rund» 
drähtige Schraubenfeder: 


f=12 — 


da: k al k? nd? 
— _k— _[l—1l — 1) — 
re 257 537* 157 
oder 
E 
‚= Pf 
und für die flachbrähtige Weder: 
ob h? k al 
= 2 eye 
oder 
v=sPf5 


Vergleicht man * Werhhe von V mit dem fur bie Dreiedfeber im’ 
$. 287 gefundenen, fo ergiebt fich, daß die flachdrähtige Drebichraubenfeder 
genau ebenfoviel Material zu ihrer Conftruction erfordert, wie eine aus dem⸗ 
jelben Materiale und für diejelbe Federungsarbeit Pf gebildete Dreiedfeder, 
und daß der Mlaterialbedarf ebenfall® wie bei diefer von den einzelnen Di- 
menfionen 7, b und A ganz unabhängig if. Alle aus demjelben Materiale 
für diefelbe eberungsarbeit conftruirten Drehfchraubenfedern fallen daher 
bei Borausfegung derfelben Sicherheit (%) gleich ſchwer aus. 

Bei der runddrähtigen Schraubenfeder ftellt ſich der Materialverbrauch 
4/zmal jo groß heraus, wie bei der gleichtwerthigen flachdrähtigen Geber, oder 
bei der ‘Dreiedfeder. 


Einfache Torsionsfedern. Die einfachfte Torfionsfeder wird durch $. 290, 


einen an einem Ende B befeftigten Draht AB, Fig. 527 (a. f. ©.), gebil- 
det, an defien freiem Ende A die Kraft P an einem Hebelarm a verbrehend 
wirkt. Für die Feftigfeit eines ſolchen S Stabes hat man nach der Lehre von 
der Torſionsfeſtigkeit ($. 271): 
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Pa—=k”, 
, e 
worin % bie höchſtens zuläffige Schubfpannung k, — */sk, und W das 
Maß des Drehungsmomentes bezeichnen. Fur den Kreis hat man 
w=W+Mm= 2m _ mi 
en Te 82 
und 3 fir e zu fegen, daher gilt fiir die einfache rundbrähtige Torſions- 
feber die Gleichung: 
a, 
P=pkT 
Wenn der Querfchnitt des Stabes AB ein Rechte dA ift, fo ift die Be— 
ſtimmung des Drehungsmomentes W wegen des Windſchiefwerdens ber 
Sig. 627. 


Querſchnitte nur durch weitläufige Rechnungen zu beftimmen, und es ergiebt 
fid) dann (vergl. $. 270): 
Ww= IH mi EM. 
— 30°+ MY) e 3yu+m 
Mit diefen Werthen folgt für die flachdrähtige einfache Torſionsfeder 
k b2n® 
3a Vo + 5 
Um die Federung zu finden, hat man nad) $. 269 den Torfionswinfel: 
Pa.l 





” 
e 


ko) 


Wird Hierin für Pa der Werth Pa eingefegt, fo erhält man: 


w 
k 
ı 

ı=0.— 
e 


al | 


und daher ift die Federung: 


f=au 


a 


* 
ẽ 


b 
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Für den kreisförmigen Querſchnitt ift e — 2, daher 


k al 
825 77 
Für den rechteckigen Querſchnitt hat man: 
bh 
e —, 
Vb + n2⸗ 
daher: 
k Vp® + ne 


Jet 


Der Ausdrud für die Yederungsarbeit Pf giebt nunmehr flir die einfache 
runddrähtige Torfionsfeber: 
n „da? k al x Kk? k? 


_ 2,7, 2 %W _2T mı— ı,% 
Benin rc ethg?’ 


oder 
C 
v=2 7 Pf. 


Um diefes Volumen mit dem Materialverbraucje der Biegungsfedern zu 
vergleichen, hat man zu berüdfichtigen, daß % Bier die Schubfpannung %, 
bedeutet und hat daher 

tkm C=Y%E 
einzuführen. Alsdann erhält man: 
2, E E 
v—2 = ja Pf 
Da das Volumen einer Dreiedfeder und einer flachdrähtigen Drehſchrau⸗ 


benfeder für diefelbe Federungsarbeit 7 — 3 n Pf beträgt, jo folgt hier- 


aus, daß eine rundbrähtige ZTorfionsfeder nur 5/1; desjenigen Gewichtes er- 
fordert, welches eine gleichwerthige Dreiedfeder aus demſelben Materiale und 
von gleicher Sicherheit erheiſcht. 
Für die flachbrähtige Torfionsfeder ift: 
oh m, WPER_, Ku, ®r 
3a Vo: +» C bh C C 
C 2) sE — 15 E 
77 Pf=3 Gh) Pf= ibhꝙ * Pf 
d. i. die flachbrähtige einfache Torfionsfeber erfordert einen anderthalbmal fo 
großen Materialaufiwand wie die rundbrähtige und daher °/; von dem einer 
gleichwerthigen “Dreiedfeder. 


u 


V — 3 


$. 291. 
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Schraubenfedern. Die gewöhnlichen Schraubenfedern, welche nach 

$. 289 Biegungsfedern find, fobald fie einer Berwindung unterworfen wer⸗ 

ig. 528. den, gehören dagegen zur Claſſe 

der Torfionsfedern, fofern fie 

einen arialen Zug oder Drud 

auszuhalten haben. Denkt man 

fih namlich die chlindriſche 

Schraubenfeder AB, Fig. 528, 

an einem Ende B befeftigt und 

das andere Ende A von einer 

nad) der Are BA gerichteten 

Kraft P gezogen ober gedrückt, 

fo werben in irgend welchem Querſchnitte, z. B. bei C, innere Spannungen 

hervorgerufen, welche mit P im Gleichgewicht fein müffen. Die Wirkung 

in C ift aber eine Torfion, indem die Kraft P beftrebt ift, das Stid CA 

in C um das Stuck BC zu verdrehen. Man hat daher, da das Moment 

der Kraft P in Bezug auf C durch Pr dargeftelt ift, für bie Feſtigkeit der 
Feder: 


Pr=s#, 
. 


wie bei der einfachen Torfionsfeder ($. 290). Wie dort erhält man daher 
fir die rundbrähtige Feder: 


Ei 
P=hkis 


und für bie flachdrähtige Feder: 
_k_vm 
—* 

Man erkennt hieraus, daß eine cylindriſche Schraubenfeder, bei welcher 
alfo r conftant iſt, einen Körper gleicher Widerſtandsfähigkeit abgiebt, vor- 
ausgeſetzt, daß der Querſchnitt des Federdrahtes überall derjelbe ift. 

Um die Federung der Schraubenfeber zu ermitteln, denke man fih ein 
fehr Meines Stüd der Feder von der Ränge 7, welches man als gerade be— 
trachten kann. Unter Einfluß der verbrehenden Kraft P wird daſſelbe einer 
Zorfion da auögefet, melde fi nad) $. 269 hun) da — 27:0" Beruie 
net. Da diefe Verdrehung in allen Querſchnitten in gleicher Weife eintritt 
(wenn r und W conftant ift), fo folgt für den Verdrehungswinkel c der 
ganzen Feder von der Drahtlänge 7: 

u 2 
cw'’ 


1% 
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und hierin für P feinen Werth P = k us eingeführt: 
k 1 


u — — —: 


Ce 
Den Weg f, um welchen bei diefer Verdrehung @ ber Angriffspunft von P 
verſchoben wird, hat man zu: 
k rl 
ce 

Diefer Ausdrud fir die Federung der Schraubenfeder ftimmt ebenfalls 
mit demjenigen der einfachen Torfionsfeder ($. 290) vollftändig liberein, da « 
und r in beiden Fällen dafjelbe, nämlicd) den Hebelarm der Kraft bedeutet. 
Man kann daher die in 8.290 entwidelten Ausdrücke für f, Pf und V ber 
rund» und flachdrähtigen einfachen Zorfionsfeder ohne Weiteres auch für die 
rund⸗ und flahdrähtige Schraubenfeder anwenden. 

Zuweilen bildet man die Schraubenfedern nicht cylindrifch, fondern kegel⸗ 
förmig, damit die einzelnen Windungen beim Zufammendrüden fid, in ein- 
ander, anftatt auf einander legen fünnen und man hierdurch an Raum ge- 
winne. Insbeſondere gefchieht dies bei Bufferfedern und Polfterfedern. Da 
r hierbei nicht conftant ift, fo geht alsdann die Eigenschaft gleicher Wider- 
ftandsfähigfeit verloren, fofern man nicht etwa, wie bei den flachbrähtigen 
Bufferfedern öfter gejchieht, die Duerfchnittsverhältniffe ebenfalls fo verän- 


dert, daß * conſtant wird. 


=ru = 


Federn im Allgemeinen. Aus den vorftehend entwidelten Neful- $. 292. 


taten laſſen ſich einige Schlüffe von allgemeiner Gültigkeit ziehen. ‘Das für 
eine Biegungsfeder von beftimmter Tragkraft P und ebenfalls beftimmter 
Federung / erforderliche Volumen läßt ſich allgemein ausdrüden durch 


E 
v=ca#F: 


worin c eine Konftante bedeutet, welche flir verfchiedene Federarten verfchieden 
ft. Diefe Eonftante ift z. B. fir die Dreiedfeder gleich 3, für die rund⸗ 
drähtige Drehſchraubenfeder gleich 4 u. ſ. w. In gleicher. Weiſ iſt das 
Volumen einer Torſionsfeder durch 


C 
v=e7;P- em i=' Ir Ep 
ausgedrüdt, wo c ebenfalls von der Federform abhängt I 3. D. für die 
runddrähtige Torfions- und Schraubenfeder gleich 2, für diefelben flachbräh- 
tigen Federn glei 3 if. Es folgt hieraus, daß alle Federn einer be- 
ftimmten Art, welche aus demſelben Materiale, bei gleicher Sicher- 
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heit und für dieſelbe Federungsarbeit Pf conftruirt find, genau 
daffelbe Gewicht haben müffen. Um die Güte von Federn überhaupt 
zu beurtheilen, handelt e8 fi) nun um die Prüfung der Güte 1) des Mate⸗ 
rial8 und 2) der Federgattung. Zu dem Ende fchreiben wir obige Gleichung: 
3 
für Biegungsfedern und 
Prey.i®y 
cE 

für Zorfionsfedern. 

Das Product Pf, welches bisher immer als Feberungsarbeit bezeichnet 
wurde, ift doppelt jo groß, als die von der Feder bei ihrer Formänderung 


aufgenommene mechanifche Arbeit, welche letztere nad) $. 222 zu 1, Pf fi 
berechnet; es fer diefe Leiftung mit Z = 1/, Pf bezeichnet. 


Nach 8. 212 bedeutet 1/, = den Arbeitsmodul der Elaſticitätsgrenze, fo 


bald T die der Efafticitätögrenze entjprechende Spannung bedeute. Die 
Spannung % ift immer Heiner als T, meift nimmt man % nur gleich der 


2 
Hälfte des Tragmobuls T an, und es möge die Größe !/, 1 ber Arbeits— 


modul der zuläſſigen Spannung genannt und mit A bezeichnet werden. 
Alsdann gehen obige Gleichungen über in: 


L-LAr 
c 
für Biegungsfedern und 
L=%-4V 


für Torſionsfedern. 
Man erkennt hieraus zunächſt, daß dasjenige Material für Federn bas 


2 
vorzüglichite fein wird, fir welches die Größe A = !/s = möglichſt groß 


ift, d.h. welches bei einem möglichft Heinen Elafticitätsmodul Z eine möglichft 
große Spannung % verträgt, weil bei diefem Materiale jede Volumeneinheit 
eine möglichft große mechanifche Arbeit zu leiften vermag. Da man für % 
einen gewiflen aliquoten ‘Cheil des Tragmoduls 7’ zu nehmen pflegt, jo kann 
auch ber aus Tabelle L in $. 218 zu entnehmende Arbeitsinodul der Elaſtici⸗ 
tätsgrenze zur Vergleichung dienen. “Derjelbe beträgt für: 
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Gußſtahl fein, 
gehärtet und 
angelaffen. 








Deutſch. Stahl. | Meifingdraht. Holz. 








woraus man die Vorzüglichfeit des Gußſtahls für Federn erkennt. 

Was nun die Beurtheilung der Gitte der einzelnen Federſyſteme anbetrifit, 
jo fann man zunächft bemerken, daß eine Biegungsfeder von dem Volumen 
V eine Leiſtung Z = AV aufnehmen würde, wenn fämmtliche Faſern 
mit der höchften zuläffigen Spannung % in Anfprucd, genommen würden. Für 
diefen idealen Zuftand, in welchem fich etwa ein gleichmäßig ftarfer Gummi- 
faden befindet, welcher durd) eine Kraft gezogen wird, würde die Conftante 


— — 1 fein. In Wirflichleit wird aber bei der Biegung der Körper immer 


nur ein kleiner Theil des Materials mit der zuläffigen Spannung % bean⸗ 
ſprucht, und da der übrige Theil des Material weniger ftark in Mitleiden⸗ 


Ihaft gezogen wird, fo ift die Conſtante — immer wefentlich feiner als 1. 
Die folgende Tabelle enthält eine Zufammenftellung der Werthe von — für 


die Biegungsfedern, ſowie der Werthe °/, - — für die Zorfionsfedern. 








Br Wirku 
mäßiger irkungs⸗ 
Federart. Material⸗ grad. 
verbraud. 

Rechteckfeder » .. - . 1, — 8 | 0,11 
Dreiedfeder (einfache und 

zulammengefette) . 1% — 1 0,33 
Drehichraubenfeder, rund 

dräblig . - ... Y, — — 0,25 
Dychiqandenſeder , flach⸗ 

..... — — 1 0,83 

Kunden Torfions- 

und Schraubenfeder . . Ys 4; 5% a 0,50 
Flachdrähtige Torſions⸗ 

und Schraubenfeder .. Y, 5 yA 0,38 


Bei der Rechteckfeder wird das Material nur an einer Stelle mit der 
äußerften Spannumg % beanſprucht, nämlich an dem Befeftigungspunfte und 
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im größten Abftande von der neutralen Safer. Daher ift dabei Die Feberarbeit 
nur 1/5 oder 11,1 Proc. von derjenigen, welche eine Feder bei vollftändiger 
Ausnugung aufzunehmen im Stande fein würde. Bei der Dreieckfeder fo- 
wie bei allen Federn gleichen Widerftandes tritt die größte Spannung k 
zwar auch nur in dem größten Abftande von der neutralen Faſer auf, aber 
diefes Verhältniß findet in allen Querſchnitten ftatt, weswegen die Aus⸗ 
nugung bier bedeutend größer ift, und zwar verhältnigmäßig um fo größer, 
je größer der Querſchnitt diefer äußerten Faſerſchicht im Vergleich zum gan⸗ 


zen Duerjchnitte iſt. Daher fteigt — bei dem rechteckigen Ouerjchnitte, wo 
die äußerfte Faſer eine Schicht von der ganzen Breite des Querfchnittes aus- 
madt, auf Y/;, während bei dem freisförmigen Duerfchnitte, wo die größte 
Spannung k nur in einer Faſer von unendlich geringer Breite auftritt, n 


nur 1/, beträgt. . 
Was die Torfionsfedern anbetrifft, jo erkennt man, daß diefelben ſich 
weit beffer zur Aufnahme einer großen Federungsarbeit eignen, 


als die Biegungsfedern. Da nämlich die Leiſtung der Torſionsfedern 


fid) ausdrückt durch 


1 k? 
GE me Is _ 
L= er, Pf, 
und da allgemein 
kn 8 
C — /s E ift, 


fo folgt, daß eine Torſionsfeder 8/, — 1,8mal fo viel mechanische Arbeit 
aufzunehmen vermag, als eine gleic) ſchwere Biegungsfeder aus demfelben 


Materiale, und bei welcher die Conftructionsconftante n denjelben Werth hat. 


So ift 3. B. bei der flachdrähtigen Torſionsfeder — ebenjo groß (1/3), wie 


bei der Dreiedfeber, der Materialverbrauch bei erfterer aber nur 5/, von 
demjenigen der letteren. Am günftigften ftellt fich hier die Wirkung bei dem 
kreisförmigen Querjchnitte, weil hierbei die am meiften angeftrengte Faſer⸗ 
ſchicht den vollen Duerfchnittsumfang einnimmt, während bei dem rechtedigen 
Duerjchnitte nur die vier Eckfaſern mit voller Kraft ausgenutzt werben. 
Die vierte Spalte der vorftehenden Tabelle enthält die Angabe des Ma- 
terialverbrauch8 der verjchiedenen Federn aus demfelben Mlateriale, welche 
für die gleiche Federungsarbeit mit gleicher Sicherheit conftruirt find, und ift 
dabei der Materialverbrauch der ‘Dreiedfeder gleich Eins angenommen. Die 
Zahlen endlich in der legten Spalte geben unter der Bezeihnung „Wir- 
fungsgrad“ an, wie .groß die von der Feder wirklich aufgenommene Arbeit 
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im Verhältniß zu derjenigen Arbeit ift, welche eine gleich fchwere ideale 
Feder aufzunehmen vermöchte, Unter einer idealen Feder ift Bier eine folche 
zu verftehen, bei welcher das geſammte Material der höchſten Spannung k 
ausgefegt fein würde. Eine folche ideale Biegungsfeder würde man theores 
tifch 3. B. haben, wenn man bei einer Dffiedfeder die geſammte Fläche jedes 
Querſchnittes in zwei Streifen von unendlich geringer Dide concentriren 
fönnte, welche den conftanten Abftand % überall von einander haben und be- 
halten. Ebenfo kann man fich eine ideale Torſionsfeder als eine ſolche vor⸗ 
ftellen, bei welcher das gefammte Material in eine Röhre von geringer 
Wandſtärke concentrirt ift. . 

Schließlich, kann noch bemerkt werden, daß bei allen im Vorftehenden be- 
trachteten Federn die Federung / proportional der Belaftung P ift, was von 
befonderer Wichtigkeit fir die Betrachtung der Schwingungen ift, in welche 
die Federn gerathen, fobald fie ben Wirkungen von Stößen ausgeſetzt werben. 


Schlußanmerkung. Obgleich über keinen Gegenfland der Mechanik bis jetzt 
fo viele Berfuche angeftellt worden find, als über die Elafticität und Feſtigkeit der 
Körper, fo bleibt doch noch vieles zu unterſuchen und manche Unficherheit zu befei- 
tigen übrig. Wir haben Berjuche hierüber von Ardant, Bants, Barlow, 
Bevan, Brir, Buffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin- 
Han, Gerfiner, Birard, Bauthey, Fairbairn und Hodgkinſon, 
Lagerjhelm, Muſſchenbroek, Morveau, Navier, Rennie, Ronde- 
let, Tredgold, Wertheim u. ſ. w. Die älteren Verſuche werden ſehr aus⸗ 
führli abgehandelt in Eytelwein's Handbuch der Statik feſter Körper, Bd. IL, 
nächſtdem in von Gerſtner's Handbud der Mechanik, Bo. I. Eine umfäng⸗ 
ligere Abhandlung über diefen Gegenftand Liefert au v. Burg im 19ten und 
2often Bande der Jahrbücher des polytechn. Inftituts zu Wien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil aud abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
ſuche von Brix und Lagerjhelm ift ſchon oben (S. 406) gedacht worden. 
Reue und ſehr umfängliche Verſuche über die rüdwirtende Feftigkeit der Stein- 
arten, von Brig, rapportirt der 32fte Jahrgang (1853) der Verhandlungen des 
Bereind zur Beförderung des Gewerbefleißes in Preußen. Eine einfadhe Theorie 
der Biegung von Brix findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung 
des MWiderflandes prismatiicher Körper gegen die Biegung“, weldhe aus den Ber- 
handlungen des preußiſchen Gewerbevereind beſonders abgedrudt if. Die neueften 
Unterſuchungen über die @lafticität von Wertheim find ebenfalls jchon oben 
(S. 408) beſprochen worden. Ueber Hodgkinſon's Verſuche findet man einen 
Auszug in Mofeley’8 Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwert von Hodgkinjon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
Sohn Weale, 1846, erſchienen. Eine franzöfiſche Ueberjegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, der Annales des ponts et chaussees, au wird hiervon in 
einem Aufjate von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des mines ge: 
handelt. Tredgold Handelt in einer befonderen Abhandlung „über die Stärke 
des Gußeiſens und anderer Metalle”, welche in Leipzig 1826 auch deutſch erjchie- 
nen if. MUebrigens ift zum Studium zu empfehlen Boncelet’8 Introduction 
& la Mecanique industrielle, ferner Navier's Resume des lecons sur 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 42 
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Papplication de la Mecanique, Part. I., deutſch von Weftphal, unter dem 
Titel „Mechanik der Baukunſt“, zu welcher Schrift Boncelet in feiner Theorie 
von dem Widerftande fefter Körper (ſ. deſſen Lehrbuch der Anwendung der Me: 
chanik, Band IL., deutih von Schnuje) Ergänzungen liefert. Borzüglich und 
au im vorliegenden Werke mehrfach benukt ift: Resistance des materiaux 
(Legons de Mecanique pratique)®ar A. Morin, ferner Theorie der Holz: 
und Eijenconftructionen mit bejonderer Rüdfiht auf das Baumelen von Georg 
Rebhan. Wien 1856, Auch ift zu empfehlen: die ſchon oben (S. 508) citirte 
Schrift, die Feſtigkeit der Materialien, von Moll und Reuleaur, ferner Me- 
moire sur la R£sistance du Fer ‚et de la Fonte etc. par G. H. Love, 
Paris 1852; jowie Tate, die Feſtigkeit eiferner Ballen und Träger, nad dem 
Engliiden von von Weber, Drespen 1851. Die Theorie der zujammengejegten 
Feſtigkeit ift zuerft von dem Verfaſſer in der Zeitſchrift für das gejammte In- 
genieurwejen (dem Ingenieur) von Bornemann u. |. w. Bd. I. abgehandelt 
worden. In dem erften Bande der neuen Folge diejer Zeitfchrift („Eivilingenieur“ 
1854) wird vom Herrn Kunſtmeiſter Bornemann die graphiſche Darftellung 
der relativen Feftigfeit abgehandelt; auch werden in demielben die Ergebniffe der 
Biegungsverfuhe von Bornemann fowie von Lamarle mitgetheilt. 

Weitere Ausführungen der Lehre von der Elafticität und Feſtigkeit tommen in 
der Folge bei der Theorie der Schwingungen und der des Stoßes vor. 

WB. Fairbairn's Useful Information for Engineers I. and II. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Feſtigkeit des Schmiebeeifens in verſchiedenen 
Formen, ſowie auch über die von Steinen, Glas u. |. w. In theoretiiher Be: 
ziehung ift, außer dem mehrfadh erwähnten Werke von Brashof: Die Feftigkeits- 
lehre, Berlin, 1866, vorzügli zu empfehlen: Lecons sur la theorie mathe- 
matiqye de l’ölasticite des corps solides par Lame6, fowie A Manual of 
applied Mechanics by W.J.M.Rankine, nächſtdem aud) Cours de Möcanique 
applique, I. Partie, par Bresse, jowie Theorie de la R£sistance et de 
la flexion plane des solides par Belanger. Die Schrift von Qaiffjle und 
Schübler: „Ueber den Bau der Brüdenträger” ift dem dermaligen Stande ber 
Wiſſenſchaft entſprechend bearbeitet, und daher jehr zu empfehlen; aud enthalten 
Rühlmann's Grundzüge der Mechanik, 3. Auflage (1860), einen leſenswerthen 
Abriß der Feftigkeit. 

Der Eivilingenieur und die Zeitichrift des deutſchen Ingenieurvereins enthalten 
mehrere werthuolle Abhandlungen über Elafticitäts- und Feſtigkeitslehre, namentlich 
von Grashof, Schwedler, Winkler u. f. w.,. ſowie auch mehrere gute 
Meberjegungen von franzöfiihen und englischen Abhandlungen von Barlow, 
Bouniceau, Fairbairn, Love u. |. w.; auch findet man in diejen Zeit- 
fchriften die Ergebniſſe vielfacher Verſuche über die Feftigkeit, 3. ®. von Fair⸗ 
bairn, Karmarſch, Shönemann, Völkers u. f. w. Einen ausführlichen 
Nachweis der Kiteratur über die Feſtigkeit des Eifens und Stahls enthält das 
Bert von A. v. Kaven: Eollectaneen über einige zum Brüden- und Maſchinenbau 
verwendete Materialien, Hannover, 1869. 


Sünfter Abſchnitt. 


Dynamif feiter Körper. 


Erftes Capitel. 


Allgemeine Lehren der Dynamik. 


Materieller Punkt. Die Dynamik behandelt die Bewegungen der 8. 298. 


Körper mit Berlidfichtigung der Urfachen, durch welche diefe Bewegungen 
hervorgebracht oder abgeändert werben, und unterfcheidet fich dadurch von 
der Phoronomie, welche diefe Urjachen außer Betracht läßt. Im zweiten 
Abſchnitte ift gezeigt worden, daß die Urfache einer folchen Erzeugung reſp. 
Abänderung einer Bewegung ftetS in dem Vorhandenfein einer Kraft ge- 
jucht werden muß, und man hat für die Größe einer folchen Kraft P, welche 
einem materiellen Punkte von dev Maſſe M die Acceleration p ertheilt, nad) 
8. 58 die Gleichung 
P=Mp, 
woraus die Beichleunigung 
_P_ Kraft ofat. 
? M DMafie folg 
Bewegt ſich num ber materielle Punkt M unter Einfluß ber Kraft Pin 
einer gewifien ebenen Curve, deren rechtwinkelige Coordinaten mit x und y 
bezeichnet werden, jo hat man nad $. 21, umter v die Gefchwindigfeit in 
einem gewiflen Augenblide verftanden: 


RR = sWeg 
Geſchwindigkeit v = 1” Zeit 





und 
ov 028 Geſchwindigkeitszunahme 
Beſchleunigung p = HH „a7 ee . 


42* 


d 


8. 2. 
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Wenn man nun die Geſchwindigkeit v nad) $. 35 in zwei Componenten 
v, und v, parallel den Coordinatenaren zerlegt, jo erhält man, unter « den 
Winkel der Geſchwindigkeit mit der X⸗Are verftanden: 

—y 02 0s0r 0x 


und 
Dt Hd 
Ebenfo kann man die Beichleunigung p in ne Gomponenten p: und p, 
nad) den Axen zerlegen und erhält: 





und 


Die auf den Punkt M wirkenden beſchleunigenden Kräfte nach den Kid; 
tungen der Aren find nun aber offenbar die Seitenfeäfte, i in welche fich die 
bewegende Kraft P zerlegen läßt, alſo 

die Componente nach der X-Are X — P cos. & 
und nach der Y-Are Y=Posin. a. 

Hr diefe Komponenten der bewegenden Kraft gilt nun ebenjo wie für die 

legtere felbft: 
= Mr. — u 5; Y=-Mm,=m°%. 

Diefe Beziehungen gelten auch noch, wenn der materielle Punkt von 
mehreren Kräften angegriffen wird, welche ihrer Richtung und Größe nad) 
veränderlich fein Lönnen, nur muß man in diefem alle unter X und X die 
Summe der Componenten aller äußeren Kräfte nach den Arenrichtungen 
genommen verftehen. Wenn der Weg des Punktes nicht in einer Ebene 
liegt, fondern eine räumliche Curve bildet, jo wird man die bier angebeutete 
Zerlegung von P in drei Komponenten X, Y, Z nad) drei zu einander 
jenfrechten Aren vorzunehmen haben. 


Innere Kräfte. In dem vorigen Paragraphen ift die bewegte Maſſe als 
materieller Punkt aufgefaßt. Im der Wirflichfeit hat man es aber mit 
materiellen Körpern zu thun, d. h. mit Syitemen feit mit einander ver- 
bundener materieller Punkte, deren gegenfeitige Entfernungen als unabänderliche 
angejehen werden follen. Wenn auf einen Punkt eines derartigen Maſſenſyſtems 
eine Kraft wirkt, fo wirb die Bewegung befjelben im Allgemeinen eine ans 
dere fein, als diejenige, welche derjelbe Punkt unter Einfluß derjelben Kraft 
annehmen müßte, fobald er ganz frei wäre. Es wird näntlich jede auf 
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den Punkt einwirkende Kraft vermöge der Verbindungen deſſelben mit an- 
deren Punkten auch auf diefe legteren wirken, fo daß deren Bewegungen 
dadurch beeinflußt werden, wie auch andererfeits die Bewegung bes betradh- 
teten Punktes von ben Kräften abhängig fein muß, welche auf die übrigen 
Punkte des Suftems wirken. Wären die Berbindungen der Punkte unter 
fi) nicht vorhanden, fo würden jene Einwirkungen der letzteren auf einander 
auch nicht ftattfinden, und bie einzelnen Punkte würden als ganz freie den 
auf fie wirkenden Kräften folgen, wobei ihre gegenfeitigen Abftänbe ſich än- 
dern wilrden. Durch die vorhandenen Verbindungen, welche den Körper zu 
einem flarren Syfteme machen, werden die gegenfeitigen Abftände der Punkte 
conftant erhalten. Man kann fich daher die Verbindungen als Kräfte vor⸗ 
ftellen,, welche dem Beftreben der äußeren Kräfte, die gegemfeitigen Ab⸗ 
ftände der einzelnen Punkte von einander zu verändern, Wiberftand entgegen- 
fegen. Man nennt diefe Kräfte innere Kräfte im Gegenfage zu ben an 
den einzelnen Punkten angreifenden äußeren ober bewegenden Kräften. 
Wegen der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung müſſen dieſe inne 
ren Kräfte zwiſchen zwei beliebigen Punkten immer paarweife von gleicher 
Größe und entgegengefegt vorlommen, und zwar muß die Richtung derjelben 
bie gerade Berbindungslinie zwifchen ben beiden betrachteten Punkten fein. 
Wenn das betrachtete Syſtem irgend eine Bewegung, fortfchreitende oder 
drehende, annimmt, fo muß dabei, wie leicht zu erfennen ift, die Summe 
der Arbeiten der inneren Kräfte gleih Null fein. Denkt man fi 
nämlich, zwei beliebige Punkte A und B, Fig. 529, von benen B auf A bie 


Fig. 529. Dig. 530. 


B" 
B_- 
\ 
.”. 
‘ 





Kraft S äußert, fo daß A auf B mit — 8 reagirt, um eine gewifle Größe 
a —= AA’ — BB’ unter einem Winkel @ gegen A B verfchoben, fo ift die 
mechanifche Arbeit der Kraft + S, wen AA” die Projection des Weges AA’ 
auf A.B bedeutet, gleic) 

+S.A4'"=+S. AA! cos. ae -+ Sa.cos. a 
und die Arbeit der Kraft — S ebenfo 

—8.BB"= — 8S.BPBcos.a—= — 8aco0s.«; 
daher die Summe beiber Arbeiten gleich Null. 

Man denke fi) andererfeits dem Syfteme der Punkte AB eine geringe 

Drehung um einen beliebigen Mittelpunkt C, Fig. 530, ertheilt, welcher von 
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A und B die Abſtände a und d haben mag. Die Radien CA und CB 
mögen ferner mit AB die Winkel @ und 4 bilden, und die Drehung ge- 
fchehe um den Winkel ACA’— BCB —= 9. Die Wege der Puntte 
A, B betragen dann AA’ = ap nd BB’ —=bp, und ihre Profec- 
tionen auf die Richtung AB der Kräfte find: 

AA" — AA .sin. AA'A" =apsin. AA A" und 

BB" — BB'.sin. BB'B" — bosin. BB'B". 


Als Winkel, deren Schenkel paarweiſe ſenkrecht zu einander ftehen, ift nun 
AA A und BB’B" —= Pf, und man hat daher die Arbeit der 
Kraft + 5 bei der Verdrehung: 


+ 8.44" = S$S.agpsin.« und die von — S 
— S.BB" = — S.bosin.P. 

Da nun ſtets a sin. — bsin. ß, jo folgt hieraus die Gleichheit der 
beiden entgegengefeßten Arbeiten, und deren Summe ift alſo Null. 

Da num jede Bewegung aus einer geradlinig fortfchreitenden und einer 
drehenden zufammengefettt gedacht werden Tann, und obige Betrachtung für 
jede zwei Punkte fich anftellen läßt, fo ergiebt fi), daß bei jeder Bewe— 
gung des Syftems die Summe der Arbeiten der inneren Kräfte 
gleih Null fein muß. 

Es gilt diefes Gefeg auch noch, wenn die Größe der Kräfte + Sund — S 
während der Bewegung veränderlich ift, da man fi) die Bewegung immer 
in fo Heine Elemente zerlegt denken kann, daß die Kräfte während dieſer 
Slementarbewegungen als conftant angejehen werden bitrfen. 


d’Alembert’sches Princip. Wenn ein materielle Syftem unter 
Einfluß beliebiger Kräfte in Bewegung ift, fo find nad) dem vorigen Para: 
graphen die Bewegungen der einzelnen Punkte andere als diejenigen fein 
würden, welche fie al8 freie Punkte annehmen würden, fobald diefelben 
Kräfte auf fie einwirkten. Denkt man ſich an jedem einzelnen Punkte eine 
Kraft angebracht, welche derjenigen gleich und entgegengefegt ift, die dem 
Punkte als freiem genau die Bewegung ertheilen würde, welche er wirklich 
hat, fo würde dadurch da8 ganze Syſtem offenbar im Gleichgewichte fein. 

Sei die an einem Punkte von der Maſſe M angreifende äußere Kraft 
gleich) P, fei die an diefem Punkte angreifend zu denfende innere Kraft gleich) 
S, fo erfolgt die Bewegung des Punktes durd) die Wirkung der Kefultiren- 
ben R diefer beiden Sräfte.e Sei nun p die Beichleunigung, welche dem 
Punkte M durch dieſe Refultivende A ertheilt wird, fo iſt die Größe ber 
letzteren durch R = pM gegeben, und es würde daher der Punft M im 
Steihgewichte fein, wenn an ihm eine Kraft — pM angebracht würde. 
Denkt man died an allen Syſtempunkten ausgeführt, fo würde das ganze 
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Syſtem im Gleichgewichte fein unter der Einwirkung der Kräfte Z(P—pM), 
wobei da8 Summenzeichen auf alle Mafjenelemente fich zu beziehen hat, auch 
wenn feine äußere Kraft P darauf wirkt. 

Die Größe P— pM nennt man wohl die „verlorene Kraft“ des 
Punktes M, weil fie diejenige Componente der äußeren Kraft P ift, welche 
auf die Bewegung bed Punktes M einen directen Einfluß nicht ausübt und 
Icheinbar verloren geht”). Mit Rudſicht hierauf pflegt man obiges, von 
d'Alembert gefundene Princip meiſt in folgende Faſſung zu kleiden: 

„An einem von beliebigen Kräften bewegten Syſteme von 
Maifen ftehen die verlorenen Kräfte aller materiellen Punkte 
fortwährend im Gleichgewichte“, d. H. es ift unter Einfluß der Verbin- 
dungen ſtets Gleichgewicht zwifchen den äußeren Kräften und folden Kräften 
vorhanden, welche denen gleich und entgegengefegt find, unter deren Wirkung 
die wirklich ftattfindende Bewegung der einzelnen Punkte eintreten müßte, 
. voraudgefegt, daß dieſe Punkte frei wären. 

Bezeichnen 2, y, æ die veränderlichen Koordinaten eines Punktes M, und 
X, Y, Z die Componenten der äußeren Kräfte, die auf M wirken, fo find 
die Componenten der verlorenen Kräfte nad) $. 293 ausgedrüdt durch: 

0x 0?y 0?£ 
X — Man: I Ma; 27 Ma 

Nach dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten drüdt fid) der Gleich— 
gewichtszuſtand, in welchem diefe Kräfte fir alle Punkte des Syſtems ftehen 
müffen, aus durch: 


z |(x— ur 42+(7— —2 +(z- 2) =. 


worin Iz, Sy, Ag die Aenderungen der Koordinaten bezeichnen, welche bei 
einer virtuellen Bervegung des Syſtems eintreten. 

Das d’Alembert’fche Princip kann dazu dienen, mit Hülfe der Bedin- 
gungen bes Öleichgewichtes die Befchleunigungen der einzelnen Punkte, daher 
auch ihre Geſchwindigkeiten und Wege zu beftimmen. 


Beifpiel. Eine Kette, deren Maſſe pro Längeneinheit m betrage, ſei über 
zwei gegen einander gelehnte ſchiefe Ebenen ABC, Fig. 531 (a. f. S.), gelegt. Die 
Bewegung, melde diejelbe vermöge ihres Gewichtes annehmen würde, wenn keine 
Reibung vorhanden wäre, joll unterfuht werden. Seien bie Rettenlängen BD 
und BE dur x und y bezeidhnet, 2 jei die ganze Länge der Kette, fo ift 

cs + , aljo aud 
de __2yY Yr 22 
u u arm 


*) Es verfteht fi von jelbft, daß die gedachte Componente nicht eigentlich ver⸗ 
loren gehen kann, fie wird nur durd) die an M angreifende innere Kraft neu: 
tralifirt, und ihr Einfluß vermöge diejer inneren Kraft auf andere Syitempuntte 
übertragen. 
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Die nach den Richtungen BA und BC genommenen Schwerkraftscomponenten 
find: 
9m. sin. und gmy.sin.«, 
undedaher die Eomponenten der verlorenen Kräfte nah eben bieten Richtungen 


* 531. “x 

8. gMmz.8sin.a — mx Su 

und 
Ay 
gmy.sin. a’ — my Fri} 

Man gebe der Kette nun eine vir⸗ 
tuelle Bewegung, wobei da8 Ende D 
um 4x, daß Ende E um 4y verſcho⸗ 
ben wird. Da die Kette nicht nußbehn: 
bar angenommen wird, jo muß 4y= — 4x fein. Rad) dem d’Alembert’jchen 


Principe ergiebt fi zunächſt die Gleichung 
* dx + gmy.sin.d. yonylY ay, 





0=gmzx.sina.dce— mx 


d 
oder 
= gasin.a— x * — 90 — x) sin. — (| — x) 3 
woraus 
ar x sin. a — ¶ — x) sin. a’ Isin. a’ 
a8 ⏑— — =] (ein.«+ sin. «)( nehme) 
Um die Integration außqufühten, jege man 


I sin. a’ 
— sin.a + sin.«’ 
Dann bat man 


= und 7 (ein.a + ein.) = ar 


2 _ au 
212 302 

Hierzu gehört das Integral 
u= Cet*+ C,e" (j. 8. 282) 


= a? u. 


und daher 
Isın. a’ 
— Oct“ a 
= 0e”” + Cie uw" + sin. a’ 
jowie 
_ IE _ 0a 
'ı-=72 a (de! — Ge). 


Hierin find C und CO, zwei Eonftante, welde fih beſimmen, wenn man x 
und v zu Anfang der Zeit kennt. Es ift nämlich für € = 0: 
I sin. «’ 
a=C+GH+ sin.« + sin. a’ 
woraus man CO und C, beftimmen kann, wenn x, und v, belannt find. 
Aus ir 
482 
ſchleunigung Null ift, wenn x Sin. —= (l — x) sin«', d. h. wenn die unteren 
Rettenenden D und E in einer und derjelben Horizontalen liegen. 


und vo =a(C — GC), 
= 7 [x sin. « — (I— x) sin. a’) ergiebt fi ferner, daß die Be: 
8. 296. Princip der lebendigen Kräfte. Das in $. 77 fr den materiellen 


Punkt als richtig nachgewiefene Princip der lebendigen Kräfte behält aud) 
feine Gültigkeit für ein beliebiges Maſſenſyſtem, welches unter der Einwirkung 
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verjchiedener Kräfte fteht, wie fi) in folgender Art zeigen läßt. Nach ben 
vorigen Paragraphen Tann man einen jeden Punkt eines feften Suftems als 
frei beweglich betrachten, wenn man nur zu den an ihm angreifenden 
äußeren Kräften gleichzeitig die durch die Verbindungen auf ihn ausge⸗ 
übten inneren Kräfte hinzufügt. Man kann daher das Princip der Ieben- 
digen Kräfte auf ihn anwenden und findet: 

v — v⸗ 


M“-—.—- =P.a +8. 


wenn Ss; und 3 bie Projectionen des Weges von M auf die refpectiven 
Richtungen von P und S und vı.refp. v die Gefchwindigfeiten zu Anfang 
und Ende der betrachteten Bewegung bedeuten. Da dies für alle Puntte 
M gilt, jo dat man aud) 


2 (m “ > \-E(P.s) FE (8.0). 


Hierin bedeutet Z (P. s,) die Geſammtarbeit aller äußeren Kräfte und 
& (8. 8) diejenige aller inneren. Letztere ift nad) $. 294 aber ſtets gleich 
Null, jo daß man hat 


z(u® zZ (P.a)), 


d. h. wenn ein beliebiges Sytem mit einander verbundener 
Maffen unter Einfluß der darauf wirtenden Kräfte eine 
Bewegung macht, fo ift die Arbeit der äußeren Kräfte gleid 
dem halben Zuwachs der lebendigen Kräfte aller Mafjen- 
theile zufammen. 

Dean fann das Brincip der lebendigen Kräfte aud aus dem d’Alembert’- 
fchen Principe direct herleiten. Denkt man ſich nämlich dem Syfteme eine 
ſolche unendlich Heine Bewegung gegeben, wie fie unter Einfluß der Kräfte 
wirflich eintritt, fegt man aljo O2, Oy, 98 anftatt Iz, Iy, Iz, fo 
bat man 


z[(z- 2% 0.+(Y— u)dv+(z- u: | =0, 


oder 





02x — 
SM Fr Ox +2 —* — 2 SE Ede —2(X0x + Yoy-+ Z0s). 
Nun ift aber 
(5) ni ++ 
und daraus 
oe?) _ de O?e 





x 0°x 
21 2 FIT] + PL = u +2 Dr de’ deshalb kann man 
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zu (Ge + Gy + de) = hOZMeN) 
fegen, d. h. man erhält die Gleichung: 
1,93 (Mv?) = Z(Xdx + Yöy + Z0>), 
oder durch Integration zwifchen dem Anfangs und Endzuftande der Be 
wegung, welchen die Gejchwindigfeiten v und v, und die Koordinaten z, y, £ 
und 2, %ı,2, entjprechen, erhält man: 
zıyıfı 


z(m Az (#5) =) zx0s + Yöy+ Zoe), 


welche Gleichung offenbar mit der obigen weſentlich übereinſtimmt. 

Geſetzt, e8 fein X, T, Z nur von den Coordinaten z, y, 2, nicht aber 
direct von der Zeit £ abhängig, und gefegt, e8 eriftire eine Junction f(xys) 
derart, daß 

Z(N— u ‚zn-,2zd)- Z, 


fo ift der Ausdrud & de + Yoy N Z 02) —* has volftändige 
Differenzial von f(x, y, 2), und e8 läßt fich die oben angegebene Integration 
ausführen, wodurd man erhält: 


z (uf) 2 (u5)=rann) — fen 


In diefem Falle läßt fi alſo der Zuwachs an lebendiger Kraft eines 
Syſtems von Bunkten aus den Werthen angeben, welche die Function 
S(xye) annimmt, d. h. aus den Koordinaten oder den Tagen der einzelnen 
Syitempunfte. 

In dem befonderen Falle, wo 2(X0x + YOy + Zoe) = 0 ift, 
wird das Integral, alfo f(x y 2) glei einer Conftanten C, und alſo 
F (aı Yyı 21) - Fly) — 0; d. h. das Syſtem ändert feine lebendige 
Kraft nicht. Man ſpricht dann wohl von dem Principe der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. 

Diefer Fall ift dadurch gekennzeichnet, daß die äußeren Kräfte, deren Com- 
ponenten X, X, Z find, unter fic im Gleichgewichte ftehen würden, wenn 
nicht das Syſtem einmal in Bewegung wäre. 8 befindet fi in dieſem 
Falle z. B. eine Maſchine während ihres gewöhnlichen gleichfürmigen Ganges, 
wo die beivegenden Kräfte gerade jo viel Arbeit verrichten, wie die nüglichen 
und ſchädlichen Widerftände für ſich gebrauchen. Hätten die einzelnen Dr- 
gane nicht ſchon eine gewiffe Gefchwindigfeit erlangt (während der Zeit des 
Anlaufens, wo die widerftehenden Kräfte gering waren), jo würden bie 
fänmtlidyen Kräfte fi) im Sleichgewichte halten, d. h. eine Bewegung nicht 
zu erzeugen vermögen. Dan nennt diefen Zuftand, welcher für die Arbeit der 
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Mafchinen ſtets anzuftreben ift, den Beharrungszuftand oder das 
Gleihgewicht in ber Bewegung. 


Niveauflächen. Die im vorigen Paragraphen erwähnte Function 
SF (zye) hat in dem Yalle eine intereflante geometrifche Bedeutung, wo es 
fi) um die Bewegung nur eines materiellen Punktes handelt. Es ftellt 
nämlich diefe Function eine gewiſſe Beziehung dar zwifchen den Coordinaten 
des bewegten Punktes. Setzt man diefe Function gleich einer gewifjen Con⸗ 
flanten C, was gleichbedeutend ift mit 

O[f(zye)] = Xox + Yöy-+ Zde =, 
fo ftellt die Gleichung f (eye) = C nad) den Lehren der analytifchen 
Geometrie eine beſtimmte Fläche dar, welche alle diejenigen Punkte enthält, 
deren Coordinaten die Gleihung f (xyz) — C erfüllen. Denkt man den 
materiellen Punkt auf diefer Tläche ſich bewegend, jo werden feine Coordi- 
naten in jeder Tage die Function f (eyz) — C maden, und die lebendige 
Kraft des Punktes wird bei der Bewegung deflelben nicht geändert. Man 
nennt diefe Fläche eine Niveaufläche für den Punkt. Denkt man ſich nun 
der Yunction f (sye) nad) und nad) alle möglichen Werthe beigelegt, fo 
erhält man eine Schaar verjchiedener Niveauflächen, welche ſämmtlich die 
bemerkte Eigenfchaft haben, daß der bewegte Punkt conftant feine lebendige 
Kraft beibehält, jo Lange er bei feiner Bewegung auf derjelben Niveaufläche 
verbleibt. - Wenn Hingegen der. Punkt eine Bewegung annimmt, vermöge 
deren er aus einer Wiveaufläche f(xyz) = C, in eine andere f (zye)— G; 
üibergeht, fo ändert ſich feine lebendige Kraft um die Größe C2 — Cı, und 
diefe Größe ift alſo gar nicht abhängig von dem Wege, weder von der Rich— 
tung noch der Länge deflelben, auf welchen der Punft M von der Niveau- 
flädye CO, zu derjenigen C, gelangt iſt. Ebenſo ift hieraus erfichtlich, daß 
der Punkt M auf feiner beliebigen Bewegung jedesmal denfelben Betrag 
lebendiger Kraft enthält, jo oft er eine und diefelbe Niveaufläche durchkreuzt. 

So lange der Punkt bei feiner Bewegung in einer Niveaufläche verbleibt, 
ift nad) dem Borftehenden die Befchleunigung Null, weil die Geſchwindigkeit 
conjtant bleibt. Es halten ſich während diefer Bewegung ſämmtliche auf 


den Punkt wirkende Kräfte im Gleichgewichte, wie ſchon aus der Bedin⸗ 


gung Xöxz + Yöy + Z9z = 0 nad) dem Principe der virtuellen 
Momente folgt. 

Es iſt endlich auch leicht zu erkennen, daß die auf den Punkt M wirkende 
befchleunigende Kraft P in jedem Punkte der Bewegung von M normal ift 
zu derjenigen Niveaufläche, welche durd) diefen Punkt Hindurchgeht *). 


*) Der Beweis ift folgender: Für die Riveauftache iſt Xdc+ ToVCdO. 


X 23x 3 Z 233 
Dividirt man durh Pas, jo folgt DB 5 4 P; + — Bu” 0, welches 
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Steht der Punkt M nur unter dem Einfluffe der Schwerkraft g, fo bat 
man, wenn die pofitive Z⸗Are vertical aufwärts genommen wird: 
x=0, Y=0; Z= — Mo; 
daher flir die Nivenuflächen: 
- X02 + Yöy + Ze =0 +0 — Myde =0, 
woraus 
mn —=/- Mods = — Mgs + C folgt 


C beitimmt fid) aus dem Anfangszuftande, wenn man die Geſchwindigkeit 
v= m für z = 0 kennt, fo folgt: 


v2? 
C=M 2’ daher 
m n — Moe. 

Die Niveauflächen find daher horizontale Ebenen. 
Iſt ferner der Körper außer der Schwerkraft noch einer horizontalen 

Fig. 532. Kraft unterworfen, welche proportional der 
£-Ordinate fein mag (3. B. der Eentrifugafs 
fraft, |. fpäter), fo hat man, Fig. 532, 
X=M.a, Y=0; Z= — Mg; 
daher für die Niveauflächen: 
X0x+ Z02=M.ardx— Mg9.ds=0. 

Dies integrirt giebt: 
Max? 











3 — M 9 = C 
die Gleichung einer Parabel, deren Hauptare mit der ZAge übereinftimmt, 
und deren Scheitel um — —— unter der X-Are liegt. 


Mg 


$. 298. Gesetz des Schwerpunktes. Wenn x, y, # die Coordinaten eines 


beliebigen Maſſentheilchens m eines Körpers, und ’, y’, æ die Coordinaten 

von dem Schwerpuntte des Körpers find, fo hat man nad) $. 107: 
Zmx—= Mid, £Emy= My; Z ms —= Me; 

wenn M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet. 


auch cos.a cos. + cos. b cos.ß + cos.c cos.y = 0 fi ſchreiben läßt, 
unter a, d. die Winkel der Aren mit P und unter a, ß,y die Winkel der Axen 
mit der Tangentialebene in M an die Niveauflädhe veritanden. Jene Gleichung 
drüdt aber die Bedingung des Senkrechtſtehens von P auf der Niveauflädhe aus. 
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Diefe Gleichungen müſſen in jedem Augenblide auch dann erfüllt fein, 
wer der Körper in Bewegung iſt. Faſſen; wir eine ſehr kleine Bewe⸗ 
gung ins Auge, fo daß x um x, y um Iy und s um I zugenommen 
bat, fo hat =’ um Ir’, y um Ay’ und 2’ um 4* fich verändert. Dann 
muß ebenfalls EZ m(z + Iz)—= M (x + Ir) und fo fort fein. 

Durch Subtraction findet fich 
Zm.ds=M.Ic,;, Zm.dy—=M.Iy; Zm.dse=M.Is. 

Dividirt man diefe Gleichungen durch die Zeit It, welche zur Bewegung 


gebraucht worden, und beruckſichtigt, daß gleich der nad) der XAxe ge⸗ 


nommenen Geſchwindigkeitscomponente v, ift, u. |. w., fo folgt: 
Z mv, = Mv,; Z mv, = Mu; 2 mu, = Mv/. 
Mit Hülfe der Differenzialrechnung befommt man dieſes Reſultat ein- 
facher durch Differenziren nachet, nämlich 


02 Ox Oy öy gr 08 
Zn -MUymim Meng -Mg 
Es ift alfo bei einem beliebig bewegten freien Körper in jedem Augen⸗ 
blide die Summe der Producte aus den einzelnen Mafjentheilhen in die 
nad) einer beliebigen Richtung genommenen Gefchwindigfeitscomponenten ber 
felben gleich dem Producte aus der ganzen Maffe des. Körpers in die nad) 
derjelben Richtung genommene (Sefchwindigkeitscomponente des Schwerpunktes. 

Durch ein abermaliges Differenziven erhält man die ganz analoge Be⸗ 


ziehung: 
02 _ _, 0?7 a .,y Be _,,eE 
um a or ur 00’ zum 082 Yan 9’ zum 08 ur 77] 1 


Bei einem beliebig bewegten freien Körper ift die Summe der Probiicte 
der einzelnen Maſſentheilchen in ihre nad) einer beliebigen Richtung genom- 
menen .Befchleunigumgen gleich dem Producte aus ber ganzen Mafle des 
Körpers in die nad) derfelben Richtung genommene Bejchleunigung. 
Bezeichnen nun wieder X, Y, Z die Componenten der äußeren Kräfte 
nad) den Axen, fo mitflen, ba die verlorenen Kräfte im Gleichgewichte ftehen, 
die Gleichungen erfüllt fein: 

03y 0?g 


02r2\ , oy\ 98 
z(X-n;a)=0;2(r—-m 31: =0;2(Z m =—=(, 
und alſo folgt auch: 


02 2 ay 0° 
ZX=UTZEI=UTSZEZ=UTG 


Die vorftehenden Reſultate befagen, daß der Schwerpunkt eines 
beliebigen frei bewegliden Maſſenſyſtems, welhes unter 
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Einwirkung beliebiger Kräfte ſteht, ſich gerade ſo bewegt, 
als wären ſämmtliche Maſſentheilchen in ihm vereinigt, 
und hätten ſämmtliche äußere Kräfte in ihm ihren gemein— 
ſchaftlichen Angriffspunkt. Durch irgend welche innere Kräfte kann 
dieſe Bewegung nicht geändert werden, da die inneren Kräfte nach 8. 294 
ſtets paarweiſe gleich und entgegengeſetzt auftreten und ſich alſo gegenſeitig 
vernichten. 


8. 299. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. Wenn ein ſtarrer Kör- 
per, den man als materiellen Punkt betrachten mag, unter der Einwirkung 
äußerer Kräfte in Bewegung gelangt, fo befchreibt er eine Bahn, deren Be- 
ichaffenheit im Allgemeinen durch die Entwidelungen des erjten Abfchnittes 
feftgeftellt worden iſt. Insbeſondere ift in 8. 46 gezeigt, daß bei einer 
frummlinigen Bewegung 


die Tangentialgeſchwindigkeit u — 08 


ot’ 
2 
die Tangentialbefchleunigung 9, — = = = » 
2 
die Normafacceleration Vn — — oRr iſt, 


vorausgeſetzt, daß hier unter O3 das Wegelement, unter r der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer der Bahn umd unter o die Winkelgeſchwindigkeit verftanden: ift, 


2 
ſo daß v = or und — — 0@?r gejegt werden kann. Soll der ganz frei 


gedachte Punkt eine gewifle Curve von beftimmten Krlimmungsverhäftnifien 
durchlaufen, fo muß die Normalbefchleunigung in jedem Punkte obigen Werth 


2 
— baden, und ebenfo muß ber Werth der ZTangentialacceleration überall 


gleich ® fein, wenn für die Gefchwindigkeit v in der tangentialen Richtung 

der Bahn ebenfalls beſtimmte Feſtſetzungen gemacht find. Es muß 5. B. 
2 

die Normalacceleration — conftant jein, wenn bie Bahn Treisförmig, d. h. 


wenn * conftant ift, und es muß die Tangentialacceleration gleich Null ein, 
wenn die Bewegung eine gleichmäßige fein ſoll. Dabet iſt zu bemerken, daß 
die Tangentialacceleration nur eine Veränderung der Gefchwindigkeit und 
nicht ber Richtung, hingegen die Normalacceleration nur eine Veränderung 
der Richtung, d. i. der Bahnfrimmung, aber nicht der Gefchwindigkeit her⸗ 
beiführen kann. 

Wenn M die Maffe des Körpers bezeichnet, fo find nad) 8. 58 die bewe⸗ 
genden Kräfte, welche zur Erzeugung jener Beichleunigung erforderlich find: 
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in der Richtung der Tangene P=M 2 


und in der Richtung der Normale N = M -_ 


Man erkennt hieraus, daß es möglich fein muß, einen frei beweglichen 
Punkt in jeder beliebigen Bahn mit beliebiger Geſchwindigkeit zu bewegen, 
vorausgefegt, daß man den beichleunigenben Kräften in jedem Augenblide 
diejenige Richtung und Intenfität geben kann, welche, der Natur der Bahn 
und beabfichtigten Bewegung entiprechend, aus obigen Formeln fich ergeben. 

In der Praris ift dieſes Mittel in vielen Fällen nicht möglich, und er- 
reicht man den Zwed, den Körper in einer beſtimmten Bahn zu bewegen, in 
ber Weife, daß man den Körper buch Führungen, Leitflächen, Schnüre ober 
in fonftiger Weife zwingt, die gewünſchte Bahn eimzufchlagen. Die An- 
wendung derartiger Leitcurven und Führungen ift namentlich fir den Ma⸗ 
fchinenbau von großer Bedeutung. 


Da der Körper ohne folche Hülfsmittel nur unter Einfluß der ihn trei- 
benben Kräfte eine ganz andere nad) $. 58 zu beftimmenbe Bahn durchlaufen 
mwitrde, fo hat man den Einfluß einer folhen Führung in einer Abänderung 
diefer letztgedachten Bahn zu erkennen. Es kann diefe Aenderung der Bahn, 
welche ber frei gedachte Körper befchreiben wiirde, nur durch Kräfte ge- 
ſchehen, wie fie der wirklichen Bewegung entſprechen, und man muß daher 
annehmen, daß die Leitbahn ſelbſt dieſe Kräfte in Form eines gewiſſen 
Zwanges auf den Körper ausübt, welcher ſeinerſeits wieder in gleicher 
Stärke auf die Leitung zurückwirkt. 


Man kann nun offenbar die Bewegung eines ſolchen nicht freien, durch 
Leitflächen geführten Körpers ebenſo wie die eines vollkommen freien ma- 
teriellen Punktes berechnen, fobald man die Führungen durch die Wider⸗ 
ftandöfräfte erfegt denkt, welche fie auf den Körper ausüben. Dieſe Wider- 
ftandsfräfte müflen in jedem Augenblide der Bewegung mit den äußeren 
Kräften zufammen den Bedingungen der fpeciell vorliegenden Bewegung 
eutſprechen. 


Denkt man ſich z. B. einen Körper in einem horizontalen kreisförmigen 
Ringe durch eine tangential wirkende Kraft herumbewegt, ſo wird der Ring 
den Körper in jedem Augenblicke an dem tangentialen Fortgeſchleudertwerden 
verhindern ai Aeußerung einer radial nad) innen wirkenden Kraft, deren 


©röße M- = bett Wollte man anftatt des Ringes einen Taden anwen⸗ 


den, welier i im Mittelpunkte befeftigt, am freien Ende mit dem Korper ver- 
bunden ift, jo wilde die Spannung befjelben von der nämlichen Größe fein. 
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Was die Richtung anbetrifft, in welcher die zur Führung des Körpers 
angewandten Mittel ihre MWiderftandöfräfte äußern können, jo hängt diefelbe 
natürlich von der Art diefer Mittel jelbt ab. Wendet man dazu Schnüre, 
Fäden, Ketten u. ſ. w. an, fo ift e8 Har, daß diefe nur als Zugfraftorgane 
dienen, d. h. nur folche Kräfte auf den Körper ausüben können, welche von 
dem leßteren nad) dem Befeſtigungspunkte Hin gerichtet find, während ftarre 
Körper, wie z. B. ſtangenförmige Lenkſchienen, Kräfte auszuiben vermögen, 
welche in der geraden Verbindungslinie zwifchen dem geführten Punkte und 
dem Feſtpunkte ſowohl nad) der einen wie nad) der entgegengefetten Rich⸗ 
tung wirken. Andere als in diefe Verbindungslinie fallende Kräfte können 
fie aber nicht äußern, ſobald man von ber Zapfenreibung abfieht. Ebenſo 
ift eine Leiteurve ober Führungsfläche, wenn man diefelbe als volllommen 
glatt vorausfegt, nur im Stande in der Richtung ihrer Normalen auf den 
geführten Punkt zu wirken, und zwar auch nır nad) derjenigen Seite hin, 
auf welcher der geführte Körper fich befindet. Da die Materialien bei 
Führungsflächen aber immer mehr oder weniger raub find, fo wirb jede 
Leitfläche außer ihrem normalen Widerftande auch noch mit einem tangen- 
tialen Wiberftande auf den geführten Körper einwirken Tünnen und zwar 
höchftens bis zu dem Betrage der Reibung. In $. 171 m. f. ift gezeigt 
worden, wie diefer Betrag aus dem Normaldrude ſich beſtimmt, und daß 
berfelbe immer der eintretenden Bewegung entgegengefegt gerichtet ift. 

Bezeichne P die Refultante aller auf den materiellen Punkt wirkenden 
äußeren Kräfte, fer « ber Winkel, unter welchen biefelbe die Bahnrichtung 
ichneidet und r der Krimmungshalbmeffer der Bahn in dem betradjteten 
Punkte, fo ft P sin. & die von den äußeren Kräften audgelibte normale be- 
ichleunigende Kraft, und es wird daher von ber Leitfläche eine Normalkraft 
N gefordert, welche der Bedingung entfpridit : 


v2 
N+Psina= M— , 
worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ift, je nachdem die Com⸗ 
ponente P sin. a nad) dem Krümmungsmittelpunfte hin oder ent- 
2 
gegengeſetzt gerichtet ift. Tür ben Fall, dag Psin.« = M — und nad) 


dem Krümmungsmittelpunkte hin gerichtet ift, füllt N gleich Null aus, d. h. die 
Führungsfläche wäre für diefen Fall unnöthig, der Körper würde ſich frei 
ebenſo bewegen (Planetenbahnen). 

Der Druck R, welchen der Körper gegen die Führungsfläche ausübt, iſt na⸗ 
titelich der Normalkraft N ftets gleich und entgegengeſetzt, daher offenbar dırcd) 


2 
R=—N=— (m T Pin. «) gegeben. 
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Hierin bedeutet das Minuszeichen vor dem Ausdrude nur die N ents 

gegengejegte Richtung von R, d. 5. von dem Krümmungsmittelpunfte 
heraus, und zwar gilt hier auch das obere Zeichen (—), wenn P sin. « 
nad) dem Mittelpunkte hin gerichtet ift, daS untere bei einer Richtung von 
P sin. & von dem Kriimmungsmittelpunfte her. Wenn der Ausdruck in der 
Klammer negativ, aljo R pofitiv wird, fo deutet dies auf eine Richtung des 
Normaldrudes R nad dem Krümmungsmittelpunfte Hin, die Füh- 
rungsfläche müßte dem entjprechend angeorbnet werden. 

Die in der Bahnrichtung wirkende Kraft ift durch Pcos.« — PN ge 
geben, unter ꝙ den betreffenden Xeibungscoefficienten veritanden. Wenn 
man die Reibung nicht berüdfichtigt, jo ift die tangential bewegende Kraft 
durch) Pcos.& ausgedrüdt, und man hat dann 

0V 02 5 
Pcos.a = — 2" 
Segt man hierin « — 90°, fo folgt 
0v 
Pcse.ce=0=M Frk 
oder das Integral 
Mv —= Const. 


Wenn daher die Reſultirende der äußeren Kräfte ftet8 normal zur Bahn- 
rihtung wirft, jo behält der Körper feine Gefchwindigfeit unverändert bei. 
Daffelbe gilt aud) dann, wenn P = 0 ift, der Körper aljo äußeren Kräften 
gar nicht unterworfen ift, fondern nur eine gewiſſe Anfangsgefchwindigfeit 
v beſitzt. Man fchließt daraus, dag, von der Reibung abgejehen, eine Leit⸗ 
fläche, auf welcher jich ein äußeren Kräften nicht unterworfener Körper mit 
einer gewiffen Anfangsgejhwindigfeit bewegt, ohne Einfluß 
auf die Geſchwindigkeit ift. 


Relative Bewegung. In $. 47 wurde bereit8 die relative Bewegung $. 300. 
zweier Punkte, d. i. die Bewegung eines Punktes gegen einen anderen felbft 
auch bewegten Punkt unterfuht. Es handelt ſich jegt um die Unterfuchung 
des Falles, wo ein Körper gegen ein Syften von Punkten eine Bewegung 
hat, und wo dieſes Syſtem felbft wieder und mit ihm der Körper eine felb- 
fländige Bewegung im Raume, d. h. gegen ein feſtes Coordinatenfyftem hat. 
Da die Erde fich bewegt, jo find eigentlich alle gewöhnlich vorkommenden 
Bewegungen von diefer zufammengefegten Art, doch beachten wir in der 
Regel nur die relative Bewegung der Körper gegen unferen Standpunkt, 
welche uns, da wir felbft die Bewegung der Erde mitmachen, ohne etwas 
davon zu merken, als eine abjolute Bewegung im ftillftehenden Raume 
ericheint. In der Mafchinentechnit kommen nun vielfach derartige Fälle 

Weisbach's Lehrbuch ver Mechanil. I. 43 
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zufanmengefegter Bewegungen vor, fo daß die Entwidelung der beftimmenden 
Elemente der relativen Bewegung von Wichtigkeit if. 

Wir denken uns ein abjolut feftliegendes Arenſyſtem, auf welches wir die 
Bewegungen des bewegten Syſtems ſowohl wie die des Punktes beziehen. 
Es ift aus dem Borhergehenden deutlich, wa8 man unter Weg, Geſchwindig⸗ 
feit, Befchleunigung , befchleunigender Kraft u. f. w. irgend eines Syſtem⸗ 
punftes zu verftehen hat. Es foll die abfolute Geſchwindigkeit und Be 
fchleunigung irgend eines Syftempunftes, bezogen auf ein vollftändig feftlies 
gendes Coordinatenſyſtem im Raume, mit v, und p, bezeichnet werden. Ebenfo 
follen v, und p, die abfolute Gejchwindigfeit und Beſchleunigung des ins 
Auge gefaßten materiellen Punktes gegen ebendaflelbe feſte Axenſyſtem bes 
zeichnen. Die Bedeutung diefer Größen und die Beziehungen von p und v 
find aus den vorhergehenden Unterfuchungen befannt. 

Mit dem bewegten Syſteme wollen wir ein Arenfreuz feit verbunden denen, 
fo daß daſſelbe an ‘der abjoluten Bewegung des Syſtems Theil nimmt. 
Gefegt, wir befänden uns mit diefem bewegten Syfteme ebenfalls in Verbin⸗ 
dung, jo daß wir an ber Bewegung des Syſtems in berjelben Weiſe Theil 
hätten, ohne es zu merfen, wie wir an der Bewegung der Erde Theil nehmen, 
fo würde ung die Bewegung des Punktes innerhalb des Syftems ebenfo als 
eine abfolute Bewegung vorkommen, wie und die Bewegungen der Körper 
auf der Erde im gewöhnlichen Leben als abſolute erfcheinen. Es ift bei 
diefer Vorſtellung offenbar nicht fchwierig, die Begriffe Weg, Gefchwindigfeit, 
Beſchleunigung, beichleunigende Kraft, lebendige Kraft ohne Weiteres auf die 
relative Bewegung des Punktes zu übertragen. Man meint damit bafjelbe, 
was man hinfichtlich der abjoluten Bewegung darunter verfteht, und hat man 
dabei diejenige abjolute Bewegung zu Grunde zu legen, welche der Punkt 
haben witrde, wenn das ganze Syſtem als ftillftehend vorausgefegt würde. 
Auf diefe Weile find die Gefege der relativen Bewegung auf die bekannten 
der abfoluten Bewegung zurüdgeführt. Es feien die relative Geſchwindigkeit 
und Beichleunigung des bewegten Punktes M mit ©, und 9, bezeichnet. 

‚ Um die Beziehungen zwiſchen relativen und abfoluten Gejchwindigfeiten 
und Beichleunigungen zu finden, kann man folgende Betrachtung anftellen. 
An ber relativen Bewegung des Punktes M gegen das Syftem wird offenbar 
Nichts geändert, wenn man dem Syfteme noch eine neue beliebige Bewegung 
hinzufügt, vorauögejegt nur, daß man dem Punkte M aud) genau diejenige 
Bewegung ertheilt, welche demjenigen Syſtempunkte hinzugefügt wurde, der 
augenblidlich mit M zufammenfält. Denkt man fid) nun diefe zufägliche 
Bewegung jo bemeilen, daß fie gerade gleich und entgegengejegt iſt mit der 
abjoluten Bewegung, welche das Syſtem hat, jo wird die Bewegung des 
Syſtems dadurch aufgehoben, e8 wird das Syſtem ein ruhendes, daher ift die 
Bewegung des Punktes M in dem Syfteme nunmehr eine abfolute geworden. 
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Diefe Bewegung des Punktes MM beiteht aber aus der abjoluten Bewegung 
deflelben und der hinzugefügten entgegengefegten abjoluten Bewegung des mit 
M. zufammenfallenden Syftempunftes. Dan kann daher den Sag aufitellen: 
Die relative Bewegung eines Punktes gegen ein bewegtes 
Spyftem ift die Refultante aus feiner abfoluten Bewegung 
und der entgegengejegt genommenen Bewegung des mit M 
zufammenfallenden Syftempunftes. Diefer Sat gilt offenbar 
auch von den Geſchwindigkeiten, denn man braucht als die betreffenden Wege 
nur die in der Zeiteinheit zuriidgelegten anzunehmen; es ift alfo auch die 
relative Gefchwindigfeit in jedem Augenblide gleich der 
Refultante aus der abfoluten Gefhwindigfeit des Punktes 
und der entgegengefegt genommenen Geſchwindigkeit des 
mit ihm zufammenfallenden Syftempunftes. 
Nimmt man al8 bewegtes Syften z. B. die Schaufel AB, Fig. 583, 
eines Wafferrades, welche mit der Geſchwindigkeit », — AD fich bewegt, 
Sig. 533. fo daß ihre Tage aus AB in die nahezu parallele 
ED übergeit. Ein Waſſertropfen treffe bie 
Schaufel in A mit der Geſchwindigkeit AC—v,. 
Wenn nun der Tropfen in der Zeiteinheit von A 
nad) C fich bewegt Hat, ift die Schaufel in bie 
Lage DE geführt, und diejelbe wird jett, voraus- 
geſetzt, daß in A ein Stoß nicht ftattgefunden hat, 
in C von dem Tropfen berührt. Es ift folglich) 
die Größe DO die Berfchiebung, welche der Tropfen entlang der Schaufel 
in der Zeiteinheit erlitten hat, oder die relative Gefchwindigfeit des Waſſers 
v, gegen die Schaufel. Zieht man CF parallel und gleih AD, fo findet man 
die relative Geſchwindigkeit AF—= DC — v, ald Refultante der abfoluten 
Geſchwindigkeit AC des Waſſers und der entgegengefegten Geſchwindigkeit 
der Schaufel. Die Geſchwindigkeit v, der Schaufel ift Hier geradlinig und 
in A jo groß angenommen wie in F, was unbedenklich gejchehen kann, 
wenn man die Zeiteinheit und folglich die Größen AD, AC und AF ſehr 
fein und den Radhalbmefler groß gegen AB annimmt. 


Fı 





Beschleunigung der relativen Bewegung. Der hier gefundene 
Sat über die relative Gefchwindigfeit eined Körpers gegen ein bewegtes 
Syſtem ftimmt mit dem in $. 47 angeführten, welcher ſich auf die relative 
Bewegung bezieht, vollftändig liberein. Nicht fo einfach geftaltet fich die 
Beziehung hinſichtlich der relativen Befhleunigung, und es foll bei 
der Wichtigkeit diefes Gegenftandes fir gewiffe Zweige ber Technik, nament- 
ih für den Zurbinenbau, da8 Maß für die relative Befchleunigung im 
Folgenden ermittelt werden. 

45* 
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Zu dem Zwecke empfiehlt es fi), zunächft das Wefen der Beichleunigung 
felbft etwas näher ins Auge zu fallen. Set AB, Fig. 534, die Bahn 
Fig. 534. eines materiellen Punktes M, welche er 
unter Einfluß der auf ihn wirkenden 
Kräfte beichreibt. In einem gewiflen 
Augenblide, wo fich der Punkt M in A 
* befindet, habe er eine tangentiale Ge⸗ 
ſchwindigkeit v, vermöge deren er in der 
feinen Zeit 7 um die Größe vr— AC 
in der Tangente AD an die Bahn fid) 
bewegen würde, vorausgefeßt, daß alle Kräfte in dieſem Augenblide aufhörten 
zu wirken. Da dies nicht der Fall ift, jo wird der Punkt nach Ablauf der 
Zeit T nicht in C fein, und wenn es fi) nun findet, daß er im Gegentheil 
nad) Ablauf der Zeit z in B ift, jo muß man fließen, daß der Einfluß 
aller äußeren Kräfte auf den materiellen Punkt von jolcher Beichaffenheit ift, 
daß dadurch der Punkt aus der Tage C, in die er ohne jene Kräfte gekom⸗ 
men wäre, nad) feiner wirklichen Lage B geführt wird, und ift diefe Wirkung 
in berfelben Zeit 7 vor fich gegangen. Da man die befchleunigenden Kräfte 
während der jehr Kleinen Zeit T conftant vorausfegen darf, jo muß man 
annehmen, daß die Bewegung von C nad) B eine gleichförmig veränderliche 
ift, und man hat nach $. 11, III. die Beichleunigung 





__2s _2CB 
pen 
Man hat der Größe CB wohl den Namen Abweichung oder Deviation 


gegeben. 
Um nun die relative Beichleunigung des materiellen Punktes zu finden, 
fet vorausgeſetzt, vab 5 die Bewegungen des Punktes und des bewegten Syſtems 
Fis. in einer Ebene erfolgen, da dieſe Vor⸗ 
ausjegung in den Fällen, welche uns 
interefjiren, meiftens zutrifft. ‘Der ma- 
terielle BPunft A fer in einem beſtimmten 
Augenblide in A, Fig. 535, und be 
jchreibe die Bahn A CD relativ zu dem 
bewegten Syſteme. (Man kann fid) 3. B 
als Syftem ein horizontales Turbinenrad 
und als relative Bahn eine Schaufel 
ACD denken, auf welder ein Waffer- 
tropfen fich entlang ſchiebt, dann tft die 
Schaufel der relative Weg des Wafler- 
tropfens in Hinficht auf das bewegte Rab.) 
In A habe der Punft M eine relative 
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Geſchwindigkeit v,, vermöge deren er in der Heinen Zeit v um vr = AB 
fich) bewegen würde, wenn er mit diefer Gefchwinbigfeit fich gleichförmig be⸗ 
wegte. Der materielle Punkt fei aber nach der Zeit z in dem Punkte C 
der relativen Bahn angelangt, folglich iſt 3 C nad) dem Obigen die Ab- 
weichung der relativen Bewegung und gegeben duch BC = Y/amrt2, 
wenn 2, die relative Beichleunigung ift. 

Der Punkt A des Syftems foll in der Zeit 7 die Bahn A F', der Syſtem⸗ 
puntt D die Bahn DM beichreiben, fo daß die relative Bahn von M 
(Schaufel) nad) der Zeit T aus der Tage ACD in diejenige FH gelangt 
jein mag, und zwar foll diefe Bewegung von A nah Fund D nach A 
eine ganz beliebige fein, e8 ift nicht nöthig, wie dies bei Turbinenrädern ber 
Fall ift, daß AF und DH zwei concentrifche Kreisbögen um die Drehare 
fein. Die Geſchwindigkeit v, des Syftempunftes A foll eine ſolche fein, 
daß A in ber Zeit r den Weg v,r —= AB in ber Tangente an die Bahn 
AF yzurüdlegen würde, wenn A in dem betrachteten Augenblide fich gleid)- 
fürmig weiter bewegen wiirde. Da aber nad) der Zeit v der Syſtempunkt 
A in F fi befindet, fo iſt EF die Abweihung der Bewegung bes 
Syitempunftes, und man hat wieder EF — 1/, 9,72, unter p, die be 
treffende Beſchleunigung der Syſtembewegung verftanden. Die Diagonale 
AG aus AB und AE ftellt offenbar die Richtung der abfoluten Bewegung 
dar, welche der materielle Punkt M in dem Augenblicke hat, wo er ſich in A 
befindet, und es würde M offenbar in der Zeit T von A nad; G geflihrt 
werden, wenn die befcjleunigenden Kräfte in dem Augenblide aufhörten, wo 
M in A fi befindet. In Wirklichkeit ift der materielle Punft M nad) 
der Zeit v aber nicht in G, fondern irgendwo auf feiner relativen Bahn 
(Schaufel), welche nach Verlauf der Zeit 7 die Lage FJ/H einnimmt. Wür⸗ 
den wir diefen Ort fennen, fo hätten wir nur G mit ihm zu verbinden, um 
in der Berbindungslinie analog dem Bisherigen die Größe der abfoluten 
Abweichung und daraus die abfolute Beichleunigung zu finden. Der 
wirkliche Ort des materiellen Punktes M findet fich aber leicht, wenn man 
die einzelnen Bewegungen defjelben in bem Syfteme und mit dem Syſteme 
nicht gleichzeitig, fondern nad) einander vorgenommen denkt. Stellen wir 
ums zunüchſt das Syſtem als ftillftehend vor, fo bewegt fich nad) dem Vorigen 
der materielle Punft M von A nad) O. Jetzt wollen wir die Bewegung 
des Syſtems folgen lafien, d. h. die relative Bahn aus ihrer Anfangslage 
ACD in die Endlage F’J H überführen. 

Es läßt fich leicht einfehen, daß jede Bewegung eines feiten Syſtems ſich 
zerlegen läßt in eine Verfchiebung, wobei alle Linien ſich parallel verfegen, 
und eine Drehung um eine gewiffe Are. So künnen wir auch hier die Ver⸗ 
jfegung der Bahn ACD nah FIH fo vornehmen, daß A CD zunächſt 
parallel mit fich felbft nad; FC, D; verichoben und aus diefer Mittellage 
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durch eine Drehung um F in die Endlage FI H gedreht wird. Die parallele 
Berichiebung fei dabei fo vorgenommen, daß A erft nad) E und dann von 
E nad) F geführt werde. Nach der erften Verſchiebung des Syſtems, bei 
welcher der in A befindliche Punft nad) Z gelangt, fällt die Tangente 4 B 
offenbar nah ZG. Bei der zweiten Berjchiebung von E nad F erhält 
man die Tage, welche der urſprünglich in B gelegene Endpunkt der Tangente 
AB einninmt, in B,, wenn man GB, glei und parallel &.F aufträgt. 
Setzt findet man die Lage, welche der materielle Punkt M nad) diefen beiden 
Berjchiebungen einnimmt, in C,, wenn 
man Bi Cı parallel und gleih BC an- 
trägt. 

Die relative Bahn ift nunmehr in die 
tage FC, Ds gelangt. Durch eine 
Drehung um F bringt man fie nun in 
die Endlage FJH, wobei C, nad J 
fällt, und Hat man daher in J den Ort 
gefunden, in welchem der materielle Punkt 
M nad) Ablauf der Zeit r ſich wirklich 
befindet. 

Da nım E derjenige Ort ift, welchen 
der materielle Punkt M eingenommen 
haben wilrde, wenn im Beginn der Zeit 
r die bejchleunigenden Kräfte aufgehört 
hätten zu wirken, fo ftellt offenbar die 
Berbindungslinie E J die abjolute Abweichung des Punktes M vor. 
Wendet man nun auf das Viered G@J C, Bı den Sag von dem Polygon 
der Gejchwindigfeiten an ($. 86), fo folgt ohne Weiteres, daß man die ab- 
folute Abweichung EI betraditen kann als die Refultante der drei Bewe⸗ 
gungen @ Bi, Bi Cı und CI. Bon diefen drei Größen ift 

GB =EF= Wp»p,t und BG, = BC = 19,7? 
oben gefunden worden. Um auch CT zu finden, bedeute & die Winfel- 
geihwindigfeit, mit welcher bei der Bewegung des Syſtems die "gedachte 
Drehung erfolgt. (Sefchwindigfeit eines Punktes im Abftande Eins von 
ber Drehare.) Es muß dann, da der abfolute Werth des Winkels, um 
welchen das Syftem während der Zeit T gedreht worden ift, durch den Winkel 
C, FI bargeftellt ift, die Gleichung ftattfinden = Ch FJ = or. Der 
als geradlinig zu betradjtende Heine Bogen C, J hat nun die Größe 

GJ=FJ.p= FJ.or. 


Nun ift ferner FI nichts anderes als der Weg, melden der materielle 
Punkt während ber Zeit 7 auf ber relativen Bahn zurüdgelegt hat, aljo 


Tig. 556. 
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FJ/ =vr und daraus folgt Go J = v,r.or—= vor: Die zur 
28 

Erzeugung eines folchen Weges erforderliche Beichleunigung ift aber Eu 


20,07? 
q? 
Es ift hiermit gezeigt worden, daß die abjolute Abweichung GJ die Re⸗ 

fultante ift aus den drei Abweichungen G Bi, Bı Cı und Ci J. Da dieſe 

Abweichungen ſämmtlich für diefelbe Zeit 7 gelten, jo können wir dafür die 

Beichleunigungen nehmen, und haben daher den Sag: 

Pa — Reslie. (Pu Pr, 2 @ vr), 

oder in Worten: Bewegt ſich ein materieller Punft relativ gegen ein be 

wegtes Syſtem, fo ift die abjolute Beichleunigung des Punktes die Reſul⸗ 

tante aus: 

1) ber abfoluten Befchleunigung bes übereinftinnmenden Syſtem⸗ 
punftes, 

2) der relativen Befchleunigung des materiellen Punktes, 

3) einer Beichleunigung, welche „gleich dem doppelten Probucte aus ber 
Winlelgefhwindigkeit ber Syftembewegung in die relative Ge— 
Ihwindigfeit des Punktes ift, auf der relativen Bahn normal fteht, und 
im Sinne der Drehung des Syſtems gerichtet ift. 

Hat das Syſtem nur eine fortfchreitende und feine drehende Bewegung, 
jo fällt die Größe C, J fort; FC, D; ift die Endlage und die abjolute 
Abweihung FC, ift die Refultante von @ B, und Bi Ci, d. h. es ift: 

Pa — Reslte. (p„ Pr). 

Hat das Syftem nur eine rotirende Bewegung, jo ıft, wenn die Bewegung 

wie bei den Waflerrädern mit gleichförmiger Gejchtwindigfeit- vor fich geht, 


alſo hier —= 20.0. 


2 
2, = — — o?r die fogenannte Centripetaltraft (fiehe $. 327). 


Aus Fig 536 ift noch zu erfehen, daß die relative Abweichung Bi Cı als 
Refultirende zu betrachten ift aus B,@, @J und SC). Bı @& ift offenbar 
die entgegengefegt genommene Abweichung der Syftembewegung, 
und J C, hat den ber Drehung des Eyftems entgegengejegten Sinn, fo daß 
man ſchreiben Tann: 

9, — Reslte. [pı — Pu 2 %r.(— 0®)]. 
Bei gleihförmiger Rotationsbewegung wird — 9, die Centrifugalfraft. 
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Zweites Capitel. 


Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 


$. 302. Bewegungsarten. Die Bewegung eines feſten Körpers ift entweder 
fortfhreitend, ober drehend, oder beides zugleich. Bei der fortſchrei— 
tenben oder progreffiven Bewegung (franz. mouvement de translation; engl. 
motion of translation) find die gleichzeitig zurüclgelegten Wege der Körper- 


Sig. 597. 


theile unter ſich parallel und gleich, bei der dre⸗ 
henden oder rotirenden Bewegung (franz. mou- 
vement de rotation; engl. motion of rotation) 
hingegen beſchreiben die Theile des Körpers um 
eine gewiſſe gerade Linie, die man die Umdre— 
hungsare (franz. axe de rotation; engl. axis 
of revolution) nennt, concentriſche Kreisbögen. 
Jede zufammengefegte Bewegung läßt fid) als eine 
drehende Bewegung um eine beweglide Are 
anfehen. Letztere ift wieder entweder veränders 
lich oder unveränderlid. “ 

In progreffiver Bewegung befinden ſich der 
Kolben DE und die Kolbenftange BF einer 
Pumpe oder Dampfmaschine, ig. 537, in drehen» 
der Bewegung dagegen ift die Kurbel oder ber 
Krummzapfen AC, in zufammengefegter Bene: 
gung endlich die Kurbelftange AB, denn das 
eine Ende B berfelben hat eine fortchreitende, 
und das andere Ende A eine drehende Bewegung. 
Bei einem ſich wälzenden Cylinder ift die Umbres 


hungsare umveränderlich, bei der Kurbelftange AB hingegen ift diefelbe 
veränderlich, denn fie ift der Durchſchnitt X zwiſchen dem Perpenditel BE 
zur Arenrichtung C.B der Kolbenftange und der Verlängerung des Kurbels 


armes CA (f. $. 103). 


8.303. Geradlinige Bewegung. Bei ber geradlinig fortſchreitenden 
Bewegung eines Körpers finden die $. 84 und $. 100 gefundenen Bewe- 
gungsgeſetze eines materiellen Punktes ihre unmittelbare Anwendung. Die 
Mafjentheile M,, My, M; u. |. w. eines mit der Ucceleration p fortichrei» 
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tenden Körpers wiberftehen ber Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit den 
Kräften Mı p, M, p, M; p u. ſ. w. ($. 58), und da die Bewegungen aller 
diefer Theile in parallelen Linien erfolgen, fo find auch die Richtungen dieſer 
Kräfte unter fich parallel; e8 ift daher die Mittelfraft von allen diefen aus 
der Trägheit entfpringenden Kräften gleich der Summe 
Mp+tMbr+Mr+ = M+M+M;+- )p=Mp, 
wo M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet, und es fällt auch der An- 
griffspuntt derfelben mit dem Schwerpunkte bes Slörpers zufammen. Um 
alfo einen übrigens frei beweglichen Körper von der Mafle M oder dem 
Gewichte G = Mg in eine gerablinig fortichreitende Bewegung mit ber 
Acceleration p zu verjegen, ift eine Kraft 
Gp 

P= NM» 7 
nöthig, deren Richtung durch den Schwerpunkt S des Körpers geht. 

Aendert fi in Folge der Einwirkung der Kraft P die Gefchwindigfeit c 
während ber Zurücklegung des Weges s in die Geſchwindigkeit v um, fo ift 
die von der Maſſe in ſich aufgenommene mechanische Arbeit ($. 76): 
G=(h—KkdG. 


v2 — (c? u2 — e? 
Ps = 2 M= 29 








Beijpiel. Der Kolben jammt Stange von einer Pumpe, Dampfmaſchine, 
Gebläſemaſchine u. ſ. w. hat eine ungleihförmige Bewegung, bei feinem höchſten 
und tiefften Stande ift er ohne Geſchwindigkeit, und nahe bei feinem mittleren 
Stande ift die Geſchwindigkeit deffelben am größten. Yft das Gewicht des Kolbens 
und feiner Stange = G und feine größte Geſchwindigkeit in der Mitte feines 
Auf: oder Niedergange8 = v, fo beträgt hiernady das Arbeitsvermögen, weldes 
er vermöge feiner Trägheit in der erften Hälfte feine Weges in ih aufnimmt 
und in der zweiten Hälfte defielben wieder außgiebt: 


Für G = 500 Rilogramm und v = 1,5 Meter iſt diefe Arbeit: 
L = 0,051 . 1,52. 500 = 57,4 Meterlilogramm. 

Wäre vun nod der halbe Kolbenweg s — 1,2 Meter, fo hätte man die mitt- 
lere Kraft, welde nöthig ift, um den Kolben in der erften Hälfte dieſes Weges 
zu beſchleunigen, und welde derjelbe in der zweiten Hälfte durch jeine Verzögerung 
ausübt: 

L v2 67,4 


7 = G= 15” 47,8 Kilogramm. 


Drehende Bewegung. Geht bie bewegende Kraft P eines Körpers 
AB, %ig.538 (a. f. S.), nicht durd) den Schwerpunft S, fo nimmt der Körper 


eine Drehung um diefen Punkt an, und es fchreitet diefer fort, als wenn die 
Kraft unmittelbar in ihm angriffe, wie fich folgenbergeftalt beweifen läßt. 
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Man fälle vom Schwerpunkte S ein Perpenditel SA = a gegen die Kraft- 
richtung, mache die Verlängerung SB dem Perpendifel gleich und laſſe zwei 
ſich das Gleichgewicht Haltende und parallel mit P wirkende Kräfte, bie eine 
+ P und bie andere — Y/, P, in B angreifen. Die Kraft + Ys P 
giebt in Vereinigung mit der einen Hälfte der in A angteifenden Kraft P 
die im Schwerpunkte S angreifende Mittelkraft 
A=4%P+Y%P=P, 
wogegen die Kraft — 1/, P mit der zweiten Hälfte (1/, P) von ber in A ans 
greifenden Kraft P ein Kräftepaar bildet; es refultirt alfo aus ber ercentrifch 
wirtenden Kraft P eine durch den Schwerpunkt gehende Kraft 
PD, = P, weldye diefen Punkt ſammt dem ganzen Körper progreffio bewegt, 
Sig. 538. Fig. 589. 
_N 


N 
und ein Kräftepaar (1, P, — Y/, P), welches ben Körper um den 
Schwerpunft dreht, ohne einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das 
fatifhe Moment dieſes Kräftepaares ift aber 

=14P.SA+Y,P.SB=P.SA— Pa 

gleich dem ftatifchen Momente der in A angreifenden Kraft P in Hinficht 
auf den Schwerpunkt S; es ift folglich aud) die vefulticende Umdrehung bier 
felbe, als wenn der Schwerpunkt S feftgehaften würde und P allein wirkte. 

Wird ein Körper AB, Fig. 539, durch eine Führung oder Leitung 
DE, D, E, gezwungen, eine progteffive Bewegung anzunehmen, fo übt bie 
excentrifche Kraft AP — P biefelbe Wirkung auf die Bewegung des Kör- 
pers aus, wie eine gleiche im Schwerpunkte S deffelben angreifende Kraft 
SP, = P,, weil das übrig bleibende Kräftepaar (1/, P, — Y/a P) in ben 
diagonal gegenüberliegenden Edpunkten F und @ der Führung die normalen 
Preffungen N, — N hervorruft, deren Gegenwirkungen zufammen ein Kräfte 
paar bilden, das dem Kräftepaare (1; P, — Y/, P) das Gleichgewicht hält. 
It a die Excentricität SA der Kraft P oder der Abftand ihrer Richtung 
von dem Schwerpunkte S des Körpers, und bezeichnet b den Abſtand HK 


zwiſchen N und — N, fo hat man Nb—= Pa, woraus N = 3 P folgt. 
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Wird endlich der Körper AB, Fig. 540, durch eine feſte Are C verhin- 
Big. 540. dert, fortzufchreiten, fo übt die excentrifche Kraft 
APP, veren Richtung um CA = a von 
der feften Are C abfteht, diefelbe Wirkung auf 
die Umdrehung des Körpers um dieſe Are C aus 
als ein Kräftepaar (1/, P, — Y/, P) mit der 
Umline AB=204A=2C0B=2a, 
— oder dem Momente 1, P. 20 — Pa, weil die 
übrig bleibende centrifche Kraft OR —=P—=P 

von den Arenlagern aufgenommen wird (vergl. $. 133). 


Im den Fällen der Big. 539 und 540 ift die Reibung unbeachtet gelafien, welche 
im erften Jalle an den Führungsftangen, im zweiten in den Arlagern fid) ein- 
fe. Im dem Falle Fig. 539 fönnen die Reibungen aber unter Umftänden jo 
bebeutend werben, dak jede Bericiebung längs der Führung unmöglich ift. It 
9 der Reibungscoefficient zwiſchen G und DE fowie zwilhen F und D, Eı, 
fo beträgt die Gejammtreibung 


F=29N=295P. 


Sobald diejer Werth glei) P wird, hört jede Bewegung auf, melden noch jo 
großen Werth P auch annehme. Es wird daher bei gegebenem 9 darauf ans 


tommen, das Verhältniß 5 möglichft Mein, aljo bei gegebener Ercentricität a die 


duhrungelange d reift grob zu machen. Yebenfals mub 2 > 29 fein, wenn 
nicht ein Feſtllemmen eintreten fol. Bon der legteren Eigenſchaft macht man in 
der Technik zumeilen Gebrauch, um Gegenftände zu befeftigen, indem man d 
tet fein macht. In diefem falle fann theoretifd feine auch noch fo große 
Araft P die Befeftigung löſen. * 

Trägheitsmoment. Bei ber Umdrehung eines Körpers AB, fig. $. 305. 
541, um eine fefte Are C legen alle Punkte M,, M, u. |. w. deſſelben in 
gleichen Zeiten gleiche Centriwinkel M, CM 
=2M;CN; u. ſ. w. — 9° zurid, welchen. 
alfo auch bei gleichem Radius, 3. B. CD, 
=(Du{.w — Eins (1) ein und 
derfelbe Bogen 

ja 09 
Di FEi — D, F, u. ſ. w. — 9= 05 = 
entfpricht. 

Da die Geſchwindigkeit durch den Duo- 
tienten aus einem Wegtheilchen ꝙ und dem 
entjprechenden Zeitelemente x beftimmt wird, 
fo ift folglich aud die Winkelgefhwin- 


Fig. 541. 
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digkeit (franz. vitesse angulaire; engl. angular velocity), d. i. die Ge⸗ 
ſchwindigkeit derjenigen Punkte des Körpers, welche um die Längeneinheit 
(3. B. einen Meter) von der Umbrehungsare abftehen, für den ganzen Körper 
eine und diefelbe, nämlich 

0 —= 7 . 

Ebenfo ift auch die Winkelacceleration, oder bie Acceleration bes 
umlaufenden Körpers im Abftande Eins (1) von der Drehungsare, fir den 
ganzen Körper eine gemeinfchaftliche Größe, und zwar 

Io 


x = 0, 


T 
wenn hier Io den im Zeitelemente z erfolgten Zuwachs der Winkelge⸗ 
ſchwindigkeit des Körpers bezeichnet. 
Um die Wege si, 8 u. |. w., Geſchwindigkeiten v,, v5 u. |. w. und Acce⸗ 
Terationen pꝛ, 25 u. f. w. der Punkte M,, M, u. ſ. w. des Körpers zu finden, 
welhe um COM, = r,, CM; = r; u. ſ. w. von der Drehungsare C ent- 
fernt find, dat man natürlich den Winkelweg @, die Winkelgefchwindigfeit @ 
und die Winfelacceleration x mit r,, 52 u. ſ. w. zu multipliciren, aljo 
4 = pr, & = pr; u. |. w. 
vi = or, % = or uf. w. und 
n.=ın, pr — xr, u. ſ. m. 

zu ſetzen. 

Beſteht folglich die ganze Maſſe M des Körpers aus den Theilen Mi, Ma 
u. ſ. w., welche um bie Halbmefler r,, 73 u. ſ. w. von der Drehungsare C 
entfernt find, jo find die Kräfte, mit welchen diefe Mlafientheile der Umdre⸗ 
bung widerftehen: 

pP, = Mp = »Mın, P = MP = xMor u |. w. 
und ihre Momente: 
Pr = xM, r. Par⸗ — “Mar; u. !. w. 
Daher ift das erforderliche Moment zur Umdrehung des Körpers mit der 
Wintelacceleration &: 
Pa=xMır’+xMır? + --- 
— xGAr? +Mr + Mr; +...) 

Ebenſo find (nad) $. 86) die mechanifchen Arbeiten, welche die Maſſen⸗ 
theilchen Mı, Ma u. ſ. w. erfordern, um die Geſchwindigkeiten vı, vs u. f. w. 
anzunehmen: 

A: = Ya Mv) — i/, oꝰ M rn 

As = 1/g M, v = U), 0? M, r; u. ſ. w., 
und es ift daher die mechaniſche Arbeit, welche der ganze Körper in An- 
fpruch nimmt, während er die Winfelgefhwindigfeit © erhält: 
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A=At+rArtr:- 
= 'hkea(Mr +Mr + Mr +--). 

Es hängt aljo die Kraft und Arbeit einer rotirenden Maffe vorzüglich von der 
Summe ber Probucte Mr? + Mar? + Mar? + --- aus den einzelnen Maffen- 
theilen Mi, M, u. |. w. und den Quadraten ihrer Entfernungen rı, v3 u. |. w. 
von der Umdrehungsare ab. Man nennt dieſe Summe das Trägheitss, 
Drehungs- oder Mafjfenmoment des Körpers in Bezug auf die be 
treffende Are (franz. moment d’inertie; engl. momentum of inertia), und 
wir werden es in ber Folge durch Mr? ober W bezeichnen. Um alſo einer 
Maſſe M=M + M +: -, deren Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine beftimmte Are W = Mr? = Mır? + Mar? + - - - ift, um dieſe 
Are die Winkelacceleration x zu ertheilen, ift ein Kraftmoment Pa erfor- 
derlich, welches ſich beſtimmt durch: 

1) Pa=xMr?—=xW. 

Dagegen ift die mechanische Arbeit, wodurch dieſe Maffe U in eine Um- 

drehung mit der Winkelgefchwindigfeit o verjett wird: 
2) Ps = 1/, cor Arꝰ = 1/g 0? W. 

Hat die Maſſe ſchon anfangs eine Winkelgeſchwindigkeit s, fo ift die nıes 
hanifche Arbeit, wodurch diefelbe auf © gefteigert wird: 

Ps = 1,02 W — WaW= 1/a (0? — &?) W. 

Auch läßt fich hiernach umgekehrt aus der aufgewendeten Arbeit und An- 
fangsgefchtwindigfeit & die Endgeſchwindigkeit © beftimmen; es ift nämlid): 


Nach der Bezeichnungsweiſe der Differenzialrechnung kann man obige Be- 
ziehungen auch fchreiben: 
Winkelgeſchwindigkeit o = = j 
0a _%gp 
et 0m’ 
Trägheitsmoment W= /r’Om, 


worin Om irgend ein Mafjentheilchen bedeutet. 


Winfelacceleratiin x — 


Beilpiel. Wenn der um eine feſte Are C drehbare und anfänglich ruhende 
Körper AB, Fig. 541, ein Trägheitsmoment von 50 Meterkilogramm befitt und 
mittels eines um eine Rolle liegenden Seiles mit einer Kraft P= 20 Kilogramm 
und bei Zurücklegung des Weges s — 5 Meter in Umdrehung gejegt wird, fo 
ift die erlangte Winkelgeſchwindigkeit diejes Körpers: 


2Ps 2.20.5 
=) w =)V/ 50 — Y4 = 2 Meter, 
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d. h. jeder Punkt in der Entfernung eines Meters von der Umdrehungsaxe legt 
nad Aufnahme diefer Arbeit in jeder Secunde 2 Meter zurüd. Die Zeit einer 


Umdrehung ift: 
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t= er —= 3,1416 Secunden 
und die Zahl der Umdrehungen in der Minute: 
60 60 
uz 7 — 3146 19,1. 


Geht die gefundene Winkelgeſchwindigkeit o — 2 Meter in die Geſchwindigkeit 
8 S/, Meter über, fo verrichtet diefe Maſſe die Arbeit: 
Pa =? —- (2/)2]. Ya Ye): = he 8 = 85,93 Meterkilogramm, 
hebt alfo 3. B. ein Gewicht P, von 10 Kilogramm 8,593 Meter hoch. 


Reduction träger Massen. Sind die Winfelgefchwindigfeiten zweier 
Mafien M, und My unter ſich gleich, gehören z. B. diefe Maffen einem und 
demfelben rotirenden Körper an, fo verhalten ſich ihre lebendigen Kräfte wie 
ihre Trägheitsmomente W = My, r}? und W,—=Myr,, und find nun aud) 
diefe unter fich gleich, fo befigen diefe Maffen gleiche lebendige Kräfte. Zwei 
Mailen Haben alfo hiernach gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftand eines 
fi) umbdrehenden Körpers, und e8 kann eine durch die andere erjegt werden, 
ohne daß dadurch eine Aenderung im Bewegungszuftande vor fich geht, 
wenn fie gleiche Trägheitsmomente Mr? und Marz befigen, fid) alfo zu 
einander umgefehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Umbre- 
hungsare verhalten. Mit Hülfe der Formel Mr? = Mar; läßt ſich eine 
Maſſe von einer Entfernung auf eine andere reduciren, d. h. es läßt fich eine 
Maſſe M, angeben, welche in der Entfernung rz eben den Einfluß auf den 
Dewegungszuftand des ſich drehenden Körpers hat, als die gegebene Maſſe 
M, in der Entfernung rı; es ift nämlid): 

— M, 7 — Wı 

M; — —* — 7 
d. i. die auf die Entfernung rs reducirte Maſſe iſt der Quotient 
aus dem Trägheitsmomente der Maſſe und dem Quadrate jener 
Entfernung. 

Sept man rz — 1, fo erhält man hierfür die reducirte Maſſe 
2 

M, = ar l= W,, 
woraus man jchließen muß, daß das Trägheitgmoment W eines Kör- 
pers ein Maß abgiebt für die auf den Abftand glei Eins von 
der Are reducirte Maffe des Körpers. 

Zwei an einer Rabwelle ACB, Fig. 542, feftfigende Gewichte Q und 
Q, in den Abftänden OB=b und CB, — a von der Umbdrehungsare XX 
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haben alfo vermöge ihrer Mafjen auf Die Bewegung der Radwelle gleichen 


Einfluß, wenn 9a? = Qd3, alfo 9 = SZ if. Wirkt bafer eine Kraft 


Dig. 542. . Pam Hebelarme CA= CB, = a, um 
eine Maſſe vom Gewichte Q im Abftande 
CB =b in Umdrehung zu fegen, fo hat 
man die legtere auf ben Hebelarm a der 
Kraft P zu reduciren, aljo ftatt Q 
gb? 
er z 
und die von P bewegte Mafle: 


— Q»° 
u=(P+):o 
zu fegen, weshalb num die Acceleration des Gewichtes P: 





= Kraft P y— Pa? q 
— Maſſe db ° Pa? b2 
und die Winfelacceleration: 

x — » — __ Pa . g 


ſich ergiebt. 


Beilpiel. Iſt das Gewicht der rotirenden DMafie Q — 360 Kilogramm, ihr 
Abſtand von der Drebare db = 2,5 Meter, daB die bewegende Kraft ausmachende 
Gewicht P = 24 Kilogramm und defien Hebelarm a — 1,5 Meter, fo folgt die 
von P beichleunigte träge Mafie: 


M— [? + Ge) e] :g = 0,102 (4+7 360) = 104,45 


und daher die Beichleunigung des Gewichtes: 
24 


p= 104,85 = 0,280 Meter, 
dagegen die Xcceleration der Maſſe ©: 
b 5b, 5.03; 


und die Winlelacceleration: 
«= 2 — 0,153 Meter. 


Nah 4 Secunden ift die erlangte Winkelgeſchwindigkeit: 
oa —= 0,153 . 4 = 0,612 Meter 
und der entipredhende Weg: 
0,612 


yut= Zu 4 — 1,224 Meter, 
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folglich ber Umdrehungswinkel: 


gr = 1 1800 = 7000, 
endlich der von dem Betsihte P yzurüdgelegte Weg: 
2 2 
-#- 757 - 1,84 Meter 


- 


Reduction der Trägheitsmomente. Kennt man das Trägheits- 
moment eines Körpers oder eines Syſtems von Körpern in Hinfiht auf eine 
durch den Schwerpunkt S des Körpers gehende Are, jo läßt fid) daraus leicht 
das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine andere mit jener parallel laufende 

Fig. 549. Are finden. Es fei 9, Fig. 543, die. erfte durch 
| den Schwerpunkt gehende und D die zweite Dres 
hungsare, fr welche das Trägheitsmoment des Kör- 
pers beftimmt werden foll; ferner fei SD=d bie 
Entfernung beider Aren von einander, und es feien 
SN, = x, und NM, = yı die rechtwinkeligen 
Coordinaten eines Maſſentheiles M, des ganzen 
Körpers. Das Trägheitsmoment diefes Theiles in Beziehung auf D ift num: 
— M,. DM! = M, (DN! + NM})) = M, [(d + =)? + y}] 
und in Beziehung auf 8: 
=4.SY=M(65N +NM)=M (+9), 
daher die Differenz beider Momente: 
= M (@ +24, + + DM at =Md’ +2 M.da.. 
Für einen anderen Mafjentheil M, ift fie: 
— Mıd? + 2 Mıda,, 





für einen driften: 
= M;d? + 2 M,dez u. ſ. w., 
daher für alle Maſſentheile zufammen: 
= M+M; ++ )®’+24 Ms +4» +2; +:-.). 

Nun ft aber Mi + Ms + - - - die Summe M aller Maſſen und 
M,%ı + M32 - - - die Summe Mx ihrer ftatijchen Momente in Bezug 
auf eine durch den Schwerpunft gelegte Ebene. Es folgt daher die Differenz 
zwiichen dem Trägheitgmomente W, des ganzen Körpers in Beziehung auf 
die Are D und dem Trägheitsmomente W in Beziehung auf 8: 

Wı — W = Md? + 2d Ma. 

Da aber endlich fitr jede Ebene durch den Schwerpunft die Summe ber 
ftatifchen Momente der Theile auf der einen Ceite fo groß ift als die der 
Momente auf der anderen Seite, die algebraiidye Summe aller Momente 
alfo = Null ift, jo hat man auch Mz — 0, und daher: 
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W — W=Mäs, 
W, = W + Md?., 

Es ift alfo das TrägheitsSmoment eines Körpers für eine 
ercentrifche Are gleich dem Trägheitsmomente in Beziehung 
auf eine durch den Schwerpunft gehende Parallelare, ver- 
größert um das Product aus der Maffe des Körpersund dem 
Quadrate des Abftandes beider Aren von einander. 

Man erfieht auc hieraus, daß von allen Trägheitsniomenten in Bezie- 
hung auf lauter parallele Aren dasjenige am Eleinften ausfällt, deffen Are 
die Schwerlinie des Körpers iſt. Denkt man fi, ferner um eine durd) den 
Schwerpunkt des Körpers gehende Are einen Skreiscylinder concentrifch ges 
legt, fo ift das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf alle Seiten 
diefes Cylinders von derfelben Größe. 


d. i. 


Trägheitshauptaxen. #mijchen den Trägheitsmomenten eines Kör- 
vers in Bezug auf verfchiedene Aren finden noch einige allgeineine Beziehun- 
gen von Wichtigkeit ftatt, welche fich wie folgt ergeben. Es fei Fig. 544 

Fig. 544. der Schwerpunkt A eines Körpers 
zum Mittelpunfte eines rechtwinfeligen 
räumlichen Coordinatenſyſtems ge⸗ 
wählt, deilen drei Aren AX, AY,AZ 
den Kanten eines Würfels entfprechen. 
Irgend ein Punkt B des Körpers 
habe die Coordinaten z, y, e, jo fann 
diefer Punkt B aufgefaßt werden ale 
Eckpunkt eines Parallelepipedums 
ABDCE, deſſen drei Kanten 
 AF=x FE=yw EB=3: 
find. Bezeichnet man mit m die 
Mafle des in dem materiell gedachten 
Punkte B enthaltenen Körperelementes, fo ift aus der Figur ohne Weiteres 
zu erfennen, daß das Trägheitsmoment des Maſſentheilchens m ſich berech⸗ 
net durch 





m. BF — m (y? + #?) für die Are AX. 
m. BR —m (x? + 2?) für die Are AZ, 
m. BG’ m (x? + y?) für die Are AZ, 

Wenn man daher bie Trägheitsmomente des ganzen Körpers für die 
Coordinatenaren bezüglich mit W,, W, und W, bezeichnet, jo hat man 
offenbar: 

Ww.=Em(y! +29); W=Z m («+ 29), W,=2 m (2? + Y?). 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 44 
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Will man nun das Trägheitsmoment W„ deſſelben Körpers in Bezug 
auf eine beliebige Gerade AA, beftimmen, welche mit ben Axen die Winkel 
a, ß, y bildet, fo hat man die Summe Z m BJ? zu bilden, unter BJ 
die Normale von B auf AA, verftanden. Nun ift 
BP — AB —- AP=+y + — AN. 
Ferner ift AJ als Projection der drei Streden AF, FE und EB auf 
A 4A, gegeben durch: 
AJ = 2008. + ycos. .B + 8c08.%. 
Dies eingeführt, ergiebt da8 Trägheitsmoment in Bezug auf AA:: 
W.=Zm[z2? +y? + 52 — (æ cos. + ycos.ß + ecos.y)*] 
—= Zmasin.a® + Z m y?sin.ß? + & m elsin.y? 
— 2 2mzxycos.0 cos.ß — & 2m x2 c08.0 C08.Y 
— Z2myzcos.ß cos. y, 
wofür der Kürze halber gejchrieben werden möge: 
W. = asin.a® + bsin.ß? + csin.y? — 2d cos.a cos.ß 
— 2e008.8.c08.9 — 2fcos.ß cos. y, 
indem man fegt: | 
a=&im, b= Emmy, c—= 2 me? und 
d=Zmıy e=Lmrz, f = Z mye. 
Wenn man fi) nun für alle möglichen, durch A gehenden Geraden AA, 
die entfprechenden Trägheitsmomente W„ des Körpers berechnet denkt, und 
auf jeber diefer Linien AA, von A aus’ ein Stüd AO aufträgt, weldjes 


dem Werthe \ w, proportional ift, fo liegen die Endpunkte O diefer auf- 


getragenen Streden in einer gewiffen Fläche, deren Kenntnig über das Ver⸗ 
hältniß der verichiedenen Trägheitsmomente zu einander Aufklärung giebt. 

Bezeichnen jegt x, Y, 2 die Koordinaten eines foldhen Endpunftes O, 
welcher auf dem Strahle A A, gelegen ift, deſſen Winkel mit den Aren a, ß, y 
find, fo hat man offenbar 


49 =:VW.=co.a, yVYWw.= cos.ß, eV V. = cos. y 


und daher 
sin. a? = 1 — 22 W,, sin. ß? = 1 — y? W,, sin. „»=1— 8?W.. 
Diefe Werthe in den oben gefundenen Ausdrud für WW eingejegt, liefert: 
W,=a(ll — 2 W) tb(1 — y”?W.)te(l — 22W,) 
— 2dryW, — 2exe Wa —'2fyz W. ober 
=a+b+c— Wa(ant + by? + ee?) — W.(2dzy+t2exs 
+2fy2). 
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Durch Wa dividirt, giebt diefe Gleichung: 
1=(a+b+H dr — (ax? + by? + ce) — (2dxy-+2exre+2fyz). 


Setzt man nun für ar — A0? feinen Werth a7 = + y? +02 


ein, jo folgt nach einiger Reduction: 
1=22(b+o)+y(a+c)+z(a+b) — 2dıey—2exre —2fye. 

Diefe Gleichung zweiten Grades entjpricht einer überall gejchloffenen 
Fläche, und zwar einem Ellipfoid, welchem von Boinfot der Name Cen⸗— 
tralellipfoid beigelegt worden ift. 

Jedes Ellipſoid hat nun, wie die analytifche Geometrie lehrt, drei zu eins 
ander im Mittelpunkte rechtwinkelige Aren, Hauptaren genannt, welche bie 
Eigenſchaft haben, daß die eine von ihnen ber größte und eine andere ber 
fleinfte Durchmeſſer iſt. Bezieht man das Ellipfoid auf diefe Hauptaren 
al8 Coordinatenaren, fo fallen in der Gleichung die drei Glieder mit zy, 
zz und yz weg. Wenn man daher in bem vorliegenden Falle die Haupt- 
aren als Coordinatenaren vorausfegt, fo geht die Gleichung des Central- 
ellipfoids iiber in: 

6G40) 900) D) I., 
oder für a, b und c bie betreffenden Werthe 

a= m, b—= my, co — me? gejekt: 
22.Zn’’HA+yYP.Zm ++. Zn? +) —1. 

Nach dem Früheren läßt fich dies aber fchreiben: 
we” + WwyY’Y+We=l, 

unter W, W,, W, die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf die 
drei Hauptaren für den Punkt A verftanden. 


Die Rejultate der vorherigen Unterfuhung laſſen fich nunmehr wie folgt 8. 309, 
zufammenfaflen: Für jeden beliebigen Punkt A eines Körpers *) giebt 
e8 ein Ellipfoid, Fig. 545 (a. f. S.) ABCDEFG, von folder Beichaffen- 
heit, daß jeder Strahl AO vom Mittelpunfte A nach einem beliebigen 
Punkte O der Oberfläche in feiner Länge AO proportional der Größe 


-. ift, unter W. da8 Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf 


AO verftanden. Sind AB, AC, AD die halben Hauptaren des Ellipſoids, 
fo iſt von allen Geraden, die Durch A gehen, die eine Halbare (in der Figur AD) 
die größte, eine andere (in der Figur A C) die Heinfte, es entfpricht daher 


*) Der Punkt A kann auch außerhalb des Körpers gedacht werden, nur muß 
ex feit mit dem Körper verbunden angenommen werden. 
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der Are AD das Hleinfte, der Are A C das größte unter allen ben Träg- 
heit&momenten des Körpers in Bezug auf die durch denfelben Punkt A 

Fig. 546. gehenden Geraden. Wäre aljo A ber 
Schwerpunkt, jo wiirde (nad) $. 307) 
der Hauptare AD das kleinſte unter 
alleu möglichen Trägheitsmomen⸗ 
ten des Körpers entjprechen. 

Die drei Aren AB, AC,AD 
führen den Namen Trägheits- 
hbauptaren für den Punkt A. 
Seien die Trägheitsmomente für dieſe 
Hauptaren mit We, W,, W; be 
zeichnet, jo findet man aus ihnen das 
Trägheitsmoment für den be: 
fiebigen Strahl AO zu 
W. = W. 08.02 + W, cos. ß} 

+ W, cos. y?, 
welcher Werth fich ergiebt, wenn man 
die Werthe 
— cos. & __ 08. ß __. 608. 9 
% AO. cos. = vw. y — e Ve. 
in die Gleichung des Ellipſoids 
Ww.e” + Wy? + WW? 1 








einſetzt. 

Aus dem Ausdrucke für W, erkennt man leicht, da 

cos. -+ cos. ß? + cos.y? = 1 ift, daß 
W. = W.cos.02 + W,cos.ß? + W,cos. y? 

jedenfalls größer al8 der kleinſte Werth und jedenfalls Eleiner als der größte 
Werth von W,, W, und W, fein muß, wie fchon oben angegeben wurde. 

Hat man W, = W,, fo folgt 

Wa = W, (cos.a® + cos. 32) + W, cos. y? ober da 
608.02 + c0s.ß? + cos.y? = |], 
fo Hat man aud): 
W. = W: + (W. — W,) ws. y?, 

d. h. es ift das Trägheitsmoment W für alle Strahlen AO, welche mit der 
Are denfelben Winkel Y bilden, von derjelben Größe, alfo auch für alle 
durch A gehenden Linien in der Ebene X Y, für welche y — 90° ift, folgt 
W=W.. Das Ellipfoid ift in diefem Sale, weil AB—=AC, ein 
Rotationsellipfoid geworben. Jedes Prisma mit regulär polygonalem Quer⸗ 
fchnitte entfpricht offenbar dieſem Falle. 
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Iſt endlich W = W= W.,d.9.AB=AC=AD, ſo wird 
aus dem Ellipſoid eine Kugel, das Trägheitsmoment ift für alle durd) A 
gehenden Aren gleich) groß. Dieſem Falle entiprechen alle regulären Körper 
und die Prismen mit regulärem Ouerfchnitte von einer beftimmten Höhe. 

Um die Lage der Hauptaren leicht zu beftimmen, Tann man fiir gewiſſe 
Körperformen noch beftimmte Regeln anführen. 

Hat nämlich ein Körper eine Symmetrieebene, fo ift für jeden 
Punkt derfelben die darin auf der Symmetrieebene fentredte 
Gerade eine Trägheitshauptare. Denn denkt man fid) 3. ®. die 
Symmetrieebene als X Y-Ebene, fo entjpricht wegen der Symmetrie jedem 
+ 2 ein gleic) große8 — 2 und e8 ift daher 

e= Zme—-0),wf= my: — 0. 


‚Hieraus ergiebt fi), daß die zur ZeUre gewählte Normale in einem Punkte 


der Symmetrieebene eine Hauptare des diefem Punkte angehörigen Central⸗ 
ellipjoids fein muß. Eine Symmetrieebene haben beifpielsweife alle nor- 
malen prismatifchen und chylindrifchen Körper in der die Are halbirenden 
mit den Grundflächen parallelen Ebene. Daher ift jede der Are eines 
normalen Prismas parallele Gerade eine Trägheitshauptare für 
ihren Mittelpunft (zwifchen den Grundflächen gemeſſen). 

Hat ein Körper zwei Symmetrieebenen, fo ift die Durd- 
Tchnittslinie derjfelben eine Trägheitshauptare.für jeden ihrer 
Punfte Seien 3. B. die Eymmetrieebenen als ZX- und Z Y-Ebene, 
alfo die Durdjichnittölinie oder Symmetrieare als ZeAre gewählt, fo ift, da 
jedem + x des Körpers ein gleich großes — x, und jedem + y ein gleich 
großes — y entipriht, EZ may = 0; Zmıe—=0; Zmy2 —=0, 
woraus folgt, daß die Symmetrieare eine Hauptare ift, wo man auch den 
Coordinatenanfang A wählt. Diefer Fall findet z. B. bei allen normalen 
Prismen und Cylindern ftatt, deren Grundfläche eine Symmetrieare hat, 
3. B. bei einem Prisma, deffen Grundfläche ein gleichjchenfeliges Dreied‘, ein 
Kreisjector, Kreisjegment u. |. w. ift. 

Schließlich kann noch bemerkt werden, was leicht zu beweifen ift, daß die 
Schwerpunttshauptaren, d. h. die dem Schmwerpunfte eines Körpers zuge 
hörigen Trägheitshauptaren die Eigenfchaft haben, daß eine folche zu jedem 
ihrer Punkte ebenfalls eine Hauptare bleibt, und die zugeordneten Hauptaren 
parallele Tage zu den beiden anderen Schwerpunftshauptaren haben. 


Trägheitshalbmesser. Es ijt nöthig, die Trägheitsmomente von den 
vorzüglichften Körpern der Geometrie kennen zu lernen, weil diefelben bei 
den Unterfuchungen der Mechanik fehr oft zur Anwendung kommen. Sind 
diefe Körper homogen, wie wir im Folgenden ſtets vorausjegen wollen, fo 
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find die Maſſentheile M,), M, u. |. w. den entſprechenden Volumentheilen 
Vı, Va u. f. w. proportional, und es Täßt fi) daher das Maß des Träg- 
heitömomentes, welches man auc wohl Trägheitsmoment fchlechtweg nennt, 
durch die Summe aus den Bolumtheilen und den Duadraten ihrer Entfer⸗ 
nungen von der Umdrehungsare erfegen. Auch laſſen fich in diefem Sinne 
die Trägheitsmomente von Linien und Flächen angeben. 

Denkt man ſich die ganze Mafje eines Körpers in einen Punkt zufam- 
mengedrängt, fo läßt jich die Entfernung deflelben von der Are unter der 
Borausfegung beftinnmen, daß die jo concentrirte Maſſe mit der im Raume 
vertheilten Maſſe einerlei Trägheitsmoment befige. Man nennt diefe Ent 
fernung den Drehungs- oder Trägheitshalbmeſſer (franz. rayon 
d’inertie; engl. radıus of gyration). Iſt W das Trägheitsmoment, M die 
Maſſe und % der Trägheitshatbmefler, fo hat man Mk? —= W und daher: 


w 


Uebrigens ift zu erinnern, daß dieſer Halbmefjer keineswegs einen be 
ftimmten Punkt, fordern nur einen Kreis angiebt, in deflen Umfang die 


Maſſe beliebig vertheilt angenommen werden kann. 


Fuhrt man in der Formel 
W,=W-+ Md, W= Mk und W, = Mk? 
ein, fo erhält nıan: 
k=kt + d%, 

d. h. e8 ift das Quadrat des Drehungshalbmeflers in Beziehung auf eine Are 
gleich dem Quadrate des Drehungshalbmeilers in Beziehung auf die parallele 
Scywerlinie vermehrt um da8 Quadrat der Entfernung beider Aren von 
einander. 


Trägheitsmoment einer Stange. Bon einer Stange AB, Fig- 
546, welche fid) um eine Are X X durd) ihre Mitte S dreht, beftimmt ſich 
das Trägheitsmoment auf folgende Weiſe. Es jet der Querfchnitt der 
Etange = F, die halbe Yänge SA derjelben — J und der Winkel, welchen 
ihre Are mit der Drehungsare einſchließt, d.i. ASN — a. Theilen wir 
die halbe Länge in » gleiche Theile, fo erhalten wir auch n Stüde, jedes von 


den halte =, die Entfernungen diefer Stüde von der Mitte S find 


2 , . — 
— =, 2 u. |. w., daher die Abftände derjelben von der Are X X, wie 


3. B MN: 
ı 21 31 . 
= — sin. a, — sin.a, — sin. u. |. w. 
n n n 


und ihre Quadrate: 
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2 ) 9 
— (=) 4 (=) ‚9 >) u. fm 
N n n 
Durch Multipfication diefer Quadrate mit dem Inhalte = eines Ele⸗ 


mented und durch Addition der dadurch erhaltenen Producte ergiebt fi) nun 
das Trägheitsmoment der halben Stange: 


ICH one 
- Fort nrntat..Hm 


de, ti 


FIB sin. 0? 














w= 3 
Da ferner FI das als Maffe M zu behandelnde Volumen der halben 
Fig. 516.‘ Stange ift, fo folgt endlich): 
x W = \Y, MIꝰ sin. .a?. 


Der Abftand eines Stangenendes von der Are 


Jyy vn AC=BD=a=—isi.e, 
NV 


daher folgt infacr 
— 1 /a Mu, 

welche Formel au auf die ganze Stange AB 
anzuwenden ift, wenn man unter M die Maffe der 
ganzen Stange verfteht. Eine Mafje M, am End» 
punkte A der Stange hat das Trägheitsmoment 
M, a?, macht man daher M, —=!/; M, fo hat Mı 
mit der Stange einerlet Trägheitsmoment. Ob 
alfo die Maſſe auf die Stange gleichförmig ver- 
theilt, oder ihr dritter Theil im Endpunfte A con- 
centrirt ei, dies kommt in Hinficht auf die Trägheit auf eins hinaus. 





Mit Hülfe der Differenzialrechnung ergiebt fi ein Volumen: oder Maflen- 
element der Stange m = F. di. Der Abftand deffelben von der Are ift I sin.«, 
unter 7 die veranderliche Länge SH verftgnden, daher ift einfach: 


4 
W= main = fr. 31.12 sin.ad = Fsin. fe 


8 
= F sin. a2 5 —= Y, Ma}. 


Diefe Formel ift nur jo lange richtig, als die Querdimenfionen der Stange 
Hein genug find, um legtere als eine materielle Linie auffaflen zu dürfen. 
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Segt man W — Mk}, fo befommt man k? — !/,a?, und daher den 
Trägheitshalbmeffer der Stange: 
Big. 547. k=aVi;, = 05773 . 0. 

Steht die Stange fenkredht auf der Drehungs- 
are, fo ift a = 1, baher 

w=!ı,M% 

Befindet ſich endlich die Stange AB, Fig. 547, 
mit der Drehungsare CD, nicht in einerlei Ebene, 
und ift der Fürzefte Abftand der Stangenare von 
der Drehare: 

SSs=00=DD=d 
ſowie der Normalabftand AC—= B der Stangen- 
enden A und B von der mit Cı D, parallelen Are 
CD durd) den Schwerpunkt S der Stange — a, 
fo Hat man (nad) $. 307) das Trägheitsmoment 
der Stange: 

M=W+HM®=M(d + 1,0}. 


Rechteck und Parallelepiped. Die Trägheitsmomente von ebenen 
Flächen beftimmen fid genau fo wie die Viegungsmomente W — Fı 2} 
+ Fre? + +» - derfelben. Deshalb laſſen ſich auch die im vorigen Ab- 
ſchnitte fur verjchiedene Flächen gefundenen Werthe von W ale Zrigfeite- 
momente WW hier benugen. 

Für das Rechteck ABCD, Fig. 548, ift das Trägheitsmoment in 

Big. 548. Hinſicht auf eine Are XX, welche parallel 
mit einer Seite läuft, und durch die Mitte 
S diefer Figur geht, nad} $. 227 

won 
=77' 
wo db die Breite AB —= CD, parallel zur 
Umbdrehungsare und A die Höfe AD—=BC 
der Fläche bezeichnet. 

Nun ift aber der Inhalt dA dieſes Recht⸗ 
edes als Maſſe M defielben einzufegen, daher 
folgt das Trägheitsmoment: 

MM _M @ ) 





——26 


12 8 12 
d. i. fo groß a das bes dritten Theiles diefer Maſſe, im Abftande 


SF=S6= 3 von der Drehungsare angebracht. 
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Ebenſo ift fir die Are FX das Trägheitsmoment 


Mb: M /[b\? 

„==: 

Dreht ſich dieſes Rechteck um eine Are ZZ, welche vechtwinfelig gegen 

die Ebene deffelben fteht und ebenfalls durch die Mitte S der Figur geht, 
To hat man nad) $. 226: 


Mh Mb Mi 9  MI/A\, /d\r 

v=75+t7% 12 3 16) + 9] 

M /d\? 
7 @) ’ 
wenn d die Diagonale AO = BD de Rechteckes bezeichnet. Dan kann 
ſich alfo in diefem Falle den dritten Theil der Maſſe des Rechtedes in einem 
der Edpunkte A, B... angebracht denfen. 

Da ſich ferner ein gerades Parallelepiped BEF, Fig. 549, durch 

Fig. 549. Barallelebenen in lauter gleiche rectan⸗ 
guläre Blätter zerlegen läßt, fo gilt 
diefe Formel auch file diefes, wenn die 
Umbdrehungsare durch die Mittelpunkte 
von zwei gegenüber liegenden Flächen 
geht. Uebrigens folgt aud) aus dieſer 

E Bormel, daß das Trägheitsmoment des 

Parallelepipeds gleich, ift dem Trägheits- 

momente des in einem ber Edpunfte A angebrachten dritten Theiles feiner 
Maſſe. 

Die Trägheitshauptaren fir den Schwerpunkt find bei dem geraden 
Parallelepiped mit den drei Kanten parallel. Bei einem Würfel find jede 
drei im Schwerpunkte zu einander fenfrechte gerade Linien Trägheitshaupt- 
aren für den Schwerpunkt, und das Trägheitsmoment hat fir alle möglichen 
durch den Schwerpunkt gehenden Aren denfelben Werth, Das Central» 
ellipfoid ift dafür eine Kugel. 














Prisma und Cylinder. Mit Hilfe der Formel für das Trägheits- 
moment eines Parallelepipedes läßt fi) aud) das eines dreifeitigen 
“Sig. 560. Prismas berechnen. Die Diagonalebene 
H ADF theilt das Parallelepiped in zwei 
NE, u gleiche dreifeitige Prismen mit rechtwinfelig 
X. triangulären Grundflächen AB.D, Fig. 550, 
K Yes ift daher für eine Drehung um die durch 

x 


die Mittelpunfte C und K der Hypotenufen 
D gehende Are XX das Trägheitsmoment 
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= Ya Md?. Nach $. 307 erhält man das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf eine durch die Echwerpunfte S und S, der Grundflächen gehende 


Are YY: a 
W=1,Ma—_MIOS—-M 5 -(h CB) 


d 

2] = Ya Mad, 

und es folgt auch das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Seitenfante 
BR: 





M=W+MSB= Mi + M (dr — Mar, 
wobei d jedesmal die Hypotenufe AD der triangulären Grundfläche bes 
zeichnet. 

Für ein Prisma ADFE, Fig. 551, mit gleichſchenkelig trian— 
gulären Grundflächen ift das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine . 
Big. 551. Are X X, weldje die Mittelpunfte der Grund» 

D Iinien verbindet, W, — !/s Md?, wenn d 
die Seite AD—= AE einer Grundfläche 
bezeichnet, weil fich dieſe Fläche durch die 
Höhenlinie AB in zwei gleiche rechtwinkelige 

. Dreiede zerlegen läßt. Iſt num diefe Höhe 
AB der gleichſcheukelig triangulären Baſis 
= Äh, fo hat man das Trägheitgmoment 
diefes Prismas in Beziehung auf die Are 
YY durch die Schwerpunkte der Grundflächen: 

w= Ma — u(3)= Mar — 1m) 
= MM (nd — 1; M9), 


und endlich das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Kante AF dur 
bie Spigen A und F der Grundflächen: 
a hr 4h? 
MmeW+uchm=n( +) 
="M (ad? + MM). 

Hiernach läßt ſich auch das Trägheitsmoment eines geraden regel- 
mäßigen, fi um feine geometrifche Axe drehenden Prismas ADFEK, 
dig. 552, finden. Iſt CA= CB = r ber Halbmeffer der Grundfläche 
oder eines Ergänzungsbreiedes der Bafis, à die Höhe CN von einem ber 
Ergänzungsbreiede ACB und M die Maſſe des ganzen Prismas, fo hat 
man nad) der legten Formel, wenn man darin r ftatt d fegt: 


„= na (S + "). 
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Das reguläre Prisma wird zu einem geraden Cylinder, wenn = r 
ausfält, daher ift das Trägheitsmoment dieſes Cylinders in Beziehung auf 
feine geometrifche Are: 
w=ı,M (£ +4r)=y,Hn. 
Das Trägheitsmoment eines Cylinders ift alfo gleich dem 
Trägheitsmomente der halben Eylindermaffe concentrirt in dem 


Umfange beffelben, oder gleich dem Trägheitsmomente der ganzen Maffe 
befinbfic im Abftande 


k=r V% = 0,1071r. 


Hat man e8 mit einem hohlen Eylinder ABDE, Fig. 553, zu thun, 
fo ift das Trägheitsmoment des leeren Raumes von dem des maffiven 


Sig. 552. . ig. 558. 





Cylinders abzuziehen. Bezeichnet J die Länge, r, ben äußeren Halbmeſſer 

CA und rz den inneren Halbmefjer CE diejes Körpers, fo hat man, nad) 

dem Vorigen, das Trägheitgmoment des hohlen Cylinders: 

wel Milan real —rä)l 
han) atnielhMeitn) 

weil das als Maſſe zu behandelnde Volumen des Körpers — m (r? — rd) Lift. 

n+n 
2 





Bezeichnet ferner r den mittleren Halbmefjer 
der Ringfläche, fo Hat man aud): 
w=u(r+ 2): 


und d die Breiter, — ra 


Kegel und Pyramide. Mit Hulfe der Formel für das Trägheits- 
moment eines Cylinders läßt fi) nun auch das Trägheitsmoment eines 
geraden Kegels, ſowie das einer Pyramide berechnen. Es ſei ACB, 
Big. 554 (a. f. ©.), ein fid) um feine geometriſche Are drehender Kegel, 
r=DA= DB ber Halbmeffer feiner Bafis und Aa — CD feine in 
die Are fallende Höhe. Führen wir in gleichen Höhenabftänden n Schnitte 
parallel zur Baſis, fo erhalten wir lauter dunne Scheiben von den Halb- 
meſſern 
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” ” n n ” 


und ber gemeinfchaftlichen Höhe # Die Volumina biefer Scheiben find: 


MO (ui. 
” n n 
und baher die Trägheitsmomente ara 
=( h — 4 a ( 
n) 2n 
Die Summe biefer Werthe giebt — das ME des 
ganzen Kegels: 








w-Fmrnrsr.Hm, 
d. i, da 1 + 2 +34. .- + m die Maſſe des Kegels 
M= ae zu fegen ift, 
_Arth 
10 
Fig. 554. 
x 
A B 
-x 


Bezeichnet g = OF einen Halbmefjer im Abftande z — CO von C, fo hat 
man da8 Volumen oder die Maſſe m einer Scheibe EF 
. m=ngtdr 
und das Trägheitgmoment derjelben 
IW=yma=z etz. - 
Da mung = * r, fo folgt: 
ıW= 3 je Ad, daher 
4 
- Et (ao = 3 Mr. 
w=5n/jruesgri=nMn 
{2 
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Ebenſo ift für die gerade Pyramide ACE, Fig. 555, mit rectan» 
gulärer Baſis, unter denfelben Berhältnifien: 


W=1,Md, 


wenn d die halbe Diagonale DA der Baſis bezeichnet. 

Auch ergiebt ſich durch Subtraction von zwei Trägheitsmomenten, das 
Trägheitsmoment einesgeraden abgefürzten Kegels (ABEF, Fig. 554), 
deflen Halbmeifer DA und OF, rı und rs und Höhen CD und CO, hı 


und A, find, in Pak auf feine geometrifche Are X X: 


v=- 7 or khı—r!l,) = = 
oder, da die Bi 





ach, 
10r, (r⸗ — rz ) 


ah 
7 mr) = Fri, 





w=!nn(h NR). 
r—r; 


Kugel. Auf gleiche Weife beftimmt ſich das Zrägheitsmoment einer 8. 315. 
Kugel, weldye fi um einen ihrer Durchmeſſe DE — 2r dreht. Theilen 
wir die Halbfugel ADB, Fig. 556, durch Schnitte parallel zur Bafis 

Fig. 556. ACB inn gleihdide Scheiben wie GKH u. |. w., 

und beftimmen wir die Momente derjelber. Das 
Duadrat des Halbmeſſers EK einer folchen 
Scheibe ift: 

GM—=-(@a—- CR=r — CR, 
daher das Trägheitmoment berjelben: 


= Inn: — (r? — TR: 





= rt — 272. OK? + OR). 


Segen wir nun für CK nad) und nad) —, *. * u. ſ. w. bie = — 
ein, und addiren wir die Ergebniſe, ſo folgt das Trägheitsmoment ber 


Halbkugel: 
v⸗ ——— Qs+224-.4n)4+(2) +24 429] 


zr 2rt n? r\t n? . 
= —Inrt — .— -—)- —|,d. tt: 
Ze nı 3 +(£) > i 


zr® . 
v=7-(1-5+'1)= 
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Nun ift der Inhalt einer Halbkugel U/, r?, e8 läßt fich daher ſetzen: 
W=! Mar. —= 2%, Mr?, 
und nimmt man M für die ganze Kugel an, jo gilt die Formel auch für diefe. 
Bezeichnet o den Halbmefier GE K der Scheibe im Abftande = —= CK vom 
Mittelpuntte, jo hat man mit Hülfe der Differenzialrechnung: 
3W = Um! = Ynrdadr? = Z ordz, 


und da 0? = r? — 22, alfo ef! = rt — 2r? 22 + # iſt, fo folgt: 


ar r 
w=3 [e% = sfr” — 2r 0292 4 td), 
= ') 
oder gps j mr 
1 r r nr 
7-3 FH) een 





Der Drehungshalbmefler ift: 
k—=rV?, = 0,634 .r. 

Zwei Fünftel der Kugelmaffe um ben Kugelhalbmeffer von der Drehungs- 
are abftehend, haben daſſelbe Trägheitsmoment wie die ganze Kugel. 

Die Formel 

W= ?), Mr: 

gilt auch für ein Sphäroid, defien Aequatorhalbmeſſer — r ift (ſ. S. 126). 

Drebt fid) die Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpuntte um d ab⸗ 
ftehende Are, fo hat man das Trägheitsmoment derſelben zu ſetzen: 

W=M( + ?ır?). 


Cylinder und Kegel. Das Trägheitömoment einer materiellen Kreis⸗ 
finie ABDE, Fig. 557, in Hinſicht auf eine Are durch den Mittelpunkt 
C und redhtwinfelig zur Ebene des Kreifes ift, da alle Punkte um CA=r 
von ber Are abftehen, 

W= Mr. 
Diefe Formel gilt nicht nur fir einen Ring aus diinnem Draht, fondern aud) 
für einen Cylindermantel aus dünnem Blech und von beliebiger Höhe, welcher 
Sig. 557. fi) un feine Are dreht, und kann annäherungs- 
weiſe aud) für Schwungringe gebraucht werben, ſo⸗ 
bald die radiale Dimenfion des Kranzquerfchnittes 
hinreichend Fein gegen den Halbmefler iſt. Eine 
genauere Beſtimmung ift im $. 313 gegeben. 

Das Trägheitsmoment einer materiellen Kreis⸗ 
linie in Hinficht auf einen Durchmeſſer XX ober 
YYift für alle Durchmeffer gleich groß. Es ift 
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dafjelbe für XX gegeben durch Z my* und für YY dur Zmat. Da 
nun das Trägheitsmoment hinfichtlich der in C ſenkrecht ftehenden Arc 

Zart—=ZEm(x + y) 
ift, fo folgt 

Znmt=Zmt —=\,Zmr, 
d. 5. man Hat für die Durchmeſſer XX und TX fowie für jeden anderen 
Durchefler: 

mW=1,W='!Mr. 
Dagegen das Trägheitsmoment von einem freisrunden Blatte ABDE, 
Fig. 557, welches ſich um feinen Durchmeſſer BE dreht, ergiebt ſich wie 
das Biegungsmomint eines Cylinders: 
ar‘ Mr? 


m=-7-.H, 


4 4 
es ift folglich der Halbmefjer der Trägheit diefer Fläche: 
= VW 
d. i. die Hälfte vom Halbmefier bes Kreifes. 
Auch bier iſt für bie in C ſenkrechte Are W = 2 M — a, welche 


Formel fir beliebige Dicke der Scheibe, daher auch für einen Cylinder hin- 

ſichtlich feiner geometriſchen Are gilt, wie aud) ſchon in $. 313 gefunden 
wurde. 

Es läßt ſich nun aud) das Trägheitsmoment eines Cylinder8 ABDE, 

Fig. 558, finden, der ſich um einen durch feinen Schwerpunft 8 gehenden 

Sig. 558. Durchmeſſer FG dreht. Ift 2 die Halbe Höhe 

AF und r ber Halbmeſſer CA —= CB des 

Cylinders, fo hat man das Bolumen einer 

Hälfte deffelben = zr?l, und führt man 

Schnitte parallel zur Bafis und in gleichen 

Abftänden, fo zerlegt man biefen Körper in n 


gleiche Theile, wovon jeder — ae iſt, und 





Ber efte um 7, ber qmeite um 27, ber bite um 30 u. fm. vom Gier 


punkte S abfteht. Mittels der Formel in $. 307 folgen nun die Trägheits- 
momente diefer Blätter oder Scheiben: 


= fan Hay] Fer +] 


fur + (2) aim 
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deren Summe das Trägheitsmoment des halben Cylinders: 


ve (asatntotm] 


n 
Pre Ber —2 2) 
(gt —— 
liefert, und tes aud) für den ganzen Cylinder gilt, wenn M die 
Maſſe deſſelben bezeichnet. 


Mit Hülfe der Differenzialrechnung ſchreibt ſich das Tragheitsmoment einer 
Scheibe im Abftande z von XX in Bezug auf X X: 


3W = Ymrı + mamarız @ +2), 





daher folgt: 
1, 2arıs 


1 
nn Ssırt s+ 3 


=an.a (2 +5)= n(2+ 


Auf ähnliche Weife beſtimmt ſich das —8 eines geraden 
Prismas ABD, Fig. 559, in Hinſicht auf eine Queraxe XX durch den 
Schwerpunlt 8. Iſt x der Trägheitshalbmeſſer der Grundfläche AB des 
Prismas in Hinſicht auf eine Are NN, welche durch den Schwerpunft C 
der Baſis geht und parallel XX läuft, und bezeichnet 2 die Halbe Länge 
oder Höhe CS — DS des Prismas, fo hat man das gefuchte Trigheite 
moment beffelben in Hinficht auf die Are X X: 

V=MR+'!%0) 
Big. 559. Fig. 560. 





Ebenfo findet man für den geraden Kegel ABD, Fig. 560, deſſen 
Umdrehungsaxe XX durch den Schwerpunkt defielben geht und auf der 
geometrifchen Are CD winkelrecht fteht: 


w=!nu(r +®)- 
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Bezeihnet o den Halbmeſſer einer Scheibe im Abftande z von der Spike des 

Regel, io te=r 5 und das Trägheitsmoment einer ſolchen Scheibe für 
eine Are durch die Kegelſpitze D fentreht zu CD folgt zu: 
3W=m . +m2?2= ver (2 + 2), oder 


n rs 


u = — rar rctn X daher 
A h3 
_ıar 5 1: — an 2 
nam az +nT “=. rt tan 


0 
(ua) 


Da der Schwerpuntt S um %, A von der Spite D abliegt, fo ift endlid das 
Trägheitsmoment in Hinfiht auf X X: na 
V=W-4YM=H hr +Y%M—Y)=yyM (+7). 


Für alle geraden Prismen und Eylinder ift die geometrifhe Are eine 
CS chwerpunftshauptare. Die beiden zugeordneten liegen in dem Querſchnitte durch 
den Schwerpunft. Hat der Querſchnitt eine Syınmetrieare, fo ift diefe eine Haupt: 
are (3. B. Prisma mit gleichſchenkelig dreijeitiger Bafis). Laffen fi in dem Quer⸗ 
Ichnitte durch deffen Schwerpunkt zwei zu einander Senkrechte legen, für melde die 
Trägheitsmomente der Querſchnittsfläche, aljo au des Prismas gleich groß find, 
fo find jede zwei in der Querjchnitt8ebene im Schwerpunfte zu einander Senf: 
redhte zwei Schmerpunttshauptaren. Das Trägheitsmoment ift dann für alle 
durch den Schwerpunkt gehenden zur Axe ſenkrechten Geraden gleich groß. Dies 
ift der Fall, wenn der Querſchnitt ein Kreiß, ein reguläre Polygon, oder auch 
eine Figur von folder Regelmäßigkeit ift (Stern, Kreuz u. |. w.), daß die ange- 
gebene Bedingung gleicher Trägheitgmomente für zwei ſenkrechte Aren erfüllt ift. 


Segmente. Tas Trägheitömoment eines Rotationsparaboloides 
BAD, fig. 561, weldes fid) um feine Rotationsare A C dreht, wird 
“Pig. 561. ähnlich wie das einer Kugel beftimmt. Iſt 
der Halbmefler der Baſis, 
CB=(D=a, 
die Höhe CA — Äh, und denkt man den Kör⸗ 


per aus n» Scheiben, jede von der Höhe 1 


beſtehend, ſo hat man die Inhalte derſelben: 


D 
1 
!ula Kata, 2alaufm, 
Rn N n n 





weil fi) die Quadrate der Halbmefler wie die Höhen oder Abflände vom 
Scheitel A verhalten. Hieraus ergeben fich die Trägheitsmomente der auf 
einander folgenden fcheibenförmigen Elemente des Körpers: 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 45 
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_hna hr 4at h n 9a* 


und daher folgt endlich das Trägheitsmomentdesgangen Paraboloides: 





_ xa * _ zath n° zarh 
nun a? “ 
Dem — —— ® — GE 1 2 
weil das Volumen diefes Körpers nad) der Guldini'ſchen Kegel 


3 
M=!yah.28.%a =" ie. 





Diefe Formel läßt fich auch auf ein niedriges Kugeljegment anwenden. 
Iſt die Höhe A eines ſolchen Segmentes gegen a nicht ſehr Hein, jo hat 
man fir das Trägheitsmoment einer Scheibe deſſelben: 


_ah «_ Eh ya — „ah 2 4 
m= 575 h’(2r—h) = (4 r?h?— Arh? + ı) 
zu ſetzen, wobei r den Kugelhalbmeiler bezeichnet. 

Nimmt man nun ſucceſſiv ſtatt % die Werthe — — 22 3 u. ſ. w. an, fo 


erhält man das Trägheitsmoment des Rugelobfinittes: 


= ar (A #r + + (®). = 
— (207? — 15rh + 3M°). 


Der Inhalt oder die Maſſe des Kugelſegmentes ift: 
M=na#lt(r — !sh) 
daher: 


h3 
W=ah(r—Y;h)- * Rs + 'n 5) 


= ?/, Mh (r — ih + Yo m) 


Meift ift genligend genau 
W=°;Mh(r — ’/sh)=1;M (a? + !/sR?). 
Diefe Formel findet ihre Anwendung bei den Pendellinſen. 


Parabel und Ellipse. fir eine Parabelflähe ABD, Fig. 562, 
ift (nad) $. 233), wenn man ftatt der Fläche F’ die Maſſe M einführt, alſo 
F mit M vertaufcht, umd die Sehne AB wieder mit s, fowie bie Bogen 
höhe CD mit Ah bezeichnet, das Trägheitsmoment in Hinficht auf die geome⸗ 
trifche Are XX diefer Fläche: 
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Ms? 
mn=5, 


und das in Hinficht auf die Are X Y, welche durch den Schwerpunkt S der 
Fläche geht und rechtwintelig gegen X X fteht: 
W, = 12/75 MR?. 


Hieraus folgt das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine durch S redht- 
wintelig zur Barabelfläche gehende Are: 


W=W+ MU (+ Yan) |() + Wr]. 


Für eine foldhe Are durch den Parabelicheitel D wäre Hingegen, da 
DS = ®/, h ift ($. 117), diefe8 Moment: 


mM=W+ne= 1m) + ne] 
und dagegen für eine Are durd) den Mittelpunkt C der Sehne: 
mM=W+ aM yall) + me]. 


Fig. 562. 
Y 





Diefe Formel gilt natürlich auch für ein Prisma mit parabolifchen 
Grundflächen, namentlich auch fir Balanciers, welche aus zwei ſolchen 
Prismen beftehen und um eine durch ihre Mitte C gehende Are fchwingen. 

Für eine Ellipfe ABAB, Fig. 563, mit den Halbaren CA= a 
und CB — b ift (nad) $. 231) das Trägheitsmoment in Hinficht auf die 
Are BB: 














x a?b Ma? 
mW==-7 
und das in Hinficht auf die Are AA: 
ab? Mb? 
mw=-=-7 


45* 


r | 
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folglic) das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine Are durch die Mitte C 

und rechtwinkelig zur Ebene der Figur: 
V=M+M='Y4M(a — 


Rotationsflächen und Rotationskörper. Mit Hilfe bes höhe: 
ren Calculs Laffen ſich die Trägheitsmomente von Rotationsflächen und 
Rotationskörpern (f. $. 128) durch die im Folgenden entwidelten For⸗ 
meln ermitteln. 

1) Dreht fid) ein Gurtel ober eine Zone PQ Qı Pı, Fig. 564, vom Halb: 

ig. 564. meffer MP = y und der Breite PQ= ds 
um feine geometrijche Are AC, fo fällt, da der 
Inhalt deffelben (nad) $. 128) 
00=2nyös 
ift, das Trägheitsmoment deſſelben in Bezug 
auf die Are AC 

a „00 = 2nyrds 

aus, und es ift folglich das Trägheitsmoment 
der ganzen Rotationsflähe APP, in Hin 
ficht auf ihre Are A C: 

W=2n f y?0s. 


2) Eine Scheibe PQ Qı Pı, deren Volumen 99 — ay?dx zu fegen 
ift, hat nad) $. 316 das Träggeitsmoment in Hinficht auf die Are A C: 
oV.y __ nytöx 
2 02" 
folglich ift da8 Trägheitsmoment des ganzen Rotationskörpere APP: 


w=& [wos 


Wäre AP ein Kreisbogen, und folglich die von ihm durch Umdrehung 
erzeugte Fläche eine Kugelcalotte, fo hätte man: 
yPz=2rı— ımdyds—rdz, 
folglich das Trägheitsmoment biefer Calotte: 


w=2z=[@rs — MNröz—2ar (er [202 -/[) 
=2ar (5), 
oder, wenn man bie Höhe AM — x durch A erfegt: 
h h 
w=2arn (. - 3) (r- #). 
da der Inhalt oder die Maffe der Calotte M— 2zrh ifl. 
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Für die ganze Kugeloberfläde ift A —= 2r und daher 
W= 2); Mr’. 
Wäre hingegen AP ein Ellipfenbogen und folglich der mittel® der ebenen 


Fläche APM durd) Umdrehung erzeugte Rotationskörper A PP, das Seg⸗- 
ment eines Rotationsellipfoides, fo hätte man 


2 b? 
7 2ax — x) 
und daher das Trägheitsmoment defjelben in Hinficht auf die Are A C: 


pt 
“ [@az — 209 


bt 
— — 4ax? + «t)Ox 


4 
2 (har an +2) 
3. B. fiir das ganze Ellipfoid, für welches x — 2a ift: 


— d ,abta = ?),.%,nab?.b2 — 2), MdR, 
2 
da fich der Inhalt dieſes Körpers durch n: 4, a8 — 4), nab? ausdrüden 


läßt (vergl. $. 125). 

3) Dreht ſich ferner der Gurtel PQQ,P, um eine ve He durch A, welche 
rechtwinkelig auf der geometrifchen Are A C fteht, jo hat man (nad) $. 307 
und $. 316) das Trägheitsmoment deffelben 


= 00 (e + !ay?) = 27 (et + !/ıy?) yös 
und daher das Trägheitsmoment der ganzen Calotte APP:: 
‚= = [00 + y?) y0s. 
4) Dreht fich endlich die ganze Scheibe PQQLP, um eben biefe Are 
durch A, jo ift deren Trägheitsmoment 
Va + Yy)—ry (a + Yu?) 0x 
und daher das des ganzen Körpers APP:: 
w=n/(e + 19) ron 
Für ein Rotationsparaboloid (f. 8. 317) ift, wenn man deſſen Höhe 
AM durch h und den Halbmeffer MP Mine Baſis durch a bezeichnet: 
= 
= I 
| folglich) da8 Trägheitsmoment in inch u die Ordinatenare duch A: 


W= | +1 =) x0x 7 xt + Iıs =), 


$. 320, 
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alfo, wenn man x — h einführt: 

w=!zarh (h? + 1,0) = aM (h? + Ya}, - 
da das Volumen diefes Körpers — !/, ma? ift (vergl. 8. 127). 

Hieraus folgt endlich wieder das Trägheitsmoment dieſes Körpers in Hin- 
ſicht auf eine Are durch den Schwerpunkt S umd rechtwinfelig zu AC: 
m=1.M (ht + sa) — (2),)? Mh? — 1, (a? + 1); ht). 

Fir alle Rotationsförper ift bie geometrifche Are eine Schwerpuntts 
hauptare, und als die zugeordneten Hauptaren Können je zwei durch dem 
Schwerpunkt gehende unter ſich und auf der erften Are ſenkrecht ftehende 
Geraden gelten. Das Centralellipfoid ift hier ein Rotationgellipfoib; bei 
der Kugel ift es ebenfalls eine Kugel und je drei Senfrechte zu einander 
find dabei Hauptaren. Auch ein Eylinder von der Länge 2 und dem Halb- 
meffer r kann eine Kugel zum Gentralellipfoid Haben, wenn bie verjchiebenen 
Trägheitsmomente ($.313 und $.316) einander gleich find, d. 5. wenn man 


Y,uUr—M (@ + 5): atfo 


1= 3 VE — 0,866 r hat. 


Beschleunigte Umdrehung einer Radwelle. Die Theorie ber 
Trägdeitsmomente findet bei Maſchinen und Inftrumenten die häufigften 
Unmendungen, weil an diefen meift rotirende Bewegungen um eine fefte 
Are vorkommen. Es werden deöhalb in der Folge noch vielfache Anwendungen 
dieſer Lehre vorfommen, umd möge daher genügen, zunächſt nur einige ein- 
fache Fälle derfelben abzuhandeln. 

Wirken an einer Radwelle ACDB, Fig. 565, mit den Hebelarmen 

Fig. 665. CA=a und DB—b zwei Gewichte 

P und Q mittelft vollfommen biegfamer 

Schnikee, und find die Zapfen hinreichend 

dünn, um die Zapfenreibung vernach⸗ 

x laſſigen zu können, fo bleibt diefe Ma- 

ſchine im Gleichgewichte, wenn bie ftatir 

fen Momente P. CA ımd Q. DB ein 

ander glei) find, alfo Pa — Qb if. 

Iſt Hingegen das Moment vom Gewichte 

P größer als von Q, alfo Pa > Qb, 

fo fintt P und fteigt Q, ift dagegen Pa << Qb, fo fteigt P und finkt Q. Uns 
terfuchen wir nun die Bewegungsverhältniffe in einem der Iegteren Fälle, 
fegen wir z. B. voraus, daß Pa > Qb fei. Die dem Gewichte Q ent⸗ 
fpredjiende und am Arme d wirkende Kraft erzeugt am Hebelarme @ eine Kraft: 
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2. welche der dem Gewichte P entſprechenden Kraft entgegenwirkt, fo daß 


die bewegende und in A angreifende Kraft P — = übrig bleibt. “Die 


Maſſe reducirt ſich beim Verſetzen aus dem Abſtande d in ben Abſtand @ 


05 . gb 
auf gar es ift daher die von der Kraft P — * bewegte Maſſe: 
2 
—— — 
@Gk? 
oder, wenn das TrägheitSmoment ber Radwelle W — — und daher die 
2 
auf A rebucirte träge Maſſe derſelben — —* iſt, ſchärfer: 


M= (? + sr 4 ):9 —="(Pa? + Qb2 + @%%): gat. 


Hieraus folgt nun bie Acceleration des Gewichtes P oder Radumfanges: 


n_ 
Bewegende Kraft _ 
—Paffe Pa? + 90: T am ge 
Pa — Qb 
— Par ger am I 
dagegen die Acceleration des fteigenbes Gewichtes Q oder des Wellenumfanges: 
bb __ Pa — ob ‚ab 
17, PT Par + Qu + am 7 
Die Spannung des von P iſt: 


8— P- 2 m 2) G. 8 78), 
bie des Seiles von ©: 
s=0+=e(1+ *. 


daher der Zapfendruck: 


— — 


(Pa — Ob)? 
=d + Pre gar Laer 


Es ift folglich der Drud im Zapfen bei einer umlaufenden Radwelle 
Heiner als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle. 
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Aus den Accelerationen p und g laſſen fid endlich die übrigen Bewegungs ⸗ 
verhältniſſe finden; e8 ift nad) t Secunden die Gefchtwindigfeit von P: 


v=pt, 
von Q: 

n=at 
und der durchlaufene Weg von P: 

s=!,pt, 
ſowie der Weg von Q: 

= nat. 


Beiſpiel. Es fei das Gewicht am Rade fig. 566, P — 40 Kilogramm, 
das an der Welle Q — 100 Rilogramm, CA= a = 05 Meer, DB=b 
Fig. 566. = 0,15 Meter. Es beftche ferner die Welle 
“ “ aus einem maffiven Cylinder von 40 Rilo- 
gramm Gewicht und r, = 0,15 Meter Halb: 
mefier, das eiferne Rad aber aus einer Rabe 
von 73 — 0,18 Meter Außerem Galbweffer 
X und 20 Kilogramm Gewicht, einem Kranze 
von r3—0,5 Meter äußeren, r, —0,48 Meter 
innerem Kalbmeifer und 35 Kilogramm Ge: 
wicht und vier Armen von zufammen 18 Kilos 
gramm Gewicht. Man foll die Bewegungss 
verhättniffe diefer Maſchine angeben. Die ber 
wegende Kraft am Umfange ift: 


?P-29=0- 1%. 100 = 10 Rilogramm. 


Das Trägheitsmoment der zu bewegenden Welle jammt Rad berechnet ſich, 
wenn man Zapfen und Seilmafien unberüdfidtigt läßt, als die Summe ber 
Trägheitsmomente der einzelnen Theile. Man hat für: 














. G, b2 0.162 
=A_o- = 
1) die Welle W — 122.3 =: 
A 
2) die Nabe W = Fi et = nF _ 088, 
9 den aranz wy E * 3 Bor 08 _ 84 
’ 1 9, g 








2 die Arne W = —* Zt St AN 
ı 0 DEE * Moe" _ 200, 
7 8 g 
Es if Abe das Tragheitzmoment ber —* —* 
w=S GR=-M+M+M+WM= un oder GR = 11,91. 
Die —8 auf den Radumfang reducirte Maſſe iſt nun: 
gu + om) 1 971 
H“=(r+ )7 = [0 +10 (90) + omg 
= (0 +9 + 47,6) . 0,102 — 9,858. 
Hiernach folgt die Wereleration des Gewichte P fowie des Rabumfanges: 
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P-2gQ 
— a — 10 _ 
I = Tg — 101D Dielen, 
a? 
dagegen bie von ©: 
g= 2» =. 1,015 = 0,805 Deter. 


‚ Berner ift die Seilfpannung von P: 
— p _ 1,015 
8 =(1 — €) P= (1 Year) 40 = 0896 . 40 = 35,8 Rilogramm 
und die von Q: 
= (1 + 2) = ( + sm) 100 — 108,1 Rilogramm 
und folgli der Zapfendrud (auf beide Zapfen zufammen): 


G+S5+S =113 + 35,8 + 103,1 — 251,9 Rilogramm, 


während derjelbe im Zuftande der Ruhe 253 Kilogramm beträgt. 

Nah 10 Secunden hat P die Geſchwindigkeit v—= pt=1,015.10= 10,15 Meter 
erlangt, und den Weg s = v= 10,15 . 5 = 50,75 Meter zurüdgelegt, wäb- 
send Q um s, = 2 s—=03. 5075 = 15,23 Meter geftiegen ift. 

Das Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Acceleration $. 321. 

Pa — Qb | 
_— —— — ·4b 
1 Dar Qu + Gm I 


ertheilt, Tann auch durch ein anderes Gewicht P, erſetzt werden, ohne die 
Acceleration von Q zu verändern, wenn daſſelbe an einem Hebelarme aı 
wirkt, für welchen ift: 


Pia — Qb Pa — ob 
Da?+ gu +GE Pat gu + gm 


. Pa? + QU? + GR? 
Die Sehe —, 


a — cai — — 


duch c bezeichnet, erhält man: 


do +d)+ GR 
pP ’ 
und den in Frage ftehenden Hebelarm: 


PRESEYAUE \/ (2)- ROrDESE, 


Auch läßt fi mit Hülfe der Differenzialrehnung finden, daß Q vom 
Gewichte P dann am ftärfften accelerirt wird, wenn ber Hebelarm des legten 
der Gleichung Pa? — 2 Qab = Qb? + Gk? enſſpricht, aljo 
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60 bQ\, 05 + GR? 
-ptr v@ — — 

ift*). 


Die im BVorftehenden gefundenen Tormeln nehmen eine complicirtere Ge⸗ 
ftalt an, werm auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile Rüd- 
fiht genommen wird. Bezeichnen wir ben Inbegriff beider Widerftände, redu⸗ 
cirt auf den Umfang der Zapfen, deren Halbmefler = r fein möge, durch F. 


fo ift ftatt der bewegenden Kraft P — n Q, der Werth P — ob { Fr 


zu fubftituiren, weshalb 3. B. die Beichleunigung von Q: 
_(Pa— Fr)b — Qv: 
1 Par r gb tm 7 
und der der ftärkften Acceleration von Q entjprechende Arm 


_Qb+ Fr 0b + Fr? 95 + GR? 
Ve 


ausfällt. 


Beilpiele. 1) Wenn die Gewichte P = 80 Kilogramm, Q = 100 Kilogramm 
an den Hebelarmen a — 0,5 Meter und db = 0,1 Meter einer Rabwelle wirten, 
und es ift für diefe Maſchine GA? = 6; jo ift die Beichleunigung des Reigenben 
Gewichtes Q: 


30 ..0,5.0,1— 100.0,12 0,5 


q= 30.0597 100.0,12-76 9,81 =7; Hiper —0,035. 9,81 —=0,34 Meter. 


Soll aber ein Gewicht P, = 45 Kilogramm diejelbe Beſchleunigung von Q 
bervorbringen, jo ift der Hebelarm von P, 


30.052 410.012 +6 _ 
e —.05 10.01 29 Meier if 


= 14 + V 2,10 — z — 1,45 + V13 — 2,59 ober 0,31 Meter. 


* Dem av von q entſpricht befanntlidh (ſ. anabyt ‚Hälfslepren 8. 13) 


oder da 


die Gleihung <7 — 0. Bildet man aus qg = ——— gb 
nad) der Bor 2 2% m ® (J. analyt. Hülfsl. $. 8. V.) den Aus 


brud 24 2, jo folgt 
(Pa? + Qb? + GR?) P— (Pa — Qb) 2Pa p 
T ————5 —————0. 
Dieſer Ausdruck wird mit dem Zähler zu Null, alſo wenn 
Pa? + b2 + Gk? = 2Pa? — 2Qab 


Pa? — 2Qab = Q52 + GR if. 





oder wenn 
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2) Die Beſchleunigung von Q fält am größten aus, wenn der Hebelarm der 
Kraft oder der Halbmeffer bes Kades 
A. a 0,1. 100° au) 








7 BAER 
01.100 | Er = 0,333 + Voss 
= 0,92 Mein —* 
Es if dicſe Magimalbeföleunigung: 
80 ..0,92..0,1 — 100 .0,12 1,76 — 
= Ton RL = oα = 04 Meter. 


3) IR das Moment der Reibung fammt Seifteifigteit Fr — 2, jo hat man 
Ratt Q5, 9 + Fr = 10.01 + 2, — 12 zu fegen, weshalb folgt: 
0,40 + 0,63 — 1,03 Meter, 


30, 
und die entſprechende Maximalbeſchleunigung: 
30.1,08.0,1—2.0,1— 100.0,12 
ı= — omre  98l ug 921 = 048 Meter, 









Fallmaschine. Die $. 320 gefundenen Formeln für die Radwelle $. 322. 
gelten auch für die einfache fefte Rolle, denn fegt man d — a, fo geht die 
Radwelle in eine Rolle oder Welle über. Behält man die übrige Bezeich- 

Big. 567. nung des angeführten Paragraphen bei, fo hat 
man für die Beichleunigung, mit welder P 
5 und Q feigt: 
@—- 9a 


In Ygaram 
oder, mit Berücfichtigung der Reibung: 
(P — Q)at — Far 
@erFgyaram'! 
Um die Zapfenreibung herabzuziehen, legt 
man die Zapfen O der Rolle AB, Fig. 567, 
auf Frictionsräder DEF und Di Fi Fı. Sind 


nun bie Trägheitsmomente diefer Räder —— EIN 


und die Halbmeffer derfelben, . 
DE=DEBE=a, 

fo hat man, wenn F wieder die auf den Um— 

fang des Zapfens C reducirten Reibungen bes 

zeichnet, zu fegen: 


PEreN (P— Q)a?— Fer Hr .g, 


@+ Var+amı Hr * 


weil die auf den Umfang der Frictionsräder 
oder der Radzapfen reducirte träge Maſſe die- 


== 
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2 
weil die Kraft (? + =) 7 auf die Beichleunigung von P und G ver: 


wendet wird; die Spannung bes befeftigten Seiles @ HZ hingegen: 
— Gk, „Pp 
RE ET 
weil die Rolle EG durd die Differenz; S — S, der Seilſpannungen in 
Umdrehung gejegt wird. 


Beifpiel. An der Rollenverbindung in Fig. 568 hängen die Gewichte 
P = 40 Rilogramm und Q = 66 Kilogramm, und es wiegt jede der maffiven 
Rollen 6 Kilogramm; man fucht die Beichleunigung diejer Gewichte. 

Die bewegende Kraft ift: 


pP +6 _._%+0 


die Maſſe einer Rolle auf ihren Umfang rebucitt: 
GR Gt _ 4 _ 6 — 
ga gar 2 29 g 8 313), 
und die gelammte träge Maſſe auf Den Umfang der Rolle AB rebucirt: 





— 4 Kilogramm, 





G ar? 247 
= (pH 244 +): = +++ Wi=T 
daher die Veſqheunigung des —*8 Gewichtes: 

3549 EL — 0,685 Meier; 

Dagegen die Ücceleration des fleigenden Gewichtes: 
— * — 0,317 Meter. 

Die Spannung des Seiles BE ift: 

— G\P — 40 _ 43 065 _ 
s=P—(P+ 3) 2 = 0 — 43 55, = 0 — 2,78 = 87,28 Rilogramm; 
die des Seile GH: 

— G »_ _ a „0,685 
9 =S — 223” 387,22 — 3 2.981 — 37,12 Rilogramm. 


$. 324.  BZufammengefegter ift die Bewegung, wenn die Rolle EG, Sig. 569, 
nur an einem umgejchlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, daß P 
Fig. 569. Mit ber Acceleration p ſinkt und Q mit q fteigt, jo er- 
halten wir die Acceleration der drehenden Bewegung am 
ABB Umfange der lojen Rolle: 
1=»—q4(8. 47) 

Segen wir nun die Spannung des Seiles AE —= $, 

fo erhalten wir: 
P-S— (? + 


— 
ferner: 





sS-(@+4)=(0 + ‚mt. 
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da nad) $. 304 angenommen werden kann, daß S in dem Schwerpunfte D 
von EG angreift, und endlid): 


s—_ Aha 
— A. 
a, 9 


da auch anzunehmen iſt, daß der Schwerpunkt D feftgehalten und die Rolle 
dur) S in Umdrehung gejegt wird. 
Die legten drei Formeln geben die Accelerationen: 





P—B8 S—(Q+ 6) Sa, 
—— 5 91 ———9 und 4* 793 
PH Sr Q + Gi G,k; 
und alle drei in die Gleichung q. — p — q eingefekt, erhält man: 
Sa? — P—S 8— 6) 
Gi x Pp4 246 


woraus nun die Seilſpannung 


2Pa? + @Gk? 
S= 3 
a, 


1 
antgra)Petamte 


folgt. Aus dem Werthe für S ergeben ſich nun auch durch Anwendung 
obiger Formeln die Beichleunigungen der Gewichte P und Q. 
Bernachläffigen wir die Maſſe @ der feiten Rolle, und ſetzen wir auch 
QO = Null, fo erhalten wir einfach: 
8 — 2Pa?. G,k? — 2PG x 
Pla? 'M)G + hak? Gk?+ Pla? + RK) 
Iſt das Seilende AE, ftatt daß es über die Nolle AB weggeht, feft, 


jo bat man die Beichleunigung p — 0, daher 447 = — q und folglid) die 
Spannung: 
+4) + Gh 

und fir Q — Null: 

S— Il 

— a? + kr 
Iſt der rollende Körper G, ein maffiver Eylinder, jo hat man: 
3 
a = 1/ 2 A, 


1 
und es ergiebt fich die Spannung flir den erften Fall, wo das Seilende AE 
über die Rolle AB geht und das Gewicht P trägt: 
3 _2P& 
8P+ &' 


$. 325. 
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und für den zweiten, wo das Geilende AE feft ift: 
_ &ı 


3 
Soll im erften Falle das Gewicht P fteigen, fo hat man p negativ, alſo 
8) D, d. i.: 
2 PGIBR PGi? + Pr(a? + x), 
einfach: 


1 +2 3 ’ 
damit ferner Gi finte, ift ni, daß S < Gh, alfo 
Gı — 
P > 1 — 77 ſei. 


Beiſpiel. Wenn bei der Rollenverbindung des Beiſpieles zu $. 323, Fig. 568, 
das Seil GH plöglich reißt, jo wird wenigftens anfänglich das Seil BE geipannt 
dureh die Kraft: 

= 
224 7 2.448 
GR: OF — 
ent — 15541 
_ _ 59% 
5.8171 1147 
Hierbei ift die Beichleunigung des ſinkenden Gewichtes P: 


= (=) 9 = (Tr). 981 = 981=7,9 Meter, 


— 5,210 Kilogramm. 


Gk 40 3 4 
rn u 


ferner die Beichleunigung der finfenden Rolle: 
_ (+ 4—S - (220), 66,79 
g= — „= el= 5 981 = 9,1 Meter, 
und die Umdrehungdacceleration diefer Rolle: 
Sa __ 5,210 — 
qı =7m69=77° 9,81 — 17,04 Meter. 
Fortrollen eines Körpers auf einer horizontalen Ebene. 
Wenn ein runder Körper ACD, Fig. 570, mit einer gewiffen Anfangs» 
ia. 870, | geſchwindigkeit c auf der 
dis horizontalen Bahn DE 
nl — fortgeſchoben wird, ſo 
nimmt derſelbe in Folge 
der Reibung auf dieſer 
Bahn eine Drehung mit 
allmälig wachſender Ge 
ſchwindigkeit an, deren 






8 
N 8 ‚ ’ 
un nnnnnn tl, — 


\ , 
\: 7 
nn: ft 
en DR 
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Ücceleration 9 durch die — 
Kraft 
P = Mafe = = 
M— 23 

worin @ den Reibungscoefficienten, G — Mg das Gewicht, alſo $ GE 
die Reibung, ferner Mk? das Trägheitsmoment des Körpers und a den 
Wälzungshalbmeiler C.D defielben bezeichnen. ‘Die durch diefe Acceleration 
in der Zeit t erzeugte Umdrehungsgefchwindigfeit im Abſtande CD — a 
von der Are C ift 


2 beſtimmt iſt 








a? 
v=r—p gi 


Dagegen erleidet die fortichreitende Bewegung des Körpers eine Retarda⸗ 
tion q, welche die Formel 
Widerſtand pG 


angiebt, und wonach die Gejchwindigfeit diefer Bewegung nad) & Secunden 
vi =c—-ıt=e — pogtif. 
Setzt man nun v, —= v, aljo 
a? - 
9 72 g=c— 99 t, 


ſo erhält man die Zeit, nach welcher die Geſchwindigkeit des Drehens gleich 
der des Fortſchreitens wird, und daher das Wälzen des Körpers eintritt: 


Am Ende dieſer Zeit iſt die gemeinſchaftliche Geſchwindigkeit 


a? a?c 
| am WRITER 
und der progreifive Weg des Körpers: 
(+2 ‚_2e@+kce_ PR 0 _Qa+mm a 
— — a+k? 2 a +kK (—— 209g 
Wäre der Coefficient der rollenden Reibung — Null, a würde ber 
Körper AB mit der conftanten Gefchwindigkeit c, — 7 STB Pe 
horizontalen Ebene ohne Ende fortrollen; da aber diefer Bewegung noch bie 
wälzende gteibung 9 entgegenwirkt (ſ. $. 197), fo wird der Körper nach 


Zurücklegung eines gewifien Weges sı.zur Ruhe kommen. Am Ende dieſes 
Beisbach's Lehrbud der Mechanik. L 46 


auf ber 
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Weges ift durd) bie Arbeit I 2 diefer Neibung das ganze Arbeitspermögen 
Ge, Gem ca +mGe 


29 a 29 Ba”; 29 9 
der trägen Maſſe des Körpers aufgezehrt, und daher 


f@4 _a® + K2 Ge} 





a at 29 
zu fegen, wonach der Weg 
a 4 x2 c} _ a3 c? 
"fa 29 Fa@HR)2g 
in der Zeit 
„za _ rH,e _.e 
' ci Ja. 9 Jg 


zurlidgelegt wird, bis der Körper zur Ruhe kommt. 
2 3 
Fur eine rollende Kugel ift < — %, und für einen Cylinder = —1,; 
ſ. 8. 315. 





c? 
J ta — 1 — 2 — * 
Im letzteren Falle iſt z. B. t /3 — Pr c /s c‚,‚s = /s 299 
— 
und 5 /3 f 29° 


Drittes Capitel. 


Die Centrifugalfraft flarrer Körper. 


Normalkraft. Die Kraft der Trägheit tritt nicht bloß bei Geſchwin⸗ 
digfeitöveränderungen, fondern aud) bei Rihtungsveränderungen 
eine8 bewegten Körpers hervor, da ein Körper vermöge feiner Trägheit allein 
nur gleihförmig und in der geraden Linie fortgeht (j. $. 57). Die Beurthei⸗ 
lung der Wirkungen der Trägheit bei ftetigen Richtungsveränderungen, nament- 
(ich bei der Bewegung der Körper in krummen Linien, und insbeſondere in 
Kreife, ift Gegenftand diefes Capitels. 
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Bewegt ſich ein materieller Punkt in einer krummen Linie, fo hat derjelbe 
an jeber Stelle eine von der jedesmaligen Bewegungsrichtung ablenfende 
Acceferation, die wir in der Phoronomie unter dem Namen Normalacces 
leration kennen gelernt haben. Iſt der Krummungshalbmeſſer an einer 
Stelle der Bahn des bewegten Punktes = r und die Gefchwindigfeit dieſes 
Punktes — v, fo hat man fir die Normalacceleration (nad) $. 44): 

e 


= 


IR nun die Maffe des Punktes —= M, fo entfpricht diefer Normalacceles 
ration eine Kraft: R 
P=M= ar 
die wir als die erfte Urfache, weshalb der Bunft an jeder Stelle feine Be- 
wegungsrichtung ändert, anfehen müffen. Hat der Punkt außer der Nor» 
malkraft feine andere (Tangential:) Kraft, jo ift die Geſchwindigkeit v deſſel⸗ 
ben unveränderlic, — c, und daher die Normaltraft 
Me: 
F r 
nur abhängig don der jebesmaligen Krümmung ober von dem Krilmmungs- 
halbmeſſer, unb zwar Heiner bei ſchwacher Krümmung oder großem Krummungs⸗ 
halbmeſſer, und größer bei ſtarler Krümmung ober Heinerem Krümmungs« 
Halbıneffer. Bei doppeltem Krummungshalbmeſſer ift z. ®. die Normalkraft 
nur Halb fo groß als bei einfachem Krlmmungshalbmefler. Wird ein mate- 
vieler Punlt M durch eine horizontale Bahn, Fig. 571, gezwungen, eine 
Sig. 5r1. frumme Linie ABDFH zu durd- 
laufen, fo behält berfelbe, wenn wir 
die Reibung außer Acht laffen, an 
allen Stellen einerlei Geſchwindigkeit 
e, und übt an jeder Stelle einen ber 
Normalkraft gleichen Drud gegen die 
concave Seitenwand aus. Während 
der Durdjlaufung des Bogens AB 


Pue Me 
ift diefer Drud = ——, während 
ft dieſ veh— 


24 
der Durchlaufung vn BD iſt er = 35 fir den Bogen DF ift ev 


2 2 
— Me und für den Bogen FH fält er — Aue aus, wenn CA, EB, 
GD KF 


GD und KF bie Krümmungshalbmefjer der Wegtheile AB, BD, DF 
und FH find. 
46* 


g. 327. 
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Centripetal- und Centrifugaikraft. Bewegt ſich ein materieller 
Punkt oder Körper im Kreife, fo wirkt die Normalfraft radial einwärts, 
weshalb fie dann Kentripetal= oder Annäherungsfraft genannt wird, 
während die Kraft, mit welcher der Körper vermöge feiner Trägheit entgegen- 
gefegt, d. i. radial auswärts wirkt, den Namen Centrifugal-, Flieh— 
oder Schmwungfraft erhalten hat. Centripetalfraft ift die auf den Körper 
einwirkende und Centrifugalkraft ift die vom Körper zurückwirkende Gegen- 
kraft. Beide find an Größe einander gleich und in der Richtung entgegen- . 
gelegt ($. 67). 

Bei der Umdrehung der Planeten um die Sonne befteht die Centripetal- 
kraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wird der bewegte Körper durd) 
eine Führung oder Leitung, Ähnlich wie Fig. 571 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, jo wirft die Führung durch ihre Starrheit als 
Gentripetalfraft und der Centrifugaltraft des Körpers entgegen, ift endlich 
der umlaufende Körper durd) einen Faden oder durch eine Stange mit dem 
Drehungspunfte verbunden, fo ift e8 die Elafticität der Stange, welche ſich 
mit der Eentrifugalfraft des Körpers ins Gleichgewicht reer und eben dadurch 
als Centripetalkraft wirkt. 

Iſt @ das amiät des in Umdrehung befindlichen Körpers, aljo defien 


Maſſe M= ri ift der Halbmefler des Kreifes, in welchem die Umdrehung 


vor fic) geht, = r und die Umdrehungsgeſchwindigkeit — v, jo bat man 
nad) bein legten Baragraphen die Centrifugalkraft: 
Pe _Ge_,no 
r gr 29 r 
alfo aud): 
v? 
P:G=2 29° r, 
d. h. die Centrifugalkraft verhält fi) zum Gewichte des Körpers, 
wie die doppelte Geſchwindigkeitshöhe zum Umdrehungshalb- 
meſſer. 

Iſt die Bewegung gleichförmig, welches jedesmal eintritt, wenn außer 
der Centripetalkraft keine andere Kraft (Tangentialkraft) auf den Körper 
wirft, fo läßt ſich die Geſchwindigkeit v —= c durch die Umdrehungsgeit € 
ausdräden, indem man fett: 





— Weg _ 2ar 
Zeit t 
und man erhält hiernad) für die Centrifugalkraft: 
3 2 2 
P— (= ar ’M - — 42° Gr. 
ge? 
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Da 4m — — 39,4784 und für Metmaf 7 — — 0,102 ift, fo het man 
für die Rechnungen bequemer: 
— nn. Mr = 4,025 - — — Kilogramm. 


Oft giebt man or Zahl u der mbrefungen in der Minute und erfegt 
deshalb t hund) — — , weshalb folgt: 





— ob - u? Mr = 0,010966 u? Mr— 0,001118 u? Gr Kilogramm. 
Auch ift flir preuß. Maß: 


P = 1,2633 —* — 0,000351 u? @r Pfund. 


Da nu bie Winkelgeſchwindigkeit @ ift, fo läßt ſich auch ſetzen: 
P=60?.Mr. 

Hiernad) folgt, daß bei gleichen Umdrehungszeiten oder bei gleich vicl 
_ Umdrehungen in einer gewiffen Zeit, und alfo auch bei gleichen Winkel— 
geihwindigfeiten, die Centrifugalfraft wie das Product aus 
Maſſe und Drehungshalbmeffer wächſt, und dag fie unter übrigens 
gleichen Umftänden den Duadraten der Umdrehungszeiten umgekehrt, 
oder den Quadraten der Umlaufszahlen und alfo aud) den Quadra— 
ten der Winfelgefhwindigfeiten direct proportional ift. 


Beiſpiele. 1) Wenn ein Körper von 20 Kilogramm Gewicht einen Jreis 
von 1 Meter Halbmefjer in der Minute 400 mal durchläuft, jo ift feine Gentri- 
fugaltraft P = 0,001118 . 4002 . 20.1 = 3577,6 Kilogramm. 

Wäre diefer Körper dur ein Hanfjeil, deflen Feſtigkeitsmodul 4,8 Kilogramm 
betrage, mit der Are verbunden, jo wäre unter VBorausfegung dreifader Sicher: 
heit der erforderliche Seilquerjchnitt: 

F = — — 2236 Quadratmillimeter, 
wozu ein Durchmeſſer von rund 53,4 Millimeter gehört. 

2) Aus dem Erbhalbmefler r —= 20%, Millionen Fuß und der Umdrehungszeit 
oder Tageslänge t — 24 St. = 21. 60 .. 60 = 86400 Sec. folgt die Eentri- 
fugalkraft eines Körpers unter dem Aequator der Erde: 

20250000 G 2558 _JI 


wäre aber die Tageslänge 17 mal jo Mein, alſo? = — 1St. 24’ 42", jo würde 


dieje Kraft 172 — 289 mal fo groß, aljo ungefähr. Sem Gewichte G des Körpers 
gleich fein. Unter dem Wequator wäre dann die Gentrifugallraft der Schwerkraft 
gleich, und Körper dafelbft würden ebenjo wenig niederfallen als in die Höhe fteigen. 
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3) Bei der Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugaltraft 
defjelben von der Anziehungskraft der Erde aufgehoben. IR G das Gewicht des 
Mondes, a feine Entfernung von der Erde und # feine Umbrehungszeit um die: 
felbe, fo folgt die Gentrifugalfraft biefes Welttörpers 


= 1000 . Se. 


It r der Erdhalbmeſſer und nimmt man an, daß die Schwerkraft in verſchie- 
denen Entfernungen vom Mittelpuntte der Erde umgelehrt wie die nte Potenz 
diefer Entfernungen wachle, jo hat man die Schwere des Mondes oder die An: 
siehungstraft der Erde 

—8F 
6(5). 


und fegen wir beide Rräfte einander gleich, jo erhalten wir: 
rı_ L 
(= rs, 


Run RZ = A, a = 1215 Miionen Fuß und € = 97 Lage 7 EL 
42 Min. = 89342 Min. = 39842 . 60 Sec, es folgt daher: 


(& )= 1,2633 . 1215 ı__ () 

50) = 393.36 — 3600 — (80) ’ 

und es ift hiernach n = 2, d. h. die Schwerkraft der Erde fieht im umgeleprten 
Berpältniffe des Quadrats der Entfernung vom Mittelpuntte der Erde. 





$. 328. Arbeit der Centrifugalkraft. Iſt die Bahn CAB, ig. 572, in 
welcher ſich ein Körper M bewegt, ſelbſt nicht in Ruhe, jondern dreht ſich 
Big. 672. diefelbe um eine Are C, fo theilt fie 
B dem Körper eine Centrifugalfraft ? 
mit, vermöge welder dag Arbeitöver- 
mögen des Körpers vergrößert ober 
vermindert wird, je nachdem er ſich 
bei feiner Bewegung in der Bahn von der 
Drehungsare Q entfernt, ober ſich derfelben 
nähert. Iſt M die Maffe des Körpers, 
© bie conftante Winfelgejhwindigkeit, mit. 
welcher fid die Bahn, z. B. ein Kreifel, 
um ihre Are C dreht, und bezeichnet & die 
veränderliche Entfernung CM des in der Bahn CAB laufenden Körpers, 
fo hat man die veränderliche Gentrifugalfraft beffelben: 
P=o!Mz, 
und «8 ift folglich die Arbeit diefer Kraft, während der Körper ein Weg- 
theilchen MO durdjläuft, und der Halbmeſſer CM um NO — wächſt: 
Pt=o!M:.L. 
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Denken wir uns nun den Halbmefler z aus nTheildhen, jeden — $, 
beitehend, jegen wir alfo ⸗ — n&, und nehmen wir an, daß ber Körper 
feinen Weg im Drehungspunkte C beginnt, fo erhalten wir die Arbeit der 
Centrifugalkraft des Körpers beim Durchlaufen des Weges CAM, wobei 
die Entfernung des Körpers allmälig von O bis 3 wächſt, indem wir in 
dem letzten Ausdrude ftatt ⸗ nad) und nach die Werthe &, 28, 38...n$ 
einjegen und die fo erhaltenen Werthe addiren: 
A=o!Mi+25+364- +R)=arMi?(l+2+3+--+n) 
oder dal +2 +3 + --- + n bei einer großen Anzahl von Gliedern 


* zu ſetzen iſt: 
A = o? M$? . — 1, @® Mg}. 


Da bie mbrehungegefäminbigeit des Kreifels im Abftande CM = # 
von der Umdrehungsare: 
v—0% 


ift, jo läßt ſich folglich einfacher 
A—1, Mi — 5 @ 


fegen, wenn man nod) ftatt der Maſſe M das Gewicht — Mg des Kör⸗ 
pers einführt. 

Wenn der Körper feine Bewegung nicht in C, fondern in irgend einem 
anderen Punkte A außerhalb der Umdrehungsare beginnt, deſſen Entfernung 
von C, CA = 2, und Umdrehungsgeſchwindigkeit 

u, = 08, 
ift, jo fällt natürlich die Arbeit ’/; 2 Ms? beim Durchlaufen des Weges 
CA ganz aus, und es ift daher die entiprechende Arbeit der Eentrifugalkraft, 
während ber Körper von A nad) M läuft: 
A=1 02 Me? — !/ 02 Me? — 1, m?M (#? — z)) 
e—y)g 

— 1 2 _. — 

— / 2 M (v „)= 9 g 

Wenn fi aljo ein Körper in einer ftarren Bahn oder Rinne bewegt, 
welche fi) um eine fefte Are dreht, fo nimmt das Arbeitsvermögen diefes 
Körpers um das Product aus dem Gewichte G deffelben und aus der Diffe- 


2 2 
renz ber Gefchwindigfeitehöhen (2, und 5) welche den Umdrehungs⸗ 


geſchwindigkeiten der Endpunkte A und M des Weges zukommen, zu oder 
ab, und zwar erftereß bei einer Bewegung von innen nad) außen, und letz⸗ 
teres bei einer Bewegung von außen nad) innen. 
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$. 329. Ein Körper M trete bei A, Sig. 573, mit einer relativen Geſchwindigkeit 
cı in die Schaufel AM B eines Kreifelrades ein, welches eine gleichförmige 
Sig. 673. Rotationsgeſchwindigleit haben fol. Sept 
man nod) voraus, daß auf M äußere ber 
ſchleunigende Kräfte nicht einwirken, fo ift 
nad) $. 301 die velative Beſchleunigung 
von M die Refultivende zweier anderen Be- 
ſchleunigungen, von denen bie eine gleich der 
entgegengefegten Befchleunigung der rotiren- 
den Sreifelbewegung, alfo gleich der Centri- 
fugalfraft ift, während bie andere, durch 
2@e audgebrüdte, ſtets auf der Schaufel 
normal fteht. Wenn der materielle Punkt 
. von A nad) B gelangt ift, hat die relative 
Geſchwindigleit c, in diejenige ez fid) geändert. Man findet cz nad) dem 
Prineip der Iebendigen Kräfte, indem man den halben Gewinn an lebendiger 
* * 

Kraft e 37 © gleich der Arbeit der relativen Beſchlennigung fegt. Tiefe 

. 2 a 
befteht nur in ber Arbeit der Gentrifugalftaft A = @ er 1.8.328, 


da bie andere Componente 2 we ftets auf dem Wege AMB ſenkrecht fteht, 
daher eine Arbeit nicht verrichtet. Man hat alfo: 


A= 





da—- 4 „_Y-H 
29 e= 29 % 





daher: 
e? — ce — of, ober 
g=aty—n, 
folglich die relative Austrittsgefchtoindigfeit felbft: 
a=Ve+ty—-H=Vetee rn), 
wobei @ die Winkelgeſchwindigkeit des Kreifels, ſowie r, und rz bie Entfer- 
nungen CA und CB des Eintritts- und des Yustrittspunftes (A und B) 
von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenſo beftimmt ſich die relative Austrittsgeſchwindigkeit cꝛ, wenn ber 
Körper bei B mit der relativen Geſchwindigkeit c, den Kreifel erreicht und 
ſich auf demfelben von außen nad) innen bewegt; e8 ift nämlich: 

a=V}-—-d=Vi ern. 

Da der Körper beim Durchlaufen des Weges AMB außer feiner velati- 
ven Geſchwindigkeit (c) in der Bahn aud) noch die Umbdrehungsgefdhtoindig- 
teit (v) ber legteren hat, fo ift er bei A mit einer abſoluten Geſchwindigkeit 
Zw, =, einzuführen, welche ſowohl der Größe als aud) der Richtung nad 
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durch die Diagonale des aus c, und v, conftruirten Parallelogramms beftimmmt 
wird, ımd es ergiebt fich ebenfo die abfolute Austrittsgefchwindigfeit Bw; 
— wz des Körpers bei B durd) die Diagonale des aus der relativen Ge⸗ 
ſchwindigkeit c, und aus v, conftruirten Parallelogramıns Be, wy v.. 

Das Arbeitsquantum, welches der Körper bei Durcjlaufung des Krei- 
fel8 in der Bahn AM B gewonnen oder verloren unb folglich der Kreiſel 
verloren oder gewonnen hat, ift 


At wo — 5) G. 
Sollte der Körper beim Durchlaufen wi Kreifeld in der Richtung AMB 
2 
fein ganzes Arbeitsvermögen er @ dem Kreifel mittheilen, fo mitte die ab- 


folute Austrittögefchwindigfeit 0; — Null, und deshalb nicht allein cz = ?%, 
jondern aud) die Richtung von c, der von ©, genatı entgegengejegt fein, d. h. 
ed müßte die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreifeld auslaufen. 


Beilpiel. Wenn der in Fig. 573 abgebildete Kreifel den inneren Halbmefjer 
CA=r, = 0,4 Meter und den äußeren Halbmefir CB = 7, = 0,6 Meter 
bat, und fih pr. Minute 100mal umdreht, jo ift feine Winkelgeſchwindigkeit: 

o="# — 3,1416 - = — 10,472 Meter, 
und folglich feine innere Umfangsgeſchwindigkeit: . 
v = ur, = 0,4 . 10472 = 4,19 Meter und feine äußere: 
y=on= 0,6 . 10,472 —= 6,28 Meter. 

Läßt man nun in denfelben bei A einen Körper mit w, — 10 Meter fo ein- 
treten, daß der Winkel w, A v,, welchen feine abfolute Bewegung mit der Um⸗ 
drehungsrichtung einſchließt, « — 80 Brad ift, fo hat man für die relative Ge⸗ 
ſchwindigkeit c,, mit welcher der Körper die Bewegung im Kreijel beginnt: 

et = v2 + we — 2v,w, cos.a = 17,56 + 100 — 72,57 — 44,99, 
und daher: 

c = 6,71 Meter. 

Ferner ift für den Wintel v, Ac, — P, unter weldent fih die Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anſchließen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diejelbe einlaufe: 


sin. sth. B 2 alſo: 
sin.« zn 

. - 10 8in. 309 
ing 


wonach 4 = 48° 12° folgt. 
Für die relative Austrittsgefchwindigfeit cz ift 
e2=e2 + v2 — v2 = 4,99 + 39,44 — 17,56 = 66,87, 
folglich: 


c; = 8,13 Meter; 


Dagegen für die abjolute Austrittsgeſchwindigleit %0,, wenn der Canal oder die 
Rinne AMB den äußeren Umfang unter einem Wintel d von 20 Grad [chneidet, 
aljo vg Be, —= 160° ift: 
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v2 = c!2 + v$ — 20g0gc0s.d —= 66,87 + 39,44 — %,58 — 9,73, 


folglich: 
w, = 3,12 Meter. 
Endlich ergiebt fi) aus den Beichwindigfeitshöhen: 
2 — 0,051 . 100 = 5,1 und * — 0,051 . 9,73 = 0,49 Meter 
das Arbeitsquantum, melches der Körper vom Gewichte GE beim Durdlaufen des 
Kreiſels diefem mittheilt: 


a— imo 


4 G = (61 — 0,49) 6 — 4,61 
29 — ' ’ — ’ 


z. B. wenn dieſer Körper das Gewicht F = 10 Kilogramm hat: 
A = 461.10 = 46,1 Meterfilogranm. 


Anmerlung. Die vorftehende Theorie der Bewegung eines Körpers in einem 
Kreifel findet ihre Anwendung bei den Turbinen oder Kreifelrädern. 


8. 330. Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen, Auf einen Inbegriff 
von Majjen oder auf eine Maſſe von endlicher Ausdehnung ift die oben 
gefundene Formel für die Eentrifugalfraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Boraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmefler r in die Rechnung 
einzuführen ift. Um diefen zu finden, fchlagen wir folgenden Weg ein. Es 

Sig. 574. ſei in Fig. 574, CZ die Ümdrehungsare, 
und COX und COY ſeien zwei rechtwintelige 

Coordinatenaren, e8 ſei ferner M ein 

Maſſentheil, un MK=x, ML=y 

und MN e feien beilen Abftände von 

den Coordinatenebenen YZ, ZX und XY. 

Da die Centrifugaltraft P radial wirft, fo 

läßt ſich ihr Angriffspunft nad) dem Durch⸗ 

ſchnittspunkte O mit ber Drehungsare ver- 
legen. erlegen wir nun diefe Kraft nad) 
den. Arenrichtungen CX und CY, fo erhal» 

ten wir bie Seitenfräfte OQ — Q md 

OR= R, für welde gilt: 

00:0P=0L:0MwOR:0OP=0OK:OM, 
weshalb num 





0=-ZPrmur—=%Pp 
r r 


folgt, wobei r die Entfernung OM bes Maffentheilchens von der Umdres 
hungsare bezeichnet. In gleicher Weiſe mit allen Maſſentheilchen verfahren, 
erhalten wir zwei Syſteme von Parallelträiten, eines in der Ebene XZ 
und das andere in der Ebene YZ, jedes aber auf die Are CZ winkelrecht 
wirkend. Bedienen wir uns zur Unterfcheidung ber Inderzahlen 1,2,3 u. |. w., 
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jegen wir alfo die Maffentheile M,), M;, M;, und ihre Abftände &,, 22, 
2 u. f. w., fo bekommen wir hiernach die Mittelfraft des einen Syſtems 
Big. 575: 


+++ 


= 0o°.(Mx, + Mı2 ---) 
und die des anderen: 
R=R+RBR+t:.- =o?. My + My» + °--). 

Fig. 575. Setzen wir endlich die Ab- 
ftände CO,, CO; u. ſ. w. der 
Meafientheile von der Ebene 
XY= 3, 2% u. ſ. w., fo 
erhalten wir für die Angriffs- 
punfte U und V diefer Mittel- 
fräfte die Abftände CU —= u 
und CV v durd) die Slei- 
Hungen: 

(dı +9%+:-.)% 
=Qat+t %s + '.- 
und (Rı +R +..)v 


_FPısı Pa 2% Py %3 
on * 72 + 73 


+ +... 





Y Rızı + Ra& +» ,, wes⸗ 
halb folgt: 
u — Qei Ge34 L 4AM æν +.» 
Qı +9 + Ma +M%%+*-- 
un 
_RatRs+:: _ MysatMyo-+- . 
— R+R+. MytMy +: 


E83 werden alfo hiernah im Allgemeinen die Gentrifugallräfte eines 
Maflenfuftems oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurüdge- 
führt, die fi), fo lange u und v ungleich find, nicht zu einer einzigen ver⸗ 
einigen laflen. 


Beilpiel. Sind die Mafien eines Syſtems: 
M, = 10 filogrm., M;, = 15 Rilogrm., M, = 18 Rilogrm., M, = 12 Rilogrm. 
und ihre Abftände: 
a = 0 Meter, zz = 4 Meter, 2% —= 2 Meer, 2, = 6 Meter, 
y, =3 n Y * 1 Y =5 ” y=3 ” 
u, =2 „ g=3 „ 3 =3 „ 23, =0 „ 
fo hat man folgende mittleren Gentrifugalträfte: 
Q = w2.(10.0 415.4 + 18.2 + 12.6) = 163.2 und 
R= w2.(10.3 + 15.1 +18.5 + 12.3) = 171. u, 
und hiernach die Abftände ihrer Angriffspuntte von dem Anfangspunlte C: 


8. 331. 
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10.0.2+15.4.3+18.2.3+12.6.0 288 12 


I In — 857 — 
10.0#15.4+18.2712.6 jeg — 7 1714 Meter 
und . 
10.3.2-415.1.8+18.5. s+1. 3.0 __376__ 195 
v = — — — ⏑ 3 — — — 


Die Verſchiedenheit dieſer Werthe von ı u und v zeigt an, daß bie Eentrituget 
trafte durch eine einzige Kraft nicht erſetzt werden können. 


Befinden ſich die Maſſentheile in einer Umdrehungsebene, d. i. in einer Ebene 
Fig. 576. XCY, Fig. 576, welche win⸗ 
kelrecht auf der Umdrehungsare 
ſteht, wie M,,.M; ..., fo laſſen 
ſich ihre Centrifugalkräfte in 
eine einzige vereinigen, weil ſich 
ihre Richtungen in einem ein⸗ 
zigen Punkte C der Are CZ 
ſchneiden. Behalten wir die Be: 
zeichnungen des vorigen Para- 
grapben bei, fo erhalten wir die 
rejultirende Centrifugalfraft in 
diefem alle: ' 
=VQ!+R!=o?) (Ma+24%+-)+ My +My +). 
— nun CK —= x und CL = y bie Coordinaten des Schwerpunktes 
vom Maflenfyfteme M = M, + M; + -.., fo hat man: 
Ma + Mu +---=Mxewb 
Myı + M:% +-- = My, 
und es folgt daher die Gentrifugaftraft: 

P= 0: VM°x&? + My? = o!M Vx? + y? = o!Mr, 
wofern noch r —= Vx? + y? den Abftand CS des Schwerpunftes von der 
Umdrehungsare CZ bezeichnet. | 

Für den Winkel PCX — a, welchen biefe Kraft mit der Axe CX ein- 
ſchueßt, if 





tun. RM _ 3, 
“779° Mi x’ 
dig. 577. es geht daher bie Richtung der Centrifugal— 


kraft dur den Schwerpunkt des Syſtemes, 
und es tft diefelbe genau fo groß, als wenn 
die ſämmtlichen MafjentHeile im Schwer- 
punkte vereinigt wären. 

Für eine auf der Umdrehungsare ZZ redit- 
winfelig ftehende Scheibe AB, Fig. 577, ift hier 
nach die Centrifugalfraft ebenfalls = @?Mr, 
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wenn M ihre Maſſe und r die Entfernung OS ihres Schwerpunftes S von 
der Are bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunkte der Mafientheile eines Körpers in der 
Umbrehunggebene, ober ift dieſe Ebene Symmetrieebene des Körper ADFF\, 
ig. 578, fo laffen ſich die Gentrifugalfräfte der Maffentheile des Körpers 
zu einer einzigen, im Schwerpunkte deſſelben angreifenden Mittelkraft ver- 
einigen, welche dem Abftande S diefes Punktes von der Umdrehungsare ent ⸗ 
ſpricht und ſich daher durch die Formel P—= w? Mr beftimmen läßt. 


Big. 578. ig. 879. 

7 z 

F 
Y 

A Der x 

Y D 
—ı 
-Zz 


Um die Gentrifugalfraft eines anderen Körpers ABDE, Fig. 579, zu 
finden, zerlegen wir denfelben durch Ebenen winkelrecht zur Are ZZ in ſchei⸗ 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunkte Si, Sz u. ſ. w. derfelben, 
beftimmen mit Hlilfe der Iegteren bie Gentrifugaffräfte, zerlegen jede derſelben 
nad) den Axenrichtungen CX und CY in Seitenfräjte, und vereinigen die 
Seitenfräfte in der Ebene ZCX zu einer Mitteltraft Q, fowie die in der 
Ebene ZCY zu einer Mittelfraft R. 

Befinden fi die Schwerpunfte fänmtlicher Scheiben in einer Parallellinie 
zur Umdrehungsare, ſo iſt er = mn = u. ſ. w., we y-yı =y 
u. ſ. w., und daher uhr = rn, = ra u. ſ. w.; es folgt daher die Cen⸗ 
teifugaltaft des ganzen Körpers: 

P=o!(Mr+Mr+--)=o!Mr, 

und ber Abftand ihres Angriffspunftes von der Ebene X Y: 
_Mat+Ma+)r MstMs + =» 
—  M+M+:)r M+Mr.. 

Diefen Gleichungen zufolge ift die Eentrifugalfcaft eines Körpers, welcher 
ſich in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunkte in einer mit der Umdres 
hungsare parallel laufenden Linie liegen, gleich der Centrifugalfraft der in dem 
Schwerpunkte diefes Körpers vereinigten Maffe deffelben, und es fällt auch 
der Angriffspunt diefer Kraft mit dieſem Schwerpunkte zufammen. Hiernach 
laſſen ſich die Centrifugalkräfte aller fymmetrifhen Körper (f. 8. 108), 
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deren Symmetrieaxe der Umbdrehungsare parallel läuft, und alfo aud) die 
aller Rotationstörper, deren geometrijche Aren mit der Umbdrehungsare 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit ber 
Umdrehungsare zufammen, fo ift die refultivende Gentrifugaltraft fogar Null. 


Beifpiel. Es find die Dimenfionen, die Dichtigteit und Feftigfeit eines Mühl: 
feines ABDE, Fig. 580, gegeben, man joll die Winfelgefmindigteit & finden, 
bei welcher daS Zerreißen defielben in Bolge der Gentrifugalttaft eintritt. Gegen 

ig. 580. wir den Halbmeffer CF des Mühl: 
fteines = r,, den Halbmefier CG 
jeines Auges = r,, die Höhe AE 
= HL=1, die Dichtigteit = 7 
und den Seftigfeitgmodul = K, jo 
erhalten wir die Kraft zum Zerreigen 
defielben in einer diametralen Ebene, 
P=2(n— IK, 
das Gewicht des Steined: 
G=altrd)ly, 
und den Umbrefungshalbmelfer für 
jede Hälfte des Steines, d. i. die 
Entfernung ihres Schwerpunftes von der Umbdrefungsage ($. 116): 
anorn 
In mr 

Im Augenblide des Zerreißens ift die Gentrifugalttaft von einer Hälfte bes 

Steines der Beftigfeit gleidh, wir befommen daher die Beftimmungsgleihung: 


ey, zen —r)IK, 


= 





ey u =2(n—rJIR, 
und 22 zu beiden Eeiten aufgehoben, folgt: 
o= Vi SHE 39K 
Vo GEITeR] 

Mr = 06 Meier, nn — Yoa Dieter, K= 05 Rilogramım und das 
ipecifiige Gewicht der Müßtfieinmafie 2,5, alfo das Gewicht eines Gubifmillimeters 
Maſſe defielben y = 0,0000025 Kilogramm, fo folgt die Winkelgeſchwindigkeit beim 
Eintreten des Zerreißeng: 

















810 








116,8 Millimeter. 





o= 





(860000 + )) 0,0000025 
It die Zahl der Umdrehungen in einer Minute = u, fo hat man = um 


daher umgetehrt u = Be » Hier aber — PUB — 1116, Die gemößntige 
Umbdrehungszahl eines folgen Mühlfteines ift nur 120, alfo nur Y, Hiervon. 

Für ein Schwungrad läßt ihr? + rıra + r? = Ir? jegen, wenn r den 
mittleren Halbmeſſer feines Ringes bezeichnet. Daher ift hier 
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Befinden ſich die fämmtlihen Theile Mı} M.... eines Maſſenſyſtems, $. 


Fig. 581, ober die Schwerpunkte der Elemente eines Körpers in einer 
durch die Umdrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Eentrifugal- 
kräfte ein Syſtem von Parallelfräften, und es laſſen ſich daher diefelben in 
der Regel auf eine einzige Kraft zuritdführen. Sind die Entfernungen der 
Maflentheile oder Elemente von der Umdrehungsare CZ: 
M=n0M=ruf.m, 
jo erhält man fir ihre Gentrifugalfräfte: 
pP =e!Mn, = oM;r uf. w, 

und daher bie mittlere Centrifugalfraft: 

P=eaMn +Mn +: )=o!Mr, 
wofern r den Abftand des Schwerpunftes der ganzen Maſſe M von der Um— 
drehungsare bezeichnet. Es ift alfo auch hier der Abftand des Schmwerpunftes 
von der Umdrehungsare ald Drehungshalbmefier anzufehen. Um aber den 
Angriffepunft O der reſultirenden Centrifugalkraft P zu finden, ſetzen wir bie 

Fig. 581. . Big. 582. 


%, 
0 q 
o, 
0 





Abftände der Maffentheile von der Normalebene: CO, = 21, 00, = rn 


u. |. w. in die Formel: pr +M, + 
ırı2ı ara &ı id 
hie TEE er 
woraus man erfennt, daß die refultivende Centrifugalkraft in diefem alle 
nicht durd) den Schwerpunkt geht. 

Mit Hülfe der Formel P— @? Mr laſſen ſich die Centrifugalfräfte von 
Rotationsförpern und von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umdrehungsare in eine Ebene fallen. 

Für eine Stange A C, Fig. 582, deren Länge AC=1 und Neigungs- 
winfel A CZ gegen die Umbrehungsare CZ — « ift, hat man: 

r=KS= lein. 
und folglich die Centrifugalkraft: 
P= 0o:.!/},Mlsin.a. 
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Um den Angriffspuntt O dieſer Kraft‘zu finden, theilen wir die Stange 
in n Elemente, jedes von der Maſſe =. Ein ſolches Element im Abftande 
L u C hat ben Drefungsfatbmefier A sin. &; daher die Eentrifugalfraft 
0. — H 2 sin. @. Da diefe Centrifugalfraft den Abftand A cos. « von C 
hat, v ift ihr Moment in Bezug auf C durch 


o' = Asin.a.Acos.0—= A AR sin. 008. @ 


ausgedrüdt. Sept man nun fiir A nad) und nad) 4, a, a. . a, 


unb bildet die Summe der Momente, jo ergiebt ſich as Poment der ganzen 
Stange: 
af einmal tr ++: +) 
— 1, 02 Ml?sin. cos. «, . 
daher der Hebelarm CL —= 0, 0, ober: 
u 1, o?Ml?sin.acos.« : !/;@? Mlsin.a — ?',1c0s.0, 
und die Entfernung des Angriffspunftes O von dem in der Age liegenden 
Stangenende C: 
co=!%yl 
Reicht die Stange AB, Fig. 583, nicht bis zur Are, fo Hat man: 
P= !,o!Flisin.a — 1; @®Flisin.a 
— 1,02 Fsin.a (} — 13), 
und da8 Moment: 
Big. 583. Big. 584. 
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Pu = 1 0! Fsin.acos. a (1? — 1})*), 
weil die Maffe von CA (= Duerfchnitt mal Länge) = FI, und die Maffe 
von OB — Fils ift. Es folgt daher die Entfernung des Angriffspunftes 
O vom Durchſchnitte C mit der Are, wenn ), = Zee die Entfernung 
CS des Schwerpunttes und 1 — I, — 1; die Länge ber Stange bezeichnen, 
co=% U-h_, A YıHıhb+Z _ IH 
71 h+b 6h+b) 
12 . 
=h+ Fra 
Diefe Formel gilt auch für ein rectanguläres Blatt ABDE, Fig. 584, 
welches ſich durch die Arenebene COZ in zwei congruente Rechtecke teilen 
Täßt und deſſen Ebene rechtwinkelig gegen diefe Arenebene fteht, weil die 
Eentrifugaffraft von jedem der Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
zu CZ ergeben, in ber Mittellinie FG angreift. Sind alfo die Entfernungen 
CF und C@ der beiden Grundlinien AB und DE von dem Arenpunfte 
C, 4 und %, fo hat man aud) hier: 
co=y4iin + 
= hy” lo +37 
Ebenſo ergiebt ſich die Gentrifugalfraft eines geraden Kreiskegels ABD, 
Fig. 585, welcher ſich um eine durch die Spige D deſſelben gehende Are 
Fig. 585. CZ dreht, wenn man in der Formel 
z P= o!Mr ftatt r den Abftand XS 
des Schwerpunftes S dieſes Körpers von 
CZ einfegt. Bezeichnet h die Höhe ED 
des Kegels und @ den Winkel BCZ, 
um welchen bie Bafis AB defielben von 
der Umdrehungsare abweicht, jo hat man 
KS—=D8c0.DSK= ®/, hcos.a 
und daher die gefuchte Centrifugalkraft 
P= o?M.®Jıhcos. a. 
Der Angriffspuntt O diefer Kraft ift 
durch die Coordinaten DL = u und 
LO = vbeftimmt, fitr welche die Höhere 
Analyfis unter der Borausfegung, daß 











*) Mit Hülfe der Differenzialrehnung hat man das Moment: 
h 


._12 
Pu= WA Fr4.Msin.u con. u? Fein.ucon.. LIE. 
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die Umdrehungsare CZ nicht durch die Kegelmafje hindurchgeht, folgende 


Ausdrüde: 
u, hsin.a R _ 5] und 


— r lang. æy 
v— !, hcos.& R + GE )] 
findet, worin r den Halbmeffer EA — EB der Bafis bejeid;uet. 


In dem Falle, wenn die Körpertheile weder in einer Normalebene 
zur Umdrehungsare, nod in einer Ebene durch die Umdrehungs— 
are enthalten find, laffen fich die refultirenden Centrifugalfräfte 
= aM + Mn +) mR=ar(Myı + My +) 
nicht in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber ift e8 möglich, dieſe 
Kräfte durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 

P=VQ’+ R=oMr 
und durch ein aus Q und R zufammengefegtes Kräftepaar zu erjegen. 
Bringen wir nämlid, im Schwerpunkte S vier ſich das Gleichgewicht Haltende 
r Kräfte + Q und — Q, fowie 
Bi. 586. + Rund — Ran, fo geben bie 
2 pofitiven Theile die Mittelfrajt 
P=Vorm 

wogegen bie negativen Theile — Q 
und — R mit den in Uund 7 
(1. Fig. 575) angreifenden Gen- 
trifugalfräften die Kräftepaare 
(9, — Q) und (R,— R) bilden, 
die ſich zu einem einzigen Kräfte 

paare zufammenfegen laſſen. 

Um mit diefer Zurüdführung 
der Gentrifugalfräfte eines ums 
laufenden Körpers auf eine Kraft 
und ein Kräftepaar befannt zu 
werben, ziehen wir folgenden ein- 
fachen Fall in Betracht. Die 
Stange AB, Fig. 586, welde 
fi) um die Are ZZ dreht, liege 

parallel zur Ebene YZ und ruhe mit dem Ende A in ber Are COX. Sehen 
wir die Ränge AB dieſer Stange — 1, das Gewicht derfelben — @, den 
Winkel ABB,, um welchen diefe Stange von der Dreharenrichtung abweicht, 
= «, und ihren Abftand CA von der Ebene YZ, welches auch ihr Kürzefter 
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Abftand von der Are ZZ it, = a. It nun Z ein Element Z der 


Stange und / — AE, die Horizontalprojection feines Abftandes AE vom 
Ende A, jo hat man fir die Komponenten der Centrifugalkraft P, diejes 
Efementes: 


= ae tm Line ,, 
n n n n 


dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grundebene XCY, da der 
Abftand dieſes Elementes von der Ebene X Y: 


E\E = AE, cotg.a = ycotg.a ift, 


Qı 2ı = @? = TA.BE—= ©? z aycotg.a und 


R,& = wo? m y? cotg. 0. 
Die ſämmtlichen Seitenkräfte parallel zur Ebene X Z geben die Reſul⸗ 
tirende: 
M 

g=A+A+- =nal:— a= al Ma 

und das Moment derfelben: 
M 

Qu -gardgarı ma —acgeyı 9% + ), 


Isin.a 2Isin. 318Sin. 
oder, da yı — HET ſ. w. zu neh» 











men und colg. a sin. — cos. a iſt, 

M I M In? 
— 2, — u... — 2..—_ — — 
Qu=o „4008. 0 „aA+2+3+ 2) 60 F acos. 5 


1 @? Malcos.«. 


Es ift alfo der Abſtand des Angriffspunftes diefer Seitenfraft von ber 
©rundebene X Y: 
1 2 
u Malone 


— 1/,1c08.0 
2 0} 
0? Ma / ’ 


d. h. es fällt diefer Punkt mit dem Schwerpunkte der Stange zufammen. 


Die Seitenkräfte, welche parallel zu YZ wirken, geben die Reſultirende: 
M 
R=Rh+R+=ely+tnt:) 


’ 2 
„HM lsin.a, 5 — 1/, 2 Mlsin.& mit den Dlomente 
nn 


Rv= 0? = et.ay’ + y +) 
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M (Isin.a)?  (21sin.«)? 

— 2 — r . — — — — — — .ooe 

= or cotg. & ( 7 + * 4 ) 
Mu 

=! (sin.o)? cotâ. (I 49 -+---+ nn?) 
Mn n? 

= 0? — — sin. o cos.  — 
n n? 3 


= 1/, @? Ml? sin. a cos. a. 

Es ift Hiernad) der Abftand des Angriffspunftes O diefer Kraft von der 

Grundebene XY: 
1l,, ©? MI? sin. a cos. & 
0,0 = VÜ = = /alcos.o, 

d. i. diefer Angriffspunft Liegt um (?/; — 1/2) lcos.a — 1/,1cos.& jenl: 
recht, oder itberhaupt um SO — ein Sechötel der Stangenlänge AB über 
dem Schwerpunft S der Stange. 

Aus den Kräften Q — @? Ma und R= 1, w? Mlsin.a folgt die 
im Schwerpunkte der Etange angreifende Endrejultirende: 


P=VQ + R?= o’M Va? + 1, 12sin. as, 
und das Kräftepaar (R, — R) mit dem Momente 


R.SO = 1, cor MI Sin. . !/,lcos. & 
— 1a © Ml? sin. &cos.& — !/,, @? Ml?sin.2 «. 


Freie Axen. Nach dem Borftehenden laſſen fi) die Eentrifugalkräfte 
eines fi) um eine Are gleichförmig drehenden Körpers entweder zu einer 
Refultirenden allein, oder zu einer folhen und einem refulticenden Kräfte: 
paare zufammenfegen. Dieſe Kraft und diefes Kräftepaar greifen die Drehare 
des Körpers an und rufen in den feften Unterftägungen oder Zapfenlagern 
derfelben die zum &leichgewichte erforderlichen Keactionen hervor. Es ift 
aber auch möglich, daß die Gentrifugalfräfte ſich gegenfeitig aufheben, fo daß 
die Are alsdann gar feinen Drud anszuhalten hat. Diefer Fall kommt 
3. B. vor bei jedem fid um feine geometrifche Are drehenden Umdrehungs 
förper (Madwelle), und auch bei jedem um eine Symmetrieare rotirenden 
Körper, da in biefen Fällen jedem einzelnen Maſſentheilchen in feiner Um⸗ 
drehungsebene ein gleich großes in demfelben Abftande auf der entgegen: 
gejegten Seite der Drehare entſpricht, jo daß die Centrifugalfräfte beider ale 
gleich und entgegengejett ſich gegenfeitig aufheben. Wenn in foldem Falle 
feine äußeren Kräfte auf den Körper wirken würden, fo müßte die Are aud) 
ohne Unterftügungen ihre Lage innehalten, weßwegen man diefelbe in diefem 
alle eine freie Are nennt. Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich die Be: 
dingungen, unter welchen eine Drehare eine freie Are iſt. Es ift nöthig, 
daß nicht nur jede der Mittelfräfte Q und A aus den parallel den Aren- 
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ebenen XZ und 72 wirkenden Componenten der Gentrifugalfräfte, fondern 
auch die Momentenfumme eines jeden diefer beiden Kräfteſyſteme gleich Null 
ift, aljo müſſen hiernach, unter m irgend ein Maſſenelement des Körpers 
verftanden, die Gleichungen erfüllt fein: 


) Zmz —=0; 2) Zmy = 0; 
3) Z me = 0; 4) Zmye—0. 


Die beiden erften Gleichungen bedingen, daß die Umdrehungsare, die 
als ZAre gedacht ift, durch) den Schwerpunkt des Körpers gehen 
muß. Aus den beiden legten Gleichungen ift $. 309 zufolge zu jchlie- 
Ben, daß die Umdrehungsare eine Trägheitshauptare fein muß. Es 
folgt hieraus, daß die drei in jedem Körper vorhandenen Schwer: 
punftshauptaren freie Aren deſſelben find. 


Freie Axen eines ebenen Massensystemes. Befinden fid) die 
Theile einer Maffe in einer Ebene, bildet 3. B. die Maffe eine dünne 
Platte oder ebene Figur, fo ift die gerade Tinie durch den Schwerpunft der 
ganzen Maffe und normal zur Ebene derjelben eine freie Are der Maſſe, 
benn es ift in diefem Falle die Maſſe ohne Drehungshalbmefler, und daher 
die einzig mögliche Centrifugalkraft — Null. Um nod) die beiden anderen 

Sig. 587. freien Aren zu finden, ſchlagen wir folgen- 
den Weg ein. Sei S, Fig. 587, der Schwer⸗ 
punkt einer Maſſe, und fein UU und VV 
zwei in der Maflenebene befindliche Coordi— 
natenaren, fo beſtimmen wir die Maſſentheile 
durch Koordinaten parallel zu diefen Aren, 
> 2. das Maffentheilhen M, durd) die 
Coordinaten MN =u und MO — vi. 
Sei dagegen XX eine freie Are, YY eine 
Are winfelrecht gegen diefelbe, ferner der zu 
beftimmende Winkel USX, um welchen die 
freie Are von der Coordinatenare SU abweicht, S P, und fegen wir die 
Coordinaten der Maflentheile in Hinfiht auf die Aren X X und YY: 
2,2 + umd Yu %2 ° * +, alfo für den Maffentheil M;: 

MK=x und ML = yı. 


Hiernach ergiebt ſich ſehr leicht: 
.ME SRRILM SOcos. p OM, sin. g=u, 008.9 + vısin.p, 
y=ML=—-OR+OF=-— SOsin.9 + OM, cos. 

= — u sin. ꝙ + 71 008.9; 
und daher das Product: 
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% Yı = (U cos. + vı Sin. ). (— usin.p + vı 008.) 
— — (ul — vf) sin. ꝙ cos. + urvı (cos.9? — sin. @?) 
oder, da sin. ꝙ cos. —=!/, sin. 2 ꝙ und cos. ꝰ — sin. P!—= 005.2 @ ift, 
£&Yı = — alu) — VD) sin.29 + urrı 008.29. 
Es iſt daher da8 Moment des Maffentheiles M; : 


M, 2&ı yı = — = (u? — v?) sin.2@p + M, u vı 008.29, 
ebenfo das Moment des Mafientheiles M,: 
A. 
May =— * (u? — v2) sin.29 + M; uꝝ v, cos. 2 ꝙ 


u. |. w, und die Summe der Momente aller Maſſentheile, oder da8 Moment 
der ganzen Mafle: 
MaytMoy + — 'ksn2py(MwW+Mw+--) 
— (M, v? + M;r; + .. -)] + cos. 2 9 (Mı, u, + Mut; + .. ). 
Damit XX eine freie Are werde, muß aber nach dem vorigen Para- 
graphen diefes Moment — Null fein; wir müſſen daher fegen 
I/nsin.2p [Mu + Mau; +) — (My+Mv+--)] 
— c08.29 (Mudı + WU +) = 0, 
und erhalten hiernach al8 Bebingungsgleichung: 
tang.2p = 29 — 2 (Muwvı + Mu + ++») 
cos. 9 (Mu+Mu+--)—(Mv?+Mv+---) 
__ Toppelte® Moment der Centrifugalfraft 
Differenz der Trägheitsmomente 
Durch diefe Formel ergeben ſich zwei Werthe für 2 @, welche von ein- 
ander um 180°, und alfo auch zwei Werthe von 9, welche von einander 
um 90° abweichen; es ift deshalb nicht allein die durch diefen Wintel ꝙ 
beftinmmte Are XX eine freie Are, fondern die gegen fie winkelrecht 
gerichtete Are YY. 





8. 336. Don vielen Flächen und Körpern laſſen ſich die freien Aren ohne alle 
Rechnung angeben. Bei einer fymmetrifchen Figur ift z. B. die Sym⸗ 
metrieare eine freie Are, das Perpenbifel im Schwerpunkte die zweite und 
die Are winkelrecht gegen die Ebene der Yigur die dritte freie Are. Bei 
einem Rotationstörper AB, Fig. 588, ift die Rotationsare ZZ eine 
freie Are, ebenfo auch jede Normale XX, YY... zu dieſer Linie durch 
den Schwerpunft S. Bei einer Kugel ift jeder Durchmeſſer eine freie Are, bei 
einem geraden, von ſechs Rechtecken begrenzten Parallelepipede ABD, 
Fig. 589, find es die drei durch den Schwerpunft S gehenden und auf 
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den Geitenflähen BD, AB und AD normal ftehenden oder mit den Kan— 
ten parallel laufenden Aren XX, YY und ZZ. 





Sig. 588. Fig. 539. 
z 
-2 En 


Beftimmen wir noch die freien Aren von einem ſchiefwinkeligen 
Parallelogramme ABCD, Fig. 590. Legen wir durch den Schwer 
Fig. 590. punkt S deſſelben die unter ſich vecht- 
winkelig ftehenden Coordinatenaren 
UT und Y ſo, daß die eine der 
Seite AB des Parallelogrammes 
porallel läuft, und zerlegen wir das 
Parallelogramm durch Parallellinien 
in 2n gleiche Streifen, wie z. B. 
FG. Iſt num die eine Seite AB 
— 2a, die andere Seite AD—2b, 
und ber fpige Wintel ADC zwifchen 
je zwei Seiten = «, fo erhalten wir für den um SE — x von UT ab- 
ftehenden Streifen FG die Ränge des einen Theiles: 
EG=KG+EK=aHt woodge 
ſowie die des anderen Theiles: 
EF=a— xootg.a, 
und, da FR sin. & bie Breite beider ift, die Inhalte diefer Streifen 


beine (a + zootg. a) und deine 
auch folgen bie Mae ber Genteifugalfräfte von biefen Theilen in Hinſicht 
auf die Are YV. 

— + zeotg.a).1/, (a + zeotg. DL + 200g.a)t 


und 








(a — x. cotg.a); 











bsin. a 
2n 





(a — z.cotg.c)?, 
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jowie ihre Momente in Hinficht auf die Are UT: 


& 


(a + zcotg.a)?x und - ns (a — z.cotg. 0)? x. 








Da beide Kräfte in Hinficht auf 9 Y einander entgegengejegt wirken, jo 
giebt die Vereinigung ihrer Momente die Differenz: 


bxzsin.a 
2n 





(a + xcotg.o)? — (a — z.cotg. «)?] = — ab x? cos. a. 


Gegen wir in der Yormel für x nad) und nad) bin. a — ni 2 Zt 





y 
3bsin.& 
n 


jo befommen wir da8 Maß für das Moment der Sentrifugalfraft des halben 
Tarallelogrammes: 





u. |. w. ein, und addiren wir bie dadurch erhaltenen Ergebnifle, 


3 
2ad o. 0° sin. a (12 22 32 +... +n?)=2ab?sin.02cos.«&- Fer ; 


— wen ab? sin. &? cos. &, 





und alfo für das ganze Parallelogramnı, oder: 
Mwv + M;wtv + - - - —= t/, ab?sin. 0% cos. «. 
Das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are 97V ift für einen Strei 
fen FG: 
b sin. /(a + x cotg.o)? (a — xcotg.«)? 
ur u er le er am) 


— ne (a? + 3 ax? cotg. a9) —?), 2 sin. a (a? + 3 2? cotg. a). 


b sin. ‚N. in. 
Setzt man num für — ſucceſſiv —. ms ne u. ſ. w., und 
ſummirt man die fich ergebenden Werthe, fo folgt das Trägheitsmoment der 
einen Hälfte: 
?/;absin.a (a? + b?cos. &?), 
und daher das des Ganzen: 
ı/,absin.a (a? + pi c08. 2), 
In Hinſicht auf die Umdrehungsare UT ift hingegen das Trägheite- 
moment des Parallelogrammes: 
b? sin. @? 
3 
es ergiebt fich daher die gejuchte Differenz dev Trägheitsmomente, d. i.: 


4absıin.a - 





— 4/, ab? sin. a? ($. 312); 
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My+Mw +. )- Muv+Mwy+t:-)) 
— */, absin.a (a? + b2 cos. c) — */, ab? sin. a? 
— t/, absin.a [a? + b? (cos. a? — sin. «?)] 
— *!, absin.a (a? + b?cos.2«). 
Endlich folgt für den Winkel USX — 9, welchen die freie Are XX 
mit der Coordinatenage UU oder der Seite AB einfchließt, nad $. 385: 


tang. 29 = 2 (M, mıdı + MGMwu +--») 


2. Mzab’sin.ocs.a b sin.2 
 Anabsin.@(a?+ b2cos.20) a? + b2cos.2u 
Beim Rhombus ift a — b, daher: 
tang. 29 — sin.2 u — 2 sin. cos. & — 20.0008. _,, 
1+4c0s..2& 1-+cos.0a?—sin.a? 2 cos. 0? 
alfo: 


29 =u und 9p= 


Da diefer Winkel die Richtung der Diagonale angiebt, fo folgt, daß die 
Diagonalen freie Aren des Rhombus find. 


Beijpiel. Bei dem fchiefwinteligen Parallelogramme ABCD, Fig. 5%, 
meflen die Seiten AB = 2a = 16 Zoll, BC = 2b = 10 Zoll und ift 
der Umfangswinkel ABC = « = 600%, welche Richtungen haben deſſen freie 
Aren? 8 ift: 

tang. 29 — 52, 8in.12000 25.310.600 __ 25.0,86603 
" 7 824-52.cos.1200 64 — 25.083.600 464 —25.0,5 
= 0,42040 = tang. 22048’, oder tang. 202048’. 

Hiernad) folgen 9 — 11924’ und 101024’ als Neigungswinkel der zwei erften 
freien Axen gegen die Seite AB. Die dritte freie Are fteht auf der Ebene des 
Parallelogrammes in feinem Schwerpuntte rechtwinkelig. Diefe Winkel beflimmen 
auch die freien Axen eines geraden Barallelepipedes mit rhomboidalen Grund⸗ 
flächen. 


Wirkung auf die Umdrehungsaxe. Wenn fi, ein materieller 
Punkt M, Fig. 591 (a. f. S), ungleihförmig um eine feite Are C 
dreht, fo hat diefelbe nicht bloß die Centrifugalkraft, fondern auch die Kraft 
der Trägheit diefes Punktes auszuhalten. Während die Centrifugalfraft 
radial auswärts wirft, hat natürlich die Kraft der Trägheit eine tangentiale 
Richtung, und zwar entweder der der Umdrehungsbewegung entgegengejegt, 
oder mit derfelben zufammenfallend, je nachdem die Acceleration dieſer Be⸗ 
wegung eine pofitive oder eine negative (Retardation) if. Man kann daher 
auch annehmen, dag die Eentrifugaltraft MN —= CN = N unmittelbar 


in der Are C angreife, und daß die Kraft der Trägheit MP= — Pau 


Mertmat+J-Mortlert:-) 
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einem Kräftepaare (P, — P) und einer Arenfraft CP — — P beſtehe, 
und folglich die ganze Arenfraft CR — R durd) die Diagonale eines aus 
N und — P conftruixrten rechtwinkeligen Barallelogrammes beftinmen. 

St r die Entfernung CM der Maſſe M von der Umbdrehungsare C, 
ſowie © die Winkelgeſchwindigkeit und x die Winfelacceleration, fo hat man 
nach 88. 327 und 305: 

N = o°Mr 
und 
P=xNMr, 
daher die gefuchte Mittelfraft: 
R=VN + PP = MrVot + x 
und für den Winfel RCN = 9, um welden die Richtung diefer Kraft 
von der Richtung CM der Centrifugalkraft abweicht, 
— P pP % 
N N 2 

Da in Folge der Acceleration x, co veränderlich ift, fo fallen natürlich auch 
die Sentrifugalfraft N und die Mittelfraft R variabel aus. 

Fig. 591. Um die Gentrifugal- und 
Trägheitskräfte eines Syſtems 
von Maſſen M,, Ma u. |. w. 
zu vereinigen, zerlegt man diefe 
Kräfte nad) zwei Arenrichtun: 
gen XX und Y Y in Seiten- 
fräfte, vereinigt hierauf die in 
einer Arenrichtung wirkenden 
Kräfte durch algebraifche Addi⸗ 
tion und feßt endlich die hier⸗ 
aus refultirenden zwei Kräfte 
wie oben zu einer Mittelfraft 
zufammen. Sind z und y die 
Koordinaten CK und CL des 


materiellen Punktes M in Hinficht auf das Arenſyſtem XX, YY, fo hat 
man die beiden Commponenten der Centrifugalfraft N: 





N, = N=oMs und 


N, = * N = o?My, 
dagegen bie der Trägheit: 
Pı =EP—nMyu 
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P, = ZP—=xM x; 
Tr 


e8 folgt daher die Geſammtkraft in der Are XX: 
9=N, + Pı = 0o°?Mzxz + „My 
und die in ber Are YY: 
 R=N — PR = — xMx. 

Hat man e8 nun mit einem ſich um eine fefte Are C, Yig. 592, drehenden 
Spfteme von materiellen Punkten oder Waffen M,, M, u. ſ. w. zu thun, 
deren Coordinaten in Hinficht auf eine Coordinatenare X X: 

CKh=n,C0R=2 u |. w. 


fig. 592. 





und in Hinſicht auf die andere Coordinatenaxe YY: 
CL =y, 0Io = yı u. |. w. 
find, fo fällt folglich die Geſammtkraft in der erſten Are: 
9=9Mnı+r%My + 09Mn +%x My +. ,,bt: 
=e0!(Ma+Mn +. )+ My +Mu% +) 
und dagegen bie in der anderen Are: 
R=oUMy tu +- )— alla + Mm +) au. 
Bezeichnet man endlid) die ganze Maffe Mi + Ms durch M 

und die Coordinaten ihres Schwerpunktes in Hinficht auf die Aren XX 
und Y Ydurd x und y, fo hat man (fiehe $. 831): 

Ma +M% +: : = Miw 

MytMy+-'-=My; 


daher einfacher: 
0 = 0:Mx + x My und 
R= 0? My — x Max. 
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Aus Q und R folgt nun die Mittelfraft: 


s=Vg@+R, 
ſowie für den Richtungswinkel X CS = @ derſelben: 
tang. @ = &, 
Q 
Da Mx und My die ftatiichen Momente des Schwerpunktes find, jo 
folgt, dag man bei Beftimmung des Arendrudes (S) eines in einer 
und derjelben Umdrehungsebene befindlichen Maſſenſyſtemes die 
ganze Maffe in dem Schwerpunkte bes Syftemes vereinigt an— 
nehmen könne, und da die Entfernung des Schwerpunftes des Maſſen⸗ 
Inftemes von ber Umdrehungsare 
‚— Vary 
ift, fo hat man aud): 
S— Vf(o®Mx + xMy)! + (oMy — »Mx)?] 
= MV +) +@(@+ WM) 
— M Vot + x2 Vz? + y„? = Mr Vo‘ + x. 


Anmerkung. Für ein Dreied ABC, ig. 593, weldhes fi um feinen 
Edpuntt C dreht, und defien Edpuntte A und B durch die Eoordinaten (z,,Yı) 
und (2, Ya) beftimmt find, hat man nad) 8. 114 
die Goordinaten ſeines Schwerpunftes 8: 

cs =: = atz 


Sig. 593. 


und + 
— y— Jı 29% 
CS, = y > 3 
und die Maffe, wenn man diefelbe durch den 
Flächeninhalt mißt, 
vuM- My, , 
2 
Auch läßt ih das Trägheitsmoment deſſelben in 
Hinfiht auf die Umdrehungsare C dur den 
Ausdrud 
M /z? — r? y® — —* 
w=-— 1 2 1 8 
6 Eger: +) 


= = tan tet y + YyYya + v) 





beftimmen. 
Diefe Formeln finden auch ihre Anwendung auf ein gerades Prisma, defien 
Grundfläche dag Dreied ABC ift. 


Beilpiel. Ein gerade Prisma mit der dreifeitigen Grundflähe ABC 
jol durch ein conflant wirfendes Kräftepaar jo jchnell um die Seitentante C ge: 
dreht werden, daß e8 im Verlaufe von t = 1,5 Secunden u —= 5/, Umdrehungen 
madt, und man foll nicht allein das Moment diejes Kräftepaares, jondern auch 
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no die Wirkung diefer Bewegung auf die Are C beftimmen. Es fei die Bafls 
ABC dieſes Körpers durch die Koordinaten 

7 = 1,5, Yı _— 0,5; Tg = 0,4, Ya = 1,0 Meter 
beflimmt, ferner die Höhe oder Länge deſſelben Z = 0,2 Meter, und feine 


Dictigkeit oder das Gewicht eines Eubilmeterg „ — 500 Kilogramm. Hieraus 
berechnet fi zunächſt der Inhalt der Baſis: 


F- XıYa — IyYı — 1,5. 1,0 — 0,4.0,5 — 1,8 
2 u 2 2 
und daher die Maſſe des ganzen Körpers: 
M — — 0,102 . 066. 02. 600 — 6,68. 
Nun ift ferner 
zE + 28 + 22 = 225 + 0,60 + 0,16 = 3,01, 
yE-+ Yıy + yE = 0,25 + 0,50 + 1,00 = 1,75; 
daher folgt das Trägheitämoment des Körpers: 
W = (3,01 + 1,76) = — 4,76 > — 5,26. 
Da in Folge der Beftändigkeit des Umdrehungsträftepaares die Umdrehungsbe⸗ 
wegung eine gleihförmig bejchleunigte ift, jo folgt die Winkelgeſchwindigkeit 
des Körpers am Ende der Zeit # — 1,5 Secunden (f. 8. 10): 


28 2.20 2.2n.5 
= T == 15° = 2.15 = 20,944 Meter, 
und es ift daher die erforderlide mechaniſche Arbeit: 
A=Ywm2W = 1, (20,944)? 5,26 — 1154,55 Meterfilogramm. 
Die Winkelacceleration ift 


x — = ——-- = 13% Meter, 
daher das Moment des Kräftepaares: 
Pa=xW = 13,9% . 5,26 = 73,43 Meterlilogramm. 
Die Abftände des Schwerpunktes S der Bafls von den Eoorbinaten XIX 
und YX find 


— 0,65 Quadratmeter, 


3 
0,5 + 1,0 
y-Ath- r — 0,5, 


folglich ergiebt fi) der Abfland des Schwerpunkte von der Are: 
CS=r=Vr+y? = 06611. 
Ferner iſt 
w* 20,9440 — 192422,6 und x? = 13,96? = 194,88; 
daher folgt: 
Vot + x2 — Y192617,48 — 438,9, 
und e8 wächſt demnach der Arendrud mährend der beichleunigten Umdrehung 
des Körpers von 
bi = xMr = 13,% . 6,63 . 0,6511 = 60,2 ſtilogramm 
18 
R= Vot + x2.Mr — 438,9 ..6,63.. 0,6511 = 1891,66 Kilogramm. 
Wenn nad Berlauf von 1,5 Secunden Zeit das Kräftepaar zu wirken auf- 
hört, jo nimmt der Körper eine gleihförmige Umbrehungsbewegung an, und 
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e8 befteht von nun an der von der Are auszuhaltende Drud nur in der Centri⸗ 
fugalkraft: 
N = wMr = 20,94?2.6,63.0,6511 = 18%,58 Kilogramm. 

Der von 60,2 bis 1891,66 allmälig anwachſende Arendrud ift anfangs recht⸗ 
winfelig gegen die centrale Schwerlinie CS gerichtet, nähert ſich aber während 
des Wachſens der Geſchwindigkeit diefer Linie immer mehr und mehr, jo dak er 
am Ende der Zeit & —= 1,5 Secunden nur noch um einen Winkel 2 von dieler 
Linie abweicht, welcher durch 

— — 60,2 


beftimmt iſt und hiernach den Werth 9 — 1099 hat. Wenn das Sräftepaar 
zu wirfen aufhört, jo fällt natürlich die Ricdtung der Arentraft N = 1890,58 Kilo: 
gramm ganz in die centrale Schwerlinie CS, und dreht ſich folglid auch mit 
diefer Linie im Kreiſe herum. 

Wenn man ftatt des Kräftepaares nur eine Kraft P am Hebelarme @ auf den 
Körper wirken läßt, jo geſellt fi zu dem obigen Arendrude noch ein diefer Kraft 
gleicher Drud P. 


Mittelpunkt des Stosses. Befinden fich die einzelnen Theile M,, 

M, ..., ig. 594, eines rotivenden Maſſenſyſtemes nicht in einer 

Fig. 59. und derjelben Umdre— 

bungsebene, fo fallen die 
Richtungen der Kräfte 

Q =o?Mız + %HMıyı, 

Q = o?M, 279 +x My. 

nicht mehr in die Coordi⸗ 

natenare X X, fondern in 

| die Coordinatenebene X Z 

— — Ms und ebenfo bie der Kräfte: 

u ... R, =—o0?M, Yyı — xM, 27; 

'O, Q, K, : Q R;, —0°?M3Yys — %MyrsX. 


R 

B | nicht mehr in die Coorbi- 
L . natenare YY, fondern in 
wMı i die Soordinatenebene YZ. 
A Es laffen fih nun zwar 
—— die Kräfteſyſteme Qı, Or 
ren s u. ſ. w. und R,,Rs u. ſ. w. 
c m auf die befannte Weiſe 
($. 330) zu den Mittel- 

kräften: 
Y 9=a trat. m 

R=R+R+-- 
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vereinigen, da aber ihre Angriffslinien UQ und VM im Allgemeinen nicht 
in eine Ebene fallen, fondern die Drehungsare CZ in zwei verfchiedenen 
Punkten U und V fchneiden, fo ift eine weitere Bereinigung diefer Kräfte 
zu einer Mittelfraft nicht, fondern nur eine Zurüdführung derfelben auf 
eine Kraft und ein Kräftepaar möglich. Die Seitenfräfte Q und BR find 
natürlich wie oben: 


=o?(Mrı +M% +: )+Myı t%% +) 
—= 0°? Mz + «My, und 
R=o’(My +M» +: )—+ Ma +Mm+--) 
— ow? My — «Mz, 
wenn wieder M die ganze Mafle Mi + Ma + - - - und x und y die Ab- 
ftände ihres Schwerpunftes S von den Coordinatenebenen YZ und XZ be- 
zeichnen. 

Segen wir ferner die Abftände der Maſſen Mi, Ma u. |. w. von der auf 
der Umdrehungsare CZ rechtwinkelig ftehenden Umdrehungsebene X Y, zı, 
2; u. |. w., jo erhalten wir (wie in $. 330) fir die Abftände der Angriffe: 
punkte U und Y der Kräfte Q und R von dem Anfangspuntte C: 


Q2 + Qi +: 


TTAHRH 
n Ma +Ma +. )+teMyı+Mm +") 
un 


NKirei He: 
—— 
— oꝰ (Mi VE M y +) Mass + Ha + -- ). 
?My+My+-)—- Man Mv- 
Wird die Are CZ in zwei Bunkten A und B (Zapfenlagern) feitgehalten, 
welche um bie Coordinaten CA —= I, und CB —= 1; vom Anfangspunfte 
abftehen, fo zerlegt fic) die Kraft Q in die Seitenfräfte: 


— 7) — 
=) mr) © 
und die Kraft R in die Seitenfräfte: 


— l2 — v — v — lIi 
= )Rmn=-(—)R 











und es ift num der Drud im Zapfen A: 


Ss: =YVX? + Y,, 


und der im Zapfen B: 
— Yx? + Y 
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Wird die Acceleration der Umdrehungsberwegung nicht durch ein Kräfte: 
paar, deſſen Moment Pa ift, fondern durch eine excentriſche Kraft P am 


fig. 595. 





Hebelarme a hervorgebradit, 
fo tritt noch ein diefer Kraft 
P gleicher Drud zu ben 
Arenfräften Q und R Hinzu 
Laſſen wir biefe Kraft P 
parallel zur Are CY und 
im Abſtande FO=a von 
der Umbdrehungsare, redjt- 
winfelig gegen die Ebene 
XZ wirken, und nehmen 
wir noch an, daß ihre An- 
griffslinie um CF HO 
— b von der Coordinaten- 
ebene X Y abitehe, jo wird 
durch diejelbe nur bie Kraft 








; R um P vergrößert, umd 
HEN * zwar der Theil Y, um Stüg- 

5 Si vi A um 

H X l, — pP 
y—I 

Y und der Theil Y, im Stüg- 

pınfte B um 

b— I 
“== = 
Wenn Mat M;% +:::=0, ſowie 


My + My +: = 0, feme: 

Maa+Mse+'-=0 m 

Myst+ Myn + ''-=0, 
und folglic, die Umdrehungsare CZ eine freie Are ift, fo fallen nicht allein 
die Kräfte Q und R, fondern auch ihre Momente Qu und Rv einzeln Null 
aus, und es ift daher (vergl. $. 334) zu folgern, daß bei Umdrehung eines 
Maflenfyftemes um eine freie Are fich nicht allein die Centrifugalkräfte, ſon⸗ 
dern aud) die Trägheitskräfte einander das Gleichgewicht Halten. 

Nehmen wir an, daß ſich das Maſſenſyſtem in Ruhe befindet, daß aljo 
© — Null ift, oder fehen wir von der Wirkung der Eentrifugalfräfte auf 
die Umdrehungsare ab, jo erhalten wir einfacher die Arendrüde: 

=+My=r(My + My +) 


R=—-»xM=—x(M&ar + M% + - - ſowie 
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Qu =x(Myz + My +) um 
Rr=—ı Msnsat Ma +) 


Wenn die Ebene XZ Symmetrieebene und folglich) auch Schwerebene 
des ganzen Mafjenfyftens ift, fo fällt 
MytMyt =0m , 
MyatMbynHt+''-=0, 
und daher aud) 


Q=0, 
ſowie 
Qu= 0 
aus. 
Machen wir nun noch die Forderung, daß die Umdrehungskraft 
—W 
17, 


durch bie Tragheitskraft R aufgehoben wird, ohne eine Wirkung auf die 
Umdrehungsare zurüdzulaflen, fo können wir 


P+R=0O 
und 
Pb+Rv=0, 
d. i.: 
W 
nn Ma + M% +.) = 0, fowie 
*”*Wb 





— (Mas + M:%%+°-:)=0 


fegen, und e8 folgt hiernad): 
a W_ Mn + Mr + :::- __ Trägheitsmoment 
Mi Mız + M&% +:  ftatiiches Moment 
b — Mas +M»2 + -- u — Maınt+Mne + --- 
W Mat+M»+ 
_ Sentrifugalfraftinoment 
ftatifches Moment 


Diefe Coordinaten beftimmen einen Punkt O, welcher der Mittelpuntt 
des Stoßes genannt wird. Derjelbe hat die Eigenjchaft, daß irgend 
eine durd) ihn gehende Stoßfraft, welche auf ber durch die Dreh— 
are gelegten Symmetrieebene des Körpers ſenkrecht fteht, eine . 
Wirkung auf die Drehare deſſelben nicht ausübt. 

Wenn man die X Y-Ebene von C nad) F, aljo um die Größe 
b — M —— 

_ Ma+tM;» +: 
Weisbach's Lehrbuch der Medanit. J. 48 


754 Fünfter Abfchnitt. Drittes Capitel. 1$. 938. 


verſchoben dent, jo ift der Abſtand ber Kraft P von dieſer Ebene b=Nul, 


und man bat daher: 


b=0 = 


oder: 


Mi 2% + Mı, £3 23 +. 
May +tMm +: 


Ma +M%% + =0. 

Da nun nad) der Borausfegung auch Mıyıdı + Maya &2 + ---—0 iſt, 
fo ergiebt fich Hieraus nach $. 309, daß CZ eine Trägheitshauptare für ben 
Punkt Fift, und man kann daher auch fagen: 

Damit die Drehare eines einer Stoßfraft P unterworfenen Körpers feiner 
Stoßwirkung ausgefegt ift, muß 

1) die floßende Kraft ſenkrecht ſtehen auf der durch die Drehare und den 
Scwerpuntt gelegten Ebene, 

2) die Drehare eine Trägheithauptare für denjenigen Punft fein, in 
welchem fie von einer durch P ſenkrecht zur Drehare gelegten Ebene ge 


ſchnitten wird, und 


3) der Abftand der ftoßenden Kraft von der Drehare bie Große 


haben. 


Mır? + Mır? Trůͤgheitsmoment 
Ma4+Mn+-: ſtatiſches Moment 


Beijpiele. 1) Für eine gerade Linie oder eine liberall gleich dide Etange 
CE, fig. 596, welde an einem Ende C mit der UmbdrehungSare CZ unter 
Sig. .596. 


alſo: 





einem beſtimmten Wintel ZCE zufammenftößt, iſt, wenn 


A die Mafle derjelben und 7 den Abftand DE ihre 


zweiten Endes E von der Umdrehungsarxe bezeichnet, das 
Trägheitsmoment: 
W= MEXA \,Mri (\. Ss sıl), 
Dagegen das ſtätiſche Moment: 
"  Mı= Mr. 


Bezeichnet nun -A die Projection ' CD der Stangen 
- länge CE auf die Umdrehungsare CZ, jo hat man 


y 
Ü O, — 21 _ 2 
V,M, X r’ 





h hı, 
Ma23=— Ma, M,%923 zT Me, u. |. w. 


und es folgt daher das Senirifägatmoiment: 


= Mm, x2+ Mya2+-)= — 4 Mr? =, Mhr. 


Daher find die Eoordinaten des Stopmittelpunfted 0 diefer Stange durch 


M, 2,21 +Mgxg2+-- 
FO=a= 
Cf =b= 


Zrägheitgmoment 1, Mr? , 
fatiihes Moment Mr /sr und 
Gentrifugalmoment _ 1, Mhr —y 
ftatiiches Moment y,Mr 8 





= 
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beftimmt, und e8 ift demnach diejer Mittelpunkt um zwei Drittel der Stangenlänge 
CE vom Ende C und um ein Drittel derfelben vom Ende E der Stange gi. 
Sig. 597. 2) Das Trägheitsmoment einer rechtwinkeligen 
Dreiedsfläde ABC, Fig. 597, welche fih um eine 
2 Kathete CA dreht, ift, wenn man deren Mafle durch 
M und deren Ratheten CA und AB durch hund r 

A —p bezeichnet: 





hr hr r 
T= . — F 5 = y, Mr? (. 8. 229), 
Kl, und das ftatiihe Moment derjelben, da ihr Schwerpunft 
⸗ S um 5 von der Are CA abitebt, 
d Me AL, 


folglich ift der Abftand des Stoßmittelpunktes O diejer Fläche von eben diefer Are: 
—— — AMr _, 
FO=a= YMrT Jr. 
Für ein ftreifenförmiges Element KL des Dreiedes, welches die Länge x und 


bie Breite © Hat, und um CK = von ber Epike C abfleht, ift das Centris 
fugalmoment: 





h 
Mxz — 7 Fr 1x2, 
T 7 T x 
oder, da 7 = 7 alſo x = 7 z ift, 


Mir: —ı h _/r\? 
nn)” 
Nimmt man nun für 2 na und nad 1 (*), 9 (*), 3(#)...n(#) 


und abdirt die dadurch erhaltenen Werthe für Mxz, jo ergiebt ſich das ganze 
Gentrifugalmoment: 


M,2,2 + Mas + = Ya 2 (F)ast22+3°+ 4 n}) (2) 


hyır\: ni/h\® rh 
u) TE) ren gen 
= U, Mrh, 
und daher der Abftand des Stoßmittelpunftes O vom Edpunlte Or 


— _MMrh _, 
Cf =b= — — /h. 
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" Biertes Capitel. 


on den Wirkungen der Schwerkraft bei Be 
wegungen auf vorgefchriebenen Bahnen. 


$. 339. Gleiten auf der geneigten Ebene. Ein ſchwerer Körper fann auf 
mancherlei Weife verhindert werben, frei zu fallen; betrachten wir indeffen im 
Folgenden nur zwei Fälle, nämlich denjenigen, daß der Körper von einer 
geneigten Ebene unterftügt wird, und denjenigen, daß er um eine horizon- 
tafe Are drehbar ift. Im beiden Fällen find die Wege des Körpers in einer 
Berticalebene enthalten. Befindet fi der Körper auf einer gemeigten 
Ebene, fo zerlegt ſich da8 Gewicht deffelben in zwei Geitenkräfte, von denen 
die eine normal gegen die Ebene gerichtet ift und von biefer aufgenommen 
wird, und die andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende 
Kraft wirkt. Iſt G das Gewicht des Körpers ABCD, Fig. 598, und « 
. die Neigung ber fchiefen Ebene FH 
ig. 598, gegen den Horizont, fo hat man nad} 
$. 150 jenen Normaldrud: 
N= Gco.a 
und dieſe bewegende Kraft: 
P= Gsin.e. 
Die Bewegung des Körpers kann 
nun entweder gleitend ober wälgend 
fein; berücffichtigen wir zunädft nur 
die erftere. In diefem Falle nehmen alle Theile des Körpers gleichen An- 
theil an der Bewegung deſſelben, und haben daher auch eine gemeinſchaftliche 
Acceleration 9, die ſich durch die befannte Formel: 
Kraft P __Geina 
PT MG 
ausdruden läßt. Cs ift alfo 
p:g=sin.a:l, 
d. h. die Befchleunigung eines Körpers auf der ſchiefen Ebene 
verhält fic zur Beſchleunigung des freien Falles wie der Sinus 
des Neigungswinkels der fdiefen Ebene zu Eins. Wegen ber hin 
zutretenden Reibung gewährt aber diefe Formel felten hinreichende Genauig ⸗ 





-g9=gsin.a 
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feit; e8 ift daher nothwendig, in vielen Yällen der Anwendung auch auf die 
Keibung Rüdficht zu nehmen. 

Bewegt fic) ein Körper auf einer frummen Fläche, fo ift die Acceleration 
veränderlicd) und an jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der Berüh⸗ 
rungsebene an die krumme Fläche ent|pricht. 

Gleitet ein Körper mit der Anfangsgefchwindigfeit Null auf einer geneig- 
ten Ebene ohne Reibung herab, fo ift nad) $. 11 die Endgefchwindigfeit nach 
t Secunden: 

e = 9sin.a.t —= 9,81 sin.a.tMeter = 31,25 sin. a.t Fuß 
und der zurlidgelegte Weg: 

s— 1/,g95in. a.t? — 4,905 sin. a .t? Meter — 15,625 sin. & .t? Fuß. 
Beim freien Falle ift vı = gt und s, — 1/, gi?, e8 läßt fich daher fegen: 
v.. =: — sin.e:l, 

d. b. e8 verhalten fich die Endgejhwindigfeit und der Weg 
beim Fallen auf der ſchiefen Ebene zur Endgefhwindigfeit 
und dem Wege beim freien Fallen, wie der Sinus bes 

Neigungswinkfels der jchiefen Ebene zur Einheit. 

In dem rechtwinkeligen Dreiede FG H, ig. 599, mit verticaler Hypo⸗ 

Fig. 599. tenuſe FG iſt die Kathete: 
FH=FGsin.FGH=FGsin. FHR=FGsin.a, 
wenn & die Neigung FHR dieſer Kathete gegen den 
Horizont bezeichnet; es ijt daher: 
FH:F@G=sine«:l, 

es durchläuft alſo ein Körper die verticale Hypotenuſe 
FG und die geneigte Kathete FH in einer und berfel- 
ben Zeit. Es läßt ſich Hiernad) zu dem Fallwege auf 
der fchiefen Ebene der entjprechende Weg des freien 
Falles, und zu dem letzteren der erftere durch Conftruction finden. 

Da die auf dem Durchmefier FG, Fig. 600, ftehenden Peripheriewinkel 

FH,G, FM. G u. |. w. lauter rechte find, fo fchneidet der Halbfreis über 

Fig. 600. FG von allen in F anfangenden fchiefen 
Ehenen die mit dem Durchmeffer, und deshalb 
auch unter ſich, in gleichen Zeiten durchlaufe- 
nen Wege FH, FR, u. f. w. ab. Man 
jagt daher: die Sehnen eines Kreifes 
und der Durchmeffer defjelben wer- 
den gleichzeitig oder ifohron durd- 
fallen. Webrigens gilt diefer Iſochronismus 
nicht allein für die Sehnen FHi, FN, u. ſ. w., 
welche im höchſten Punkte F' des Kreifes an- 
fangen, fondern auch flir die Sehnen HG 
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B,@ u. ſ. w., welche in dem unterften Punkte G deilelben auslaufen. 
Zieht man nämlich von F die Sehne FK, parallel mit Hi G, fo haben FR, 
mit A, gleiche Lage und gleiche Länge. in Körper durchfällt daher 
beide Sehnen in derfelben Zeit, d. 5. in der Zeit, welche er zum ‘Durchfallen 
des Durchmeſſers FG gebrauchen würde. 


Aus der Gleichung 
_ _ 
= 2» 2gsin.a 
für den durchlaufenen Weg folgt: 


v3 
s sin. — 27 
und umgekehrt: 
v— YV2gssin.“. 


Nun ift aber s sin. & die Höhe FR (Fig. 601) der fchiefen Ebene oder 

die Verticalprojection A des Weges FH — s auf derfelben; es find daher 

Fig. 601. die Endgefhmwindigkeiten von Körpern, 

ETWDwelde mitRullAnfangsgejhwindigleit 

von verſchieden geneigten, gleich hohen 

Ebenen FH, FH, u. |. w. berabfallen, 

unter fich gleich und aud gleich der Ge⸗ 

Ihwindigfeit, weldhe ein Körper er— 

langt, wenn er von der Höhe FR dieſer Ebenen frei herabfällt. 
(Hiermit ift ſowohl $. 45, als aud) $. 87 zu vergleichen.) 

Aus der Gleichung 





s — In gsin.&.8? 
folgt die Formel für bie die Zeit: 


VE 1 Yen _ 1 vr 
gsin.a _Sin.® gg  sinaY g 


Für den freien Fall durd) die Höhe FR = h ift aber bie Zeit: 
1yan 

= 7 

es ergiebt ſich demnach: 
t:h =1l:sina=s:h=FH:FR, 

e8 verhält fich aljo die Zeit des Fallens auf der fchiefen 
Ebene zur Zeit des freien Falles von der Höhe diefer Ebene 
wie die Fänge zur Höhe der ſchiefen Ebene. 








Beifpiele 1) Bon einer jchiefen Ebene FH, fig. 602, ift der Anfangs: 
punkt F gegeben und der Endpunft H in einer gegebenen Linie AB fo zu be 
ftimmen, daß der Fall auf diejer Ebene in der fürzeften Zeit erfolge. Zieht 
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man durch F’ die Horizontale FG bis zum Durchſchnitte mit AB, und macht 
man GH = GF, jo erhält man in H den gejudten Punkt und alfo in FH 
die Ebene der fürzeften Fallzeit; denn führt man dur F' und HM einen fih an 
FG und @H tangential anlegenden Kreis, jo find deſſen iſochron durchlaufene 
Sehnen FK,, FK,u. |. w. kürzer als die Längen FH), FH, u. |. w. der 
Fig. 602. entiprecdenden ſchiefen Ebenen; es ift folgli auch die 
Fallzeit für jene Sehnen Kleiner, als für dieſe Längen, und 
die allzeit für die jchiefe Ebene FH, welche mit einer 
Sehne zujanımenfällt, die fürzefte. 
2) Man joll die Reigung derjenigen jchiefen Ebene FH, 
Au ig. 602, angeben, von welcher ein’ Körper in derjelben 
% AST Zeit herabfällt,. die-er gebraudyen wiirde, wenn -er,exi-von 


nme 


Iß der. Höhe FR frei hexahfiele, und dann sit. der erfongten 
Geſchwindigkeit horizontal bis A fortginge, "Die Zeit. zug: 
D gerabfallen von der ſenkrechten Höhe FR— A ifti- * 


B t, - . 2.0 „a 


und die erlangte Geſchwindigkeit in BR ift: 

J v — Y2 gh. 
Tritt nun beim Uebergange aus ber verticalen Bewegung in die horizontale fein 
Geſchwindigkeitsverluſt ein, was erfolgt, wenn die Ede R abgerundet ift, jo wird 
der Weg RH = hcotg.a gleihjförmig und in der Zeit 

u= hcotg. « = heotg. « == Y, cotg. « Y* 
v V2gh | 9 
durchlaufen. Die Yallzeit für die jchiefe Ebene ift: 


i=— —; 
sin.« 9 on en 
jegen wir daher t — t, + ta, jo erhalten wir die Veftimmungsgleiung: 
1 _ 1 tang.a _ 1. 
ana 1 + 1, cotg.« oder — * tang.a + Ya 
deren Auflöfung auf tang.« — ®/, führt. In der entipredhenden jchiefen Ebene 
verhält fich hiernady die Höhe zur Baſis zur Länge wie 3 zu 4 zu 5, und es ift 
der NReigungswintel « — 36052’ 11". 
8) Bei einer fchiefen Ebene von der gegebenen Baſis a ift die Zeit zum Herab⸗ 


gleiten: 
8 26 * 2a -V/ 4a 
—Y gsin.a Y gsin.acos.a Y gsin.2e' 


fie fällt daher am kleinſten aus, wenn sin. 2« am größten, d. i. = 1, alſo 
200 — 90% oder a — 450 if. Von Dächern mit 45% Neigung fließt daher 
das Wafler in der kürzeften Zeit herab. 






m 











Geht die Bewegung auf einer fchiefen Ebene mit einer gewiſſen Anfangs⸗ 
geichwindigfeit c vor fich, fo hat man bie in 8. 13 und $. 14 gefundenen 
Formeln in Anwendung zu bringen. Hiernach ift für einen auf der fchiefen 
Ebene hinauffteigenden Körper die Endgefchwindigfeit : 


8. 341. 
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v=c — gsin.a.t 
und der zurückgelegte Weg: 
s—ct — 1 gsin.a.t:, 
dagegen für den von der jchiefen Ebene herabfintenden Körper: 
v=c+ gsna.tmds—=ct + 1,gsin.a.t?. 
Uebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 
v2? — 02 v: — ce yR c? 
— Dgsin.a oder s sin. — =, = — 29 27 

Es ift alfo ftets die Berticalprojection (A) des auf der fchiefen 
Ebene zurüdgelegten Weges (s) gleich der Differenz der Ge 
Ihwindigfeitshöhen. 

Stoßen zwei fchiefe Ebenen FG und GEH, Fig. 603, in einer 
abgerundeten Kante an einander, fo findet beim Uebergange des fallenden 

dig. 603. Körpers von der einen Ebene zur anderen fein 

Stoß und deshalb aud) fein Geſchwindigkeitsverluſt 

J. ftatt; es gilt deshalb auch für das Herabfallen 

oe Körpers von diefer Verbindung zweier Ebe⸗ 

nen die Regel: Fallhöhe (FR) gleich Diffe 

von der Öefhwindigfeitshöhen. Uebrigens 

R in leicht zu ermefjen, daß dieſe Regel auch bei dem 

Sinfen und Steigen auf einer derartigen Verbindung von beliebig vielen 

Ebenen, fowie beim Fallen und Auffteigen auf frummen Linien oder Flächen 
ihre Richtigkeit behält (vergl. 8. 87). 

Beifpiele 1) Ein Körper fteigt mit 10 Meter Anfangsgejhwindigfeit auf 
einer fchiefen Ebene von 220 Neigung hinauf, wie groß ift feine Geſchwindigleit 
und fein zurüdgelegter Weg nad 11% Secunden? 

Es ift die Geſchwindigkeit: 
v—= 10 — 981 . sin. 2°. 15 = 10 — 981. 0,3746 . 1,5 = 4,49 Meer 
und der Weg: 

s= et? t= 2 1,5 = 10,87 Meter. 








2) Wie hoch erhebt fi ein Körper mit 20 Meter Anfangsgeſchwindigkeit auf 
der ſchiefen Ebene von 48% Anfteigen? 
Es ift die ſenkrechte Höhe: 


2 
h= 5 — 0,051 . 400 = 20,4 Meter, 
daher der ganze Weg auf der ſchiefen Ebene: 


h 20,4 
‚=... = ing = — 27,46 Meter. 
Die zur Zurüdlegung defjelben nöthige Zeit ift: 
t — 28 = 2.27,46 —= 2,75 Secunden. 


® 20 
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Gleiten auf der geneigten Ebene mit Rücksicht auf Rei- $. 342. 
bung. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf das 
Fallen und Steigen eines Körpers auf einer fchiefen Ebene aus. Aus dem 
Gewichte G des Körpers und aus dem Neigungswinkel x der ſchiefen Ebene 
folgt der Normaldruch: 
N= 600.0 
und hieraus wieder bie Reibung: 
F=9N=pGos.e. 
Subtrahirt man diefe von ber Kraft P= Gsin.o, mit welcher die Schwer: 
kraft den Körper von der fchiefen Ebene herabtreibt, jo bleibt die bewegende 
Kraft: 
= @sin.a — pGcos.a, 
und es ergiebt fü fich die Beſchleunigung des von der fchiefen Ebene herabſinkenden 
Körpers: 
Kraft Gsin.a — pGcos.« 
PT Dale. G ’ 
Bei einem auf ber fchiefen Ebene Hinauffteigenden Körper ift bie bewe— 
gende Kraft gleih — (G sin. « + P.Gcos. a), daher aud) die Acceleration 
p negativ und gleich, — (sin. + @Pcos. a) g. 
Sind zwei auf verfchiedenen Ebenen FE und FH, Fig. 604, befind- 
Fig. 604. liche Körper durch eine über eine Leitrolle 
c © gelegte, volllommen biegfame Schnur mit 
einander verbunden, fo ift es möglich, daß 
der eine von beiden Körpern ſinkt und den 
anderen mit emporzieht. Bezeichnen wir bie 
Gewichte diefer Körper durch & und Gh 
und bie Neigungswintel der jchiefen Ebenen, 
auf welchen diefelben fortgleiten, durch a 
und Ei, und nehmen wir an, daß G finfe und G, mit emporziehe, jo erhal- 
ten wir als bewegende Kraft: 
P= @sin.a — Gi sin. — PG@cos.& — Gh 008.0 
= 6 (sin.a — 9 cos.a) — Gı (sin.&ı + @ cos.) 
und als bewegte Mafle: 








(sin. « — 008.0) 9. 








„et + Gi, 
daher die Acceleration, mit welcher & finft und Gi fteigt: - 
G (sin.a — 908.0) — Gı (sin.&, + cos. X 
r Er 


Da die Reibung als widerftehende Kraft Seine Bewegung erzeugen Tann, 
fo ift für das Sinten von G und Steigen von GC, nöthig, daß 
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m @ (sin.a — ꝙ cos. ) > Gı (sin.n + P cos. 0), 
alfo 
@ sin.on + @ 008. sin. (& +0) 
G > sin. — Pc0s.@ ’ di a > sin. (@ — 0) 
ift. Soll hingegen G, finfen und @ mit emporziehen, fo muß fein: 
a sin.@ + Pcos.@ 
@ sin. — P 008.0 
6 sin. — P 608.04 @ sin. (dı — Q) 
margin <Snare) 





oder: 





So lange aber na innerhalb der Grenzen 
1 


sin. + $.008. 0 sin. — Cos. &ı 
sin. — @ 008.0 sin. + Pcos.a 
sin. + 0) und Arm — 0) 

-) mat) , 

liegt, fo fange wird die Reibung jede Vewegung verhindern. 


oder 





Beifpiele. 1) Ein Sqlitten gleitet auf einer 50 Meter langen und 20 Grad 
tallenden Schneebahn herab und geht, unten angefommen, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, biß ihm bie Reibung in Ruhe verfegt. Wenn nun der Eoefficient 
der Reibung zmifen Schnee und Schlitten — 0,08 ift, welden Weg wird der 
Schlitten, ohne Rüdfiht auf den Widerftand der Luft, auf der horizontalen Ebene 
aurüdlegen? 

Es ift die Weceleration des Sählittens: 

pP = (sin.a — 9c08.«) g = (sin.20° — 0,08 . 008.200) . 9,81 
0,3188 . 9,81 = 3,078 Meter, 
daher die Endgeſchwindigleit des Herabgleitens: 

j v = V2ps = V2.3,078.50 = 17,54 Meter. 
Auf der horizontalen Ebene ift die Acceleration: 

pP = — 99 = — 008.981 = 0,294 Meter, daher der Weg: 

2 
= *5 = 2 = 523,5 Meter. 

Die Zeit zum Herabgleiten ift: 








28 100 
I=7= m = 5,7 Secunden 
Fig. 606. und zum Bortgleiten: 
2 1047 
F 2 _ 7 
= ı mu” 59,6 Secunden, 


daher die ganze Fahrzeit: 
+ = 65,8 Secunden — 1 Minute 5,3 Secunden. 
2) Ein gefühter Kübel K, ig. 605, mit 260 Kilo: 
gramm Bruttogewigt, fol durd ein jenfredt nieder: 
diehendes Gewicht G von 260 Rilogramm auf einer jchier 
= fen Ebene FH von 30 Meter Länge und 50° Neigung 


8. 343,] Bon den Wirkungen der Schwerkraft ıc. 763 


emporgezogen werden; mweldhe Zeit wird dazu nöthig. fein, wenn der Goefficient 
der Reibung des Rübels auf der Leitung 0,36 beträgt? 

Es if die bewegende Kraft: 
G — in. « 49 cos. x) K= — (sin. 500 + 0,386 . cos. 50°) . 250 

— 260 — 0,9974.250 = 108 en 
daher die Beichleunigung: 

10,6 
PT 550 1 260 

ferner die Zeit der Bewegung: 


60 
t= V: - 0.204 — 17,16 Secunden 


und die Endgeſchwindigkeit: 
v= 28 = — = 835 Meter. 


9,81 = 0,0208.9,81 — 0,204 Meter, 


Rollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Bei einem $. 343. 


von einer jchiefen Ebene Herabrollenden Wagen wirkt vorzüglich die 
Arenreibung der Beſchleunigung entgegen; iſt 6G das Gewicht des Wagens, 
r der Axen⸗ und a der Radhalbmeſſer, fo. beträgt die auf den Radumfang 
reducirte Zapfenreibung: 


pr N=. Fr @ cos. &% 
a a 
und daher die Beichleunigung: rn 
p = (sin. — 2” cos.u 9. N 


Wälzt fi ein runder Körper AB, z. B. ein Cylinder oder eine Kugel 
u. |. w., von einer fchiefen Ebene FH, Fig. 606, herab, fo hat man es 
Fig. 606. ‚: mit einer progrefjiven und drehenden Bewegung 
zugleich zu thun. In der Regel ift die Accelera= 
tion p des Fortſchreitens gleich der Acceleration 
des Drehens, d. h. die Bewegung ift eine rein 
wälzende, ohne Sleiten, indem ber Berührungspunft 
auf dem rollenden Körper einen ebenjo großen 
Weg zurücklegt, wie auf der ruhenden Unterlage 
($. 173). Seten wir daher das Trägheitsmoment 
des fic) wälzenden Körpers — Gh? und den Halbmeifer CA des Wälzens 
— a, fo erhalten wir für die Kraft AK — K, mit welcher die Walze in 
Folge des Eingreifens ihrer Theile in die Theile der fchiefen Ebene in Um⸗ 
drehung gejegt wird: 





Gk? 
K=n» —— FT, . 


Nun wirkt aber die Kraft X der Kraft GE sin. & zum Herablaufen ent- 
gegen; es folgt daher die bewegende Kraft fr die progrefjive Bewegung: 


4 


764 Fünfter Abjchnitt. Vierte Gapitel. [$- 343. 
P=Gsin.a — K 
und die Beichleunigung derjelben: 


_ @sin.a —K 
= 9. 
Eliminirt man K aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 


' GR? 
Gp = Ggsin.& — a P 


folglich die geficchte Acceleration: 





Bei einem ſich wälgenben homogenen Cylinder iſt A — 1), a? ($. 313), 
Daher 


__. g8in. & 








— ?2 
=11,”7 [a 9 sin. 0; 
bei einer Kugel aber x2 — */, a? ($. 315), daher 
sin. 
v—= — sin. ; 


es iſt alfo bei dem rollenden Cylinder die Beſchleunigung nur ?/; und bei 
der rollenden Kugel nur °/, mal fo groß als bei einem ohne Reibung gleis 
tenden Körper. 
Die Kraft des Drehens ift: 
gsin.a GE? GR? Sin. 
14 ga " a? + M 
a? 
Eo lange diefelbe Feiner ift al8 die gleitende Reibung ꝙ G cos. &, fo lange 
läuft aud) der Körper vollfommen wälzend von der Ebene herab. Iſt aber 


K>90Gc0s0,d. i. tang. > 9@ (1 + =): 


fo veicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine der fortfchreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgeſchwindigkeit zu ertheilen; es ift daher 
dann bie Acceleration des Fortfchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 


G sin. — ꝙ @c0s.& . 

pP = nn = (sin. — @ cos.) 9 
und die der Umdrehung: 
96 cos. & 


a? 
— a IT 9 EICH 0 
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Für einen hohlen Cylinder mit dem inneren Halbmefjer 7, und dem 

2 3 
äußeren r, hat man A? = tn ({.$.313), wofür man bei verhältniß- 


mäßig geringer Wandftärke, alfo wenn r, nahezu gleich r; if, A? —= r?=a? 
fegen kann. Es ift demnad) für einen Cylindermantel (z. B. einen Dampf- 
feflel oder ein Rad mit geringer Kranzftärke) die Beichleunigung 
gsin. g9 gsin.% 
ı1+1 2 | 
nur halb fo groß, wie beim leiten ohne Reibung und daher ohne Rollen. 
Nach dem Obigen beftimmt fich der größte Werth für die Neigung & der 
fchiefen Ebene, bei welcher noch fein Gleiten eintritt, durch 
tang. & — 29 bei einem Cylindermantel, 
tang. & —= 3 p bei einem maſſiven Cylinder und 
tang. & — 3,5 p bei einer Kugel. 
Bei größeren Werthen von & ftellt ich neben der wälzenden Bewegung 
des finkenden Körpers ein Gleiten ein. 
Bei einem Wagen vom Gewichte G mit Rädern vom Halbmefler a und 
dem Trägheitsmomente W, —= Gı k? und Zapfen vom Halbineffer r hat man: 








Gsin.a — ꝙ — @c08.%— K 
— —9 ——9 








Ex 
ga? 


g (sin. — ꝙ - — 
p = 
14 37 u 


Beiſpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 2000 Silogramm Gewicht mit 
Rädern von 1,2 Meter Höhe und einem Trägheitsmomente von 90 rollt von 
einer jchiefen Ebene mit 129 Neigung herab; welches ift feine Ucceleration, wenn 
der Eoefficient der Arenreibungg @ = 0,15 und die Stärke der NRadaren 
2r — 0,08 Meter beträgt? 





Es if: 
Gt __ WM 0,04 _ 


daher die gejuchte —e 
9,81. (sin. 120 — 0,01. cos. 120) 
= ro | —=]1 ‚13 Meter. 
2) Mit welchen Xccelerationen rollt eine maſſive Walze von einer jchiefen Ebene 
herab, deren Fallwinkel « = 40° beträgt? 
Iſt der Eoefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene g —= 0,24, 
fo hat man: 


2 
e(1 +5) AU 42 2 072; 
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P=Gsina —K 
und die Beichleunigung derjelben: 


G sin. — K 
Eliminirt man K aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 


: GR? 
Gp = Gysin.a — ze pP 


folglich die gefuchte Ucceleration : 
__.g8in.& 
— %3 . 
14 m 


Bei einem ſich wälzenden homogenen Cylinder ift A? — 1/, a? ($. 313), 
daher 














gsin. 0 : . 
= = gın. 0; 
Par, a9 
bei einer Kugel aber 2 — */, a? ($. 315), daher 
gsin.& 5 
= = sin. &; 
p 1 4 2/, /1 9 


es ift alfo bei dem vollenden Cylinder die Beichleunigung nur ?/, und bei 
der rollenden Kugel nur °/, mal fo groß als bei einem ohne Reibung glei= 
tenden Körper. 
Die Kraft des Drehens ift: 
gsin.a GR? GR? sin. 
Ro ga’ ar + %2 
a? 


So Lange diejelbe Fleiner ift als die gleitende Reibung ꝙ G@ cos. &, fo lange 
läuft auch der Körper volllommen wälzend von ber Ebene herab. Iſt aber 


K>9G.cos.o, d. i. tang. > @ (1 + 5. 


ſo reicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine der fortſchreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgeſchwindigkeit zu ertheilen; es iſt daher 
dann die Acceleration des Fortſchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 


G sin. — 9 Gcos.& 
p= — 9 = (sin. — ꝙ cos. ) 9 
und die der Umdrehung: 


_9Gcs&% da? 
Mg IT PT ITORM 
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Für einen hohlen Cylinder mit dem inneren Halbmefler r, und dem 
2 2 
äußeren r; hat man A? —= tn ({.8.313), wofür man bei verhältniß- 


mäßig geringer Wandftärfe, alfo wenn rı nahezu gleich r; iſt, 2? — r?—= a? 
jegen fann. Es ift demnach fir einen Cylindermantel (3. B. einen Dampf- 
fefiel oder ein Rad mit geringer Kranzftärke) die Beſchleunigung 
gsin.® _ gsin. æ 
PT7r1ı0 2 | 
nur halb fo groß, wie beim Gleiten ohne Reibung und daher ohne Rollen. 
Nach dem Obigen beftimmt fich der größte Werth für die Neigung & der 
fchiefen Ebene, bei welcher noch fein Gleiten eintritt, durch 
tang. & — 29 bei einem Cylindermantel, 
fang. & —= 3 9 bei einem maffiven Cylinder und 
tang. & —= 3,5 @ bei einer Kugel. 
Dei größeren Werthen von & ftellt ficd) neben der wälgenden Bewegung 
des finfenden Körpers ein Öleiten ein. 
Bei einem Wagen vom Gewichte G mit Rädern dom Halbmeffer a und 
dem Trägheitsmomente W, — Gık) und Zapfen vom Halbineffer r hat man: 


E&sin.a — ꝙ — G cos. — K 





_„ Gık a 
K=p» ga: und p G 9 
d. i. 
r 
g(sin.a — 97 C08. &%) 
pp = 
En 
14 Ga? 


Beifpiele 1) Ein belafteter Wagen von 2000 Kilogramm Gewicht mit 
Nädern von 1,2 Meter Höhe und einem Trägheitgmomente von 90 rollt von 
einer jchiefen Ebene mit 129 Neigung herab; welches ift feine Acceleration, wenn 
der Eoefficient der Arenreibung 2 — 0,15 und die Stärfe der Radaxen 
2r = 0,08 Meter beträgt? 





Es ift: 
Gal = un p I = 0,15 5 5 001, 


Daher die gefuchte Beſchleunigung: 
_ 981. (sin. 120 — 0,01.cos. 120) _ 
2) Mit welchen Accelerationen rollt eine maſſive Wale bon einer ſwiefen Ebene 
herab, deren Fallwinkel « = 400 beträgt? 
Iſt der Eoefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene & = 0,24, 
jo hat man: 


a? 
e(1 ) 0210 42 - o72; 
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nun iſt aber tang. 400 = 0,839; es fällt daher kang. « größer als 9 (1 +5 
und die Acceleration der rollenden Bewegung Heiner als die der progreifiven Be: 
wegung auß. Die Iehtere ift 

p = (sin.a — 9 cos. a) g = (0,6428 — 0,24 . 0,7660) . 9,81 = 4,50 Meter, 
die erftere aber nur | 


2 
nn, =9 Fe ꝙ cos. = 0,24. 2. 0,7660 . 9,81 = 3,6 Meter. 


Das Kreispendel. Ein an einer horizontalen Are hängender Körper 
ift im Öleichgewichte, jo Tange fein Schwerpunkt ſenkrecht unter der Are liegt; 
bringt man aber den Schwerpunkt aus der die Are enthaltenden Berticalebene, 
und überläßt man den Körper ſich felbft, jo nimmt derfelbe eine [hwin- 
gende Bewegung, d. i. eine hin⸗ und hergehende Bewegung im Kreife, an. 
Im Allgemeinen heißt ein um eine horigontäle Are ſchwingender Körper ein 
Kreispendel oder Pendel ſchlechtweg. Bft der fchwingende Körper ein 
materieller Punkt, und befteht die Verbindung deffelben mit der Umdrehunge- 
are in einer gewichtslofen Linie, fo hat man es mit einem einfachen oder 


‚mathematifchen Bendel zu thun; beiteht aber da8 Pendel in einem aus- 


gedehnten Körper oder aus mehreren Körpern, fo heißt daffelbe ein zu⸗ 
ſammengeſetztes, phyfifches oder materielles Pendel. Ein folches 
Pendel läßt ſich als eine feſte Verbindung von lauter einfachen, um eine 
gemeinfchaftliche Are fchwingenden Pendeln anjehen. Das einfache Pendel 
ift nur ein eingebildetes, feine Annahme gewährt aber befondere Bortheile, 
weil e8 leicht ift, die Theorie der Bewegung des zufammengefegten Pendels 
auf die des einfachen zurüdzuführen. . 


Wird das in C aufgehangene Pendel, Fig. 607, aus feiner verticalen 
Lage CM in die Lage CA gebracht und nun ſich felbft überlafien, fo geht 
SFig. 607. es vermöge feiner Schwere mit einer befchleunig- 
| ten Bewegung nad) CM zurüd, und es kommt 


u deſſen Maſſe im tiefften Punkte * mit einer Ge⸗ 
ſchwindigleit c an, deren Höhe 5 — z der Fallhöhe 

DM gleich ft. In Folge —* Weſchwindigkeit 

A g durchläuft es nun auf der anderen, Seite den Bogen 
172° MB —= MA und fleigt dabei wieder auf die 
M . Höhe DM. Bon B aus fällt: e8 von Neuem nad) 


M und A zurück, und fo geht 'e8. wiederholt im 


Kreisbogen AB hin und her. Wäre der Widerftand der Tuft und bie 


Arenreibung ganz befeitigt, jo witrde dieje ſchwingende Bewegung des Pendels 
ohne Ende fortgehen; weil aber dieſe Hinderniſſe nie ganz wegzubringen ſind, 
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fo warden die Schwingungsbögen mit der Zeit immer Heiner und Heiner, 
und das Pendel geht endlich zur Ruhe über. 

Die Bewegung des Pendeld von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Bendelfchlag, den Bogen AB felbft. aber den Schwingungsbogen; 
der den halben Schwingungsbogen mefjende Winkel, um welden ſich das 
Pendel zu. beiden Seiten von der Lothlinie CM entfernt, heißt der Elon⸗ 
gationswintel, Ausſchlagswinkel oder Ausſchlag ſchlechtweg. Die 
Zeit, in welcher das Pendel eine Oscillation macht, heißt endlich Sqwin⸗ 
gungszeit ober Schwingungsdauer 


Theorie des einfachen Kreispendels. Wegen der häufigen An- 
wendung. der Pendel im praktiſchen Leben, namentlich bei Uhren, ift es wichtig, 
” Fig. 608. bie Schwingungszeiten derfelben zur kennen; 
die Beſtimmung berfelben ift daher eine 
Hauptaufgabe der Mechanik. Segen wir 
in der Abſicht, dieſe Aufgabe zu Töfen-, die 
Pendelline AC—=MC—r, Big. 608, 
und bie einem ganzen Schwunge entſpre⸗ 
A ende Fall: üder Steighthhe MD — h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von 
A nad) 6 gefallen fei, und fegen wir 
die diefer Bewegung entſprechende Fallhöhe 
DH=x, fo tönnen wir die in @ er- 

langte Geſchwindigkeit 

v—= V2gr 
und das Zeittheilhen, innerhalb deſſen der Wegtheil G X durdjlaufen wird, 
„_IE_ GE 
— Vevx 

ſetzen. Beſchreiben wir nun aus der Mitte O von MD — h und mit dem 
Halbmeſſer OM = OD =!),h einen Halbkreis MND, fo können wir 
von dieſem einen Vogentheil NP angeben 'weldjier mit ER gleiche Höhe 


PQ=KL= RE hat und in einfader Beziehung zu dieſem Wegtheile 
GE fteht. Wegen der Hehnlichfeit der Dreiede GKL und. OGH ift 


--8K _ 06 
6n 
und wegen der Aehnlichkeit der Dreiede NPQ und ONH ift 
NP 2 \ 


797 


8.308. 
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Dividiren wir daher diefe beiden Proportionen durch einander und berüdfid- 
tigen wir, daß KL —= PR ift, fo erhalten wir das Verhältniß der genann- 
ten Bogentheile: 
3 C@.NH 
— @H.0ON 


Der Lehre vom Kreife, und nenn dem Theorem von der mittleren 
Proportionallinie zufolge ift aber 

GE: = MH(2CM — MH) wm NH — MH.DAH, 
e8 folgt daher: 

GK_ ca.VDpa _ r Vz 

NP 0N.VECM—-MH \hV2r— (kh— a) 


und die Zeit "rn Durdjlaufen eines ae 


2r .NP 
—— — * rhVagler —(k— 2)] 


Vz 
In den meiften ill 3 der Anwendung geſatret man dem Pendel nur 


einen kleinen Ausſchlag, und es iſt behalb „ ſowie und alſo auch 


F eine fo Meine Größe, daß wir fie ſelbſt, ſowie ihre höheren Potemen, 
außer Acht Lafien, und num 
„VE. 
g K 
fegen können. Die Dauer eines halben Schwunges, ober die Zeit, inner- 


halb welcher das Pendel den Bogen AM zurücklegt, ift gleich der Summe 
von allen, ben Elementen GE K oder NP entiprechenden Zeittheilchen, 


FR | 1 
oder, da —FF ein conſtanter Factor iſt, gleich V— mal Summe aller 








den Halbkreis DN M bildenden Elemente, d. i. — 7 F mal Halbkreis 


() ſelbſt, alſo 


„le. _z\yr. 
ıTaaYao 2 2Y9g 
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Diefelbe Zeit braucht aber and) das Pendel beim Auffteigen, weil hier 
die Geſchwindigkeiten diefelben find und nur in der Richtung entgegengefegt 
vorkommen, deshalb ift denn eine ganze Schwingungsdauer doppelt jo groß, d. t. 


9 


Schärfere Formel für die Schwingungszeit des Kreispendels. $. 346. 
Nimmt man die X-Are horizontal im tiefften Punkle M des Kreifes, Fig. 609, 
Fig. 609. und die Y-Are vertical durch den Aufhängungs- 
puntt C an, fo ift die Gleichung des Kreifes 
gegeben ducch: 
r!—=2?2 + (r— y)? der 22 —=2ry — yR. 
Hieraus folgt: 
r —yY 
— 





0x 
2202 —=(2r — 2y) Oy oder Pa 
Nun hat man allgemein für jede Curve: 
Ox\? 
— — 2 — 
os? — dat + Oyı — dy | 5) + |. 
alfo in unferem Falle: 
y\? — — 2ry + y | 
)+1]=»[7 2ry — y? r 
y3 


ıry—y® 
Dividirt man beiberjeitd mit 012, fo folgt: 
08? __ oy? r? 
6 or 2rıy — 
Nun ift aber = — v, wenn v die Tangentialgefchwindigfeit bedeutet, und 








Os? — 9y? (( — 


= 0y? 


da nad) dem Princip der lebendigen Kräfte (ſ. $. 77) 
“"—=29(h— y) 
ift, fo hat man die Gleichung: 


Pe u 
of SITE 9) 
oder: _ 
TEE. 4 TEE r —X y — 4 
—— — (1—ü — 
— Vag h—y) (2ry— 9) 9 Vıy—y? 2r 


Um. dies zu iniegtiren, —* wir: 
+1 3.5 
(1-2) 14h, Arie ar) 2a 6 + 


Weisbach's Lehrbuch der — 1. 49 
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Durch Integration folgt nunmehr: 


— Velen k + Ya ($ +3 1 (&) +. | 


Man kann jest jedes einzelne Glied integriven, wenn man die befannte 
Recurfionsformel benutzt: 


yoy___yiVhrzy |, @n—ı)h yvzöy 
Ve n u Are; 
Berüdfichtigt man, daß der erfte Summand auf der rechten Seite zu Null 
wird fowohl fir y — 0, wie für y — Äh, fo ergiebt ſich durch wiederholte 
Anwendung obiger Recurfionsformel bis zu n = 0: 


SE y"oy 1.3... a ——— 
— — 
*2 2— 
2 
Da nun [r — — arc. sin. — arc. sin. 
Vrhy—y' h 


2 





0 








h 
2 


= arc. sin. (— 1) — are. sin. (+1) = ?, a — = —=xr it, 
jo folgt fiir die Dauer einer halben Schwingung von A nad) M: 
= „V . 40) HH) 
F „V rer) er 
1.3.5\? /h\® 
+ (a dr + 
Da die Gefchwindigfeit beim Steigen auf der anderen Ceite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Durchfallen der Bogenhälfte AM wädjlt, jo ift die 


Zeit zum Durdjlaufen des ganzen Bogens oder die fogenannte Shwin- 
gungsdauer: 


h 1.3\? /h\? 
— — 2 _ — — ˖ 
== ſi + (3) ar + 3) (5) 
1.3.5\2 /h\3 V: 
r (545) (5) te) "Yo 
Schwingt das Pendel im Halbtreife, jo hat man A = r und baher 
die Schwingungsgeit: 


(—=(14 tt sat 3— «VE = sa) 


In den meiften Fällen der Anwendung ift der Schwingungedegen viel 
kleiner als der Halbkreis, und die Formel 
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_ h V: 
hinreichend genau. 
Aus dem Elongationswinfel « folgt cos. « — — — 1— h 





r 7 


alſo 2 — 1 — c08.% unb baher: 


h 1 — (08.0 a@\? 
— — 1/ — — — —— 1 — 

Sr _i/i4 9 /4 (ein. 5) 
es läßt ſich folglich hiernach die einem gegebenen Elongationswintel ent⸗ 
ſprechende Correction der Schwingungszeit finden. Iſt z. B. dieſer Winkel 
&@ — 15%, fo hat man: 

h  150\2 

87 = 1, (sin >) = 0,00426, 
dagegen für & — 5°: 

R _. 0,00047; 

sr 


bei dem legten Elongationswinkel ift alfo die Schwingungsdauer 


t = 1,00047 x Vz 


Dean kann alfo bei einem Ausichlag unter 5° ziemlic, genau die Schwin⸗ 
gungsdauer " 


Pendellängen. Da in ber formel 8. 347. 


(= =V: 
9 


der Ausſchlagswinkel nicht vorkommt, ſo folgt auch, daß die Dauer kleiner 
Pendelſchwingungen gar nicht von dieſem Winkel abhängt, daß alſo ver⸗ 
ſchiedene, jedoch nicht weit ausſchlagende gleich lange Pendel iſochron 
ſchwingen oder gleiche Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad 
Ausſchlag hat alſo (faſt) dieſelbe Schwingungsdauer, als ein Pendel mit 
1 Grad Ausſchlag. 

Vergleichen wir die Schwingungsdauer t mit der Zeit t; des freien Falles, 
jo ftoßen wir auf Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von ber Höhe r ift 


3r 7 
t = V: — 2 V: N) 
„=v:'y, 


49* 
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daher folgt | 
I: =: V3; 

die Zeit eines Pendelſchwunges verhält fi) alfo zur Zeit, in welcher ein 
Körper von einer der Pendellänge gleichen Höhe frei Herabfällt, wie die 
Ludolph'ſche Zahl m zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Durd)- 


fallen von 2 r ift: 
/2. 
9 9 


daher verhält ſich auch die Schwingungsdauer zur Zeit des Fallens 
von einer der doppelten Pendellänge gleichen Höhe wie m zu 2. 
Segen wir die den Pendellängen r und r, entfprechenden Schwingungs- 
zeiten 2 und ti, jo erhalten wir: 
t ti = Vr : Vr; 
es verhalten fid) aljo bei einer und derſelben Beſchleunigung der Schwere 
die Schwingungszeiten wie die Duadratwurzeln aus den Pen— 
dellängen. Iſt dagegen n die Zahl der Schwingungen, welche das eine 
Pendel in einer gewiſſen Zeit, 3. B. in der Minute, macht, und 7, die 
Zahl der Schwingungen, welche in derfelben Zeit vom anderen Pendel ge- 
macht werden, jo hat man: 





nl. 
Tamm 


N: — 'Vr, Vr, 
d. 5. die Schwingungszahlen verhalten fid) umgekehrt, wie die 
Duadratwurzeln aus den Bendellängen. Das viermal fo lange 
Pendel giebt alfo die halbe Schwingungszahl. 
Ein Bendel heißt ein Secundenpendel, wenn feine Schwingungsdauer eine 


daher umgefehrt: 


Secunde beträgt. Eegen wir in der Forimel  — x r t= 1, fo befommen 


2 0x > _ 9 ir 
wir die Länge des Secundenpendels r — pet für das preußifdre Fußmaß: 


r — 3,1662 Fuß — 38 Zoll, 
für dag Metermaß aber: 
r — 0,9938 Meter. 


Ä 2 
"Aus der Kormel d — x v: folgt durch Umkehrung 9 — (7) r5: es 


läßt ſich alſo hiernach aus der Länge r eines Peudels und aus der Schwin- 
gungsdauer & deſſelben die Beſchleunigung g der Schwere finden. Tiefe 
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Methode ift einfacher und ficherer al8 die Anwendung der Atwood'ſchen 
Fallmaſchine. 


Anmerkung. Durch Pendelbeobachtungen hat man auch die Abnahme der 
Schwerkraft, von den Polen nad dem Aequator zu, nachgewieſen und deren Größe 
beftimmt. Dieſe Abnahme hat ihren Grund in dem Einfluffe der Eentrifugalfraft, 
welche aus der täglichen Umdrehung der Erde um ihre eigene Are entipringt, ſowie 
in der Zunahme der Erdhalbmeſſer von den Polen nad dem Aequator zu. Die 
Gentrifugalfraft vermindert 3. B. im Yequator die Schwere um Yon ihres Werthes 
($. 326), während fie unter den Polen jelbft Null ift. Iſt 3 die geographilche 
Breite des Beobadhtungsortes, jo hat man, Pendelbeobachtungen zufolge, an diejen 
Orte die Acceleration der Schwere: 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259 cos. 2 8) in Metern, 

alfo unter dem Yequator, wo 8 = 0 alio cos. 28 — 1 ift, 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259) = 9,780 Meter 

und unter den Polen, wo 8 = 90° aljo cos. 28 —= cos. 10° = — 1 iſt, 
9 = 9,8056 . 1,00259 — 9,831 Meter. 

Uebrigens ift g auf Bergen lleiner ala im Niveau des Meeres. 


Cycloide Man kann auf unendlich mannigfaltige Weife einen Körper 
in Schwingungen oder hin- und hergehende Bewegungen verjegen, nennt wohl 
auch jeden in einem foldhen Bewegungszuſtande befindlichen Körper ein 
Pendel, und unterfcheidet hiernach verfchiedene Arten von Pendeln, wie 5.2. 
das Kreispendel, welches wir im Vorftehenden betrachtet haben, ferner das 
Cheloidenpendel, wo der Körper in Folge feiner Schwere in einem 
Cyeloidenbogen hin= und herfchwingt, ferner das Torfionspendel, wo der 
Körper in Folge der Torfion eines Fadens oder Drahtes ſchwingt, u. |. w. 
Hier möge nur noch vom Syeloidenpendel die Rede fein. 


Die Eycloide AP, D, Big. 610, ift eine krumme Linie, welche 


von jedem Punfte A eines Kreiſes A PB bejchrieben wird, ber fid) 
auf einer geraden Linie 
BD wälzt. Bat id) 
dieſer Erzeugungskreis 
um BB, =-CC, fort: 
gewälzt, ift ev alſo in 
die Page A, Bı gekom⸗ 
men, fo hat er fid) aud) 
um den Bogen AP = 
A, pP = BB, —=PP, 
gedreht, es ift folglich die irgend einer Abjciffe AM entipredjende Ordinate 
MP, = Ordinate MP des Kreiſes plus Drehungsbogen AP. Bei dieſem 
Wälzen dreht ſich der Erzeugungskreis um den jedesmaligen Berührungspunkt 
in der Grundlinie BD; fteht er alſo in A, Bi, fo dreht er fi um Bi 
und befchreibt dadurch das Bogenelement P, Qı der Cyeloide; es iſt folglich 
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die Sehne B, Pı die Richtung der Normale und die Sehne A, Pı die 
der Tangente P,T in Punkte P, ber Cycloide. Die bis zur Ordinate 
OQı reichende Berlängerung PQ der Sehne AP ift auch gleich dem 
Cheloidenelemente P, Qı; da ferner der Weg PR des Drehens gleich ift 
dem Wege RQ des Fortichreitens, fo iſt PQ Grundlinie eines gleichichen- 
feligen Dreiedes PRQ und gleid) der doppelten Linie PN, weldye das 
Perpendifel RN abichneidet; endlich ift aber PN die Differenz von zwei 
benachbarten Sehnen AR und AP und folglich das Cycloidenelement 
P,Qı = der doppelten Schnendifferen (AR — AP). Da bie ftetig 
auf einander folgenden Bogenelemente zuſammen einen ganzen Bogen AP, 
und ebenfo die fänmtlichen Sehnendifferenzen die ganze Schne AP aus- 
machen, fo ift hiernach die Länge des Cycloidenbogens AP, gleich dem 
Doppelten der ihm zugehörigen Kreisfehne AP. Der halben Cycloide 
AP, D entipriht der Durchmeſſer als Kreisjehne, es ift daher die Yänge 
der halben Cycloide gleich dem doppelten Durchmefler (2 AB) des Erzeu⸗ 
gungskreiſes. 


8. 349. Cyeloidenpendel. Aus den im Vorſtehenden gefundenen Eigenſchaften 
der Cyeloide läßt ſich nun die Theorie des Eycloidenpendels ober bie 
Formel für die Zeit der Schwingung eines Körpers in einem Cyeloidenbogen 
leicht entwideln. Es ſei AKM, Fig. 611, die Hälfte des Cycloidenbogeng, 
Fig. 61. 





in welchem ein Körper fällt und fteigt ober ofeillirt, und ME fei der Er- 
zeugungsfreis, aljio CE = CM = r ber Halbmeſſer defielben. Hat der 
Körper den Bogen AG durchlaufen, ift er alſo von der Höhe DA = x 
herabgefallen (vergl. $. 345), fo hat er die Gefchwindigkeit — V2gx 
erlangt, mit welcher er da8 Bogenelement G K in ber Zeit 
GE _ _@K 
— oe f V29x gr 
dircchläuft. Wegen der Aehnlichkeit der Treiede GLK und FHM ift aber 
GK _ FM 
KL MH 
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oder, da FM’= MH.ME, 


GK _ VMH. ME _ VME 


wegen der Aechnlichkeit der Dreiede NPQ ud ONM iſt 
— FE 
P9gT 
oder, da N®—= MH.DH, 
AP __ON 
PQ VMH.DH 


Kun it KL = PQ, daher folgt durch Divifion: 


GK VME VMH. DH _ VME.DH 





NP VMH. ON ON 
oder, da ON die halbe Fallhöhe = —, ME=2r und DH —=x if 
GE V2rz — 2V2rz 
NP ih h 
2V2rz GK 
Segt man nun —— : NPin die Formel r = , 
Setz F = Yon 


fo erhält man: 
2 217 — 2 1 — 
NP=-— V: «NP. 
— g% hrg 
Die Zeit des Fallens von A bis M ift nun die Summe aller Werthe 


von 7, welche man erhält, wenn man fir NP nad und nad) alle Theile 
des Halbkreiſes DNM einführt, alſo 


— ? V &mae Halbkreis DNM (5 R) . 


Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durchfallen des Bogens AM: 


a 2 - V: 
h=zh'z gm 7 


und da die Zeit des Steigens im Bogen MB ebenſo groß iſt, die Schwin⸗ 
gungszeit oder Zeit zum Durdhlaufen des ganzen Bogen AMB: 


t=2h = 2/2 — „Vi. 
9 9 


Da diefe Größe ganz unabhängig ift von der Bogenlänge, jo folgt, daß 
mathematifch genau die Schwingungezeiten fiir alle Bögen einer und derjel- 
ben Cyeloide gleich find, das Cycloidenpendel alfo vollfommen iſochron 
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ſchwingt. Vergleichen wir diefe Formel mit derjenigen fiir die Schwin- 
gungsdaner eines Kreispendeld, jo folgt, daß die Schwingungszeiten für 
beide Bendelarten einander gleich find, wenn die Länge des Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeſſer von dem Erzeugungsfreife des Cycloi⸗ 
denpendels. 


Auf analytiſchem Wege beſtimmt ſich die Schwingungsdauer des Cycloiden⸗ 
pendels wie folgt: Nimmt man AA, Fig. 612, als X-Axe und AB als Y:Xre 
an, fo ift, unter @ den Wälzungswinfel des erzeugenden Kreiſes verftanden, 
ce= rg + sengwdy=r(l — cosq), 

daraus folgt: 





9X __ | DY _.. 
55 r(1 + C08.9) und yes rsin.o. 
Hieraus ergiebt fi durch Divifion: 
z Ve 
I = sin. p = | YyY_. 
1 08. 2r— 
— 1 i+te-y r— 9 ⸗ 


Man erhält alſo: 
— 0 FW (14 92 


Man hat daher jetzt wieder nach dem Princip der ebendigen rät wie beim 
Kreispendel ($. 346), 


3 
— — 92 — — — 
— v? = 29 (h = y’ 
woraus ſich ergiebt: 
r 8% 
u=yz. 
9 Vry—y? 
Hieraus folgt allgemein: 


= Vi [I =V8 or cos 2y—h 
9 Vry— y? 9 ch 


und wenn man für % die Örenzwerthe % und Null einſetzt, ergiebt ji die Dauer 
einer halben Schwingung von C bis A: 


t -V: arc.cos. 1 — arc.cos. (- 1) = V: 
1 z | a -1)]=n 7’ 


wie oben. 

Anmerkung. Um einen an einem biegjamen Faden hängenden Körper in 
einem@ycloidenbogen ſchwingen lafjen zu können und dadurd ein Eycloidenpendel 
herzuftellen, hängt man benfelben zwiſchen zwei Eycloidenbögen CO und CO, 
ig. 612, auf, jo daß fich der iyaden bei jedem Ausichlage von dem einen Bogen 
ab: und auf den anderen aufwidelt. Daß bei dieſem Ab- und Aufwideln des 
Fadens COP der Endpunkt P deſſelben eine der gegebenen Eycloide gleiche 
Curve beichreibt, daß alfo die Evolvente der Eycloide eine gleiche Eycloide in 
umgekehrter Lage ift, läßt fi) einfach jo dartfun. So mie die Länge der halben 
Cycloide COA= CD=2AB if, ebenfo hat man den Bogen OA = ber 
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abgewidelten Geraden OP; aber Bogen OA ift = zweimal Sehne AF=2@0, 

daher auch PG = WO = AF und HN = AE. Beihhreibt man nun über 

DH = AB einen Halbkreis DKH, und zieht man die Ordinate NP, jo hat 
Fig. 612. man KH —= P@G und daher aud) 

B C PK=-GH= AH — AG—= AH 

— — FO = Bog. AFB — Bog. Ar 

— Bog. BF Bog. DK, 
und endlih die Ordinate NP == Kreis: 
ordinate NK plus entiprehender Bogen 
DK; es ift alſo NP die Ordinate einer 
Cycloide DPA, welche den Erzeugungs: 
kreiſe DKH entipridt. 

Ueber die Anwendung des Eycloidenpen: 
del bei lihren j. „Jahrbücher des polytechn. 
SInftitutes in Wien“, Bd.20, Art. II. Auch 
Prechtl's technologiſche Encyllopädie,3.19. 





Die Curve der kürzesten Fallzeit. (Cs läßt ſich mittels bes 
höheren Calcüls nachweiſen, daß die Cycloide außer diefer Eigenfchaft des 
Iſochronismus oder Tautochronismus auch noch die des Brachyſto— 
chronismus beſitzt, daß ſie nämlich diejenige Linie zwiſchen zwei gegebenen 
Punkten iſt, in welcher ein Körper in der kürzeſten Zeit von dem einen 
Punkte nach dem anderen herabfällt. 

Der Beweis hierzu läßt ſich, nach Jacob Bernoulli, auf folgende 
Weiſe führen. 

Es ſei die relative Lage zweier Punkte A und B, Fig. 613, durch den 
verticalen Abftand AC = a und den horizontalen Abſtand BC — b und 

Fig. 618. die einer horizontalen Linie DE durd) 
den verticalen Abſtand AD — h ge 
geben; man jucht den Punkt X, in wel- 
chem ein von A nach B fallender Kör- 
per die Linie DE durchſchneiden muß, 
um im der kürzeſten Zeit von A nad) B 
zu gelangen. Kommt der Körper in A 
nit der Gefchwindigfeit an, fo ift die 

B L C Geſchwindigkeit in K: 

vo = Vv? + 2gh; 
fegen wir nun voraus, daß die Punkte A, X und B einander unendlich 
nahe liegen, oder daß a, b und % fehr Hein find gegen v, fo fünnen wir aud) 
annehmen, daß AK gleichförmig mit der Gefchwindigfeit v und KB gleid)- 
fürmig mit der Gefchwindigfeit v,. durchlaufen werde, daß alfo die Zeit zum 
Durchfallen des Weges AXB 


AK | KB,. 
=7,t+r7 Mi 


N M 





- 


$. 30. 
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— wir DK durch e, fo haben wir: 


— VRR + 22und KB=V(a — h)? + (b— 5) 
Ve +r * , Vezm+to—-h 
v 


Diefe Zeit‘ wird nun ein Minimum, wenn wir ihr erſtes Differenzial⸗ 
verhältniß, d. i. 


und haben. 


i= 


= Yara” ı Va—n2+(b—e 
ſetzen. 


Nun iſt aber 
& KD 
Vm + nm — 71 —_c08. AKD= cos. op 
und 
b—2 _BL 
mm — —— = (09. KBL = c0s.9ı, 
Va—r? +b—.? BE m 
wofern wir die Neigungswintel der Wege AK und KB gegen den Horizont 
mit @ und @, bezeichnen; daher erhalten wir al8 Bedingungsgleichung : 
608.9 _, 608.91 
ve m 
Segen wir die den Geichwindigfeiten v und ©, entſprechenden Fallhöhen 
MA=yund NK = yı, alſo 
v= VY?ywu= V2gy. 
fo geht unfere Gleichung in folgende 
c08.P9 __ 608.9; 
vv vn 
itber, und wenden wir nun unferen Gall auf das Fallen in einer krummlini⸗ 
gen Bahn SAKB an, fo folgt hiernach, daß für jede Stelle in diefer Curve 





. . 1 . 
der Quotient Ts eine conftante Zahl, etwa — Var ift. 


Diefe Eigenfchaft entjpridht aber einer Cycloide SG.M, Fig. 614, denn 
es ift für ein Wegelement CK diefer Curve: 
Sig. 614. 
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GL__ FH _VMH.EH _\/EH -\yr 
GK FM VMH.EM YEM Y2 
c08.@ 1 
Vy Var ' 
wobei r den Halbneſſe CM = CE des Erzeugungstreifes EFM be 
zeichnet. 


008.9 —= 


und daher: 


Es ift alfo ein Eycloidenbogen S@ derjenige, in weldhem ein. 


Körper in der fürzeften Zeit von einem Punkte Snad) einem 
anderen @ herabfälltt. 


Das materielle Pendel. Um die Schwingungsgeit eines zufammen- 
gefegten Pendels ober irgend eines um eine horizontale Are C fchwin- 
genden Körpers AB, Fig. 615, zu finden, fuchen wir zunädjft den Mittel- 

Sig. 618. punkt des Schwunges oder Schwingungspunft, 
d. i. denjenigen Punkt K des Körpers auf, welcher, wenn 
er fitr ſich allein um C ſchwingt oder ein mathematische 
Bendel ausmadıt, diefelbe Schwingungsdauer hat wie der 
ganze Körper. Man fieht leicht ein, daß es diefer Er- 
Härung zufolge mehrere Schwingungspunfte in einem 
Körper giebt, gewöhnlich meint man aber nur denjenigen 
von ihnen, welcher mit dem. Schwerpunkte in einem und 
demfelben Perpendikel zur Umdrehungsare liegt. 

Aus dem veränderlichen Ausſchlagswinkel KOF— P folgt die Be- 
jchleunigung des ifolirten Punktes K: 

‘ = g8N.9@, 
weil man fich vorftellen kann, daß derſelbe von einer fchiefen Ebene mit ber 
Neigung KHR = KCF— 9 herabgleitet. Iſt aber Mk? das Träg- 
heitsmoment des ganzen Körpers oder ber Körperverbindung AB in Hinficht 
auf die Are C, Ms deſſen ftatifches Deoment, d. i. das Product aus der Maffe 
und aus dem Abftande CS = 3 ihres Schwerpunftes S von der Umdrehungs⸗ 
are C und r die Entfernung CK des Schwingungspunktes K von der Um- 
drehungsare ober die Länge bes einfachen Pendels, welches mit dem materiellen 
Pendel AB iſochron ſchwingt, jo hat man die auf K reducirte Maſſe: 

MX* 
y3 

und die dahin reducirte Umdrehungskraft: 








— — Mogsin.9@; 
folglich die Beſchleunigung: 


un 
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Kraft m Mr _ Msr . 
— Malle — — gsin. QD: = MR . gsımn.p. 
Damit diefes Pendel mit dem matfematifen einerlei Schwingungsbauer 
habe, ift nöthig, daß beide an jeder Stelle ihrer Bewegung einerlei Beſchleu— 
nigung befigen, daß alfo 





Msr . . 

un Jein.p = g5in. p 
ſei. Diefe Gleichung giebt nun: 
Mk? _ Xrägheitsmonent 
Ms —— Tlatifches Moment 

Man findet alfo die EntfernungdesSchwingungspunftes vom 

Drehungspunfte, oder die Länge des einfahen Pendels, wel: 
ches mit dem zufammengefegten gleihe Schwingungsdaner 
hat, wenn man das Trägheitsmoment des zuſammengeſetzten 
Pendels durch fein ftatifches oder Gewichtsmoment dividirt. 


r zz — 


Setzt man diefen Werth von r in die Formel (a7, fo erhält man 
für die Schwingungsdauer eines zufammengefegten Pendels die Formel: 


———— 
— Mgs 98 
_ h VE 
(=alı + =) 98 


Umgekehrt läßt ſich aus der Schwingungsdauer eines aufgehängten Kör⸗ 
pers ſein Trägheitsmoment finden, indem man ſetzt: 


Mx2 — (=): Mgs oder k? — (-) 98. 


Anmerlung 1. Un da8 Trägheitsmonent IR? eines Körper aus der 
Schwingungsdauer deffelben beſtimmen zu können, ift nöthig, daß man das ftatifche 
Moment Mgs= Gs defielben kenne. Das letztere findet ınan dadurd, daß man 
den Körper AC, Fig. 616, durch ein Seil ABD aus jeiner Sleichgewichtälage 
bringt, welches über eine Leitrolle gelegt und dur Gewichte P geſpannt wird. 
Das Verpenditel CN von der DrehungSare C gegen die Richtung des Seile 
AB ift der Hebelarm a des Gewichten P, und Pa ift glei dem Momente 
G.CH ve im Schwerpunfte S niederziehenden Gewichtes G. Bezeichnet ce den 
Winkel VCS—= CSH, um welden der Körper dur die Kraft P gedreht 
wird, jo hat man nod: 

CH=USsin.a=ssin. a, 
olglich: ” 
folglich Gs sin.a= Pa 
und das geſuchte ſtatiſche Moment: 
Pa 
sin.a 





oder genauer: 


Gs= 





$. 351.] Bon den Wirkungen der Schwerkraft zc. 781 


Anmerkung 2. Ein jehr einfaches und brauchbares Pendel ADF, fig. 617, 
befteht in einer Bleikugel A von ungefähr 30 Millimeter Durchmefler und in einem 
| Fig. 617. 


Fig. 616. 





jeidenen Faden, deſſen oberes Ende C von einer Zwinge D mit einer Preßſchraube 
feftgehalten wird. Diefe Zwinge wird dur einen Arm ZEF' geftedt und mit 
demjelben durch eine Schraube & feit verbunden, nachdem man ihn mittels jeines 
ſchraubenförmig zugeſchnittenen Endes F' in einen Thürftod oder einen anderen 
feften Punkt eingebohrt Hat. Bei einer Länge CA — 0,2485, aljo nahe Y, Meter, 
Ichlägt diejes Pendel halbe Secunden, und zwar faft eine Stunde lang, wiewohl 
in immer tleineren und fleineren Bögen. 

Beijpiele 1) Für eine gleihförmig dichte prismatiſche Stange AB, Tyig. 618, 
deren Drebpunlt Cum CA=! un CB=L von den Enden A und B 
abfteht, hat nıan, wenn F’ den Querſchnitt diefer Stange bezeichnet, das Träg- 
heitsmoment nad) $. 311: . 

M®=UF(:+19) 
und das ſtatiſche Moment: 
M=UF(t — 13); 
es ift daher die Länge des mathematischen Pendels, welches mit diefer Stange 
iſochron ſchwingt: 
Fig. 618. , BıL2 m+30 

= mr is 1270 64 ° 
wenn 2 die Summe 7, + und d die Differenz 7, — 1, bezeichnet. 
Soll diefe Stange halbe Secunden fchlagen, jo hat man: 


r=Y. = Y . 0,9938 = 0,248 Meter, 
beträgt aber die ganze Länge der Stange 0,3 Meter, jo ift zu jegen: 
2 
0,248 = 0,09 + 3a oder d? — 0,496d = — 0,03, 


6d 
e8 folgt daher: _ 
d = 0,248 — V0,0315 — 0,071 Meter 
und hieraus: | 
ı—d 


ı = rd — 0,186 Meter, jowie 2, = 5 





— 0,114 Meter. 
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2) Für ein Pendel mit fugelförmiger Line AB, Fig. 619, ift, wenn G das 
Gewicht ind J die Länge CA der Stange oder des Fadens, dagegen K das Ge: 
Fig. 619, wit der Kugel und r, ihren Qalbmefir MA = MB bezeichnet: 

3 _oR+-K[Ü + r) + Yr!) 
— RürnN) 

Wiegt nun der Draht 0,05 Kilogramm und die Kugel 2 Kilogramm, 
ift ferner die Länge des Drahteg 0,4 Meter und der Halbmefler der 
Kugel 0,04 Meter, jo hat man die Entfernung des Schwingungspunf- 
te8 diefes Pendels von der Schwingungsare: 

1% 0,05.0,49 + 2(0,442 + 2, 0,042) 
— 7600 2. 0,44 
. 0,3884 
Ohne Rüdfiht auf den Draht wäre r = 85 7 0,1414 Meter, 


und bie träge Maſſe der Kugel in ihrem Centro angenommen, wäre r = 0,44 Meter. 
Die Schwingungszeit diejer Kugel ift 


tin V: = — 1,003 V 0,4394 — 0,665 Secunden. 


— 0,4394 Meter. 








2 
Anmerkung 3. Aus der Formel t = «VE erfennt man fofort, Daß die 


Schwingungsdauer t um jo größer wird, je Heiner der Abſtand s des Schwer: 
punttes von der Schwingungsare if. Man madt hiervon Gebrauch, wenn es 
fi) darum handelt, Pendel von geringer Länge und doc großer Schwingungs- 


"dauer zu conftruiren. Wollte man, z. ®., daß die im obigen Beiſpiele 1) be⸗ 


vechnete Pendelftange ganze Secunden jchlage, aljo mit einem mathematiſchen 
Pendel von 0,9938 Meter Länge ifochron jei, jo läßt fich dies, objchon die Stange 
nur eine Länge von 0,3 Meter bat, durch eine geeignete Aufhängung derjelben 
jederzeit erreihen. Man bat dann nämlich die Gleichung: 
2 2 
r = 0,9938 = ——— oder dꝰ — 1,9876d = — 0,03, 
woraus d —= 0,015 Meter folgt, jo daß die beiden Pendelarme 


ı = ! * 4 = 01575 nd , = I 7 d — 0,1425 Meter 








werden. 

Im Allgemeinen erkennt man hieraus, daß jede Verlängerung eineß materiellen 
Pendels rückwärts über die Drehare hinaus die Schwingungsdauer vergrößern 
muß, indem hierdurch der Schwerpunft des ganzen Pendels der Drehungsare 
entiprechend näher gerüdt, d. h. 8 verkleinert, jomit r vergrößert wird. 


Reciprocität des Aufhängepunktes und des Schwingungs- 
punktes. Es jei S der Schwerpunkt eines materiellen Pendels AB, 
Fig. 620, der Abftand SC der Schwingungsare C vom Schwerpuntte fe 
a, das Trägheitsmoment für eine Are, die im Schmwerpunfte parallel der 
Drehare ift, ſei W,, fo ift nad) $. 307 das Trägheitsmoment für die Um: 
drehungsare: 

Ww,=W,+ Ma? 
und aljo die Entfernung des Schwingungspunftes von der Drehaze: 
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_,.—_M __Wı +Me WW, 
K=-r=7,7 Ma -nr® 
Es möge nun das Pendel in dem Punkte X aufgehängt werden, welcher 
den Abitand r — a vom Schwerpunkte hat, fo ift jest die Ränge r| des 
mit dem Pendel ifochronen einfachen Pendels durch diefelbe Formel gegeben, 
dig. 621. wenn man darin für den Schwerpimttsabftand a den 
A nunmehrigen Werth r — a einjegt; es wird dann: 
w, 

-fier—-at r— a. 

Segt man für r — a den Werth aus der obigen 


Formel W: ein, fo folgt: 





71 











Ma 
„ — m _ u M_, 
I yrı Ma Ma 
Ma 


Man erkennt hieraus, daß der Shwingungs- 
punkt mit dem Aufhängepunkte vertaufcht 
werden kann, ohne baß die Schwingungs- 
dauer eine andere wird. Es wird aljo C zum 
Schwingungspuntte, wenn K als Aufhängepunft ge- 
3 wähdhlt wird: 

Man benutzt dieſe Eigenſchaft bei dem ſogenannten, zuerſt von Bohnen- 
berger vorgeſchlagenen und fpäter von Kater angewendeten Reverſions— 
pendel AB, Fig. 621, welches mit zwei ſchneidigen Axen O und K aus- 
gerüſtet ift, die fo gegen einander geftellt find, daß die Schwingungszeiten 
diefelben bleiben, das Pendel mag um die eine oder um die andere Are 
ſchwingen. Um nicht die Aren gegen einander verftellen zu müſſen, werden 
noch zwei Raufgewichte P und Q angebracht, wovon das Fleinere durch eine 
feine Schraube geftellt werden kann. Hat man durch Verſchieben oder Ein- 
ftellen diefer Laufgewichte es dahin gebracht, daß die Schwingungsdauer dies 
felbe ift, da8 Pendel nıag um C oder um K ſchwingen, jo befonmt man in 
der Entfernung CK beider Schneiden von einander die Yänge r des einfachen 
Pendels, welches mit dem Reverſionspendel gleichzeitig ſchwingt, und es er- 
giebt fich num die Schwingungsdauer durd) die Formel: 


= VE. 
I. 


Aus der obigen Formel für die Länge r eines mit einem zujammengefegten 
Pendel ifochronen einfachen Pendels 


_W 
nr 
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ergiebt fi ohne Weiteres, daß ein in C, Fig. 620, aufgehängtes Pendel von 


‚beliebiger Yorm diejelbe Schwingungsdauer aud dann no haben muß, wenn 


e3 in einem Punkte C, aufgehängt wird, welder von S um diefelbe Größe a 
entfernt ift, wie C, und es ift ebenfalls deutlich, daß der zu C, als Aufhängungs- 
punkt gehörige Schwingungspunit X, von S denjelben Abftand haben muß wie 
K von S. Man erkennt daraus, daß e8 für jedes Pendel vier in gerader Linie 
liegende Punkte C, K, C, und K, giebt, für melde als Aufhängepunkte das 
Vendel diejelde Schwingungsdauer hat. Sollen die beiden Punkte C und X, 
ih deden, in welchem Falle natürlid auch X und C, zujammenfallen, jo hat 
man 80 — SK, d. h. a=r—a zu ſetzen. Es führt dies zu der Bedingung 


a= u oder Ma? = W.,. 


Bezeihnet man Ws mit MA2, jo hat man: 
Ma?= Mkovra=k, 
d. b. e8 muß die Entfernung des Aufhängepunftes von dem 
Schwerpunkte gleid fein dem Trägheitshalbmeſſer des Bendels 
(für einedurd den Shwerpunft gehende Are). 
Dieje Beziehungen gelten übrigens nit nur für ftabförmige, fondern ganz 
allgemein für alle Körper. Iſt AB, Fig. 622, ein belichig geformter Körper, 
Fig. 622. defien Schwerpunft S ift, jo giebt e8 für jeden 
um S bejchriebenen Kreis CC), deffen Radius 
a ift, einen zweiten Kreis KK, vom Halb: 
mferrr — a—= ud von folder Beſchaffen⸗ 
beit, daß den vier Durdichnittspunlten C,K, 
C,, K, dieſer beiden Kreiſe mit einem be: 
liebigen Durchmeſſer gleide Schwingungs- 
dauer entſpricht, vorausgejegt, daß die Auf: 
hängungsaxen durch dieſe Punkte parallel zu 
- derjenigen SchwerpunftSare angenommen wer: 
den, auf melde Ws bezogen ift. Ne größer 
der eine Kreis CC, wird, defto Heiner wird 
fein Gegentreis KK,, und beide fallen zu: 
jammen in den Kreis CK, KC,, jobald der 
Abftand SC glei dem Trägheitshalbmefjer % angenommen wird. 
An diefem Falle wird r ein Minimum, wie man fich leicht überzeugt, wenn 








2 
ma ur = Ir + a den Werth * entwickelt und gleich Null ſetzt, dies 
- Ä 
ergiebt: 
er 


k3 
— *— 53 10 oder d X. 


Wälzendes Pendel. Dit dem Schwingen eines Pendels läßt ſich andy 
das Schaufeln oder Wiegen eined Körpers mit walzenförmigem Fuße 
vergleichen. Diefes Wiegen ift zwar, wie jede andere wälzende Bewegung, 
aus einer progreffiven und einer Drehbewegung zufammengejegt, allein es 
läßt fid) auch annehmen, daß e8 aus einer einfachen Drehung mit veränder- 
licher Drehaxe beftehe. Diefe Drehare ift aber der Stügpunft P, womit der 
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Ihaufelnde Körper ABC, Fig. 623, auf der horizontalen Bafis HR 
aufruht. Iſt der Halbmeilee CD — CP der wahenfürmigen Bajis 
Fig. 628. ADB=r und der Abftand CS des Schwer: 
punfte® S des ganzen Körpers vom Mittel 
punkte C diefer Bafis — s, jo hat man für 
„de dem Drehungswintel SCP = gp at 
B ſprechende Entfernung SP = y des Schwer: 
punktes vom Drehungspuntte: 

y2 — r2 + 8? — 278008. 


ũ P R —(r — s)? +A4rs (sin. 2) 


Bezeichnen wir noch das Trägheitsmoment des ganzen Körpers in Hinficht 
auf den Schwerpimft S durd) Mk?, jo erhalten wir dad Trägheitsmoment 
in Hinfiht auf den Stützpunkt P: 


VW=U®+9)=M [r +9? + ars (sim 3) | 


wofltr bei Heinen Schwingungswinkeln M [k? + (r — SS? + rsp?] 
oder gar nur M[k? + (r — 5)?] gefegt werden Tann. Da nun das 
Kraftmoment = @.SN —= Mg. CSsin.p = Mgssin. 9 ift; fo folgt 
die Winfelacceleration für die Drehung um P: 

Kraftmoment Mgssin.p 988in. ꝙ 


u Zrägheitemomnt MI? +(r — HL Kt (r — s)° 
Deim einfachen Bendel ift diefelbe — 7, wenn r, beffen Länge bezeich⸗ 
1 


net; ſollen daher beide iſochron ſchwingen, ſo muß ſein: 
988in. ꝙ gsin.ꝙ di — * +(r — s)” 
R®H-(r— s)? 7, 8 
Die Schwingungszeit der Wiege iſt hiernach: 
Fig. 624. Ir Va _ „/® +9 
9 98 

Dieſe Theorie läßt ſich auch auf ein Pendel AB, Fig. 624, 
mit abgerundeter Umdrefungsare CM anwenden, wenn man ftatt 
r ben Krümmungshalbmeffer CM diejer Are einführt. Wäre ftatt 
der runden Are eine jchneidige me D angebracht, jo wurde die 
Schwingungszeit 


na Vet + DB: _ „Vr+e-» +6 * 


betragen, wofern der ——— CD ber — D vom Mittel- 
punkte C der runden Are durch © bezeichnet wird. Beide Pendel 
haben nun gleiche Schwingungszeiten, wenn 
Weisbah'd Lehrbuch der Mechanif. J. 50 
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2 — 29 3 — 9)? 2 x2⸗ 2 
x6 — 89 oder x —, 
s — — 8 8 — —* 8 
a k? k2x em 
ift. Schreiben wir — 77 + F annähernd, und vernachläſſigen 
wir 72, fo erhalten wir: | 
| _. 2rs? 
I: _ m 





Anmerkung. Bon dem coniſchen Bendel ift unter dem Artikel „Regulator” 
im dritten Theile die Rede. 

Im Supplementbande wird von den jdhwingenden Bewegungen ausführlich 
gehandelt. 


Fünftes Capitel. 
Die Lehre vom Stoße, 


8. 354. Stoss überhaupt. Bermöge der Undurchdringlichfeit der Materie fün- 
nen zwei Körper gleichzeitig nicht einen und denjelben Raum einnehmen. 
‚Kommen aber zwei bewegte Körper jo mit einander in Berührung, daß einer 
in den Raum des anderen einzudringen fucht, fo findet eine Wechſelwirkung 
zwiſchen beiden flatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuftänden 
diefer Körper zur Yolge hat. Diefe Wechſelwirkung ift e8, welche man Stoß 
nennt. 

Die Berhältnifje des Stoßes hängen zunächft von dem Gefege der 
Gleihheit der Wirkung und Gegenwirkung ($. 67) ab; während 
des Stoßes drüdt ber eine Körper genau ebenfo ftark auf den anderen, wie 

.diefer in entgegengejegter Richtung auf jenen. Die im Berührungspunfte 
der beiden Körper auf der gemeinfchaftlichen Berührungsebene ſenkrechte Ge- 
rade iſt die Richtung der Stoßfraft. Befinden ſich die Schwerpunkte 
beider Körper in diefer Linie, fo heißt der Stoß ein centrifcher ober 
Centralſtoß, außerdem aber ein ercentrifher Stoß. Die Körper A 
und B in Yig. 625 geben einen centrifchen Stoß, weil ihre Schwerpunfte 
8, und 8, in der Normale NN zur Berührungsebene DE liegen; von den 
Körpern A und B in Fig. 626 ftößt A centriſch und B excentrifd, weil 
S, in ımd S, außerhalb der Normal» oder Stoßlinie NN befindlich ifl. 
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In Hinfiht auf die Bewegungsrichtung unterſcheidet mar den geraden 
Stoß und den ſchiefen Stoß von einander. Beim geraden Stoße 


Fig. 628. io. 626. 





fallen die Bewegungsrichtungen beider Körper in die Stoplinie; wenn 
dies nicht der Fall ift, wird der Stoß ein fhiefer genannt. Bewer 
gen ſich 3. B. die Körper A und B, Fig. 627, in Richtungen 8, C, und 
5, Ca, welche von der Normalen ober 
Stoßlinie NN abweichen, fo findet 
ein fchiefer Stoß flatt, während der⸗ 
jelbe ein gerader wäre, wenn biefe 
Bervegungsrichtungen mit NN zu⸗ 
Tammenfielen. 

Außerdem unterſcheidet man noch 
den Stoß freier Körper und den 
Stoß ganz oder theilweife un- 
terftägter Körper von einander. 


Fig. 627. 





Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Bewegung $. 355, 
durch den Anſtoß ift zwar fehr Klein, aber keineswegs unendlid, Hein; fie 
hängt, fowie die Stoßkraft felbft, von Maſſe, Geſchwindigkeit und Elafticität 
der zum Stoße gelangenden Körper ab. Man Tann diefe Zeit ans zwei 
Perioden beſtehend annehmen. In der erften Periode driiden bie Körper ein- 
ander zufammen, und in ber zweiten dehnen ſich diefelben ganz ober zum 
Theil wieder aus. Durch das Zufammendrüden wirb die Elaſticität zur 
Wirkung gebracht, welche ſich mit der Trägheit ins Gleichgewicht ſetzt and 
eben dadurch den Bervegungäzuftand der zufammenftoßenden Körper verändert. 
Wird bei dem Zufammendrüden die Elafticitätsgrenze nicht überſchritten, 
geht alfo der Körper am Ende des Stoßes in feine vorige Geftalt voll- 
tommen twieber zurüd, fo nennen wir den Körper einen vollkommen 
elaftifchen; nimmt aber der Körper am Ende des Stoßes feine vorige 
Form nicht vollftändig wieder an, fo Heißt der Körper unvollfommen 

50* 
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elaſtiſch, und behält endlich der Körper die durch das Maximum des 
Zufammendrüdens erhaltene Form, befist er alfo gar Fein Beitreben zum 
Ausdehnen, fo wird er ein unelaftifcher Körper genannt. Jedenfalls 
ift aber diefe Eintheilung nur in Beziehung auf eine gewiffe Stärke bes 
Stoßes als richtig anzunehmen; denn es iſt möglich, dag ein und derjelbe 
Körper bei einem ſchwachen Stoße fich noch elaftifch und bei einem ſtarken 
Stoße unelaftifch zeigt. Streng genommen giebt e8 zwar weder einen voll: 
kommen elaftifchen, noch einen vollkommen unelaftifchen Körper; doch nennen 
wir in der. Folge folche Körper elaftifche, welche nad; dem Stoße ihre ur⸗ 
ſprüngliche Geftalt annähernd wieder annehmen, und diejenigen unelaftifche, 
welche durch den Stoß bedeutende bleibende Formveränderungen erleiden 
(vergl. $. 206). 

In der praftifchen Mechanik werden die zum Stoße gelangenden Körper, 
wie 3. B. Hol, Eifen u. |. w., jehr oft als umelaftifche angejehen, weil die 
felben entweder an und für ſich eine Heine Elafticität befigen, oder dur 
Wiederholung der Stöße ihre Elafticität größtentheild verlieren. Uebrigens 
ift e8 eine wichtige Regel, Stöße bei Mafchinen und Bauwerken jo viel wie 
möglich zu vermeiden oder zu mäßigen oder in elaftiiche zu verwandeln, weil 
durch diefelben Erſchütterungen und große Abnugungen, oft jogar Brüche 
herbeigeführt werden, und weil diefelben einen Theil der Leiſtung ber Mas: 
fchinen conſumiren. 


Centralstoss. Entwideln wir zunäcjt die Gefege des geraden Een» 
tralftoßes frei beweglicher Körper. Denken wir uns die Stoßzeit aus 
lauter gleichen Theilen 7 beftehend und nehmen wir an, daß die Stoßfraft 
während des erſten Zeittheilchens — Pi, während des zweiten P,, während 
des dritten Pe fei u. f. w. Iſt num die Maſſe des einen Körpers A, Fig. 628, 
— M,, ſo hat man bie entjprechenden Accelerationen: 


Fig. 628, _RA_ _B 
pı — M, ’ Pa — M 7 


Nach 3. 19 iſt aber die einer Ac- 
celeration p und einem Zeittheilchen 
r entiprechende Geſchwindigkeitsver⸗ 
änderung : 





= pr, 
es ſind daher fir den vorliegenden Fall die elementaren Geſchwindigkeits- 
veränderungen: 
Pt _ Pt P,T 


nt mn rm“ 
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und es iſt die im einer gewiſſen endlichen Zeit erfolgte Geſchwindigkeits⸗ 
zunahme reſp. Abnahme der Maſſe M;: 


tt 9% t+%+- "=(A+P+Pr: 95 


ſowie die entſprechende Gefhoinigeiioerinberung der Mafle B bon der 
Größe M:: 


=(A+A+B+ 7 


Bei dem folgenden oder ftoßenden Körper A wirkt die Stoßkraft der Ge: 
ſchwindigkeit c, entgegen, e8 findet folglich hier eine Geſchwindigkeitsabnahme 
ftatt, und es iſt die nad) eier gewiſſen Zeit noch übrig bleibende Geſchwin⸗ 
digfeit dieſes Körpers: 


vUı = 6 — (P, + > +...) Mm,’ 


bei dem vorangehenden ‚oder geftoßenen Körper B hingegen wirkt die Stoß- 
kraft in ber Bewegungsrichtung, es erhält daher die Gefchwinbigfeit c, einen 
Zuwachs und e8 geht diejelbe in 
»=a+(A+PR+) 
2 

über. 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (PL + Pa + ---) r, ſo bleibt 
ung die allgemeine Yormel: 

I. M (a — vi) — M, (% — 6) oder 
M,v, +,M, v, = Mı, Cı + M, C9. 


Man bezeichnet wohl das Product ans Maffe und Gefchwindigfeit eines 
Körpers durch den Namen Bewegungsmoment und kann hiernac) behaupten: 
in jedem Augenblide der Stoßzeit ift die Summe der Bewe- 
gungsmomente (Mıvı + Maw) beider Körper eben jo groß 
wievor dem Stoße. 

Im Augenblide des größten Zuſammendrückens haben beide Körper einer: 
fei Geſchwindigkeit v, jegen wir daher diefen Werth ftatt v, und oz in die 
gefundene Gleichung, fo bleibt: 


M,v + Mv= A, cı + M; ca, 


und es ergiebt ſich die Gejchwindigkeit beider Körper im Augenblide der 
ſtärkſten Zufammendrädung: 


Mıcı + Ma 


v — 
M + 3% 
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Sind die Körper A und B unelaftifch, beſitzen fie alfo nach dem Zu⸗ 
fammendriüden fein Beftreben, fich wieder auszubehnen, fo hört alle Mit⸗ 
theilung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bis aufs 
Maximum zufammengedrüct find, und es gehen daher auch beide nad) dem 
“oe © mit der gemeinfchaftlichen Geſchwindigkeit 

_ Mc + Mc 
M + M 
fort. . 
Beifpiele. 1) Bewegt fi ein unelaftiiher Körper B von 30 Kilogramm 


Gewicht mit 3 Meter Geſchwindigkeit, und trifft ihn ein anderer unelaſtiſcher 
Körper A von 50 Kilogramm mit 7 Meter Geſchwindigkeit, ſo gehen beide nach 


dem Zufammentreffen mit der Geſchwindigkeit 


8. 387. 


v ra "u Trrin Dee 
fort. 

2) Um einen Körper von 120 Kilogramm Gewicht aus einer Geichwindigfeit 
C = 11, Meter in eine Geſchwindigkeit » von 2 Meter zu verjegen, läßt man 
ihn von einem 50 Kilogramm ſchweren Körper ftoßen; welche Geſchwindigkeit 
muß dieſer haben? Hier iſt 


+ zn — a4 EA 94 8 = 32 Men. 


Elastischer Stoss. Sind die zum Stoße gelangenden Körper voll: 
tommen elaftifch, fo dehnen fie ſich, nachdem fie ſich in der erften Pe⸗ 
riode zufammengebrüdt haben, in der zweiten Periode der Stoßzeit allmälig 
wieder aus, bis fie am Ende der Stoßdauer ihre urfprüngliche Geſtalt 
wieber angenommen haben. In Folge hiervon. wird dem geftoßenen Körper 
eine fernere Befchleunigung ertheilt, während der ſtoßende Körper eine fernere 
Derzögerung erleidet. Da aber die mechanifche Arbeit, welche aufzuwenden 
ft, um einen elaftifchen Körper zuſammenzudrücken, gleich ift der Arbeit, 
welche berfelbe bei feiner Ausdehnung wieder ausgiebt, jo findet beim Stoße 
zwiſchen elaftifchen Körpern ein Berluft an lebendiger Kraft nicht ftatt, und 
es gilt daher für denfelben noch folgende zweite Gleichung: 


D. Mv’ + ;MvWV) —= Mc? + Me} oder 
M, (2 —v)=M (v? — ce. 


Aus den Gleichungen I. und II. laſſen fi) nun die Gefchwindigfeiten 


v, und v, der Körper nach dem Stoße finden. Zuerft folgt durch Divifion: 


2 2 2 2 

6 dt, _U%y 00 
— d 

Cı — 91 V2 — 062 


atrvu=u te am — vv ci — 6; 
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Setzt man nun den ſich hieraus ergebenden Werth 
yu=atHn - c 
in die Gleichung I., fo folgt: 
Mv +Mvm +4 (a — a) = Mıc + Mc, ober 
(M+M)vu=(M+M)ca —2M (a — 0) 
wodurch ſich nun herausftellt: 


— 2M; (cı — c) 
= , M+M und , 

_ 2M; (ha — 0%) _ 2 Mı (cı — 6) 
EEE 7 Eur — 


Während bei unelaftifchen Körpern der Berluft an Gefhwindigfeit 


des floßenden Körpers 


rg — A + 44 __M (a — 0) 


M+M. MH+mM; 
ift, fällt hiernach bei elaftifchen Körpern derfelbe doppelt fo groß, nämlich 
c, —26 — 6) 
M +3 


aus, und während bei unelaftifchen Körpern der Geſchwindigkeits— 
gewinn bes gefloßenen Körpers 


ve _ Mia + 46 —_ , _M (cı — 6) 
’ M+M M, + M; 
beträgt, ftellt fich bei elaftifchen Körpern derjelbe zu 
2 Mı (cı — 6) 


Tr Tm+M 
ebenfall8 Doppelt fo groß heraus. 


Beilpiel. Zwei volllommen elaftiihe Kugeln, die eine von 10 Kilogramm, 
die andere von 16 Kilogramm Gewicht, ftoken mit den Geſchwindigleiten 12 Meter 
und 6 Dieter gegen einander, welches find ihre Geichwindigleiten nad dem 
Stoßet Es if hier M, = 10 und c, = 12 Meter, fowie M, = 16 und 
C = — 6 Meter zu fegen, daher ergiebt fih der ðchawinditicicweru des 
erſten Körpers: 

2. 16(124 6) 2. 16. 18 





c1 — dv, - "pri. 7, —= 22,154 Meter, 
und der Geſchwindigleitsgewinn des anderen: 
v⸗ = 26 —= 13,846 Meter; 


es prallt hiernach der erfte Körper nad dem Stoße mit v, = 12 — 22,154 
= — 10,154 Meter, und ber andere Körper mit — 6 + 13,846 = 7,846 Meter 
Geſchwindigkeit zurüd. Vebrigens ift das Maß der lebendigen Kraft beider Körper 
Be den Stoße 
M,v: + M,v2 = 10.10,1542-+16.7,8462 = 1031 + 985 = 2016 
ebenfo groß wie vor dem Stoße, nämlich: 
M,c?® + M,c# = 10.122 + 16.62 = 1440 + 576 = 216. 
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dagegen für elaſtiſche: 
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Waren dieſe Körper unelaſtiſch, ſo würde der erſte nur < > 9 —_ 11,077 Meter 


— 6,923 Meter gewinnen; es 





an Geſchwindigkeit verlieren, und der andere Ya — 63 
würde aljo der erfte Körper nad) dem Stoße no die Geſchwindigkeit 12 — 11,077 
— 0,923 Fuß behalten, und der zweite die Geſchwindigkeit — 6 + 6,923 — 0,923 
annehmen, übrigens aber der Arbeit3verluft 

[3016 — (10 + 16) 0,9232]: 29 — (2016 — 22,2) . 0,051 = 101,7 Meterfilogramm 
entfteben. 





Besondere Fälle. Die in den vorftehenden Paragraphen entwidelten 
Formeln für die Endgefchwindigfeiten des Stoßes gelten natürlich auch dann 
noch, wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn ſich beide Körper einander 
entgegen bewegen, ober wenn eine Maſſe unendlich groß ift in Hinſicht auf 
die andere u. f. w. ft die Mafle M, in Ruhe, fo hat man = 0, 
daher für unelaftifhe Körper: 

v— Mı cı 
 M+M' 


1 =cC _ Zma_ HM, und 
TI M+M M+mM' 
ie 2 M, cı 2 M, 
=-0 + U _I_.. 
et: mrmM" 
Laufen die Körper einander entgegen, ift alſo c, negativ, fo folgt für 
unelaftifche Körper: 


v»— M,cı — M c, 
.‘ M4+M 
und für elaftifche: 
— 2 M; (c; + 63) . — 2 Mı (cı + G) 
% = 6; M, + M, }) jowie v — — 62 4 M, + M, ” 


Sind in diefem Falle die Bewegungsmomente einander gleich, iſt alſo 
M,c, = M:6%, ſo ift beim unelaftifhen Stoße v = 0, d. 5. die 
Körper verfegen einander in Ruhe; bei elaftifcdhen Körpern ift aber 

_2(Mca + Mıcı) _ 


V1 =6 m ım Fanta —cum 
_ | 2(Myc; + Mic) _ — 
v2 = c + M +2; — 4 26. -6; 


dann kehren alſo die Körper nach dem Stoße mit entgegengeſetzten Geſchwin⸗ 
digfeiten zurüd. Sind hingegen die Maſſen einander gleich, fo hat man 
für unelaftifche Körper: 
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6 — (0 
m — 
2 


dagegen für elaftifche: 
= — (z; und v2 = ci, 
d. h. dann gehen die Maſſen mit verwechſelten Geſchwindigkeiten zurück. 
Laufen die Maſſen wieder in gleicher Richtung, und iſt die vorausgehende 
Maſſe M, unendlich groß, ſo hat man für unelaſtiſche Körper: 
„Ma 
M; 
und für elaftifche: 
vi — ci — 2a — c) — 2622 - gay = a +0 =0; 
es wird alſo die Geſchwindigkeit der unendlich großen Maſſe durch den An⸗ 
ſtoß der endlichen Maſſe nicht abgeändert. ft num noch die unendlich große 
Mafle in Ruhe, alfo cz, — 0, fo hat man für unelaftifche Körper: 
v=0 
und für elaftifche: 
= — 1,9% =0; 
dann bleibt alfo auch die unendlich große Maſſe in Ruhe, es verliert aber 
im erjteren Falle der anftogende Körper feine Gefchwindigfeit vollftändig, 
und e8 wird diefelbe im zweiten Falle in bie entgegengefegte verwandelt. 
Der Stoß bringt nad) dem Vorhergehenden immer geroiffe Wenderungen 
in den Geſchwindigkeiten der einzelnen Maffen hervor, die Bewegung des 
gemeinfhaftliden Schwerpunttes der zufammenftogenden Maſſen 
wird aber in feinem Falle durch den Stoß abgeändert. Nach dem Geſetze 
des Schwerpunftes ($. 298) geht nämlich die Bewegung eines beliebigen 
Maſſenſyſtems fo vor fich, als ob alle MaffentHeilchen in dem Schwerpunkte 
des Syſtems vereinigt wären, und in diefem Punkte auch alle äußeren Kräfte 
angriffen. In dem Falle des Zufammenftoßens find äußere Kräfte nicht 
vorhanden, indem die Maffen mit gleichförmiger Geſchwindigkeit fich beme- 
gend vorausgejegt find, und die durch den Stoß rege gemachten Kräfte innere 
find, die fi) paarweife aufheben. Aus diefem Grunde kann die Bewegung 
des Schwerpunftes der zufanmenftoßenden Maffen duch den Stoß nicht 
geändert werden, und es muß bdiefer Schwerpunkt vor, während und nad) 
dem Stoße mit gleicher Geſchwindigkeit und in derſelben Richtung ſich 
bewegen. | 


= 


Beijpiele 1) Mit welcher Geſchwindigkeit ift ein Körper von 8 Kilogramm 
an einen ruhenden Körper von 25 Kilogramm anzuftoßen, damit der legtere eine 
Geſchwindigkeit von 2 Meter annimmt? Wären die Körper unelaſtiſch, jo hätte 
man zu jegen: 
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vn Ma 


M, + M;' 
d. i 
— 8.cC 
8 + 25 
daher: 


439=ı%, = 8Y, Meter 
die geſuchte Geſchwindigkeit; wären fie aber elaſtiſch, jo hätte man: 
2 M, 1 
va ⸗ 7 
1 ⸗ 
ci ⸗ S414 Meter. 

2) Trifft eine Maſſe M,, Fig. 629, die ruhende Maſſe M, = nM, mit der 
Geihwindigkeit c,, jo hat man bei volllommener Elafticität diefer Maflen die 
Geſchwindigkeiten: 

v M—-M, und — — HN. = 

— ——————— TI 
Trifft die Maſſe M, mit dieſer durch den Stoß erlangten Geſchwindigkeit vo, bie 
Mafie M; = nM, = n?M,, ſo haben wir nad) dem Stoße die Geſchwindig⸗ 
feiten von 37, und M;: 


daher: 


v⸗ M— M—M, _ _ion und» = =) 
=mIM” —-Ifn Ir 1 —— —— 2*— Tã Cı- 
Fig. 629. Die legte (zte) Maſſe M. bat, 


wenn daS Berhältnik je zweier 
auf einander folgender Maſſen 
gleih n ift, die Geſchwindigkeit 

2 VA . 
v—= (=) .C, , und die 


vorlegte Maſſe M,—ı, melde 


gegen M. mit der Geſchwindigleit 
3 


2 z 
[ln 
. m » U —— — n u" 
ftieß, hat nad dem Stoße die Geſchwindigleit v'.-Yı = mb In 2) ® 
Iſt 3. B. das Gewicht jeder Maſſe nur halb jo Iren wie das ber vorher 
gehenden, alſo n = 5 fo folgt 


2 9 
u= Sc »=(3) (’'% 00=(3) ci 18, 32c, und 


„=4a4=g 60, = (3) ci +u'=3($ 2) =3,80, 
Sind die Maſſen ſämmilich von gleicher Größe, ift aljo n = 1, fo folgt für 
die letzte (zte) Maſſe: 
Y=(C 
und für alle anderen: 
90, =0-.- vaım=0, 
d. 5. die erfte Maſſe MM, giebt ihre Geſchwindigkeit c, an die legte Maſſe M. ab, 
und alle zwiſchen dieſen befindliden Maſſen verbleiben in Rube. 
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Arbeitsverlust. Beim Zufammenftogen unelaftifcher Maflen findet $. 359. 
ſtets ein Berluft an lebendiger Kraft ftatt, weshalb die Maſſen nad) 
dem Stoße nicht fo viel Arbeit zu verrichten vermögen, wie vor dem Stoße. 
Bor den Stoße enthalten die mit den Geſchwindigkeiten c, und cz fort 
gehenden Maſſen M, und M; die lebendige Kraft: 

NM, co + M; ca 
on ben Stoße haben aber die mit der Gefchwindigfeit 
Mc + Mo 
M, + M 
fortgehenden Maffen die lebendige Kraft: 
M, v + M, v?;, 
e3 giebt daher die Subtraction biefer Kräfte den Berluft an lebendiger 
Kraft durch den Anftog: 
Kb +MaA— m 
=M, (a +V) a — v) — M; (a +V) (v — 06); da nun 
Mi (ci — ) — M (v — DE 
ift, fo folgt: 


u — 


= +0 le Te) — einen 
Mm'ıu, 


Sind die Gewichte der Maſſen GC, und G,, ift alfo 
M = a und M, = Kr 
9 9 


ſo hat man hiernach den Verluſt an mechaniſcher Arbeit oder Leiſtung: 
4— Lꝛ — G % . 
29 G + & 

Man nennt nun das Harmonische Mittel aus G, und G, und 


kann hiernach behaupten: der VBerluft an Leiftung, welcher durch den 
Stoß zweier unelaftifchen Maſſen Herbeigeflihrt und auf die Formveränderung 
derjelben verwendet wird, ift gleich dem Producteaus dem harmoniſchen 
Mittel beider Maſſen und aus der Fallhöhe, welche der Dif- 
ferenz der Gefhwindigfeiten diefer Maffen entjpridt. 
Mebrigens läßt ſich auch ſetzen: 
EAMi (c? - M (c — v) 
=M, (c?—2c,v+v2+ 20,9 — 20%) + My(e?—2c50+v?-+ 2039 — 202) 
=M, (a —vV)? +2 Mv(a—v) + M (a —v? +2 Mv(a—v) 
=M, (a -W’+M (a — v), 
wel M (a -—v))=M (v — 0) ift. 
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Hiernach iſt alfo die dur den unelaftifhen Stoß verlorene 
lebendige Kraft glei der Summe von den Brobucten aus den 
Maffen und den Duadraten ihrer Gefhwindigfeitsverlufte oder 
Geſchwindigkeitsgewinne. 

Iſt eine der Maſſen, z. B. M,, in Ruhe, fo hat man ben Arbeitsverluſt: 

b A — % Gı G, 
29, + 
und ift die bewegte Maſſe M, fehr groß wegen die ruhende, jo verfchwindet 
G, gegen G,, und e8 bleibt: 


ce? 
— A 
A 5* @;. 


Beijpiele. 1) Wenn bei einer Maſchine in jeder Minute 16 Stöße zwiſchen 
den unelaftiihen Mafjen 


M, = — Kilogramm und M, — 12m Kilogramm 


mit den Geihmwindigfeiten c, — 5 Meter und c, = 2 Meter erfolgen, jo ift ihr 
Berluft an Leiftung in Folge diefer Stöße: 
_ 99 

— 1%, ° (6 — 2)? „ 1000. 1200 = MY, . 9 . 0,051. 6000/,, = 1,836 . 90%, 
— 66,77 Meterlilogramm per Secunde. 

2) Wenn auf einer Eifenbahn zwei Wagenzüge von 60000 Fiugramın und 
80000 Kilogramm Gewicht mit den Geſchwindigkeiten sv — 6 und c2ꝛ —=4 Meter 
gegen einander ftoßen, fo entſteht ein auf die Zerftörung der Locomotive und 
Wagen verwendeter Arbeitäverluft, welcher bei bollftändigem Mangel an Elafticität 
der zum Stoße gelangenden Theile 








(6-+ 4)2 60000 . 80000 480000 — | . 
A= 29 m. 100 .0,051.. a > 174857 Meterfilogr. 
beträgt. 


Härte. Kennt man die Elafticitätsmodel der zum Stoße gelangenden 
Körrer, fo kann man aud) die Kraft des Zuſammendrückens und die 
Größe deffelben finden. Es feien von den Körpern A und B, Fig. 630, 


Fig. 630. 


die Querfchnitte Fi und F3, die 
Längen I, und 7, und die Elaftici- 
tätsmodul E, und Ay. Stoßen beide 
mit einer Kraft P gegen einander, 
jo find die bewirften Yufamnıen-: 
drüdtungen nach $. 210: 
PL Ph 

a 7 sch 797%, 
und es ift das Verhältniß derjelben : 
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5, FE% 








BE 
Bezeichnen wir nun der Einfachheit wegen a F durch ZA, , fowie —— 
a 


lo 
durch H,, fo erhalten wir: 
pP 


pP 
= und A, = H,’ 
ſowie: 
EB.. 
u 4 


Nennen wir nad) den Beifpiele Whewell's (ſ. The Mechanics of 
Engineering $. 207) die Größe = die Härte eines Körpers, fo folgt, 


daß die Tiefen ber Bufammendrdungen den Härten umgefehrt 
proportional ſind. 


Stößt eine Maſſe M = ri mit der Gefchwindigkeit c auf eine unbe 


wegliche oder unendlich große Maffe, fo verwendet fie ihre ganze lebendige 
"Kraft auf das Zufammendrüden, e8 ift baher (nad) $. 212): 
Me? c? 
1 —_ — 
hP = 3 2 @. 
Nun ift aber der Weg A gleich ber Summe von den Zufammendrüdungen 


pP 
EB, e8 folgt daher: 


A+H, 
2)” — el 


A, und A, und A, — =, fowie A — 
1 


i=htm=Pp(zt 
ſowie umgekehrt: 

HA, RB; 1 
HA, 4 H 
und die Beſtimmungsgleichung: 

1, H, H, c2 


A222 __G, 
HA, + H. 29 


P= 


alſo : 


ic yYArr. 
H, HB: g' 


woraus fih nun P, A, und Ag berechnen lafien. 
Beilpiel. Schlägt man einen ſchmiedeeiſernen Sammer von 25 Quadrat: 
centimeter Bafls und 0,150 Meter Höhe mit einer Geſchwindigkeit von 6 Meter 


auf eine Bleiplatte von 12 Quadratcentimeter Bafi8 und 0,025 Meter .Dide, jo 
ftellen fich folgende Berbältnifie heraus. Der lafticitätsmodul des Schmiede: 
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eijens ift Z, = 20000 und der des Bleies E, —= 500, daher find bie Härten 
diejer Körper: 

F, E, __2500 . 20000 


m = FB — 1200 . 500 _ 94000, 


Das Gewicht GC des Zammers iſt, wenn das ſpecifiſche Gewicht des Eiſens zu 
7,7 angenommen wird: 


G=03.15.77 = 289 Kilogramm, 
folglich ergiebt fi ri worin g in Millimetern zu nehmen ift, da E, und E, 


. ar . G __ 2,89 
fih auf diefe Einheit beziehen, zu — 77 3810 — 0,000295. 


Sept man nun diefe Werthe in die Formel A — V A, + nn — ein, jo 
AB H. 7 


erhält man den Weg des Hammers beim a anelden: 


ı = 60001 / ——— 357333 . 0,00029 — 0,69 Millimeter. 


933333 . —— — 
Hieraus folgt die Stoßkraft: 
Pp — H, AB, __. 333833 . 24000 
A, CH, = 77357833 
ferner die Zufammendrüdung des Hammers: 


2 _ 154622 — 0,046 Millimeter 





0,69 = 15462,2 Kilogramm, 


— = oo 0,644 Millimeter. 
2 


Elastisch - unelastischer Stoss. Bewegen fid) zwei Maflen M, 
und M, mit den Geſchwindigkeiten c, und cz hinter einander ber, fo ift im 
Augenblide der größten Zufammendrüdung die gemeinfchaftliche Geſchwin⸗ 
digkeit beider nad) $. 356: 

v— Mao+ Mo 
M + M 
und die auf die Zuſammendrückung verwendete Arbeit nad) $. 359: 
A= (ı — 3)’ Mı, M; _ (a — )? GG; . 
2 M+ 3% 29 Gı + Gs 
Nun läßt ſich diefe Arbeit auch 
A=YPAR—= Pi +) 
A+B 
fegen, es ergiebt fich folglich die Summe der Zufammendrüdungen beider 
Maflen: 


ıA=(a — 06) 


42 


Gi G. Hi H, 
gıh+G) HH ' 
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woraus ſich nun die zufammendriidende Kraft P und die Zuſammen⸗ 
drüdungen A, und A, der einzelnen Maſſen finden laflen. 

Sind die Maffen unelaſtiſch, ſo bleiben dieſe Zuſammendruckungen auch 
nach dem Stoße; iſt aber eine von beiden Maſſen elaſtiſch, ſo dehnt ſich 
dieſelbe in einer zweiten Periode wieder aus, und die daraus erwachſende 
Arbeit erzeugt eine neue Geſchwindigkeitsveränderung. Iſt z. B. die Maſſe 


M = = elaftifch, jo wird in diefer zweiten Periode des Stoßes die Arbeit: 


pP? 1 Hi H. ? 
Weh=hn=sm(lmrm)" 
(cı — 4)? GG HB BA; 
— 29 A+G% H + DB 
frei. Man bat daher in diefem Falle für die Gefchwindigfeiten v, und ©, 
nad) dem Stoße die Formeln: 


Mv + M%= Mc + Mo un 


MM H 
M vꝰ £ M.v? = M,v? + M.v? a—al. . — 
+ 3 "riet Im Hrn, 
M, M. M“M H 
+ Me 1 Mal _ Me 


M, =; "M,+M, Hh+H, 


d. i.: 
MM MH, 
M,+4% HB+B 
Segt man den Gejchwindigkeitsverluft a — vı = r, fo hat man den 
Geſchwindigkeitsgewinn: 


Mi v + M Mc? + Mc? — (ci — 0) - 


M, x 
y-oa=—, 


M, ' 
umd e8 nimmt die legte Gleichung die Form: 


M M; H 
Qa-9-2[20+)-a- Wurm 
oder: 

M, + M; M, H, 


x — 2(1 —a)e + (a — a) - —=0an. 
M; 


M+M, H+B, 
Multiplieirt man diefelbe mit 





= Fi =, und jegt man 


— __,__#_ 
H,"+ Ba A +B' 
fo erhält man die quadratifche Gleichung: 
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2 
2 —V— z + (a — 6)? ) 
— My ? A; 
(a Bi IM) mr E 
oder: 
(„-&— + M, a) a GI)" ER 


deren Auflöfung den ——— z des erſten 5 giebt: 


8. 362. 


am =azez + (! + Ve +5) 
und den Gefhwindigfeitsgewinn des anderen Körpers: 


y —- (ci — c Sy ı m li + Ve) 


Beifpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Beiſpiele des vorigen Para: 
graphen der eiferne Hammer vollflommen elaſtiſch und die Bleiplatte ganz un: 
elaftiich ift, jo erhält man den Gejchwindigfeitsverluft des mit 6 Meter Ge: 
ihwindigfeit auffallenden 2,89 Kilogranım ſchweren Hammers, da c, = 0 und 
M; = » zu Segen ift: 


_ Mm \_ 24.000 u 
a—n=c (14 Vetz Ei lit V ran —=6(140,289)=7,554M., 


daher die Geſchwindigkeit des Hammers nad) dem Stoße: 
vu — 7,6664 — 6 — 755 = — 1,554 Meter. 
Die Geſchwindigkeit der unterftügten Bleiplatte bleibt natürlih Null. 


Unvollkommen elastischer Stoss. Sind die an einander ftoßenden 
Körper unvolltommen elaftifch, fo dehnen ſich diefelben in ber zweiten 
Periode der Stoßzeit nur zum Theil wieder aus, es wird aljo aud) die beim 
Comprimiren in der erften Periode verbrauchte lebendige Kraft in der 
zweiten Periode nicht vollftändig wieder ausgegeben. Sind wieder A, und 
Ag bie Tiefen der Eindrücke, und ift P die Stoßkraft, fo hat man die Ar- 
beitöverlufte beim Comprimiren — !/, PA, und !/, PA,. Wird nun beim 
Ausdehnen hiervon das ufache, oder allgemeiner, beim Ausdehnen des einen 
Körpers das u, und beim Ausdehnen des zweiten das uzfache zurüd- 
gegeben, jo bleibt der gefammte Arbeitsverluft nad) dem Stoße: 


Aù 1, PICI — M) MA + — MAR), 


oder A, = er und Ag — = gejeßt: 
1 3 


1 — u 1 — u. 
A — ıv, pl————I =]. 
„pl + 
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Nach dem vorigen Paragraphen ift aber 
HA, HB, A yar ara M, M, H + AH, + A, 
Per rn mt=ane) F— — 
daher ergiebt ſich der in Frage geſtellte Arbeitsverluſt: 
= m Am (Zee) 
2 M+M H+B Hı DH; 
_(a— a) _MıM: 1 ı H; TE). 
2 M+M, HA, 4 H. 
Um nun die Geſchwindigkeiten nn und 2 nad) dein Stoße zu finden, 
haben wir die Gleichungen: 
My + M. v —=Mca+ Mo und 
Mv?’+MvV)=Mc+M:g 
MM O 
Mi + M. A+R 
mit einander zu verbinden und aufzuldfen. Ganz auf diefelbe Weife wie 
im vorigen Paragraphen ergiebt ſich der Gefchwindigkeitsverluft dee 
eriten Körpers: 


V 
a-a=a- ml + H, + H, en) 


und der Geſchwindigkeitsgewinn des vorangehenden Körpers: 


— — M a Hi + m. A; 

alt Venen) 

Diefe beiden allgemeinen Bormeln enthalten auch die Gefege des voll- 
fommen elaftifchen und des unelaftiichen Stoßes. Setzt man in ihnen u, 
— % —=1, fo erhält man die ſchon oben gefundenen Formeln für den 
Stoß zwifchen volllommen elaftifchen Körpern, nimmt man aber k, —= 
— 0 an, fo erhält man die Formeln des unelaftifchen Stoßes u. f. w. 
Sind beide Körper von gleichem Grade der Efafticität, ift alfo &ı —= Ma, 
fo hat man einfader: 





— (1 — 6)°- 


(1 +Vu) 


a — mn =(a — m, 


und 4 
-E- eo) IM u Vr). 
Iſt noch die Maſſe M, in Ruhe und unendlich groß, fo folgt: 
ci — all + Vu), d. i.: 


v=-a Vs, ſowie umgefehrt: 


vi ) 
u = c 


Wetebach's Lehrbud der Mechanik. I, 51 
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Tapt man die Maſſe M, von einer Höhe k auf eine feft unterſtützte 
gleichartige Mafje M, herabfallen, und fteigt diefelbe nad) dem Auffchlagen 
auf eine Höhe A, zurüd, jo kann man aus beiden Höhen den Coefficienten 
der unvolltommenen Klafticität durch die Formel 

=, 
finden. Schon Newton fand auf diefe Weife fiir Elfenbein: 
u = (h)? = a = 0,79, 
für Glas: 
u — (15/8)? = 0,9375? = 0,879, 
für Kork, Stahl, Wolle: 
u = (°/,)? = 0,555? = 0,309. 

Hierbei wird jedoch vorausgeſetzt, daß der ftoßenbe oder auffallende Körper 
die Kugel- und der geftoßene Körper oder die Unterlage eine Plattenform hat. 

Der General Morin ließ Gefchügfugeln von 6 bis 20 Kilogramm 
Gewicht auf verfchiedene Maffen von Thon, Holz, Öußeifen, melde 
an einem Federdynamometer oder einer Federwage aufgehangen waren, 
herabfallen, und fand, daß für Thon und fiir Hohftüde a nahe — 0, 
dagegen fir Oußeifen g nahe S 1 ift, daß alfo der Stoß mit den erfteren 
Körpern als unelaſtiſch, und der mit dem letzteren als volllommen elaſtiſch 
angeſehen werden Tann (ſ. A. Morin, Notions fondamentales de Me- 
canique, Art. 67—70). 


Beilpiel. Welche Bejchwindigkeiten nehmen zwei Stahlplatten nah dem 
Stoße an, wenn diejelben vor dem Stoße die Beihwindigfeiten c, — 10 und 
eg = — 6 Meter befigen, die eine 30 und die andere 40 Kilogramm wiegt ? 


Hier ift 

an = (046). (+ Y)=16.%4-.% == 14,22 Meter, und 
»—-6-= 7 . 14,22 —= 10,66 Deter, 

daher find die gejuchten Geſchwindigkeiten: 


di =ca— 1422 = 10 — 1422 = — 422 Meter und 
vg = cy + 10,66 = — 6 + 10,66 = 4,66 Meter. 


$. 363. Schiefer Stoss. Weichen die Bewegungsrichtungen 5; Cı und & G, 
zweier Körper A und B, Fig. 631, von der Normale NN zur Berührungs- 
ebene ab, fo ift der Stoß ein fchiefer. Wir führen die Theorie deffelben 
auf die des geraden Stoßes zurlid, wenn wir die Gejchwindigfeiten S, C, = cı 
und 8; Ca — ca nad) der Normale und nad) der Tangentialrichtung zer- 
legen. Die Seitengeſchwindigkeiten in der Richtung der Normale NN geben 
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einen Centraljtoß und werden daher auch genau fo verändert, wie beim 
Centralſtoß, die mit der Berührungsebene parallelen Gefchwindigkeiten hingegen 
Fig. 631. verurfachen gar feinen Stoß und bleiben 
daher unverändert. Vereinigt man die 
nad) den Kegeln des Centralſtoßes ver- 
änderte Normalgefchwindigfeit eines jeden 
Körpers mit der unverändert gebliebenen 
Zangentialgefchwindigkeit, fo erhält man 
die refultirenden Gefchwindigfeiten biefer 
Körper nad) den Stoße. Segen wir 
die Winkel, welche die Bewegungsrich⸗ 
tungen mit der Normale einjchliegen, 
&, und a,, alſo Ci Si N = a, und N — m, fo erhalten wir für 
die Normalgefchwindigkeiten S, EL und SE, die Werthe c, cos., und 
c C08. On, dagegen für die Tangentialgefchwinbigfeiten S; F, und & Fr, 
ci sin. a, und cz Sin. a. Durch den Stoß erleiden aber die erfteren Ge⸗ 
Ichwindigfeiten Veränderungen, und e8 geht die erfte ei in: 


(1+V%p) 





vi =Cı 008.% — (Cı 008.0) — c 008.09) ————— — - =, 


und die zweite in: 


%=Cy 008.0 + (ci 608.0, — 600804) gr rn 7, (1 + Vu), 


wofern, wie feither, M, und M, die Maffen beider Körper bezeichnen. 
Aus v, und cı sin. a, ergiebt fich die refultirende Gefchwindigfeit S, Gı 
des erften Körpers: 
97, =Vo! + cr sin. a) 
und aus v; und c, sin. & die Gefchwindigfeit S, G, des zweiten Körpers: 
Y,=Vv? + 0} sin. a}; 
auch ergeben fid) die Abweichungen der Gefchwindigfeitsrichtungen von der 
Normale durch die Yormeln : 


l ci sin. 0% c; SiN. . 
tang. bı = —— — —, 
vi 


wenn ßı den Winkel GC, Sı N fowie 4, den Winkel Gs S, N bezeichnet. 


Beijpiel. Zwei Kugeln von 30 und 50 Kilogramm Gewicht floßen fi mit 
den Gefchwindigkeiten c, = 20 und c, = 25 Meter, deren Richtungen um die 
Winkel «, = 21035’ und a, = 65020’ von der Normale der Berührungsebene 
abweichen, in melden Richtungen und mit melden Geſchwindigkeiten gehen dieje 
Daffen nad) dem Stoße fort? Es find die unveränderlichen Seitengeſchwindigkeiten: 

ci 8in.c; = W . sin. 21935’ = 7,357 Meter und 
Cg8in.ag = 25. sin. 65020’ = 22,719 Meter, 


und tang. ß, = 


tr 
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dagegen die veränderli—en: 
er c08.0 = 2%0.008.21035' = 18,598 Meter und 
2.008. a = 25.08. 65020’ = 10,433 Meter. 
Sind die Körper unelaftifc, fo Hat man u — 0, daher die veränderten Rormal- 
geihwindigkeiten: - 
0, = 18,598 — (18,598 — 10,438) . 5Y,, — 13,898 — 5,103 — 13,495 Meter und 
09 = 10433 + 8,165.% = 10,438 + 3,062 — 13,495 Meter. 
Die refultirenden Geſchwindigteiten find nun: 
V, =V13495° + 7,357 — V 236% = 15,87 Meter und 
V. =V 13495? + 22,71% — V 699,27 = 26,42 Meter; 
für ihre Richtungen hat man: 


tang.p, = Bm log.tang. B, = 0,73658 — 1, z. = 28°36’ und 

















tang. Em 1og.tang. fa — 0,22629, 4, = 59° 17. 


Stoss gegen eine unendlich grosse Masse. Trifft die Maſſe A, 
Big. 632, gegen eine andere unendlich große Mafje oder gegen ein un— 
bewegliches Hinderniß BB, hat man aljo ca = 0 und M; — ©, fo folgt: 

% = 01 608. & — c1 008.0 (+ Ve)—— cı 008.0 VR und 
not et. 
Iſt nun noch # = 0, fo wird aud) v, — 0, ift abr a —= 1, fo folgt 
% = — 01608. &,, d. h. beim unelaſtiſchen Stoße geht die Nor- 
Fig. 632 malgefhwindigfeit ganz verloren, 
J beim elaſtiſchen hingegen wird ſie 
in die entgegengeſetzte verwandelt. 
Fur den Winkel, um welchen die Bewe— 
gungsrichtung nach dem Stoße von der 
Normale abweicht, ift 
asin.d _ ___a Sin. 
u €1 008. 0 Va 


1 
= - tag. / 
'Y% 


Fur unelaftifche Körper wird alfo: 


N 
tang.dı = 


tang. dı = FE = 0; = 90 
und für elaftifche: 


tang. Bı = — tang. ai, d. i. 8. = — a. 
Nach dein Stoße eines umelaftifchen Körpers gegen ein unelaftifches Hins 
ꝛerniß geht aljo der erftere mit der Tangentialgejchtwindigfeit c; sin. on in 
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der Richtung SF der Berlihrungsebene fort, nad) dem Stoße eines elaſtiſchen 
Körpers gegen ein elaftifches Hinderniß aber geht der Körper mit unver- 
änderter Gefchtwindigfeit in einer Richtung S @ fort, die mit der Normale 
NN und der anfänglichen Richtung X S in eine Ebene fällt, und mit ber 
Normale benfelben Winkel G SN einfchliegt, wie die Bewegungsrichtung 
vor dem Stoße mit ebenderſelben auf der entgegengefegten Seit. Man 
nennt den Winkel X SN, welden die Bewegungsrichtung vor dem Stoße 
mit der Normale oder dem Lothe einfchliegt, den Einfallswintel und 
den Winkel GSN, welchen die Bewegungsrichtung nad) dem Stoße eben- 
damit bildet, den Austritts= oder Reflerionsmwintel, und kann hiernach 
behaupten: beim volltommen elaftifhen Stoße fallen Refleriong- 
und Einfallswintel mit dem Einfallslotge in einerlei Ebene, 
welche die Einfallsebene genannt wird, und es find beide Winkel 
einander gleich. 


Beim unvollfommen elaftiichen Stoße ift das Verhältniß Vp der Tan 
genten diefer Winkel gleich dem Verhältniffe der durch die Ausdehnung zuriid- 
gegebenen Gefchwindigfeit zu der durch) die Compreffion verlorenen Geſchwin⸗ 
digkeit. Mit Hilfe diefes Gefeges läßt ſich nun leicht die Richtung finden, 
in welder der Körper A, Fig. 633, gegen das unbewegliche Hindernig BB 
zu floßen ift, damit ex nad) dem Stoße eine gewiſſe Richtung S Y' verfolge. 
Iſt der Stoß ein elaſtiſcher, fo fällen wir von einem Punkte Y der gegebenen 

Bio. 639. Richtung das Perpenditel FO gegen 
das Einfallsloth NN, verlängern dafs 
felbe, bis die Verlängerung O Y, dem 
Perpendilel fetbft gleich wird; S Yı if 
dann die in Frage ftehende Stoßrichtung, 
-N N denn es ift diefer Gonftruction zufolge 

Winkel NSY, = NSY. Iſt der 
Stoß unvolltommen elaſtiſch, fo made 
man OH —Vr.OY; dann iſt YıS 
ebenfalls die gefuchte Anfangsrichtung, da 


tang.cı _ OYı _1/— u B 
tang.ß, OY =VR ausfält. 


Fällt man ein Loth FR gegen die Linie SR parallel zur Berlthrungs- 
ebene, und macht man deſſen Berlängerung RX — RY V+ fo befommt 


man aus leicht einzujehenden Gründen ebenfalls in SX die gefuchte Einfalls- 
richtung. 
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Anmerfung. Die Theorie des ſchiefen Stoßes findet ihre vorzüglichſte An⸗ 
wendung beim Billardipiel. S. Theorie mathematique des effets du jeu 
de billard, par Coriolis. Nach Eoriolis ift beim Anfloße eines Billard- 
balles gegen die Bande das Verhältniß der zurüdgegebenen Geſchwindigkeit zur 
Einfallagefchwindigteit = 0,5 biß 0,6, allo « = 0,52 = 0,25 bis 0,6? = 0,36. 
Mit Hülfe diefes Werthes läßt fih nun au die Richtung angeben, in welcher 
ein Ball A gegen eine Bande BB zu ftoßen ift, damit er von dieſer nad) einem 
gegebenen Punkte V zurldgeworfen werde. Dan fälle von dem gegebenen Punkte 
Y daS Perpenditel YR gegen die mit der Bande parallel laufende Schwerlinie des 


Balles, verlängere daſſelbe um RX = V m — 10, bhis 1%, feines Werthes und 


ziehe die Gerade Y, X; der fich heraußftellende Durchſchnitt D ift die Stelle, 
nad welder man den Ball A zu floßen bat, damit er durch Bricol nah Y 
gelange. Durd die Drehbewegung des Balles wird diejes Verhältnik allerdings 
noch etwas geändert. 


8. 366. Stossreibung. Bei dem ſchiefen Stoße entſteht auch eine Reibung 
zwiſchen den ſich ſtoßenden Körpern, welche die Seitengeſchwindigkeiten in der 
Richtung der Berührungsebene abändert. Die Reibung F des Stoßes 
beftimmt fich wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P die Stoßfraft und 
p den Reibungscoefficienten, jo ift fie F= PP. Sie unterfcheidet ſich 
nur infofern von der Reibung des Drudes, als fie, wie der Stoß felbft, 
nur während einer fehr Kleinen Zeit wirkſam if. Die durd) fie hervor: 
gebrachten Gefchwindigfeitsveränderungen find aber deshalb nicht unmeßbar 
Hein, denn die Stoßfraft P und folglich aud) der Theil PP derfelben iſt 
in ber Regel fehr groß. Bezeichnet man die ftoßende Maſſe durd) M und 
die durch die Stoßfraft P erzeugte Normalacceleration durch 9, jo hat man: 


- P= Mp und daher F=gYpMp, 


fowie die Verzögerung oder negative Acceleration der Reibung während des 
Stoßes: 


F_ oo»: 
u’PP 


d. i. pmal fo groß, wie die der Normalkraft. Nun haben aber die Wir- 
kungen beider Kräfte gleiche Zeitdauer; es ift daher aud) die durch die 
Reibung erzeugte Geſchwindigkeitsveränderung Pmal fo groß, 
wie die durch den Stoß bewirkte Veränderung in der Normal: 
geſchwindigkeit. 

Die Richtigkeit dieſer Theorie hat Morin durch Verſuche dargethan 
(ſ. deſſen Notions fondamentales de Mécanique). 

In dem Falle, wenn ein Körper mit der Geſchwindigkeit c gegen eine 
unbewegliche Maſſe BB unter dem Einfallswinfel ©, Fig. 634, flößt, iſt 


. . 
.o. 
— . 00% . a. 
.... “... 

.rs . 
. ... 
u... 


. . % 
. .r . 


S. 365.] Die Lehre vom Stoße. 807 
nad) dem vorigen Paragraphen die Veränderung in der Normalgeſchwin⸗ 
digkeit: 

o= ccos.0 (1 + Vu); 
daher die durch die Reibung bewirkte 
Beränderung in ber Tangentialge- 
ſchwindigkeit: 

—gpu=gecll + Vu) cos. a. 
Es geht aljo nach dem Stoße die 
Seitengejchwindigfeit c sen. & in 
c sin. — pc(1 + Vu) cos. a ’ 
—[sin.a— 9c0s.0(1 + Va) ]ec 
über, und fie fällt bei vollkommen elaftifchen Körpern 

(sin. — 29@c08.0)c, 
dagegen bei unelaftifchen Körpern 
= (sin.a — Pcos.a)c 





aus. 

Durch die Reibung während des Stoßes erhalten die Körper fehr oft 
eine Drehung um ihren Schwerpunkt, ober e& wird, wenn eine Dreh: 
bewegung vor dem Stoße jchon vorhanden war, diefelbe abgeändert. Iſt 
das Trägheitsmoment des runden Körpers A in Hinficht auf feine durch 
den Schwerpunkt S gehende Drehare — Mk? und der Drehungshalbmefier 
SC= «a, fo hat man die auf den Berührungspunft C vebucirte Maſſe des 
Körpers 

_ Me 
=: 
daher die durch die Reibung FF hervorgebrachte Drehbejchleunigung dieſes 
Punttes: 
F op My a? 


— — — 


Pı ira Mkrar PP' 72 
und die entſprechende Geſchwindigkeitsveränderung: 


2 a? — 
m=p 09 „(1 + Vu) oc0s.o. 


2 2 
Bei einem Cylinder tft - — 2 ımd bei einer Kugel - — 3/,, daher 
folgt für diefe runden Körper die durch den Stoß gegen eine feite Ebeuc 
hervorgebrachte Veränderung in der Umdrehungsgeichwindigfeit: 
wo = 29 (1 + Vu) c cos. a und w, = 55 (1 + Vu) c 008. &. 


Die im Obigen entwidelten Formeln für die Geſchwindigkeitsveränderungen 
dur) die Stoßreibung beruhen auf der Vorausſetzung, daß biefe Reibung während 
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der ganzen Stoßdauer wirklich ftatifindet. Diejelbe hört aber in dem Augen⸗ 
blide auf zu wirken, in weldenm die Geſchwindigkeitscomponente des ftoßenden 
Körpers parallel zu der geitoßenen Fläche, d. h. die Geſchwindigkeit des Gleitens 
zu Null wird, weil von diefem Augenblide an, wo das Gleiten aufpört, von 
einer Reibung nicht mehr die Rede fein kann. 

Wenn u die Umdrehungsgeichwindigteit des ſtoßenden Körpers M um feine 
zur Einfallgebene ſenkrechte Schwerpunftsare an feinem Umfange bezeichnet, fo 
ift die Geſchwindigkeit des Gleitens bei Beginn des Stoßes gegeben durch: 

yz=cesin.atu, 
je nachdem die Umdrehungsgeichwindigfeit « im Berührungspunfte mit der fort- 
fchreitenden Bewegung c sin. « gleiche oder entgegengejegte Richtung bat. Für 
den Fall, daß dieſe beiden Größen glei und entgegengejegt find, ift y = 0 und 
e8 findet überhaupt feine Reibung, jondern ein Rollen flat. Im Allgemeinen 
find folgende Fälle zu unterſcheiden: 

1) Die fortjchreitende Geſchwindigkeit c sin. « und die Umfangsgeihwindigfeit u 
haben gleiche Richtung, Fig. 635. Die Reibung wirft dann in der Richtung BF’ 
und zwar verlleinernd auf c sin. a ſowohl mie 
auf %, jo daß nah dem Stoke die fortichreitende 


Geſchwindigkeit c sin. a — ge cos.a(l + Vu) und 


Fig. 635. 


2 
die Umfangsgeſchwindigkeit v— gc cos. « al + Vu) 


oder bei der Kugelform 44 9.ccos.a(1-+ Vu) 
beträgt. ALS Bedingung für die Gültigkeit dieſer 
Gleihungen hat man yı Z 0, d. h. 

esin.a + u> Z p.ccos.a(1l + Yu). 


Man ertennt Übrigens leicht, daß die fortichreitende Bewegung zu Null 
und fogar negativ wird, ſobald 9 cos. « (1 + Yu) Z sin. «a oder wenn 
tang.a = 9 (1 + Vu) if. Sekt man pcos.« (1 + Vu) = sin. « in die 


Bedingungsgleihung ein, fo folgt u — = 9.ccos.a (l + Yu) oder 





bo. 
u S esin.e. 


Nimmt man für Vu den Mittelmerth Vu —= 0,55 und 9 = 0,20 an, fo 
folgt (1 + Yu) — 0,310 und « = arc. tang. 0,310 = 1720' ifl der: 
jenige Winkel ZAE, unter welchem die Kugel gegen die Ebene F'B gefloßen 
werden muß, wenn die Geſchwindigkeit c sin. « vernichtet werden, d. h. wenn bie 
Kugel in dem Einfallslothe zurückprallen jo. Die Umfangsgeſchwindigkeit # der Kugel 


muß dann wenigftens u — 3 e sin. « betragen, wenn die Reibung während der 


ganzen Stoßdauer wirken fol. Iſt tang.« (14 Vu) oder «a < 170%, 
jo wird, immer unter der Borausfegung, daß die Reibung während der ganzen 
Stoßdauer ftattfindet, die fortichreitende Bewegung negativ, d. h. die in der 
Richtung HA antommende Kugel wird nad einer Richtung AJ zurüdgemworfen, 
welde mit HA auf derfjelben Seite des Einfallslothes liegt, indem- die Seiten: 
geſchwindigkeit EJ negativ geworden if. Man kann hierbei jogar die Kugel 
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veranlaflen, in derjelben &eraden zurüdzulehren, in welder fie vor dem Stoße 
ging. Für diefen Fall hat man den Wintel EAJ gleich «a zu jegen, oder 
tang. EAJ = tang.e. Run ift aber 

EJ _ esin.a — pc cos.« (1+Vu) 

AE — cco8.aVYu 


= — tang.a / 1 + »( +!) 
u u. 
Sett man alſo 


— tand. «V: +y (1 +Y) —=tang.e, jo folgt tang.a=p, 
u u 


daher für = 0,2, « = 11020’. 

Denkt man fi, die Kugel bewege fih im Einfallsiothe ZA gegen die felte 
Ebene, nimmt man aljo « = 0 an, jo geht die allgemeine Bedingung für die 
Gültigkeit der Reibungsformeln 


tang. EAJ = 


esin.c+ ug + Vu)ccos. « über in >42 o(1+YVu) e. 


Iſt diefe Bedingung erfüllt, jo wird die Kugel unter einem Wintel 8 reflectirt, 
für welchen man hat: 


esin.a— gc cos.a(l + Vu) 1+Vu 
tang.d = — eg ⸗ 
— c 008.0 Yu Vu 
Für 9 = 02 und Vu = 0,55 folgt: 
tang.ß — 0,2 se — 0,564; 8 = 29030’ und 29 (1 + Vu) = 1,085. 


Um diejen Wintel von nahezu 30° kann ein normal gegen die Bande gefloßener 
Billardball beim Zurüdgehen von der Normalen nad) linfS oder rechts abgelentt 
werden, je nachdem man ihm (durch einfeitige& Stoßen) eine Umbdrehungs- 
geichmwindigteit nad) der einen oder anderen Richtung im Betrage port mindeftens 
1,085 c ertheilt. ine geringere Umfangsgeſchwindigkeit hat eine geringere Dauer 
der Reibung, daher eine geringere feitlihe Ablenkung des Balles zur Folge. 

2) Die fortichreitende Geſchwindigkeit ce sin. « und die Umfangsgeſchwindigkeit u 
haben entgegengejeste Richtung. Die Geſchwindigkeit des Gleitens ift in dieſem 
Falle y = esin.a — u und ftimmt hinfihtlih der Richtung mit der größeren 
der beiden Geſchwindigkeiten überein. 

a) Iſt daher csin.« > u, jo wirft die Reibung F’ der fortichreitenden Ge: 
ſchwindigkeit c sin. « entgegengefegt (ig. 086), daher auf dieje verzögernd, hin: 

Sig. 686. gegen auf u vergrößernd ein, fo daß die Geſchwindig— 
feit des Gleitens nah dem Stoße 


yı = cesin.a — u - Zpecos.a(ı + Vin) 
ift, vorausgefegt, daß diefe Größe nicht negativ, d. h. 
daß 


esin.a—u> z pecos.«(1+YVu) 


ift. Wenn diefe Bedingung nicht erfüllt ift, wenn 
man vielmehr: 
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c sin. — u 3 gccos.« (1 + Vu) 


hat, worin » ein ächter Bruch ift, fo findet die Stoßreibung nur während eines 
Theiles der Stoßdauer ftatt, bis Y zu Rul geworden ift, und man hat nad) dem 
Stoße die fortichreitende Geſchwindigkeitscomponente gleich 


esin.a—vype.cos.a(l + Vu) 
und die rotirende Geſchwindigkeit gleich 
u+ vIpccos.« (1 + Vu). 


b) Wenn dagegen csin.a < u, jo wirkt die Reibung in der Richtung von 

csin.«, aljo hierauf befchleunigend und auf % verzögernd ein (Fig. 637), und 

Fig. 637. man hat als Bedingung für die Gültigkeit der oben 
entwidelten Reibungsformeln: 


u — cs8in. « pe cos.a(1+ Vu) = 0—, 
d. h.: 
u— csina > 3 pceos.a (1+ Vu). 


Alsdann ift die tangentiale Geſchwindigkeit nadh 
dem Stoße: 


csin.«a + gecos.a (1 + Vu) 
und die Umfangägejchwindigfeit: 





u - pccos.a (1 + Vu). 
Iſt aber obige Bedingung nicht erfüllt, fondern hat man: 
u— csin.a—v 5 .gceos.a(1 + Va), 
worin » kleiner al3 Eins ift, jo findet man wieder die Tangentialgejhwindigteit 
nach dem Stoße glei) 
esin.e + vgccos.a (1 + Vu) 
und die Umfangsgeſchwindigkeit gleich 
ur 2 .pcoon.a (I + Vu); 
in diefem Falle hat die Kugel eine rollende Bewegung angenommen. 

Es ergiebt fih aljo, daß dur die Stoßreibung in dem alle a), wenn 
c sin.a > u ift, der Ball bein Zurüdprallen eine Annäherung an das Ein: 
fallsloth und in dem Falle b), wo c sin.« < w ift, eine Ablentung von dem 
Einfallslothe erfährt. 

Beifpiel. Wenn ein Billardball mit 5 Meter Geſchwindigkeit und unter 
dem Einfallswintel « — 45" gegen die Bande ftößt, welche Bewegungen nimmt 
derjelbe nad dem Stoße an? Setzt man für Vu den mittleren Werth 0,55, jo 
bat man die normale Seitengeſchwindigkeit nad dem Stoße 
= — ccos.a Yu =— 055.5. 008.45° = — 2,75 Vy, = — 1,944 Meier, 
und nimmt man mit Eoriolis g = 0,20 an, fo erhält man die Seiten: 
geſchwindigkeit parallel zur Bande 
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=csin.a— g (14 Vn)ccos.a = (1—0,%.1,5) . 3,536 = 0,89 . 3,36 


= 2,439 Meter, 
aud) folgt für den Reflerionswintel B: 
- 2,439 
tang. = is — 1,2548, 
alfo: B= 51027, 
und die Geſchwindigleit nad dem Stoße bleibt 
1,944 


= ar * 3,12 Meter. 


Außerdem nimmt der Ball auch nod die Umdrehungsgeſchwindigkeit 
% 9 .1,55 . 3,536 — 2,740 Meter 
um feine derticale Schwerlinie an. Da der Ball fi) nicht gleitend, fondern 
wälzend auf dem Billard fortbemegt, fo if anzunehmen, daß er außer der fort: 
ſchreitenden Gefhwindigleit c — 5 Meter auch nod) eine gleihgroße Umdrehungss 
geſchwindigleit befige, und daß fid) dieſe ebenfallß in die Eomponenten 
ec0s.« = 3,536 und csin.a — 3,536 Meter 
zerlegen laſſe. Die erfle Componente entſpricht einer Drehung um eine Are 
parallel zur Bandenage und geht in 
ccos.a—% pl + Va) ccos.a = 3,586 — 2,740 = 0,796 Meter 
über, die andere Gomponente csin. a — 3,536 Meter entſpricht einer Drehung 
um eine Are normal zur Bande und bleibt unverändert. 





Stoss drehbarer Körper. Stoßen zwei un fefte Aren @ und K $. 366. 


drehbare Körper A und B, Fig. 638, gegen einander, fo ftellen ſich 
Gefchwindigfeitsveränderungen her» 

Big. 633. aus, welche ſich aus den Trägheits- 
momenten Mı k? und M;k} biefer 

Körper hinſichtlich der feften Arxen 

und mit Hüffe der im Vorftehenden 

gefundenen Formeln beftimmen laſſen. 

Sind die Berpendifel GH und KL, 

welche fid) von den Drehungsaren 

gegen die Stoßlinie fällen laſſen, ar 

und as, fo hat man die auf die Loth⸗ 

punfte 7 und L in ber Stoßlinie 


2 
reducirten trägen Maſſen — u m 0 Muh. Führt man diefe Werthe 
a; 


ftatt M, und M, in die Formeln fit den ferien Eentralftoß ein, jo befommt 
man die Gefhhtoindigkeitsveränderungen der Puntte H und L ($. 362): 


Mk} 
a-m=la Hr (+ Ve) 


M,k}a 


rat ; (1 + Ve), ſowie 


=(a— 6%) 





As 
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M,k’:a; 
Yy—,3=(a— a + Ve) 


M, k’a? — 
=(e — cr) Wa FM, (1 + Ve), 


wofern c, und cy die Geſchwindigkeiten dieſer Punkte vor dem Stoße waren. 
Bezeichnen wir die Winkelgeſchwindigkeiten vor dem Stoße durch &, und &, 
und die nach dem Stoße durd) ©, und @,, fo haben wir ci = a, &» 
C — Gg&g, fowie I = a, 0, und y — a,0, zu fegen, und erhalten 
für den ftoßenden Körper ben Berluft an Winletgeſchwindigkeit: 
M,k; 
& — 0 = a (Mm&ı — ay&) Tee — — + Vu) 
und für den geftoßenen Körper den Gewinn an Dinelgeichwinhigteit: 
Mk 
a — &,=0 (a8 — m) a ar + Vu), 
folglicd) die Winfelgejchroindigfeiten nad) dem Stoße felbft: 


M,k: 


und 
M, k? 
6 . — 1 _—____. 
=, +9% (a8 —a5)(1 + Ve) Mıkja;, + Mıkja, 


Sind beide Körper vollkommen elaftifch, fo hat man u — 1, alfo: 
1+Vr =3, 
und find fie unelaftifch, fo hat man u = 1, alfo: 
1 +Vu =ı. 
Im legteren alle ift der dur, den Stoß hervorgebradhte Berluft au 
lebendiger Kraft nad) $. 359: 
u „__Shkt. Mk} 
BR (a — 08)! — 


Beiſpiel. Die armirte Welle 1 @, Fig. 639, hat in Hinſicht auf ihre Um: 
drehungsare G da8 Trägheits⸗ 
Fig. 639. moment 

Mk = 200 :9g9 
und der Stirnbammer BK daj: 
jelbe in Hinficht auf feine Are X 

Mhz —= HOW :g. 
Ter Hebelarm GC der Welle 
ift 0,6 Meter, fowie der Hebel: 
arm A U de8 Hammers 2 Meter 
und die Winfelgefhwindigleit der Welle im Yugenblide des Stoßes an den 
Hammer — 1,2 Meter. Wie groß ift diefe Geſchwindigkeit nach dem Stoße, und 
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welche Leiftung geht durd jeden Stoß verloren, wenn gänzlider Mangel an 
@lafticität voraudgejegt wird? Es ift die gejuchte Sinti ige der Welle: 
8000 
—192__06 — — — —\_ 
= 12-08 12 12(1— ru — 0,882 Meter 
und die des Hammers: 
2000 


— — — — 5 
=2.06.125565.418000.0,68 0,265 Meter 
2 2 * G C 0,6 ‘ 
(Es iſt natürlid auh w, = uw, . KT zZN- 0,3 @.) 
Der Arbeitsverluft bei jedem Anftoße ift: 
(0,6. 1,2)2 2000 . 8000 2000 . 
—— __ — — — O, — — 
4 34 2000.418000.0,@ — 0,051 .0,518. 1.36 38,8 Meterfilogr 


Stoss eines schwingenden Körpers. Kommt ein freier, gerad $. 367. 

Fig. 640. linigt bewegter Körper A, Fig. 640, mit einem 

| um eine fefte Are X drehbaren Körper BCK 

zum Stoße, fo findet man die Gefchwindigfeiten nad) 
dem Stoße, indem man in den Formeln des vorigen 
Paragraphen ftatt a, & und a, @, die progreffiven 
M, kı 

a; 
träge Maſſe M, des erften Körpers cinjegt, Die 
übrigen Bezeichnungen aber unverändert läßt. Es 
ift hiernach die Geſchwindigkeit der erften Mafje nach dem Stoße: 

— 2 

v =ca— (a —W 8) (1 +Vu) ° Kat 


und die Winkelgefchwindigfeit der zweiten: 


die 








Gefchwindigfeiten c, und di, 





— M, 
=, + RG —R5)(l +Va)- Mo’t Mk 
Iſt die Maſſe M, in Ruhe, aljo & — 0, fo hat man: 
⸗ — M, k, 
v=a—all +Ve) "Mair Mi 
und 
— Mi a 
or — (1 (1 +Ve) ar + M, k? 
Iſt Hingegen M, in Ruhe, ftößt alfo die ofeillirende Maffe, jo hat man 
ci — 0, daher: 
— =, ky © 
va (l +Vı) gar mE 
und 


= 5 (1 — (1 Ve) en) 


T+ Gh 
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Die Geſchwindigkeit, welche einer ruhenden Maffe von einer anderen durch 
den Anftoß erteilt wird, hängt nicht allein von der Gejchwindigfeit des 
Anftoßes und von den Mafjen der Körper, fondern aud) von dem Abftande 
KL = a, pwiſchen der Stoßrichtung NN und der Age X des drehbaren 
Körpers ab. Stößt die freie Maffe, fo nimmt die drehbare Maſſe die 
Winkelgeſchwindigkeit 

4 


%=a(l+ Ve) art 
an, und trifft die ſchwingende Maſſe gegen die freie, fo erhält biefe die 
Gefcroindigteit: 

Ra M;k}.@ 

v=s(+ 
es werben alſo beide Gefchwindigfeiten um fo größer, je größer 





[2 
oder 
7 [4 = 
Mi — 
@ 
K2. 
alfo je Meiner Mıag + Me Fr ift. 


Segen wir flatt a, a + x, wo = ſehr Hein ift, fo bekommen wir den 
Werth des Iegteren Ausdrudes: 


Mut + ME= —MatMıc+ Mb (172 +27 .). 
oder, wegen ber wei nn Potenzen von x, 
2 
mar Er (mM). 


Soll nun a dem Heinften aller Werthe von Ma, + —— meh entfprechen, 





fo muß das Glied + (M — Uıkı z wegfallen, weil — entgegen⸗ 
13 a? 


Big. 641. gefegte Vorzeichen annimmt, je nachdem &: pofitio 
oder negativ vorausgefegt wird, und daher jedenfalls 
einen negativen Werth annehmen kann : 


Es folgt alfo: 
. (m — en 2 Null, d.i: 
=M, 


Mar} 
; 








Folglich: 
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Mk, _ 

Mm 

Wenn man aljo in diefem Abftande a den einen Körper gegen den 
anderen ftößt, jo nimmt diefer die größte mi an, und zwar: 


)m=(1 4 Ve) a + Ve) Zi 


in dem Falle, wenn der drehbare Prod — wird; und 


—DVVV— 


wenn der freie Körper einen Stoß erhält. 

Man nennt den in der Stoßlinie befindlichen Endpunkt Z des der größten 
Geſchwindigkeit entfprechenden Abftandes ober Hebelarmes a — k, - 

1 

zuweilen, jedoch unpaflend, Mittelpunkt des Stoßes, angemefiener vielleicht 
Stoßpuntt. 

Es ift derfelbe nicht mit dem oben ($. 338) gefundenen Mittelpunfte 
des Stoßes zu verwecjeln, defien Entfernung von der Umdrehungsare 
durch den Ausdrud 





da = 


9a 


Mh _K 


beftimmt ift, worin s den Abftand des Schwerpumftes der Mafje M, von 
der Umbdrehungsare bezeichnet. Wenn die Richtung NN des Zufammen- 
ftoßes der Maſſen M, und M, durch den Mittelpuntt des Stoßes geht, fo 
fällt die Reaction auf die Umdrehungsare der legteren Null aus. 

Damit z. DB. ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die 
Hand, welche ihn hält, oder auf die Hülfe, um welche er ſich dreht, nicht 
reagire, ift e8 nöthig, daß der Schlag durch den Mittelpunkt des Stoßes gebe. 

Wird der aufgehangene Körper KB im Stoßpunkte, alfo im Abſtande 


a—=k V# von der Are K, durch eine Maffe M, mit ber Kraft P 


2 
*) Die Differenzialreönung giebt für das Diinimum von Ma + —* ein⸗ 
fach die Gleichung: 


(Ma + =) on _ Make 
— Men 


37 M, — 0, woraus wie oben 


a= a = ky Vz» Tolgt. 
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geftoßen, jo ift die Reaction auf die Age: 
P=P+R=P-—xMs(\.$. 338). 


aM #Mık; 


DP= iſt, fo folgt die Winfelacceleration x — und 





Pa 
M;k} 
M,sa 
1A 


ner) er VE) m 


Beifpiele. 1) Bei einer prismatiſchen Gtange CA, Fig. 642, die ſich um 
einen ihrer Endpunfte dreht, ſieht der Mittelpuntt 


x Ms — P, fo daß nun die geſuchte Reaction: 











Fig. 642. des Stoßes um 
C0=a= BE =Yr=9% CA 
a von der Age ab. Wenn man alfo die Stange an 
ẽ —3 7 einem Ende feſthaͤlt, und mit dem in der Entfer⸗ 


nung CO = 2%, CA befindlichen Punkte auf ein 
Hindernig O aufſchlägt, jo wird man fein Prallen 
fühlen. Der Stokpuntt diefer Stange fteht dagegen um ‚Vo von C ab; ik 
3. 8. die Maffe des geftoßenen Körpers, M — M;, fo hat man dieſen Abftand 


Fa = PU r. Im diefem Wbflande muß alſe die Stange OA an dir 


ruhende Mafje 3%, anſchlagen, damit dieſe mit der größten Geſchwindigkeit fortgeht. 
2) Bei einem Parallelepipede BDE, Fig. 643, weiches ſich um eine zu vier 
Seiten defielben parallel gehende und um SA= # vom Schwerpunfte abftehende 
. Are XX dreht, ift der Abfland AO des Stoß— 

Fig. 643. mittelpunftes O von der re: 


- EEE 








8 
woddie Halbe DiagonaleC Der Seitenflächen bezeichnet, 
durch welche die Are XX hindurchgeht ($. 312). 
Ginge die Stoßfraft P dur ben Stoßpunft, fo 
hätte man: 


A, a; 
a=hYz=Vernaz 


und daher die Reaction auf die Are: 
sa s 1 /M; 
P=P(i — m) 


$. 368. Ballistisches Pendel. Eine Anwendung der im Borftehenden ent ⸗ 
widelten Yehren findet man in der Theorie desballiftifchen Pendels oder des 
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Pendel von Robins. Dafielbe befteht ineiner großen, um eine horizontale Are C 
drehbaren Maſſe M, Fig. 644, welche durch gegen fie abgejchoffene Gejchlig- 
Fig. 644. fugeln A in Schwingungen ver- 
jegt wird und dazu dient, bie 
Geſchwindigkeiten der erfteren zu 
ermitteln. Damit ein möglichft 
unelaftifcher Stoß eintrete, ift in 
ber vorderen Seite, wo die Kugel 
anfchlägt, eine Deffnung ange- 
bracht, die man von Zeit zu Zeit 
mit friſchem Hole oder Thon 
9F . u. |. w. ausfüllt. Es bleibt dann 
Du auch die Kugel nach dem jebes- 
maligen Schuffe in diefen Maſſen 
ſtecken und fchwingt mit dem ganzen 
u. 2 Körper gemeinfchaftlih. Zur Er 
Ni N mittelung der Gefchtwindigfeit der 
Ei EP Kugel ift es nöthig, den Elon⸗ 
gationswinfel diefes Pendels zu 
fennen; deshalb wird noch ein 
Gradbogen BD angebradht und 
ein Stift E unter dein Schwerpunfte des Pendels befeftigt, der an dem 
eriteren Hingleitet. 
Nac dem vorftehenden Paragraphen ift die Winkelgefchwindigfeit des 
balliſtiſchen Pendels nad) dem Anſtoße der Kugel: 
2 — My, % cı 
_Ma}+M,k%' 
wenn M, die Maffe der Kugel, M, k? das Trägheitsmoment des Pendels, 
cı die Gefchwindigfeit der Kugel und a, den Hebelarm C G des Stoßes 
oder den Abftand der Stoßlinie NN von der Drehungsare des Pendels be- 
zeichnet. Iſt die Entfernung CM des Schwingungspunftes M ber ganzen 
Maſſe ſammt Kugel vom Drehpunfte C, d. i. die Länge des einfachen Pen⸗ 
dels, welches mit dem balliftifchen gleiche Schwingungsdauer hat, S r, und 
der Elongationswintel ZCD= «, fo hat man die Steighöhe MH des 
tfochron jchwingenden Pendel: 


— 








ir 





— 
⸗ VCV —2 — VAT, Gt 
—* EEE 2% Zr TA 





wersy: OWL En Ka BAG ne: 
LH wer edie isn ad PHlet a 


2 
k= C0M—- CH=r-—rcoesa=r (1 — c008.0)=2r (sin. 5) 
und daher die Gefchwindigkeit im unterften Punkte feiner Bahn: 
v—=Y29h= 2 sin. «Vor, 


Weisbach's vehrbuch der Mechanik, I. 59 
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oder die entjprechende Winfelgejchwindigfeit: 


o— — 2sin VI. 
7 2 r 


Durch Gleichſetzen diefer beiden Werthe fiir die Winkelgeſchwindigkeit folgt: 


_,M% + Mk? , & V: 
mag, nz — 


Nun iſt aber der Theorie des einfachen Pendels zufolge: 
Trägheitsmoment Mia? M xF 
— ſtatiſches Moment (Mi + M)s' 
wenn s den Abftand CS des Schwerpunftes S von ber Drehare bezeichnet; 
es folgt daher: 
Mua?+ M xMGO. + M)sr und 


— s M 4M, .& 
\ mi. m "zZ Vor. 


Macht das Pendel in der Minute n Schwingungen, fo ift die Schwin⸗ 


gungedauer: 
60 n — 60” 9 
 VE=&., daher Vgr = 7 





und die gefuchte Kugelgejchwindigfeit: 


12095 M + M% . 8— s Mi + M & 
ci — — 7 sin. , = 375 — na =, sin. > 


Anftatt die Kugel M, gegen das Pendel abzujhiehen, kann man auch daS Ge—⸗ 
hi mit dem Pendel zuſammen aufhängen und den Ausſchlagswinkel « mefien, 
welchen da8 legtere nach dem Abfeuern durch die Reaction des Geſchützes erleidet. 
Iſt P die Erplofionstraft der Ladung, jo ift die Beichleunigung der Kugel 
pı = ir und Die bes Pendel 9, = Ta SErTS wenn M,k2 das Trägheitßs 
moment des Pendels ſammt Kanone, aber ohne Kugel bedeutet. Es verhalten 
ſich daher die Beſchleunigungen 9, :95 = Mykf:M,a2. Ba die Erplofiond- 
traft auf die Kugel genau fo lange einwirft, wie auf das Geihüg, jo müfjen 
aud die erlangten Endgeſchwindigkeiten c, und c, ſich wie die Beichleunigungen 
9, und 79 verhalten, und man hat daher: 





G,: co = — M;k2 : M. ad, alſo 6 = = c1 % 3. 
Für das Pendel iſt daher die Winkelgeſchwindigkeit nach dem Schuſſe: 
v=—&=c M, a 
— — 6c1 M x 


Da nun nad dem Vorſtehenden auch w — 2 8in. «Ve ift, jo folgt: 
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. @ 
ci = 28in. = 2 2/8 oder, da Hip, 
. a M,k£ 
c = ?2sın. 5 M, a, I = 25in. 3 2 Von. 


Beijpiel. Wenn ein balliftiiches Pendel von 2000 Kilogramm Gewicht durch 
eine eingejhofiene Kugel von 4 Kilogramm in Schwingungen verjegt wird, deren 
Elongation 150 mißt, wenn ferner der Abfland 8 des Schwerpunftes von der 
Are 2 Meter und der Abftand der Schußlinie von eben diefer Are 2,3 Meter 
beträgt, und wenn die Anzahl der Schwingungen in einer Minute zu à — 36 
ausfällt, jo war die Pe der Kugel im Augenblide des Anſtoßes: 

2004 


0m — 
= 37 53 53 — sin. 7930’ = 589,9 Meter. 


Wäre das Geſchütz mit dem Pendel verbunden, jo hätte man bei denjelben 
Werthen von M,, Mg, Aa, 8, @ und n zunädft r = = en, oder da £ 
60 10 ua, 
=5=7 Secunden, jo folgt hieraus: 


_1/sot? _ V?22,% _ 
= ma» = Yes 2,35 Meter. 


Hieraus ergiebt ſich die Geſchwindigkeit der Kugel: 


e = 2 sin. 70 30' un v9,81.2 = 59,9 Meter. 


Excentrischer Stoss. Unterfuchen wir endlich noch einen einfachen 8. 369. 
Tal des ercentrifhen Stoßes, wenn beide Maffen volllommen 
frei find. Wenn zwei Körper A und BE, Fig. 645, fo zufammenftoßen, 

Fig. 645. daß die Richtung NN des Stoßes durch den Schwer- 
punft S, des einen Körpers hindurch und vor dem 
„ Schwerpunkt 3 des anderen Körpers vorbeigeht, jo ift 
der Stoß in Hinſicht auf den erften Körper centrifch 
und in Hinficht auf den anderen ercentrifch. Die Wir: 
fungen diefes ercentrifchen Stoßes laſſen fid) aber nad) 
dem Lehrſatze in $. 304 finden, wenn man annimmt: 
erftens, der zweite Körper fei frei und die Stoßrid)- 
tung gehe durch den Schwerpumft S felbft, und zwei⸗ 
tens, diefer Körper werde im Schwerpuntte feitgehal- 
ten, umd die Stoßfraft wirke als eine Umdrehungskraft. Iſt num c, die 
anfängliche Gefchtwindigkeit von A, c die des Schwerpunftes von BE, und 
gehen beide Gefchwindigfeiten durch den Stoß in v, und v über, jo bleibt, 
wie in 8. 356, Miu, + Mv— Mıcı + Mc. Iſt ferner & die an⸗ 
fängliche Winkelgefchwindigkeit des Körper B.E bei feiner Umdrehung um 

die im Schwerpuntte fenkrecht zur Ebene NNS ftehende Are, geht dieſe 
52* 
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Geſchwindigkeit durch den Stoß in @ über, und bezeichnet man das Träg- 
heitömoment diefes Körpers in Hinficht auf S durd) MA?, fowie die Er- 
centrieität oder den Abftand SK des Schwerpunkte S von der Stoßrichtung 
durd) s, jo hat man aud) 


Mk? 
Mi vi + 7 


Sind beide Körper unelaſtiſch, ſo haben bie Berührungspunkte beider am 
Ende des Stoßes gleiche Geſchwindigkeit, es iſt alſo noch =, = v + sw. 
Beftimnt man aus den vorigen Gleichungen v und © durch r, und jegt 
man die erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, fo erhält man: 

v _ #ı a v,) +c+ Mı s? a vi) + ss, 
und hieraus beftimmt, ſich der Geſchwindigkeitsverluſt des erften Körpers: 
Mk(a — — se 

= mMtrMmMk+ me’ 
fowie der Gewinn an progreffiver Gefchwindigfeit des zweiten: 
M,K®(a —c— se) 
aM + Mk + Ms 
und der Gewinn an Winkfelgefchwindigteit defjelben : 

Ms(a —ce—se) 
M+mMe+ms 

Bein vollfommen elaftiichen Stoße find diefe Werthe doppelt und beim 
unvollkommen elaſtiſchen Stoße (1 + Vu) mal jo groß. 


Beiſpiel. Trifft eine eijerne Kugel A von 40 Kilogramm Gewicht das an—⸗ 
fänglid in Ruhe befindliche Parallelepiped BE, Fig. 645, aus Tannenholz mit 
10 Meter Geſchwindigkeit, ift die Länge diejes Körpers 2 Meter, die Breite 1 Meter 
und die Dide 0,6 Meter, und weicht die Stoßrichuung NN um SK=s 
— 0,5 Meter von dem Schwerpuntte S ab, jo ergeben fich folgende Geſchwindig⸗ 
teitöwerthe nach dem Stoße. Das ſpecifiſche Gewicht des Tannenholzes — 0,45 
angenommen, folgt das Gewicht des parallelepipedilchen Körpers = 20.10.6.0,45 
— 540 flilogramm. Das Quadrat der halben Diagonale B S der Seitenfläde 
BDE parallel zur Stoßrichtung ift: 


2\2 1\2 
G) +) = 1: 
daher folgt (nad) 8. 312): 
k?—= Y,.125 = 0,417, 








k? 
:380 —=M, cı ‚HH 88. 


s? 


Cı — 91 
V — ( ZZ 


0 — £E = 


ferner 
yMmr= 540.0,417 = 225 
und 
g(M, + M) 2 —= 530.0417 = 242, 
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daher ift die Geſchwindigkeit der Kugel nad) dem Stoße: 


DMk3c 225 
0, =C,— MFMÜLMS” 10(1— 212 3121 40.9, y, = 1,07 Meter, 
ferner die Geſchwindigkeit des Schwerpunltes des geftoßenen Körpers: 
M, k?c, _ 10.40.0,417 
v = Mm FANRFMET TMRTMET — 35— = 0,66 Meter, 
und endlich die Winkelgeſchwindigkeit deffelben: 
M, sc, 40.0,5.10 
— — —— — — — ⏑ ⏑. — 9 
MTMPIM#”T 555 — 0,794 Meter. 


Benutzung der Stosskraft. Während das Gewicht eines Körpers $. 370. 
eine nur von der Maſſe defjelben abhängige und mit derfelben gleichmäßig 
wachjende Kraft ift, hat man es dagegen bei den Stoße mit einer Kraft zu 
thun, welche nicht allein mit der Maffe, fondern aud) mit der Gefchwindigfeit 
und mit der Härte der zufammenftogenden Körper wächft (ſ. $. 360 und $. 362) 
und daher auch beliebig gefteigert werden fan. Deshalb ift aud) der Stoß 
ein vorzligliches Mittel zur Erzeugung größerer Kräfte mit Hülfe kleinerer 
Maffen oder Gewichte, von welchen 3. B. beim Zerfchlagen oder Zerpochen 
der Steine, beim Schneiden und Zuſammendrücken der Metalle, beim Ein- 
Ichlagen der Nägel, Einrammen der Pfähle u. f. w. vielfacher Gebrauch 
gemacht wird. Auf der anderen Seite wird aber durd den Stoß nicht 
allein mechaniſches Arbeitövermögen aufgezehrt, fondern auch ein ftärferes 
Abführen oder Abnugen dev Mafchinsmtheile herbeigeführt und überhaupt die 
Haltbarkeit und Dauerhaftigkeit der Mafchinen und Bauwerke beeinträchtigt, 
fo daß e8 daher nöthig wird, denfelben ftärfere Dimenfionen zu geben, als 
wenn fie Züge und Driüde, Gewichte u. |. w. ohne Stöße aufzunehmen hätten. 

In den Fällen der praktiichen Verwendung von Stoßwirfungen tft die 
geftoßene Maſſe M, in der Kegel in Ruhe, alfo cz — 0, und das Syſtem 
der ſtoßenden Maſſen hat die Iebendige Kraft Mı ch}, entjprechend einer 


2 
mechanischen Arbeit A — Gı * — Gh, wenn h die der Geſchwindigkeit 


2 
- c, entiprechende Geſchwindigkeitshöhe A — * bedeutet. Der bei unela⸗ 


ſtiſchen Körpern durch den Stoß erzeugte Verluſt an mechaniſcher Arbeit 
beträgt nad) 8. 359: 
4 — — a Gh 6 G, 
29 +6, + 0 


fo daß der Neft A” der in dem Syſteme nad dem Stoße verbleibenden 
mechanifchen Arbeit 


A — A— A—A 
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Der Betrag A’ wird auf Formveränderungen der ftoßenden Körper, Hin- 
gegen die mechaniſche Arbeit A” auf Bewegung vefp. Bemegungsänderung 
derfelben verwendet. Bei einer gewiflen Größe der vor dem Stoße vor⸗ 
handenen Arbeit A ift der Berluft A’ um fo Heiner, je Heiner [on a © 
d. i. je größer @, ift, wogegen ber Reſt an mechaniſcher Arbeit A” um fo 
Heiner wird, je größer G, oder die geftoßene Maffe ift. Im der Praris 
kommen eben fo Häufig folde Fälle vor, wo man von ber Arbeit A’ zur 
Tormänderung Gebrauch macht (um Pochen, Prägen, Schmieden ıc.), als 
andererfeits folche Gelegenheiten, wo durch den Stoß Körper bewegt werden 
follen (Rammen, Heben von Hämmern durch Daumen x). Man wird 
daher die Anordnung fo zu treffen haben, daß in dem erfteren Falle A’ und 
in dem legteren Falle A” möglichft groß werde. Handelt es fi z. B. um 
die Formänderung eines Eifenftabes unter einem Hammer, fo bringt der 
Stoßverluft A’ die nüglice Wirkung hervor, man wird daher durch eine 
hinreichende Größe von Gꝛ, d. h. durch ein großes Amboßgewicht die nicht 
beabjichtigte Wirkung von A” fo viel als möglich vermindern. Anders 
verhält es ſich hinſichtlich der Daumenwelle, welche den zum Schmieden 
benutzten Schwanzhammer betreibt. Die Daumen der Welle ſtoßen auf 
den Schwanz des Hammers, um letzteren emporzuſchnellen; es iſt alſo die 
Abfiht, von der Arbeit A” zur Bewegung des Hammers Nugen zu ziehen, 
und man wird daher ben nur auf ſchnelle Abnutzung der angreifenden Or- 
gane wirkenden Stoßverluft A’ durch ein großes Gewicht Eꝛ der Daumen- 
welle möglichft herabziehen. Aus diefem Grunde erflärt ſich der Gebrauch 
ſehr ſchwerer Daumenwellen, fowie der Vortheil von Schwungmaffen in 
folhen und ähnlichen Fällen. 

Um die fhädlichen Abnugungen der Mafdjinentheile und das Zerftört: 
werben berfelben in Folge von Stoßwirkungen nad) Möglichkeit herabzuziehen, 
hat man die ftoßenden Körper durch geeignete Mittel, etwa durch Einſchal⸗ 
tung von Federn, zu möglichft vollfonmen elaftifchen zu machen, um hierdurch 
den Betrag von A’ zu Null zu machen (Buffer bei Eifenbahnfahrzeugen). 

ig. 646. Schlägt ein fefter Körper AB, Fig. 646, 
auf eine unbegrenzte weiche Maſſe CDC 
auf, fo drüdt er diefelbe mit einer gewiſſen 
Kraft zufammen, deren mittlerer Werth P 
ſich mittel® der Tiefe KL — 5 ber Eindrin 
gung beftimmen läßt, wenn man die Arbeit Ps 
des Eindringens gleich dem Arbeitsvermögen 
der trägen Maſſe des Körpers fegt. Iſt A 
die Maſſe oder G = gM das Gewicht dieſes 
Körpers (AB) und v die Geſchwindigkeit, mit 





D 





8. 370.] Die Lehre vom Stoße. 823 


welder er auf CD C aufichlägt, fo beträgt das Arbeitsvermögen feiner 
trägen Maſſe 


v3 
1, MV? — —dG, 
29 


und es ift daher die gefuchte Kraft, mit welcher die weiche Maſſe zufam- 
mengedrlict wird: 
Mv? v2 
— 1 — — — 
h7 298 
Wenn man diefe Größe durch den Duerfchnitt F des Körpers bividirt, 
fo erhält man die Kraft, mit welcher jede Flächeneinheit der lockeren Maſſe 
zuſammengedrückt ift, und welche folglich auch eine folche Einheit, ohne nach— 
zugeben, tragen Tann: 


Der Sicherheit wegen belaftet mar jedoch eine ſolche Maſſe nur mit 
einem Kleinen, etwa dem zehnten Theile von p. 


3 
Führt man bie Höhe A ftatt 37 in die vorige Yormel ein, fo erhält man 


den Wibderftand der weichen Maſſe: . 
P= ns alfo fir die Flächeneinheit: p = = . 

Die Kraft oder der Widerftand >, welchen die lodere oder weiche Maſſe 
dem Eindringen eines ftarven Körpers AB entgegenfegt, ift in ber Regel 
nicht conftant, fondern wächft mit der Tiefe s des Eindringend. In vielen 
Fällen kann man annehmen, daß fie mit s gleichiftäßig wächſt, und zwar 
anfangs Null und am Ende des Eindringens doppelt jo groß ift als im 
Mittel. Da nun in ben gefundenen Formeln P den mittleren Kraftwerth 
angiebt, jo hat man folglich den Widerftand der weichen Maſſe ober die 
Tragkraft P} derſelben doppelt fo groß, als diefe Formeln angeben, d. i.: 

PR =2P= 
zu ſetzen. 


Beifpiel. Wenn eine Handramme AB, Fig. 646, deren Gewicht FT = 60 
Kilogramm ift, von einer Höhe A — 1 Meter auf eine Erdmaſſe herabfällt, und 
diefe beim legten Schlage no 5 Millimeter zufammıendrüdt, jo ift die Tragkraft 
diefer Maſſe auf eine dem Querſchnitt der Ramme gleihe Fläche: 

Gh 60.1 
== 006” 12000 Kilogramm. 

Wäre nun noch der Querjchnitt F’ der Ramme 0,12 Quadratmeter, jo würbe 
folglih das Tragvermögen der Erbmafle pr. Quadratmeter 
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P__ 12000 


P=5= WW” 100000 Rilogramm 


betragen, wofir jedoch der Sicherheit wegen ewa nur „P= 10000 Kilogramm 
anzunehmen iſt. 


$. 371. Einrammen der Pfähle. Durch Einrammen von Pfählen wie AB, 
Fig. 647, erhält der Erdboden CD C ober eine andere lodere Maſſe noch 

eine größere Tragfähigkeit als durch bloßes Zus 
fammenftampfen. Solche Pfähle find 3 bie 
10 Meter fang, 0,2 bis 0,5 Meter did, und 
exhalten einen zugefpigten eifernen Schuh B. Der 
Körper M, der fogenaunte Rammllog, Ramm⸗ 
bär oder Hoyer, weldien man 1 bis 10 Meter 
hoch herabfallen und auf den Kopf des Pfahles 
auffchlagen läßt, befteht in der Regel aus Guß ⸗ 
eifen, feltener aus Eichenholz und wiegt 5 bis 
20 Etr. 

Fällt der Rammbär von ber fenfrechten Höhe 
h herab, fo ift die Geſchwindigkeit, mit welcher er 
auf den Pfahl auffchlägt: 

e= V2gh, 
und ift fein Gewicht — @, fowie das des Pfahles 
= 6, fo hat man unter der Borausfegung, daß 
beide Körper unelaftiich find, die Geſchwindigkeit 
derfelben am Ende des Stoßes (f. $. 356): 
v= 4: _ 
ra 

daher bie entſprechende WW 


Big. 617. 





) 
0 ) )"* 

Sinkt nun der Pfahl bein Iegten Schlage um die Tiefe s ein, fo ift der 
Widerftand des Erdreiches und alfo aud) die Tragfähigkeit des Pfahles: 
ae 
s6C+@' 
oder vielmehr, da auch das Gewicht G + 6 des Pfahles fammt Nanım- 
bär dem Widerftande des Erdreiches entgegemiwirkt : 


vs 
?=,,0+ = 


Pe! 4 ++. 5 
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In den meiften Fällen ift @ + G, fo Hein gegen P, daß ber legte 
Theil der Formel unbeachtet bleiben kann. 
Iſt dag Gewicht G, des Pfahles viel Meiner als das Gewicht G des 
Rammbäres, fo kann man 
= Gras =c 
und einfac) 
P= . @ Teßen. 


Die vorftehende Theorie reicht in der praftifchen Anwendung nur dann 
aus, wenn der Widerftand P ein mäßiger und folglic, die Tiefe s des Ein: 
dringens nicht jehr Klein ift, jo daß die Zuſammendrückung des Pfahles u. f. w. 
außer Acht gelaffen werden fan. Iſt hingegen der Widerftand P jehr groß, 
und folglich die Tiefe s des Eindringens bei einem Schlage fehr Hein, fo 
läßt fich die Zufommendrädung A des Pfahles nicht mehr als Null anfehen 
und muß daher mit in Betracht gezogen werden. 

Der Pfahl fängt natürlich nicht eher an zu ſinken, als bis die Kraft di. 
Stoßes dem Wiberftande P des Exdreiches gleid geworden if. Sind num 


H— = ud H, = a Ei die Härten des Rammbäres und des Pfahles 


(im Sinne des $. 360), h beträgt bei der Stoßfraft P die Summe ber 
Zeſammendruaungen beider Ba zufammen: 


=: ==(4+ +z)P 


und es ift daher he auf 9 Zuſammiendrückungen verwendete mechaniſche 


Arbeit: 
1 ı\P: 
— ! —| — —)— - 
LX PA 6545) 


Wird num durch dieſen erſten Zuſammenſtoß die Geſchwindigkeit c des 
Rammbäres in die Geſchwindigkeit v umgeändert, fo verrichtet die Maſſe 


M= - defjelben die mechaniſche Arbeit: 


2 — y?2 
L=1,Mc — 1,Mv = (ct — v?) z = J 6; 
wir können folglich 


er 


jegen, und erhalten 


une, 
292g H'" M)?2G’ 





826 Fünfter Abjchnitt. Fünftes Capitel. [$. 371. 


folglich die Gefchwindigfeit des Rammbäres im Augenblide, wenn der Pfahl 
einzudringen anfängt: 


1 ıI\ P 
=) (rt H)E 


Es ift hiernach zu ermeſſen, daß diefes Eindringen des Pfahles (und 
ebenfo auc) eines Bolzens ober Nagels in eine Wand) nur dann vor fid) 
gehen kann, wenn 

c3 1 1\ P? 

e>(a+m)3 
ift, wenn aljo das Gewicht des Ramnıbäres und die Gefchwindigfeit deflelben 
dem Widerftande des Erdreiches angemeflene Größen haben. 

Während der Pfahl eindringt, nimmt die Stoßfraft und folglid) auch die 
Zufammendriidung des Pfahles u. ſ. w. fo lange zu, als die Gefchwindigfeit 
des Rammbäres noch größer ift als bie des Pfahles; nachdem aber beide 

ec gleiche Gefchwindigkeit v, erlangt haben, und die Stoßkraft ihr 
Marimun erreicht hat, fangen die Körper an, fid) allmälig wieder aus» 
zubehnen. Bei diefem Ausdehnen wird die Geſchwindigkeit des Pfahles 
fowohl wie de8 Rammbäres vernichtet, indem die in diefen Maſſen ent- 
haltene lebendige Kraft zur Ueberwindung des Widerftandes verwandt wird, 
welchen das Erdreich dem Eindringen des Pfahles entgegenfegt. Der Druck 
zwifchen Pfahl und Rammbär wird während der Wiederausdehnung ftetig 
Heiner, und in dem Augenblide, in welchem er bis auf den Werth P des 
Bodenwiberftandes herabgegangen ift, hört jedes weitere Eindringen des 
Pfahles auf, indem die übrige, durch das völlige Wiederausdehnen zur Aeu— 
Berung gelangende mechanische Arbeit nur noch ein Zurlichwerfen des Ramm⸗ 
bärs bewirken kann. Es ift folglid) in dem gedachten Augenblicde, wo der 
Drud des Rammbäres auf den Pfahl gerade wieder bi® zu dem Werthe P 
vermindert und der Pfahl zu Ruhe gekommen ift, das ganze mechanifche 


2 
Arbeitsvermögen 5 G des Rammbäres durch die Arbeit 


1 ı\ pP 

(+ 3#)3 

zum Zufammendrüden und durch die Arbeit 
Ps 


zum Eintreiben des Pfahles um die Tiefe s verbraudt. 
Es iſt alfo hiernach: | 
c? 1 1N P2 
„esh-lgtm)str 
und daher die der Eindringungstiefe s entiprechende Tragkraft: 
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P_ (HR, )( Anate-.) 





H+NH HH, 29 


Wäre die Zuſammendrückung (7 + =) = bebeutenb feiner als der 
1 
Weg s des Pfahles, ſo könnte man einfach 


c626 Gh 
P= 29 5 = oder ſchärfer 
P= — — ſetzen. 
H H\/ 2s 
Vergleicht man die Arbeit 
Gh 


Ps= ———— — — 

1 ı\ P 

I+(atm): 
des eindringenden Pfahles mit der Arbeit Ch, welche das Aufheben des 
Rammbäres erfordert, fo fieht man, daß ſich diefelbe der legteren um fo mehr 

» . 1 1N P . ' . 

nähert, je kleiner ( + =) 5 ausfällt, je größer alſo die Härten 
FE 


H= ) und HZ, = an des Rammbäres und bes Pfahles, d. i. je 
1 


größer die Querſchnitte F und Fe, ſowie die Elaſticitätsmodel Z und Pi 
und je Heiner die Längen Jund L, diefer Körper find. 

Die Wirkungen diefer beiden Körper durch ihre Gewichte kann man ganz 
außer Acht laffen, da die leßteren in der Regel gegen den Widerjtand P 
nur Hein find. Ebenſo läßt fich die Arbeitsleiftung beider Körper, welche 
diefelben in Folge ihrer, wenn aud) nur unvolllommenen Clafticität äußern, 
nachdem der Pfahl zur Nude gekommen ift, vernacdjläffigen, da der durch die 
weitere Ausdehnung dev Körper zurückgeworfene Rammbär beim Zurlidfallen 
und Wiederauffchlagen auf den Pfahl niht im Stande ift, P zu liber- 
winden und den Pfahl in Bewegung zu fegen. Der Sicherheit wegen 
belaftet man die eingerammten Pfähle nur mit !/o des gefundenen Wider- 
jtandes P, oder nad) Befinden noch ſchwächer. Nad) neuerlich angeftellten 
Verſuchen vom Herrn Major John Sanders um Fort Delaware (brief: 
liche Mittheilung) läßt fic der Widerftand annähernd einfad) 

h 


@ 
P= 35 fegen. 


Beifpiel. Ein Pfahl von 0,1 Quadratmeter Querſchnitt, 8 Meter Länge 
und 600 Kilogramm Gewicht ift- durch einen 2 Meter hoch herabfallenden Rammbär 
von 1000 Kilogramm Gewicht bei der legten Hige von 10 Schlägen nod 50 Milli: 





$. 372. 
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meter tiefer eingetrieben worden. Welche Größe hat der Widerſtand des Erd⸗ 
reiches? Sieht man von der unbedeutenden Zuſammendrückung des gußeiſernen 
Rammbäres ganz ab, und ſetzt man (nach 8. 218) den Elaſticitätsmodul des 
Holzes m —= 1100 kilogramm, ſo erhält man: 
8000 
2 (at) =04;p5 %, 3.100000. 1100 — „0000364. 

Da ferner @A = 1000 . 2000 = 2000000 Millimeterlilogramm und die Tiefe 
des Eindringens nad einem Schlage 3 — 5 Millimeter ift, jo erhält man zur 
Beſtimmung des Widerftandes P folgende Gleichung : 


r (F +) PPLP=Gh,2i.: 
0,0000 364 P2+5P = 2000000 oder P2 +- 137 363 P = 54915000000. 
Die Auflöfung derjelben ergiebt: 

P = — 68682 + V59662220000 = 175577 Kilogramm. 


Nah der Sanders'ſchen Formel ift: 
Gh 2 00000 


=, =777 > 133333 Kilogramnı, 
8 15 
wogegen die erft angegebene einfache Rechnung 
G?h G Gh__ 1000 2000 000 


zo — 2 \ 
pP Gros or m — — 2350000 Kilogramm 
liefern würde. 


Aus P= 175 577 7 Ritogranım ergiebt ſich: 
(7 H +7 H, #)> — = 1122110 Millimeterfilogramm, 


und daher die Höhe, von welcher der 1000 Kilogramm ſchwere Rammbär minde: 
ftens herabfallen muß, um den Pfahl bewegen zu können: 
h= (z + H = an — 1,122 Meter. 
Absolute Stossfestigkeit. Mit Hilfe der Arbeitsmodel der Ela— 
fticität und Feſtigkeit (ſ. F. 212) kann man nun auc) berechnen, unter 
Fig. 618, welchen Bedingungen ein ftangenförmiger Körper AB, ig. 648, 
durch einen in feiner Arenrichtung geführten Stoß bis zur 
Elofticitätögrenze ausgedehnt oder nach Befinden zerriffen wird. 
Sei @ das Gewicht des ftoßenden Körpers von der Maſſe M 
und c die durch das Herabfallen von der Höhe A erreichte Ge⸗ 
fchwindigfeit deflelben, und bezeichne G, das Gewicht einer an 
der Stange AB hängenden geftoßenen Maffe Mi. Wenn 
man die Maffe der Stange AB vorläufig vernachläffigt, fo 
berechnet fich die gemeinfame Geſchwindigkeit v, mit welcher 
beide Maſſen M und M, nad) dem Stoße ſich bewegen, zu: 
— Mc __Ge 
_ M+M G+i 
Bermöge diefer Gefchwindigkeit enthalten diefe Maſſen die 
febendige Kraft: 
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v2 1 Me 
MrmMgeyrm 
entfprechenb einer mechanifchen Arbeit: 
GG? 02 G?!h 


Diefe mechaniſche Arbeit wird zu einer Ausdehnung dev Stange AB 
verwendet, an welcher der gejtoßene Körper hängt. Bezeichnet F' den Duer- 
ſchnitt, die Yänge und A die heroorgerufene Ausdehnung der Stange, fowie 
E den Elaſticitätsmodul des Materiald, jo ift die zur Erzeugung der Ver⸗ 
fängerung A erforderliche Kraft P gegeben durch : 


P= Er 


und die zu diejer Aucdetnung erforderliche mechaniſche Arbeit nad) $. 212: 
_# 


Man hat daher, um * zu finden, biefe zur Ausdehnung erforderliche Arbeit 
gleich der vorhandenen L zu jegen und findet: 


12 G!h 
FT GG 


Soll der Stab durd) den Stoß nur bis zur Elafticitätögrenge ausgedehnt 


A 
werden, jo hat man — — 6 zu feßen und findet 


I 
G?h 4? 
— — 0? = 
Gra 57 EF = SE. Fl AV, 


wenn 9 das Bolumen FT de8 Stabes und A den Arbeitsmobdul 5 0? E 


der Clafticitätägrenze fin Zug bedeutet. Hieraus folgt die Fallhöhe des 
Gewichtes G, bei welcher eine Anftrengung des Materials bis zur Elaſtici⸗ 
tätögrenze eintritt, durch die Formel: 
G+ Gı 
@G? 
Soll der Stab bis zum Bruce ausgebehnt werden, fo Liefert diefe Formel 
die erforderliche Fallhöhe, ſobald man anftatt A den Arbeitsmodul B für 
das Zerreißen einführt. Man erkennt aus obiger Formel, daß bei einem 
beftimmten J und G@ die Fallhöhe AR des letteren um fo größer werden 
fann, je größer die geftoßene Maffe oder deren Gewicht G, if. Sebt man 
z.B. GC, einmal verfchwindend Hein gegen G (z. B. wenn der Stab AB 
nur mit einem vorftehenden Bunde zum Auffangen von G verjehen ift), ein 
andermal gleich G, fo muß im legteren Falle da8 Gewicht doppelt fo hoch 


h = „AV. 
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herabfallen wie im erfteren, wenn in der Stange in beiden Trällen gleiche 
Spannungen hervorgerufen werden follen. Aus diefem Grunde fol man 
Körpern, welche ſtarken Stößen ausgefegt find, möglichft große Maſſen 
geben. 

Die von den Maſſen M und M, ausgeübte Teiftung ift ftreng genommen 
etwas größer, als oben berechnet worden, weil diefe Maffen während des 
Stoßes noch um die Größe A finken, daher hat man genauer: 

G?h 
L 5 +(@ -4 69)2, 
und alſo für den Fall, daß durch den Stoß die Elaſticitätsgrenze erreicht 
wird: 
— 
45 —5 +(@ + 6) A. 

Wenn die Maffe M,; und das Gewicht G, der Stange AB nid fo 
Hein find, -um fie vernachläſſigen zu tönnen, fo hat man die Geſchwindigkeit v 
und die lebendige Kraft der Maſſen nach dem Stoße in folgender Art zu 
beſtimmen. Bezeichnet wieder v die Gefchwindigfeit, welche ben beiden 
Gewichten G und Gi nad) dem Stoße innewohnt, jo hat der Endpunkt B 
der Stange AB ebendiefelbe Geſchwindigkeit », während der Punkt A der 
Stange eine Geſchwindigkeit Null hat. Dem entfprechend hat jedes Mafjen- 
theilchen Om der Stange, weldjes um die Größe = ımterhalb A Tiegt, die 


Geſchwindigkeit Li Hiernach ergiebt ſich das Bewegungsmoment der 


Stange ($. 356): 
. 
/ Om « 


0 
und ihre halbe lebendige Kraft: 


ı 
1 v_\? 
JG) 
0 
Setzt man hierin Om — YFOz, jo folgt da8 Bewegungsmontent der 
Stange: 
I l . 
Y oe yF% — E. 
Jrrire=rr; z0r = „’=7’ 
0 


und die halbe lebendige Kraft derſelben: 
3 


i 
1 vN\? 1 „v? yFlv Mr 
_ — — * — 2 — — —— — — 
——— — —— 0x 32 3 5 
[) 0 
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Nah Einführung diefer Werthe folgt die Geſchwindigkeit v nach dem 
Stoße zu: 
Mc — Gc 
Mm 6 
M e+4+7 


und die in dem ganzen Syſteme nach dem Stoße enthaltene mechaniſche 
Arbeit: 


(++), =(et+H+F) | 


jo daß für die Ausdehnung 2 bi8 zur Elaſticitätsgrenze die Gleichung gilt: 


IL ar=(6+ G+- ; 6) (rare) h 


v — 


G4 6476. 


4 


l 
+ (6 ++ 5) 
Ein ähnlicher Fall der Stoßwirkung fommt dann vor, wenn eine bewegte 
Mafle M =/, Fig. 649, mittels einer Kette oder eines Seiles AB eine 


andere Maffe M = 2 in Bewegimg fest. Iſt e die Geſchwindigkeit von 


Big. 649. 





M in dem Augenblide, wenn das Seil gefpannt wird, und v die Geſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher beide Maſſen nad) dem Stoße zufammen fortgehen, fo 
hat man wieder: 

M Ge 
M+M G+a' 
dagegen aber die Arbeit, welche auf die Ausdehnung der Kette verwendet 
wird: 

L=1,Me — 1,(M+ Mt — (#— 


__MM «© _ GG 
-M+M2 +6 
Wenn daher die Kette u. |. w. bei dieſem Zufammenftogen nur bie zur 
Elaſticitätsgrenze ausgedehnt werden ſoll, jo läßt ſich 


v — 


M? c? 
M+M)?2 
h. 
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66 
+6 
ſetzen, wobei F den Querſchnitt und 7 die Yänge der Kette bezeichnet. 


AFI= h 


Beijpiele 1) Wenn bei einer Slettenbrüde zwei gegenüber befindliche Hänge: 
ftangen zujammen ein conftantes Gewicht von 2500 Kilogramm tragen und dur 
einen darüber wegfahrenden Wagen nod) mit 3000 Skilogramm belaftet werden, 
wenn ferner der Arbeitsmodul A der Blafticitätsgrenze des Schmiebeeijens 
0,0044 Millimeterlilogramm, die Länge einer Hängeftange 5 Meter und der 
Querſchnitt derjelben 0,001 Quadratmeter beträgt, jo hat man die gefährliche 
Fallhöhe: 

_6+6 __ 2500 + 3000 242 
ru a 


0,0044.5000..1000.2 = = 26,9 Rillim. 


Rollt bierna der Wagen über ein Hinderniß von 26,9 Millimeter Höhe weg, 
fo werben die Hängeftangen ſchon Gefahr laufen, über die Elafticitätsgrenze 
hinaus ausgedehnt zu werden. 

2) Wenn das gefüllte Fördergefäß oder die jogenannte Treibetonne in einem 
Schachte nicht allmälig aus der Ruhe in Bewegung gejett wird, jondern mittel? 
des vorher ſchlaff herabhängenden Seiles plöglich von dem umlaufenden Korbe in 
eine gewifje Geſchwindigkeit verjegt wird, jo dehnt ſich dadurch das Seil oft bis 
über die Clafticitätsgrenze aus, und e8 wirb daſſelbe zuweilen auch ganz zer: 
rifien. Iſt 3. B. die träge Maſſe der armirten Korbwelle, rebucirt auf den Um: 


fang derfelben, M = 28 SR ‚ das Gewicht der gefüllten Tonne G, = 


1000 Kilogramm, da8 Gewicht des Treibfeiles — 200 Kilogramm, daB Gewidt 
eines Cubikmillimeters Seil = 0,000008 Kilogramm, folglih das Bolumen 
diejes Seiles: 

G3 200 


V=Fl= „= = — — 25000000 &ubitmillimeter 





0,000. 008 


und der Arbeitgmodul für das Zerreißen des Seiles B — 0,25 Millimeter: 
filogramm, jo hat man die dem Zerreiken des Seiles entiprechende Geſchwindig⸗ 


keitshöhe: 
50000 4 1000 


und daher die Beidigtei des Seiles bei Beginn des Anſpannens: 


ar ns. 25.000000 


- e=V29k =V2.98 . 6,375 — 11,184 Meter. 


Relative Stossfestigkeit. ‘Die vorftehende Theorie findet auch ihre 
Anwendung, wenn ein an beiden Enden unterftügter prismatifcher 
Balfen BB, Fig. 650, in feiner Mitte C den Schlag eines von der Höße 
AC = h niederfallenden Körpers A aufnehmen muß. Iſt @ das Gewicht 
der ftoßenden Maſſe M und Gi das Gewicht des Balkens, deffen Mafje Mi 
ift, fowie ce — V 2gh die Gefchwindigfeit, mit welcher die Maſſe M auf 
den Balten BB aufſchlägt, jo läßt fi) die Rechnung folgendermaßen führen: 
In Folge des Stoßes biegt fid) der Ballen BB, Fig. 651, nad) unten 


— — 
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durd) und zwar beträgt die Durchbiegung in der Mitte bei einer Kraft P 
dafelbit, und wenn die ganze Yänge mit 2 bezeichnet wird, nad} $$. 235 und 241: 
P 


Pils 


0D=s=;5(5)= 48 WE 
Tig. 6560. 


#7 Fig. 651. 





In einem beliebigen anderen Punkte N im Abftande x von der Mitte C 
beträgt die Durchbiegung (vergl. $. 235): 

— P33 yP(fl, = 

Nomen ya 6 3 

PI3 6x2? 23 

S3ml- mtr) 

Da nun die Durchbiegung z in N in derfelben Zeit herbeigeführt wird, 

in welcher die Durchbiegung s in der Mitte entfteht, fo muß man annehmen, 


dag das Verhältniß der Durchbiegungen — auch gleich dem Verhältniſſe der 


Geſchwindigkeiten ift, mit welchen die Punkte D und O ſich nad) dein Stoße 
bewegen. Wenn man daher mit » die Geſchwindigkeit in der Mitte und 
mit 9, diejenige im Abftande z bezeichnet, jo hat man zur Beftimmung von 
tz die Gleichung: 

0) 8 1 62? x 

Fol wa = oder w=r(1- 7 +45) 

Ip tr‘ 
Um nun die Gefchwindigfeit v nach dem Stoße zu finden, ift zunächſt 

das Bewegungsmoment des Balkens zu ermitteln. Iſt wieder 9m = yFdz 
ein Element des Balfens, fo hat man das Bewegungsmomeni einer Balken⸗ 


hälfte gleich 
2 3 
0m.t, —yFr —* (1-7 on +77) 


6 I\3 4 ING 

I @) (5) 5 5 
—=yFv 1 Ey + 17 =n rFlo= -; Mev 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 68 


[= 
— « n 
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und das Bewegungsmoment beider Hälften zuſammen gleich) Mm, v. Es er: 
giebt fich daher die Gefchwindigkeit v in der Mitte nad) 8. 356 durch: 
Mc= (m + 2 m.) v, woraus 
v—= — _- —— folgt. 
M + 5 M 6G+ 5 Gı 
Die lebendige Kraft eines Baltenelementes Om, deſſen Geſchwindigkeit r, 
ift, beftimmt fich nunmehr zu 
Omv.?—=yFox.v: ( — 





any 
12 13 
folglich ift diejenige in beiden Baltenhälften gefunden durd): 


3 3 
2 | Om. tz: — 2 yFv? fe - = +) dr. 


Der Bet bes Integrale iſt 


7 

12 x? 36 4 8235 4885 162°\ _ 
A et 7 or 7): 
0 


wo 











1 48 16 17 
—3— a gr Suter mn! 
Dies enge, liefert die lebendige “et des Balkens gleich: 
17 
ı — l— 2 
2 vFvi. 70 l= 2 mo. 


Da die ftoßende Maſſe M die lebendige Kraft Mv? enthält, jo beträgt 
die in dem ganzen Syſteme nad) dem Stoße vorhandene lebendige Krajt 


17 2_ 17 Mc 2 
ta) tm) ar) 
oder die darin enthaltene mechanische Arbeit: 
17 v? 17 2 
i=-(e +, an). =(e+3 a) (Gr) * 
+ 1 + — 1 G +5 8 G, 
Bei einer Durchbiegung De Balkens BB von der Länge 2 durch die 


Pl3 
Kraft P um die Größe s — WE ift eine Arbeit zu verrichten von 
der Größe: 
1, pP .8 = 1), pP: 
welche Arbeit glei, Z zu fegen ift. 


13 
48 WE’ 
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Wenn man die Bedingung ftellt, daß der Balken durch den Stoß bis zur 
Elafticitätögrenze angeftrengt werden ſoll, jo ergiebt fich P aus der Gleichung 
(j. $. 241): 

P=AT # , 
le 
worin T den Tragmodul bezeichnet. 

Sept man diefen Werth ein, fo folgt die zur Durchbiegung des Balkens 
bis zur Elafticitätögrenze erforderliche mechanische Arbeit zu 

13 w’ 2 T WI wi 
— | — 
— WE "Era Age 





unter A ben Arbeitömodul der Einfticitätögrenze > r 7 verſtanden. Dian hat 
daher die Gleichung: 


na lt) 


woraus bie Höhe A ſich beftimmt, von welcher das Gewicht 6 herabfallen 
muß, um den Ballen bis zur Elaſticitätsgrenze anzuftrengen. Insbeſondere 
ift für einen prismatifchen Balken von der Breite db, und Höhe Ah, bes 
Duerfchnittes : 

M bh h?l — bl V 


= z75 — — CEO — 


wenn V das Sen des A bedeutet, or bat man: 


Tl t3 4) (erG)* 
Fur einen finden —* vom Halbmeſſer r hat man: 


wi _ ar'l arıı __ V 
3 34n ®» m 


a -(Ht3 a) (ar) * 


Soll der Balten durch den Sp bi8 zum Bruche beanfprudit, die Span- 
nung aljo bis zur Feſtigkeit X gefteigert werden, fo hat man in obigen 





und daher: 


Formeln B = 2 7, Matt A einzuführen, ebenfo wie diefe Formeln gültig 

bleiben für agen? eine Spannung % der äußerften Faſern, ſobald man darin 
2 

für A den betreffenden Arbeitsmodul diefer Spannung * einführt. 


53* 
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In obigen Entwidelungen ift die Arbeit vernachläffigt worden, welche die 
Gewichte GE und G, noch vermöge der Durchbiegung verrichten, iſt dieſe 
Arbeit, wie z. B. bei Brliden, wo G, bedeutend ift, nicht zu vernadjläffigen, 
fo hat man dem Ausdrude für Z noch den Werth 


Ps u 1? 
5/ = 5/ 48 WE 
AT TewWE 


=(G+?° is Gı) — 


hinzuzufügen, fo daß die allgemeine Gleichung übergeht in: 
12 WI kl? 9 
nt) re 


Beifpiel. Wie hoch muß ein eiſernes Gewicht G@ = 100 Kilogramm herab: 
fallen, um eine an beiden Enden aufliegende Gußeifenplatie von 1 Meter Länge, 
0,3 Meter Breite und 0,08 Meter Stärke zu zerfchlagen. 

Das Bolumen V der Gußeiſenplatte beträgt: 

V = 100 . 300.80 = 24000000 Eubifmillimeter 
und daher ihr Gewicht bei dem ſpecifiſchen Gewichte 7,5 des Gußeiſens: 
G, = 180 $lilogramm. 


Der Arbeitsmodul des Zerreikens für Gußeiſen beträgt nad $. 218: 


5 SE 


daher hat man für die fraglidde Höhe: 


BV __ 0,0084 . 24000000 _ 17 100 
7 = (10 410) (Ten) * 
oder: 2240 = 1874 .0221h,; h—= 540 Millimeter. 


Torsionsfestigkeit gegen Stoss. Es laſſen fid) aud) die Wir- 
tungen des Stoßes auf die Zorfion der Wellen unterfuchen. Nach 88. 269 
und 271 ift die mechanische Arbeit, weldye die Berdrehung einer Welle um 
den Winkel & erfordert: 


*) In der vorftehenden Unterfugung ift die Spannung vernadjläffigt, welcher 
der Balken jchon vor dem Stoße durch jeine Eigenlaft ausgejegt if. Beträgt 
diefe Spannung in der Mitte %, und darf aljo eine Steigerung derfelben nur 
um k.— k, = k, eintreten, wenn % die höchftens zuläffige Spannung bedeutet, 
jo muß man auf der linfen Seite obiger Gleihung anftatt 2? den Werth 
(k, + ko)? — kt 2k,k, + K2 einführen. Dies ift bei Brüden von befon- 
derer Wichtigkeit, bei welchen das bedeutende Eigengewicht von vornherein jchon 
eine beträchtliche Faſerſpannung &, hervorruft. 
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worin S die größte Faferfpannung und e den größten Abftand der Fafern 
von der Drehare, J die Länge der Welle und W ihr Drehungsmonent bes 
deutet. Insbeſondere ift für eine cylindrifche Welle: 


20 Ds 202 
( 


und fir eine Welle mit quadratifchem Duerfchnitte von der Seitenlänge b: 


_ 2, _PRrV 
— õ T 3553 
6.7 


Wird die Welle bis zur Klafticitätsgrenze oder bis zum Bruche an⸗ 
2 
gejtrengt, fo hat man fit 27; 8 F reſp. den Arbeitsmodul der Elaſticitätsgrenze 


A oder den des abunigen zu ſetzen. 
Stößt nun eine umlaufende Radwelle, deren auf den Angriffspunkt des 


Stoßes reducirte Malle M = - ift, gegen die ruhende Maſſe M, = = 


mit der Geſchwindigkeit c, fo gehen beide nachdem Stoße mitder Geſchwindigkeit 
C Ge 
_M+M + 
fort ($. 358), und es geht hierbei die mechanifche Arbeit 
L= @ Gi ce 
G +4: 29 
verloren ($. 359). Diefe mechanische Arbeit Z wird auf die Zorfion ber 
Welle und auf die Biegung der Radarme verwendet, deshalb ift die Summe 
der hierzu erforderlichen Arbeiten gleidy den Stoßverlufte zu ſeben, was zu 
der Gleichung führt: 
— GG de _ 5? wi Ss Wılı 
Gras sa 
. Hierin bedeutet S, die größte Biegungsfpannung in den Armen, W, das 
Maß des Biegungsmomentes ſämmtlicher Arme, I, die Länge eines Armes 
und e; dem größten Yaferabftand eines folchen von feiner neutralen Are 
($. 224). Fur die im Duerjchnitte vechtedigen Arme ift 





M Wılı — bi h? li bi — I, V 
— — 753 * — oo, 
3 4) ’ ’ 


wenn A, bie Höhe des Armquerfchnittes in ber Radebene gemeſſen, b, die 
Geſammtbreite arial gemeflen und Y, das Volumen aller Arme bedeutet. 
Hiernad) folgt bei Annahme vierkantiger Radarme für eine cylindrijche Welle: 
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G G, c3 _ Ss? V 8? V, 

G+ 239 202 °'2E9 
und für eine Welle mit quadratiichem Querſchnitte: 

64 @_ BI, 

G+ 4,29 203 2E 9 
Die Bolumina 9 und Vı ftehen in einem gewiffen Zufanımenhange mit 
einander, welcher dadurch ausgedrlidt wird, daß das Biegungsmomtent der 
Arme gleich) dem Torſionsmomente der Welle if. Hiernach hat man: 


Hm, 
e 
woraus j 
ad _ bh; EB _ bh 


3 
Sest man für V die Werthe . refp. 623 und für 9, denjenigen 


b, hılı ein, jo erhält man ſchließlich: 
Gh @ _ Mandl, Ki bh 
G+M29 208 "2E 9 
für eine cylindrifche Welle und 
GH e@ _ Mb, KR bl, 
G +20 203 '2E 9 
für eine Welle mit quadratiſchem Querſchnitte. 
Aus den vier legten Gleichungen laſſen fi), wenn noch das Verhältniß 


der Armdimenfion von gegeben ift, die Stärke d ober b der Welle, fowie 
1 


diejenige A, der Arme beſtimmen. Hierbei find die höchſtens zuläffigen 
Spannungen k und k, aus 88. 271 und 218 zu entnehmen. 


Beifpiel. Die auf den Angriffspuntt des Daumens rebucirte Maſſe eines 
Hammerrades iſt M = 1 und die auf denſelben Punkt reducirte Mafle 


des Damme M, = — Die Länge der Welle zwiſchen dem BDaumen: 
franze und dem Wade beträgt = 5 Meter und die von jedem der 16 Radarme 
, = 3 Meter. Wenn der Hammer bei jedem Anhube von den Daumen mit 
0,6 Meter Geſchwindigkeit ergriffen wird, welche Stärken find der hölzernen Welle 
und den hölzernen Armen zu geben für den Fall, dak in der Welle die höchſte 
Schubipannung & = 0,1 Kilogramm und die größte Biegungsipannung der 
Arme k, = 1 Kilogramm betragen fol? 
Man hat zunädjft: 





nd? bh? 
Te Br 
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oder, wenn db, = 16vh, = 16. %,h, = 12h, gelegt wird: 
a d® 12h? 








— — —— 8 
Hieraus folgt: 
/ 16.2 
i=h V 1.51 66 


Man erhält nunmehr dur Einjegen obiger Werthe in die für die cylindrifche 
Melle entwidelte Formel: 
100000.12000 6002 _ 0,12 3,14 d2 5000 2 12%, h, 3000 
112 000 2.9810 2.400 8 +3-7100 9. 
oder: 
196592 — 0,025 d2 + 1,8185 2 — 0,025. 4,66? h2 + 1,818h2 — 2,361 hi. 


Hieraus folgt 





/196 592 m: 
h,, = Ver 2301 — 288,6 Millimeter, 


daher die Breite jedes Armes %, h, = 0,216 Meter und die Wellenflärke 
d = 466h, = 1,345 Meter. 


Ueber Stossfestigkeit im Allgemeinen. Bei ſolchen Conftruc- $. 375. 
tionen, welche Stößen auögefegt find, genügt e8 nicht, die Dimenfionen der 
einzelnen Organe den im vierten Abjchnitte entwidelten Bedingungen gemäß 
hinreichend ftarf zu machen, fonbern es ift dafür noch die Unterſuchung von 
befonderer Wichtigkeit, ob die einzelnen Theile auch im Stande find, der 
dynamifchen Anfpruchsweife entjprechend, genügende mechaniſche Arbeit zu 
entwideln. Wie aus den vorftehenden Ermittelungen (3$. 372 bis 374) 
ſich ergiebt, ift die von einem Conftructionstheile geleiftete Arbeit außer von 
dem Materiale wejentlich von feinen Volumen abhängig. Während bei ber 
ftatifchen Inanſpruchnahme durch ruhende Kräfte die Widerftandsfähigkeit 
eined Körpers abhängig ift von der höchſtens zuläfjigen Spannung x des 
Materials und von den Querſchnittsverhauniſſen aſt die Feſtigkeit gegen 


Stoßwirkungen eine Function der Gröpe = reſp. 5 K und des Volumens. Es 


werden daher beim Gonftruiren ſinſchuce der Auswahl des Materials und 
der Formbeſtimmung verſchiedene Regeln gelten, je nachdem ein Conſtruc⸗ 
tionstheil gegen ruhende Kräfte oder gegen Stöße wiberftehen fol. Während 
bei ſtatiſcher Inanſpruchnahme dasjenige Material ein vorzligliches genannt 
werben muß, für mweldyes die zuläffige Spannung % einen möglichit Hohen 
Werth annimmt (Öußeifen für Drud, Schmiedeeifen und Stahl für Zug 
und Drud), wird man bei dynamifchen Anftrengungen folhen Materialien 
den Vorzug einräumen, bei welchen der ArbeitSmodul der zuläffigen 


2 
Spannung 2 = reſp. groß iſt, d. h. bei welchen % möglichft groß 
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im Berhältniß zu Z oder C ausfällt. Da die höchſtens zuläffige Spannımg 
k in der Regel ein aliquoter Theil von der der Clafticitätögrenze ent- 
ſprechenden Spannung T zu fein pflegt, jo fann man auch die Bedingung 
binftellen, daß das Material einen möglidhft großen Arbeitsmodul der 
Elaſticitätsgrenze, d. 5. bei einem möglichft großen Werthe von 7 and 
eine bedeutende Ausdehnung bis zur Klafticitätsgrenze haben müſſe. In 
dieſer Beziehung eignen fid) namentlich gewiſſe Stahlforten (nicht alle, da 
manche Stahlforten ſehr fpröde find) und Schmiebeeifen, beſonders recht 
zähes, zu Draht gezogenes oder Blech gewalztes. Nimmt man außerdem 
auf bie Preiſe Rüdficht, fo nimmt das Holz in diefer Hinficht eine hervors 
ragenbe Stellung fogar vor dem Öußftahle ein. Der Arbeitsmodul des Holzes iſt 
nad) $. 218 gleid) 0,0015, der bes Gußſtahls 0,072. Nimmt man num den 
Preis einer Bolumeneinheit des Gufftahls auch nur 70mal fo groß an, ale 
den einer Bolumeneinheit Holz, jo wiirde, auf gleichen Koftenaufwand be: 
sogen, das Holz zum Stahle ſich hinſichtlich feiner Arbeitsleiftung wie 
70 . 0,0015 zu 0,072 ober wie 105 zu 72 verhalten. Wenn aud, dies 
Verhältniß wegen der fchwierigeren, bedeutende Verſchwächungen herbeiführenden 
Verbindungen des Holzes, wegen deſſen VBergänglichkeit 2c. nicht fo guünſtig 
ift, fo rechtfertigt fich dod) die häufige Verwendung des Holzes für folche 
Conftructionen, welche den auf fie einwirkenden Stößen wiberftehen follen, 
ebenfo wie für vorübergehende Ausführungen. 


Was die Forın der Körper anbetrifft, fo ift bei der abfoluten Stoß: 
feftigfeit der Arbeitswiderftand lediglich von dem Volumen abhängig ($.372). 
Auf die Form des Duerfchnittes der gezogenen Stangen kommt es dabei, 
ebenjo wie bei der ftatifchen Inanfpruchnahme, gar nicht an, vorausgefegt, 
daß ber Querſchnitt auf der ganzen Yänge gleiche Größe behält. Mit der 
Fänge wächft aljo der lebendige Widerftand im directen Verhältnifie, was 
bei der Anftrengung durch ruhende Kräfte keineswegs der Fall ift. 


Wenn der Querfchnitt der betreffenden Stange nicht in allen Punkten 
der Länge diefelbe Größe hat, vielmehr an einer Stelle geringer ift, jo kann 
der Arbeitswiderftand der Stange wefentlich fid) vermindern, und zwar in 
viel ftärkerem Verhältniffe, als unter den gleichen Umftänden der Widerftand 
gegen eine ruhende Belaftung ſich vermindert, wie die folgende Betrachtung 
zeigt. 

Get AABB, $ig.652, eine bei AA befeftigte Stange vom Querſchnitte 
F und der Länge 7, welche einer Stoßwirkung etiva dadurd) ausgefegt ift, 
dag ein Gewicht G beim Herunterfallen von der Höhe h auf einen vor- 
ftehenden Bund EE der Stange fchlägt. Letztere kann dann eine mechaniſche 
Arbeit aushalten: 


L=-G6h=AF=AV, 


8. 735.] Die Lehre vom Stofe. 841 


ehe die Faſern bis zur Elafticitätsgrenze angeftvengt werden. Denkt man 
fi) nun den Duerfchnitt der Stange an irgend einer Stelle CC, etwa 
vs 659, durch Eindrehen, auf den Querfchnitt DD = uF verſchwächt, 
jo wird, wenn in diefem Querſchnitte die der Elafticitätögrenge 
* Wr entiprechende Spannung 7 vorhanden ift, in allen übrigen 
| nicht gefchtwächten Stellen die Spannung k —= #T ftattfinden. 
Die von der Stange geleiftete. Arbeit beträgt daher, wenn der 
Einschnitt ſehr ſchmal ift: 

1 k? „u 

u= —3 7 E 
Würde man die Stanz überall auf die Stärfe DD .ab- 
drehen, fo würde an allen Stellen die Spannung T' vorhanden 
fein, der Atheinewiderſiand beſtimmt ſich daher für dieſen Fall zu 








V⸗. VML. 


a 5 h=57. uFI=A.uV=uLl. 
Wäre z. B. u = ?/,, fo hätte man 
L =!yL 


für die eingefchnittene Stange und 
L=4,L—=1uLl 
für die durchweg abgedrehte Stange. 

Es ergiebt fich hieraus das eigenthitmliche Reſultat, daß der lebendige 
Widerftand einer Stange durch theilweife Berftärfung derjelben 
verkleinert werden fan. Gleiches gilt auch fir die relative Inan— 
ſpruchnahme durch Stoßwirkungen. 

Wird ein prismatifcher Körper durch eine Stoßkraft auf Zerbrechen bis 
zur Elaſticitätsgrenze beansprucht, fo ift (ſ. $. 373) die Arbeitsleiftung bej- 
felben 


wi 
L=A 3 
Für einen rechtecigen Querſchnitt geht dieſer Werth über in 
bhl v 
T=4y=4g 


Man fieht Hieraus, daß der lebendige Widerftand eines rectangulären 
Prismas derfelbe bleibt, ob man die größere ober die Kleinere Querſchnitts⸗ 
feite in die Richtung der Stoßkraft legt. ine Blechplatte alſo leiſtet gleich 
viel Urbeitswiderftand, ob fie flach oder hochfantig geftellt wird, was bei der 
ſtatiſchen Anftvengung nicht der Fall ift. Auch folgt aus dem Vorhergehenden 
die intereffante Beziehung, daß ein Träger, welcher einen beftimmten lebendigen 
Widerftand gegen Stöße äußern fol, um fo kleine re Querſchnittsdimenſionen 
haben darf, je größer feine Länge ift, während bei der ftatifchen Bean⸗ 


MM 
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ſpruchung durch ruhende Kräfte eine beſtimmte Widerſtandsfähigkeit bei ver⸗ 
größerter Trägerlänge nur durch entſprechende Vergrößerung der Quer— 
dimenſionen erlangt werden kann. 

Legt man indeß einen Balken von quadratiſchem Querſchnitte mit der 
Seite b fo auf, daß die Diagonale in die Richtung der Stoßkraft fällt, fo 
ift, da e? — '/,b2 ift, 


alfo nur halb fo groß, wie bei der geraden Auflagerung. Bet der Biegung 
durch ruhende Kräfte verhalten ſich die diefen verfchiedenen Stellungen ent: 
ſprechenden Widerftände nad) 8. 230 wie V2 : 1 ober wie 1414 : 1. 
Hat der Balken einen kreisförmigen Duerjchnitt, fo ift 
wI dl al V 
Ley, AT Ans in 
64.3 (5) 
26 
und ebenſo erhält man für einen elliptiſchen Querſchnitt mit den Halbaren 
a und b: 
wı z a3bl zabl v 

LA 473 54 — An 

Man erkennt hieraus, daß ein cylindriſcher Balken denſelben lebendigen 
Widerftand gegen Brechen zu leiften vermag, wie ein Ballen mit elliptiichem 
Duerfchnitte, fobald das Volumen in beiden Fällen gleiche Größe hat, und 
daß der dynamifche Widerftand eines Balkens mit elliptifhem Querſchnitte 
denfelben Werth hat, mag ınan die Feine oder große Are des Querſchnittes 
in die Richtung der Stoßfraft legen. 

Auch die relative Stoßfeftigkeit eines Balkens kann durd) Verſchwächung 
deflelben an einer Etelle jehr bedeutend vermindert werden, und zwar in 
viel ftärferem Berhältnifle, als dies hinſichtlich der ftatifchen Feſtigkeit der 
Tall ift. Bezeichnet man mit d den Durchmeſſer und mit 7 bie Yänge eines 
auf zwei Stügen ruhenden Balfens, fo kann bderfelbe nad) $. 373 bie 
mechanifche Arbeit 

172 v 
=, 55 ‘0 
aufnehmen, ehe die Faſern bis zur Klafticitätögrenze angeftrengt werden. 
Dean denfe jest in der Mitte des Balkens durch einen concentriſch den 
Balken umgebenden feinen Cägenjchuitt den Durchmeſſer d bis auf d, = ad 
verſchwächt. Wenn durch irgend eine Cinwirfung die Faſern an diefer 
ſchwachen Stelle bis zu T angelpannt werden, fo ift die Yaferfpannung in 
dem ungeſchwächten Theile dicht neben dem Kinfchnitte nur: 


8. 375.] Die Lehre vom Stoße. 843 
a? 
k=T 3 = = wT. 
Die dynamische Widerftandsfähigkeit des Balkens beträgt daher nur noch: 
— IWMVY_.DV_ 647 
bessnı a nen "Az 


Wollte man auch hier den Balken fo weit abdrehen, daß der Einfchnitt 
verſchwände, alſo der Durchmeſſer an allen Stellen nur di = ud wäre, fo 
würde das Volumen V, — u? * !—= u?V fein, und man hätte bei 
einer Anſtrengung der Faſern sie zur Elafticitätsgrenze (7) die Wider⸗ 
ftandefähigkeit gegen Stöße: 


Würde man z. B. dı — °/,;d machen, fo würde, wenn der ungeſchwächte 
Balken die Yeiftung Z ausüben kann, diejenige des eingejchnittenen en 
nur (2/4) L — 0,178 L betragen, wogegen diejenige des liberal auf ?/, 
verfchwächten Balkens L, — (2/4)? L = 0,5625 L ift. 

Man erkennt hieraus, in welchem erheblihen Maße die dynamif he 
Widerfiandsfähigkeit eines Balkens durch ſcheinbare Ber- 
ftärfungen vermindert werden kann, und es gilt daher als eine 
berechtigte Conftructionsregel, bei folden Organen, welde Stößen 
ausgefegt find, alle plöglihen Sprünge in den Querjdnitts- 
abmefjungen möglichft zu vermeiden. 

In der Technik macht man von dem obigen Verhalten einen allgemeinen 
Gebrauch zum Durchhauen dider Eifenftangen, Röhren zc., die, wenn fie 
an einer Stelle duch Meikelhiebe nur wenig eingeferbt werden, an diejer 
Stelle leicht durch einen darauf geführten vammerſchlag zerbrochen werden 
können. 

Anmerkung. Der Sioßfeſtigkeit iſt erſt in neuerer Zeit mehr Aufmerkſamkeit 
geſchenkt worden. Wir finden über ſie nur Einiges mitgetheilt in Tredgold's 
Werk über die Stärke des Gußeiſens u. ſ. w. (Strength of cast iron), in Pon⸗ 
celet's Introduction à la mécanique industrielle und in Rühlmann's 
Grundzüge der Mechanik und Geoſtatik. Letzteres Werk bezieht ſich vorzüglich 
auf die Verſuche Hodgkinſon's über die Feſtigkeit prismatiſcher Körper gegen 
den Stoß, worüber ein bejonderer Artilel in dem erſten Bande der Zeitjchrift 
für das gefammte Ingenieurweſen (dem „Ingenieur“) von Bornemann u. |. w. 

andelt. 
’ Die Berfuhe Hodgkinſon's flimmen im Wefentliden mit der vorftehenden 
Theorie über die Stoßfeftigfeit überein; fie erftreden fi) vorzüglich auf die rela- 
tive Feſtigkeit, und find in der Art ausgeführt worden, daß pendelartig auf: 
gebangene Gewichte horizontal gegen verticale, an den Enden unterftügte Stäbe 
Ihlngen. Hierbei hing die Leiftung Z gar nicht von der materiellen Beſchaffen⸗ 
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heit des ftoßenden Körpers ab. Gleich ſchwere Körper aus verfchiedenen Stoffen 
(Gußeiſen, Gußftahl, Slodenmetall, Blei) brachten bei gleiher Fallhöhe an einem 
und demſelben Stabe (aus Gußeifen oder Gußftahl) gleihe Durdbiegungen 
hervor ; aud) waren dieſe faſt genau diejelben, welche die Theorie unter der Bor: 
außfegung findet, daß der Stab vollfländig elaftiich ift. 


Shlußanmertung Zum Studium der Mechanik ftarrer Körper if außer 
den älteren Werfen von Euler, Poiſſon, Boinfot, Boncelet, Navier und 
Coriolis, jowie von Whewell, Mofely, Eytelmwein und Gerftner zu 
empfeblen: 

Duhanıel, Lehrbud der analytiihen Mechanik, in deutjcher Ueberjegung von 
Wagner, Braunſchweig 1858; fowie von Egger: und Shlömild, Leipzig 
1853. Sohnte, analytiihe Theorie der Statit und Dynamit, Halle 1854; 
Broch's Lehrbuch der Mechanik, Berlin 1854; Morin, Lecons de Mecanique 
pratique, Paris 1855 etc. ®Delaunay, Traite de Mecanique rationelle, 
Paris 1856; Ranfine, a Manual of applied Mechanics, second edition, 
London 1861, ein wertbvolles, in England viel zu wenig gejchägtes Wert. 
Eine neue Monographie Über den Stoß von Poinſot ift im 3. Jahrgang von 
Schlömilch's Zeitichrift für Mathematit und Phyſik überjegt. 


Sechster Abjdnitt. 


Statif flüffiger Körper. 


Erftes Sapitel. 


Vom Gleichgewichte und Drude des Waſſers 
in Gefäßen. 


Flüssigkeit. Wir betrachten bie flüſſigen Körper als Verbindungen 8. 376. 
materieller Punkte, deren Zufammenhang unter einander fo ſchwach ift, daß 
die Heinften Kräfte hinreichen, fie durch Verſchieben von einander zu trennen 
($- 64). Manche der in der Natur vorlommenden Körper, wie 3. B. die 
Luft, das Waſſer u. |. w., befigen dieſe Eigenfchaft der Ylüffigkeit in hohem 
Grade, andere Körper hingegen, wie 3. B. Del, Schmiere, aufgeweichte 
Erbe u. ſ. w., ſind in minberem Grade flüſſig. Man nennt jene voll- 
fommen, dieſe aber unvollfommen flüffige Körper. Gewifle Körper, 
wie 3.2. die Zeige, ftehen den feſten Maſſen ebenfo nahe wie den flitffigen, 

Bolltommen flüffige Körper, von welchen in der Folge nur die Rebe fein 
wird, find auch zugleich volllommen elaſtiſch, d. h. fie laſſen fich durch äußere 
Kräfte zufammendrliden und nehmen nad) Wegnahme diefer Kräfte das erfte 
Bolumen volllommen wieder an. Nur ift die Größe der einem gewiſſen 
Drude entſprechenden Bolumenveränderung bei verſchiedenen Flüſſigkeiten 
fehr verfchieden; während ſich diefelbe bei den tropfbar-flüffigen Kör— 
pern höchſt unbedeutend zeigt, fällt fie bei den Luftförmigen Körpern, 
die man deshalb auch elaftifche Flüſſigkeiten nennt, fehr groß aus. 
Diefer geringe Grad von Zufammendrüdharkeit der tropfbarsflitifigen Körper 


8. 377. 
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ift der Grund, weswegen man bei den meiften Unterfuchungen der Hydro⸗ 
ftatit ($. 68) diefelben al8 incompreffibele oder unelaftiiche Flüſſigkeiten 
anfieht und behandelt. Ta das Wafler unter allen tropfbar-flüfjigen Kör- 
pern am meiften verbreitet ift und im Leben am häufigſten angewendet 
wird, fo fieht man es als den Kepräfentanten aller diefer Flüſſigkeiten an 
und fpricht bei den Unterfuchungen in der Mechanik des Flüffigen immer 
nur vom Waſſer, indem man ftillichweigend vorausfegt, daß die mechanifchen 
Berhältniffe anderer tropfbaren Flüffigfeiten diefelben find wie die des Waflers. 

Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaftifch-flüffigen Körper 
meift nur von der atmosphärischen Luft die Rebe. 


Anmerkung. Eine Waflerjäule von 1 Quadratmeter Querſchnitt wird durch 
ein Gewicht von 10336 Kilogramm, welches dem Drude der Atmojphäre entipridt, 
um ungefähr 0,00005 oder 50 Milliontel ihres Volumens zujammengedrüdt, 
wogegen eine Zuftiäule unter dem Drude diejer Kraft nur die Hälfte ihres an: 
fängliden Bolumens einnimmt. Siehe Aime: „Ueber die Zujammendrlüdung 
der Flüffigkeiten“, in Boggendorff’s Annalen, Ergänzungsband (zu Band 72), 


1848. Nah der Formel P = 2 FE ($. 210) folgt. wenn man 1Qua⸗ 


dratmillimeter, P = 0,010336 Kilogramm und I _ 0,00005 jegt, der Elaſti⸗ 


l 
cität8modul des Waflers für Drud 


_ Ei _ 0010336 — 207 Kilogramm. 


Prineip des gleichen Druckes. Die djarafteriftifche Eigenfchaft 
der Ylüffigfeiten, wodurch ſich diefelben wejentlich von den feften Körpern 
ımterfcheiden, und welche ber Xehre vom Gleichgewichte flüffiger Körper zur 
Bafis dient, ift die Fähigkeit, den Drud, welder auf einen Theil 
der Oberfläche der Flüſſigkeit ausgelibt wird, nad allen Rich— 
tungen hin unverändert fortzupflanzen. Bei den feften Körpern 

Fig. 668. pflanzt ſich der Drud nur in feiner 
eigenen Richtung fort ($. 88); wird da- 
gegen da8 Waſſer von einer Seite 
ber gedrückt, jo entfteht in der ganzen 
Maſſe derfelben eine Spannung, die ſich 
nad) allen Seiten hin äußert und daher 
an allen Stellen der Oberfläche defjelben 
wahrzunehmen if. Um fid) von ber 
Richtigkeit dieſes Geſetzes zu überzeugen, 
kann man einen mit Waſſer gefüllten 
Apparat anwenden, wie ihn Fig. 653 
im horizontalen Durchſchnitte repräfentirt. 
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Die gleid) weiten und in gleicher Höhe unter dem horizontalen Waflerjpiegel 
befindlichen Röhren AE, BF u. ſ. mw. find durd) vollfommen bewegliche 
und genau abjchliegende Kolben verfchloflen; das Wafler drüdt hierbei durch 
fein Gewicht auf den einen Kolben genau fo ſtark wie auf den anderen. 
Sehen wir aber von diefem Drude ab, oder nehmen wir das Waller ge 
wichtslos an. Dritden wir nun den einen Kolben A mit einer gewiflen 
Kraft P gegen das Waſſer, fo pflanzt fi die Drudfraft durd) das Waſſer 
hindurch bis zu den übrigen Kolben B, C, D fort, und es iſt zur Herftellung 
des Gleichgewichtes oder um das Zurückgehen diefer Kolben zu verhindern, 
nöthig, auf jeden berfelben eine glei, große Gegenkraft P(Fig. 653) wirken 
zu laffen. Wir find daher berechtigt, anzunehmen, daß die auf einen Theil 
A der Oberfläche der Waffermafle wir- 
fende Kraft P eine Spannung in diefer 
erzeugt, und jich dadurd) nicht nur in 
der geraden Linie AC, fondern aud) in 
jeder anderen Richtung BF, DH u. ſ. w. 
auf andere gleich große Oberflächentheile 
B, C, D fortpflanzt. Tie Richtung 
des Drudes ift dabei in jedem Ober: 
flächenelemente norntal zu demfelben. 

Sind die Aren der Röhren BF, CG 
u. |. w., Fig. 654, unter fi parallel, 
jo laſſen fich die Kräfte, welche auf ihre Kolben wirken, durch Addi⸗ 
tion zu einer einzigen Kraft vereinigen ; ift n die Anzahl diefer gleich großen 
Kolben, jo beträgt daher der Gefammtdrud auf diefelben: 


P,=nP 


Fig. 654. 





und in dem von der Figur repräfentirten alle: 
P 1 — 3P. 

Bezeichnet F', die Summe der gedrüdten ſolbenflüchen B, C, D, ſo daß 

F, — nF it, fo hat man: 


pP, _Fı 


F 
— 77 wA=-P. 


F 


Rüden wir nun nod) die Röhren B, C, D u. ſ. w. fo zufanımen, daß fie, 
wie in Fig. 655 (a. f. S), eine einzige ausmachen, und verſchließen wir fiedurd) 
einen einzigen Kolben, jo geht F, in eine einzige Fläche über, und es ift Pi 
die auf fie wirkende Kraft; e8 folgt daher das allgemeinere Gefeg: die 
Drüde, welde ein flüffiger Körper aufverfchiedene ebene Theile 
der Gefäßwand ausübt, find den Inhalten diefer Theile pro- 
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portional. Bei frummen Flächen gilt diefes Gefeg nur in Bezug auf 
unendlid) Heine als eben anzufehende Theile. . 

Diefes Gefeg entjpricht au) dem Principe ber virtuellen Ger 

ſchwindigkeiten. Bewegt fid der Kolben AD — F, Fig. 656, um den 

. A Weg AAı = 8 ein 

Bis. 606. Big. 656. wärts, fo drüdt er das 

Vafferprisma Fs aus 

feiner Röhre, und geht 

» ber Kolben BE—= Fı 

um den Weg BB, = Sı 

auswärts, fo läßt er 

den primatifchen Raum 

P F, 5, zurüd. Da wir 

aber vorausgefegt haben, daß ſich die Waſſermaſſe weder ausdehnen noch 

zufammendrüden läßt, fo muß das Volumen derfelben bei diefen Kolben- 

bewegungen unverändert bleiben, alfo das verbrängte Quantum Ps den frei: 

getvordenen Raum Fı sı gerade ausfüllen. Die Gleichung Fısı = Fs 


giebt aber: 
A_s A _R, . 
Fam bey =7 ift, fo folgt: 
A _3, 
Pa’ 


es ift daher auch Arbeit Ps, — Arbeit Ps (f. $. 85). 


Beifpiel. Wenn der Kolben AD einen Durchmeſſer von 0,05 Meter, da 
gegen der Kolben BE einen folden von 0,3 Meter Hat, und jener mit einer 
Kraft P von 20 Kilogramm auf das Waffer gebrüdt wird, jo übt diefer Kolben 
eine Kraft 


" 
P, = Hp = 3% 90 = 7 Rilogramm 


aus. Wird der erfle Kolben um 0,18 Meter fortgeſchoben, fo geht der zweite 
nur um 


25 
= 78 = 077 0,18 = 0,005 Meter 
fort. 


Anmerkung. Bielfahe Anwendungen diejes Geſetzes fommen in der Folge 
vor: beider hydrauliſchen Preffe, der Wafferfäulenmajchine, bei den Pumpen u. |. w. 


8.378. Druck im Wasser. Der Drud, welchen die Waflertheile gegen ein- 
ander ausüben, ift genau fo zu beurtheilen wie der Drud des Waſſers gegen 
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die Gefäßwünde. Kine beliebige Flähe ECG, welche das Waffer in einem 
Gefäße BGH, Sig. 657, in zwei Theile theilt, wird im Gleichgewichts- 
zuftande von der einen Seite ber eben fo ftarf 
gedrücdt ald von der anderen. Da nun ein ftarrer 
Körper alle gegen feine Oberfläche rechtwinfelig 
gerichteten Kräfte aufnimmt, fo wird auch das 
Gleichgewicht des Waffers im Gefäße nicht geftört, 
‚ wenn die eine Flüffigfeitshälfte 2G H erftartt, 
und daher ihre Begrenzungsfläde Z CE gleichſam 
zu einer Gefäßwand mwird. Drucckt die flüffige 
Hälfte ZB G in einem Theile CD — Fr der imaginären Trennungsfläche 
ECG mit einer Normaltraft P, auf die erjtarrte Hälfte EGA, fo nimmt 
legtere diefe Kraft volljtändig auf und übt dabei eine gleiche Gegenfraft 
(— Pı) uf CD= Fi aus. Da nun aber das Gleichgewichtsverhältniß 
durch das Flüffigwerden von diefer Waflermaffe ZGH nicht geftört wird, 
fo drüdt diefelbe mit einer gleichen Kraft (— Pı) auf die Waffermafie 
EBG zurück, und es ift folglid; der Drud des Waſſers auf jede Seite 
eines ebenen Flächentheiles CD — Fi durd) 
n— 


beftimmt, wofern die Fläche AB — F dem Drude P unterworfen ift. Da 
diefe Betrachtung für jede Richtung und" Tage bes Flächenelementee CD 
gilt, fo folgt, daß ein an irgend einer Stelle auf die Ober- 
flähe ausgeübter Drud in allen Punkten der Ylüffigkeit 
und nad) allen Richtungen pro Flächeneinheit von derjelben 
Größe ift. 

Hierbei ift das Waſſer als eine gewichtlofe Maſſe vorausgejegt worden, 
obiges Geſetz bedarf daher noch einer Ergänzung, wenn e8 fid) darum han- 
delt, aud) den aus dem Gewichte des Wafjers hervorgehenden Drud zu 

Fig. 658. ermitteln. Denft man fi) von dem 
Waſſer in einem Gefäße C.D.E, Fig. 658, 
einen Theil erftarrt, welcher die Form 
eines unenblih binnen horizontalen 
Prismas AB hat, fo fieht man leicht 
ein, daß ſich die Kräfte, welche das 
flüffig bleibende Waffer rund herum auf 
die Seitenflächen des erſtarrten Theiles 
ausübt, mit dem Gewichte G dieſes 
Theiles ins Gleichgewicht jegen, und daß 
fich die Horizontaldrücke, mit welchen e8 gegen bie verticalen Grundflächen 
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A und B diefes Theiles wirft, gegenfeitig aufheben. Es müffen alfo auch 
diefe Drüde (Pı und — P,) einander gleich und entgegengefegt fein. Da 
num das Gleichgeroicht ſich nicht ändert, wenn AB wieder in den Fläffig- 
teitöguftand zurlictehrt, fo folgt, daß die Prefjungen des Waſſers gegen 
gleiche verticale Fläcdenelemente A und B in einer und derfelben Horigontal- 
ebene einander gleich fein müffen, und da ſich ferner der Drud auf ein 
Flachenelement nicht ändert, wenn daflelbe eine andere Neigung oder Rich- 

‚tung annimmt, fo folgt, daß überhaupt das Waffer in einer horizontalen 
Schicht, wie . ®. JH, KL u. f. w. an allen Stellen und nad) allen 
Richtungen hin ein und denfelben Drud ausübt. 


Denen wir uns hingegen in ber Waſſermaſſe CHK, Fig. 659, ein 

verticale8 Prisma AB von unendlich Heinem Querſchnitt erftarrt, fo fünnen 

Big. 659. wir aus dem Gleichgewichtszuftande deffelben mit der 

übrigen Fluſſigkeit folgen, daß fic die Drüde, mit 

welchen die Iegtere auf die verticalen Seitenflächen 

diefes Prismas wirken, gegenfeitig aufheben, und daß 

fi) das Gewicht @ des legteren Körpers mit dem 

Ueberfchuffe P} — P des Drudes P, auf die untere 

Grundflähe B über den Drud P auf bie obere 

Grundflähe A im Gleichgewichte befindet. Cs ift 

alfo hiernach PL — P=G, b. i. ber Drud Pı 

des Waſſers auf irgend ein Flächenelement B gleid) 

dem Drude P deffelben auf ein höher fiegendes Flächen- 

ſtuck A von gleicher Größe, vermehrt um das Gewicht 

G einer Wafferfäule A B, welche das eine oder andere 

Flächenelement zur Bafis, und den Berticalabftand 

zwiſchen beiden Elementen zur Höhe hat. Dieſer 

Sag gilt, dem Obigen zufolge, nicht nur für zwei 

ſenkrecht über einander befindliche Elemente, fondern fir zwei gleiche Flächen» 

elemente überhaupt, und findet auch feine Anwendung bei der Beftimmung 

des Drudes auf die Gefäßwand, da fi die Drüde P und P, in den Hori= 

zontalebenen JH und KL unverändert fortpflanzen. Der Drud P, auf 

ein Släcdenelement B, K ober L der Horigontalebene KL ift hiernad; gleich 

dem Drude P auf ein gleich großes Element A, J ober H in einer höheren 

Horizontalebene plus dem Gerwichte der Waſſerſäule, welche dieſes Element F 

zur Bafis und den Abftand AB — Ah der beiden Horizontalſchichten JH 

und KL von einander zur Höhe hat. Iſt Y das fpecifiche Gewicht des 

Waſſers (1 Eubikmeter S 1000 Kilogramm), fo beträgt das Gewicht jener 
Wafferfäule: 


G Fhy und daher PP =#F+G=P+ Fhy. 
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Sind die Inhalte der Flächeneleniente nicht gleich, hat 3. B. das obere 
(in JH) ben Inhalt F und das untere (in KL) den Inhalt Fi, fo ift 
der Drud auf legteres: . 


Fr Fı 
ASFePHFW=gP+ Fıhy. 


Durch diefelbe Formel läßt ſich auch der Drud P auf ein Flächenelement 
F in einer Horizontalſchicht 7 beftimmen, wenn der äußere Drud Po 
eines Fläcdenelementes CD — Fy befannt ift, welches ſich um die Höhe h 
über oder unter JH befindet. Es ift 

P= = PD, + Fhy. 

Da die Drudträfte gegen gleiche Flächentheile in einer Horigontafebene 
einander gleich find, fo folgt, daß vorftehende Formel auch auf Horizontale 
Flächen (F, Fo und F,) von endlicher Ausdehnung, z. B. auf den Fall 

. anwendbar ift, wo das Waffer dazu dient, 
Big. 660. die Kraft P einer horizontalen Kolben- 
flähe F, Fig. 660, auf eine anbere 
horizontale Kolbenflähe Fi zu über 

tragen. Die Formel 


F 
P=pP+Fhr 


a -=A(g+tm) 


giebt den Drud P, auf dieſe Fläche 
unmittelbar an, wenn A ben fenfrechten 
Abftand CD zwijdhen beiden Kolben⸗ 
flächen bedeutet. 


n Bezeichnet man die Dride # und 


a auf die Fläche neinh eiten durch p und pı, fo hat man noch einfacher 
1 
mn=p+thr. 

Beijpiel. Wenn die beiden Kolbenflähen F und F, einer hydroſtatiſchen 
Preffe ACB, Sig. 660, die Durgmefler d = 0,06 und d, = 0,30 Meter 
Haben und um die ſentrechte Höhe CD — h — 2 Meter von einander abflehen, 
und e3 foll durch den großen Kolben derjelben eine Kraft P, = 1200 Kilogramm 
ausgeübt werben, jo folgt die erforberliche Kraft des Meinen Kolbens aus 

A_P : 
RR +hya: 
. 006⸗ 


aaa 1200 — 72.100 = 485,65 = 42,85 Rlgr. 


54* 
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$. 379. Wesserspiegel. Die dem Wafler innewohnende Schwerkraft macht, 

daß fich alle Elemente defielben abwärts zu bewegen fuchen und ſich auch 

wirklich fo bewegen, wenn fie nicht daran verhindert werben. Um eine zur 

fammenhängende Waſſermaſſe zu erhalten, ift es deshalb nöthig, das Waſſer 

in Gefäßen einzufchließen. Das in einem Gefäße ABC, Fig. 661, befind- 

Sig. 661. liche Waſſer ift aber nur dann im Gleichgewichte, 

wenn die noch freie Oberfläche ER deſſelben recht⸗ 

wintelig auf der Richtung der Schwerkraft, aljo hori- 

zontal ift; denn fo Lange dieſe Oberfläche noch krumm 

ober gegen den Horizont geneigt ift, fo lange giebt 

es aud) noch höher liegende Wafferelemente, wie 3. B. 

E, weldje wegen ihrer großen Beweglichteit und in 

Folge ihrer Schwere über den darunter befindlichen, 
wie auf einer fchiefen Ebene FG, herabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Schwerrichtungen nicht mehr als pa- 
rallele Linien angefehen werben können, fo hat man die freie Oberfläche oder 
den Spiegel des Waſſers in einem großen Gefäße, wie z. B. in einem 
größeren See, nicht mehr als eine Ebene, fondern als einen Kugeloberflächen ⸗ 
theil zu betrachten. 

Wenn außer der Schwere noch andere Kräfte auf die Wafferelemente 
wirken, fo muß im Gleichgewichtszuſtande die vefultirende Kraft irgend 
eines Elementes ber freien Oberfläche auf diefer ſenkrecht ftehen. 

Um diefen Fall zu unterſuchen, bezeichne p den Drud pro Flächeneinheit 
in dem Punkte A im Innern ber Flüffigfeit, Fig. 662, deſſen Coordinaten 
x, y, e find, und es feien unter X, Y, Z bie 
Componenten der refultivenden befchleunigenden 
Kraft in diefem Punkte verftanden. Wenn man 
ſich nun ein unendlid, Meines Parallelepipedum 
vorftellt, deffen einer Eckpunkt in A liegt, und 
deffen den Coordinatenagen parallele Kanten reſp. 
durch x, 9y und 95 ausgebrüidt find, fo ift das 
Gewicht dieſes Parallelepipedums gleich y . 0x dy Os 
und die Maffe deffelben: 


Fig. 662. 





L 
m — Or 0yds. 
7 y 


Die auf dieſes Maſſenelement nad) den Axenrichtungen wirkenden Com- 
ponenten der befchleunigenden Kraft find dann: 


Fozöyds. X, Jos ovde Y und} da dyds.2. 
Die durch den Punkt A hindurchgehende, mit der 7’Z-Ebene parallele Be- 
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grenzungsebene des Parallefepipeds hat die Größe Oyos und ift alfo dem 
Drude Oyds . p ausgefegt. Die damit parallele, im Abftande 9x durch 
ben Punkt B gehende Begrenzungsebene iſt einem ſpecifiſchen Drucke 


v 4 = Oz unterworfen, weshalb der Zotaldrud diefer Fläche zu 


Oy Os (v + * ö=) fi) berechnet. Die Refultirende diefer beiden, auf 
die parallelen Flächen AC und BD wirkenden Drudfräfte ift daher: 


Oyds.p—dyde(p+2E02)=—dzoydszH. 


Ehenfo findet man die refultirenden Drudfräfte parallel der Y- und der ZXre 
reſp. zu: 
— O2 dy de 2 md — Ondyde IE. 
yazym Ar 
Für den Zuftand des Gleichgewichtes müſſen nun diefe von außen auf das 
Parallelepipedum einwirkenden Drudkräfte den nach den Aren genommenen 
Componenten der refultivenden beichleunigenden Kraft gleih und entgegen- 
gefegt fein, fo daß man für das Gleichgewicht hat: 
y — Pr x PP 
go? Oy6e. X = Cröyds 5 oder r X 57 
und ebenfo: 
g Oy’g Ös | 
Multiplicirt man diefe Gleichungen beiderfeits reſp. mit 9x, Oy, Os und 
abdirt diefelben, jo erhält man: 


y _0p op op. _ 
7 (X02+ Yoyı+ Zös)=5Bon+ Boy + Bos=ap, 


I _ PP. .1,yg_M. 


woraus durd) Integration 
p =, f(x + Yöy + 23%) 


folgt. 

Wenn die Größe Xox + YOy + ZOz ba8 vollftändige Differenzial 
einer Function f(x, y. 2) ift, fo findet man den Drud in einem beliebigen 
Punkte: 


P=f@yn 40 


als Function feiner Coordinaten. Die Conſtante C beſtimmt ſich, wenn der 
Druck p in einem Punkte bekannt iſt. 
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8. 380. An der. freien Oberfläche muß nad) dem Borhergehenden die refultirende 
beichleunigende Kraft in jedem Punkte fenfrecht zur Oberfläche gerichtet fein, 
d. h. es muß 

X0xz + Yöy + Z02=0 
fein (ſ. F. 297). Nach dem Vorſtehenden ift dies aber gleichbedeutend mit 
op =0oderp —=f (x, y, £) = Const. 

Diefer Bedingung genügen alfo alle diejenigen Flächen, welche man erhält, 
wenn man in f(z,y,2)—= 0 für C irgend welche beftimmten Werthe einſetzt. 
Dean erhält alsdann eine Schaar von Flächen, welche dadurch gekennzeichnet 
find, daß in jedem ihrer Punkte die refultirende befchleunigende 
Kraft in die Normale hineinfällt, und daß der ſpecifiſche Drud 
p» in allen Punkten einer und derjelben Fläche conftant ift, weil 
Op dafür Null if. Man nennt diefe Flächen, zu denen wegen der erften 
Eigenfchaft aud) die freie Oberfläche der Flüffigleit gehört, Niveau- 
flädhen (1. 8. 297). 

Iſt eine Flüffigkeit in einem ruhenden Gefäße lediglich der Schwerkraft 
unterworfen, fo ift, wenn man die 2⸗Axe vertical abwärts annimmt und den 
Coordinatenanfang in die freie Oberfläche verlegt: 

x=0,Y’=-0(0!mZ=g, 
daher: 


op = 5 (X + Yoöy + Zo2) = yo0e. 


Für die Niveauflächen hat man folglid): 

op —=yos=0vwdveryse—=(, 
d. h. diefelben find horizontale Ebenen. Der Drud p in einer Niveaufläche 
ift gegeben durd) : 

p=Yr:+rC, 
worin CO fih, wenn man 2 — 0 ſetzt, ald der befannte Druck ergiebt, 
welcher auf die freie Oberfläche wirkt. Der Drud nimmt alfo proportional 
mit der Tiefe 2 zu, wie ſchon im $. 378 gezeigt worben ift. 

Wenn das Gefäß mit der Flüffigfeit nicht, wie bisher angenommen 
wurde, in Ruhe ift, fondern fich in Bewegung befindet, fo ift nach dem 
d’Alenbert’fchen Principe zum relativen Gleichgewichte erforderlich, daß 
die auf die einzelnen Maſſentheilchen wirkenden äußeren Kräfte mit folchen 
Kräften im Gleichgewichte ftehen, welche denjenigen gleich und entgegengefegt 
find, welche den frei gedachten Maffentheilchen ihre Bewegung ertheilen 
wilrden. 

MWird z. B. ein Gefäß ABC, Fig. 663, mit der unveränderlichen 
Ücceleration ng in der Richtung ER unter dem Winkel 9 gegen die horis 
zontale X-Are fortbewegt, jo wirft auf jedes Element EZ außer der Schwere 
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EG die der Beicjleunigung EZ K entgegengefette Trägheitskraft EF— — ng. 
Nimmt man die pofitive ZAre von A vertical aufwärts gerichtet an, fo hat 
man für die Niveaufläden : 

X0z + Yoy+ Zds = — n9c08.9.9%° — (g+ngsin.p)9z—0 
oder: —1c08.9.2— (l+nr.sin.g)s=C. 

Diefe Gleichung entjpricht einem Syfteme von Ebenen, welche zur Y-Are 
parallel find und mit der X-Axe den Winkel FAX = « bilden, welcher 
durd) 

n 008. 


tang. & = 1 +nsin.gp 
beitimmt iſt. 
Sig. 663. Denfelben Winkel & bildet auch die auf der 
Niveauflähe AE ſenkrechte Mittelfraft ER aus 
der Schwere EG und ber Trägheitsfraft PF 
mit der verticalen Z-Are. Der Drud p in einer 


folhen Niveaufläche bejtimmt fi) aus: | 


+2 


=, (—N9008.9)02 — (g + ny sin.p) dæ 


gu: 

p=— y[ncos.9.2c-+(1+nsin.p)e] + C. 
Legt man den Coordinatenanfang A in die freie 

Oberfläche, und ift der Drud dafelbit zu po ge⸗ 

geben (etiwa gleich dem Drucke der Atmofphäre), jo folgt fir A, wo = =0, 

ze — 0O und p —=m if: 





DD — 0. 
In irgend einem Punkte D der Z-Are, deſſen verticale Tiefe unter dem 
Waſſerſpiegel AD = — 2, ift, erhält man den Drud: 


pn =y(l+nsin.gp) 2 + P- 
Derſelbe Drud findet in allen Punkten der durch D parallel mit der freien 
Oberfläche A E gelegten Ebene DL ftatt. Man erkennt daraus, daß der 
Drud im Innern auch hier proportional mit der vertical gemefjenen Tiefe 


unter dem Waſſerſpiegel zunimnit. 
p 
Für p —=0, Fig. 664 (a. f. S.), ift tung. & = 1 — n — und 


p=—Yy(nz+e) + m. 
Set man ꝙ — 90°, d. h. wird das Gefäß vertical aufwärts bewegt, 
jo findet man: 
tang. = 0; = mp — —y(l nz +. 
Bei einer Bewegung des Gefäßes vertical abwärts hat man Y = 270° 
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zu ſetzen, und es iſt für dieſen Fall täng. = 0; a—=0 md 
pr=—- » — n)s+p. Wäre z. B. a — 1; d. h. würde das 
Fig. 664. Gefäß mit der Befchleunigung der Schwere 

- ” fallen, fo wilrde der Drud p zu po werden, 

und der Winkel & wäre unbeftimmt, da tang. & 


unter der Form : erfcheint. 


Bern 1 +n sin. p — 0 ift, fo wird 
tang.a — ©, d. h. die Niveaufläcden find 
in diefem Falle verticale Ebenen. 


8.381. Wenn die Waflermaffe gleichförmig um eine fefte Are gedreht wird, fo 
find die Beſchleunigungen der einzelnen Elemente deren Centripetalfräfte, 
und es müffen daher nad) dem d’Alembert’fchen Principe die Centri—⸗ 
fugalfräfte mit den Schwerfräften zufammen im Gleichgewichte fein. 

ig. 668. Nimmt man, Fig.665, die Umdrehungs- 
are des Gefüßes ABB als Ze an, 
pofitiv nad) oben, fo wirkt auf ein Ele— 
ment E nad) unten die Schwerkraft 

— 9. Die Centrifugalfräfte nad) der 

X-%re und Y-%re find $. 330 zufolge 

durch @?z und @?y ausgedrildt, wenn 

© bie Winkelgeſchwindigkeit bedeutet. 
Man hat daher für die Nivenu- 
fügen: 
X02+Y0y + Zis = w%zdz + o2ydy — gds—=0 
und hieraus: 


+Z 


[3 


or 
ze+mM)—gs+ Omt=0 
ober: 
e+n=46-0 


Diefe Gleichung ſtellt ein Syſtem von Umbdrefungsparaboloiden vor; denn 
fegt man y= 0, fo erhält man als den Durchſchnitt jener Flächen mit 
der X Z-Ehene ein Syſtem von Eurven, deren Gleichung: 


29 
"= Fri @— 0) 
iſt. Diefe Curven find Parabeln, deren gemeinfame Hauptare mit der Um« 


drehungsare zufammenfällt. Der Scheitel einer ſolchen Parabel biegt um C 
über dem Coordinatenanfang A, wie fid) ergiebt, wenn man z — 0 fegt. 
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Um die Größe ( — AD für die freie Oberfläche zu beſtinmmen, hat man 
zu berüdjichtigen, daß das Wafferquantum, welches vor Beginn der Drehung 
den cplindrifchen Raum A KK vonder Höhe hund dem Halbinefler r ausfüllte, 
alfo wr?h, nachher den Raum AHDHA einnimmt. Diefer legtere Kaum 
berechnet ſich als Differenz zwifchen dem Cylinder AHA von der Höhe 2ı 
und dem Paraboloid HDH nad) der Guldini'ſchen Regel zu: 


ara — Yr(a — O).r 20 = rn (a + ©). 
Durch Gleichſetzung diefer beiden Rauminhalte folgt: 
zırıh = Sr (+ Ode: +C0=2h. 


Ferner hat man für den Querſchnitt duch ZH 
q 29 — r?0? 
"= nl C) oder e1 — (=737' 
Durch Addition refp. Subtraction der beiden Ausdrüde für zı + C und 
% — C erhält man nun: 


r? 0° r?o? 
a=mhr, wC=h — 75 


Nach Einſetzung des Werthes für C wird nun die Gleichung der Niveau- 
flächen: 











29 r? =) 
2 2—2 I — 
+ry=on (+ h+7 7 | 
Aus den Werthen von C umd s, erfennt man, daß ber urjprüngliche 
Waflerjpiegel KK genau in der Mitte liegt zwifchen dem Scheitel D und 
dem Rande ZH der paraboloidiichen Höhlung, indem 
r?:o? 
49 
if. Die Höhe C des Scheitel D über dem Gefäßboden A wird Null, 


2032 
wenn h—= 7 ift, oder, unter v —= ro bie Umfangsgefchwindigfeit des 





sı —h=-h—-(C= 


2 
cylindrifchen Gefäßes verftanden, wenn kA — 17 if. Sobald alfo die zur 


Umfangsgeſchwindigkeit des Gefäßes gehörige Geſchwindigkeitshöhe doppelt 
jo groß ift, wie die urfprüngliche Waffertiefe,, berührt die paraboloidifche 
Wafleroberfläche den Boden. Bei größerer Umfangsgejchwindigkeit wird C 
negativ, d. h. die Waſſermaſſe nimmt eine röhrenförmige Geftalt an, indem 
fie den Boden nicht mehr in der Mitte, fondern nur nad) außen in einer 
Ringfläche berührt, jo etwa, als wenn man fi) den Boden während der 
Drehung plöglic in die Yage ZZ gebracht denkt. Wollte man ebenfalls 
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in NN einen Boden anbringen, fo würde die rotirende Flüſſigkeit einen 
Ring von dem Duerfchnitte NZL, N, bilden. Hierauf beruhet die Her- 
ftellung von Röhren und anderen hohlen Rotationskörpern durch den jo- 
genannten Gentrifugalguß. 

Der Drud p im Innern der Flüſſigkeit beftunmt fich aus: 


op =; (20x + @?yOy — 902) 
durch Integration zu: | 
yo? | 

p= Fr (2? + 42) — Ye + Const. 

Die Conftante beſtimmt fid) mit Rüdficht darauf, daß an ber Oberfläche 
der Drud gleich dem Atmofphärendrude po if. Segt man daher für den 
Scheitel 

x — O, / — O, ⸗æ — Cwdpy—=pm. 
ſo erhält man: 

vo — 90 4 Const. = — y (h — 
Hieraus folgt: 


Const. =» 4 y (r— 


72 6002 
49 





) + Const. 


y? 


002 
49 )=m+reC 





Daher wird 
yo? q : 
p= zer rtmrt tl 


Für 2? + y? kann man g? fegen, wenn o den Abftand des betreffenden 
Punktes von der Umdrehungsare bezeichnet, und man erhält daher: 
— 0* 602 — — 
*57 r@— C) 4 m. 

Hieraus erkennt man, daß fir alle Bunkte in einer horizontalen Ebene, 
für welche alfo 2 diefelbe Größe hat, der Drud zunimmt wie die Größe 

2m? 
TE d. h. wie die Gefchmwindigkeitshöhen diefer Punkte oder wie dic Qua— 
drate ihrer Abftände von der Umdrehungsare. Seht man andererfeitS _ 
constant, d. h. betrachtet man die in einem zur Drehare concentrijchen Cy⸗ 
(indermantel gelegenen Punkte, jo nehmen die Drücke proportional mit C — 2, 
d. 5. wie die vertical gemellenen Tiefen unter der Oberfläche zu. Der 
größte Drud findet in der Ede Q ftatt, wo er ringsum 


rꝰ coꝰ co229 
P=Y,, — 700 — O+Rm=r,, A O)rYrCtm=ra tm 
beträgt. 
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Wenn ein Gefäß ADH, Fig. 666, um eine horizontale Are C gleid)- 
fürmig bewegt wird, jo wirft auf ein Element E die Schwere EG und die 
Fig. 666. Sentrifugalfraft radial in der Richtung EF. 
Betradhtet man C als Coordinatenanfang und 
nimmt bie X-Are horizontal und die Z«Are ver- 
tical aufwärts an, fo find, unter @ die conftante 
Winkelgeſchwindigkeit verftanden, die Komponenten 
der Sentrifugalfraft nach den Aren bezüglich: 
o?r und w?g (f. $. 330). 
Man hat daher für die Niveauflächen die Dif- 
ferenzialgleihung: 
Xoöx + Yöy-+ Zoe = w!rdz + w?erdz 
— 908: 0, 





x? + ee? — a =, 

Diefe Gleichung entſpricht einer Schaar von Chyicnerflachen, deren hori⸗ 
zontale Axe O um die Größe: 

00 — 


©? 
vertical über dem Drehungsmittelpunkte gelegen if. Wenn « die Anzafl - 
der Umdrehungen per Wlinute bedeutet, jo ift auch: 
60 532 6 2850 
c0_—9 2n im) = — = du 
Die gefundene Eigenfchaft ift au. aus der Figur zu 1 erfennen, denn wenn 
wan die Richtung der Mitteltraft ER aus der Schwerkraft EG — g und der 
Gentrifugalfraft EF = @2EC rüdwärts verlängert, fo erhält man den 
Schnittpunkt O in der Verticalen, welche durd) C geht. Es ift dann wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiede ZCO und EFR: 








56 Br. F 5 daher 00 — *5 für alle Elemente E. 
Bodendruck. Der Drud des Waſſers in einem Gefäße ABCD, 
dig. 667 (a. f. S.), ift unmittelbar unter den Wafferfpiegel am Heinften, wird mit 
der Tiefe immer größer und größer und ift dicht über dem Boden am 
größten. Dies ift zwar ſchon aus 8. 378 zu folgern, läßt fich aber auch 
auf folgendem Wege beweifen. Nehmen wir an, daß der Wafferfpiegel 
H, Ro, deifen Inhalt Fo fein möge, von einer Kraft Po, 3. B. durch die 
darüber ftchende Atınofphäre oder durd) einen Kolben gleichförmig gedrückt 
werde, und denken uns die ganze Waſſermaſſe durch viele Horizont alebenen 
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wie H, Rı, H, RB u. |. w. in lauter gleich dide Waflerfchichten zerlegt. 
ft F, der Inhalt des erften Duerfchnittes I, Ri. A die Dide einer 
Waſſerſchicht und y das fpecififche Gewicht des Wallers, jo hat man das 
Gewicht der erften Waflerfhiht GC, — FiAy und benjenigen Theil des 
Fig 667. Drudes in H, Rı, welder aus dent 
Drude P, des Wallerfpiegel® ZH, Ro 
entfpringt, nach dem Principe in 3. 377: 
_ PA 
=. 
Addirt man nun beide Kräfte, fo erhält 
man den Drud im Horigontalfchnitte 
H 1 Rı . 





P,F' 
pP, — * + Fi, Ay. 
Dividirt man durch Fi, fo erhält man die Gleichung: 


P_B 
ee a 





oder, da > und a die auf die lächeneinheit bezogenen Drüde 9, und 
0 1 


pı in Ho R, und H, Rı bezeichnen: 
mn =m + Y. 

Der Drud in dem folgenden Horizontalfchnitte U, R, beſtimmt ſich 
genau jo wie der Drud in der Schicht HI, R,, wenn man berüdficjtigt, daß 
hier der anfängliche Drud auf die Einheit ſchon 9, = m + Ay ift, wäh: 
rend er dort nur 9, war. Es folgt der Druck in der Horizontalfchicht A, Rz: 

»=ntiır=pn+tiıy+iy=p + 2A; 

ebenjo der Drud in der dritten Schicht U, Rz: 
in der vierten: 

n=pm + 4Ay 
und in der nten: 

M=m + nAy. 
Nun ift aber nA die Tiefe OK — A biefer nten Schicht unter dem Waſſer⸗ 
jpiegel, es läßt fich daher der Drud auf jede Trlächeneinheit in der nten Ho- 
rizontalichicht ſetzen: 

» =» + hy (vergl. $. 378). 

Man nennt die Tiefe A eines Flächenelementes unter dem Waflerjpiegel 

die Drudgöhe deflelben und findet hiernach den Drud des Waflers auf 
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irgend eine Flächeneinheit, wenn man den von außen wirkenden Drud um 
da8 Gewicht einer Waflerfäule vermehrt, deren Bafis dieſe Einheit und deren 
Höhe die Drudhöbe ift. 

Bei einer horizontalen Fläche, wie 3. B. am Boden CD (Fig. 667), 
ift die Drudhöhe A an allen Stellen eine und diefelbe, ift daher der Inhalt 
derfelben S F, fo folgt der Drud des Waſſers gegen dieſelbe: 

P=(m +hy)F=Fm + Fhy, 
oder, wenn man vom äußeren Drude abftrahirt: P = Fhy. 

Der Drud des Wafferd gegen eine horizontale Fläche ift 
alfo gleich dem Gewichte der über ihr ftehenden Wafferfäule F'h. 

Diefer Drud des Waflers gegen eine horizontale Fläche, 3. B. gegen den 
Boden oder gegen einen horizontalen Theil der Seitenwand ift von der 
Form des Gefäßes unabhängig; ob alfo das Gefäß AC, Fig. 668, pris- 
matiſch wie a, oder oben weiter als unten wie b, oder unten weiter als oben 
wie c, oder chief wie d, oder ob es bauchig wie e ift u. |. w., immer bleibt 
ber Drud gegen den Boden gleich den Gewichte einer Wafferfäule, deren 
Bafis der Boden und deren Höhe die Tiefe des Bodens unter dem Wafler- 
fpiegel if. Da fid) der Drud des Waſſers nad) allen Seiten fortpflanzt, 
jo findet diefes Geſetz auch dann noch feine Anwendung, wenn die Fläche 
wie 3. B. BC in Fig. 669, von unten nad) oben gedrückt wird. Jede 
Flächeneinheit in der an BO anliegenden Waſſerſchicht BX wird durch 
eine Waflerfäule von der Höhe HB — RE = h gedrückt, es iſt folglid 
auch der Druck gegen die Flähe CB durch Fhy ausgedriidt, wenn F' den 
Inhalt diefer Fläche bezeichnet. 

Fig. 668. Fig. 669. 





Es folgt auch Hieraus noch, dag das Waſſer in communicirenden Röhren 
ABC und DEF, Fig. 670, im Zuftande des Gleichgewichtes gleich Hoch 


5. 389. 
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fteht, oder daß die Spiegel AB und EF deflelben in eine und diejelbe 
Horigontalebene fallen. Zur Erhaltung des Gleichgewichtes ift es nöthig, 
daß die Waſſerſchicht AR durch die über ihr ftehende Waflerfäule ER 
ebenfo ftarf nad) unten gedrüct wird, als durch die unter ihr befindliche 
Waſſermaſſe von umten nad) oben. Da aber in beiden Fällen die gedrüdte 
Flache eine und diefelbe ift, jo muß aud die Drudhöhe in beiden Fällen eine 
und diefelbe fein, e8 muß alfo der Waflerfpiegel AB ebenfo hoch über HR 
ftehen als der Waflerfpiegel EF. 


Seitendruck. Das foeben gefundene Gefeg von dem Waflerdrude 
gegen eine Horigontalfläche läßt ſich nicht unmittelbar auf eine gegen den 
Horizont geneigte ebene Fläche anwenden, da bei diefer die Drudhöhen 
an verfchiedenen Stellen verſchieden ſind. Der Drud p = hy auf jede 
Flächeneinheit innerhalb der horizontalen Waſſerſchicht, welche unı die Tiefe h 
unter dem Wafferfpiegel fteht, wirft nad) allen Richtungen ($. 377) und 
folglich auch rechtwinkelig gegen die feften Seitenwände bes Gefäßes, die 
(nach 8. 142) denfelben vollfommen aufnehmen. Iſt nun F der Inhalt 
eines Elementes von einer Seitenflähe ABC, Fig. 671, und A, befien 
Drudhöhe Fı Hı , welche bei. der Kleinheit des Elementes für alle Punkte 
defielben die nämliche Größe hat, fo hat man den Normaldrud des Waſſers 
gegen daffelbe: 

Big. er. PA=Fhp;: 
ift ebenfo F ein zweites Flächenelement, 
und Ag deſſen Drudhöhe, fo hat man 
den Normaldrudt auf daſſelbe: 
R=Fhy; 
ebenfo fir ein drittes Element : 
BR=Fhyuf.w. 
Diefe Normaldrüde bilden ein Syſtem 
von Parallelträften, deren Mittelfraft P 
die Summe dieſer Drüde, alfo 
P=(Fh+Rhh+t)y 
iſt. Nun ift aber noch 
Fh+FRh+t-- 
die Summe der ftatifchen Momente von Fi, Fr u. ſ. w. hinfichtlic der 
Oberfläche AOB des Waflers und — Fh, wenn F den Inhalt der ganzen 
Flache und A die Tiefe SO ihres Schwerpunftes S unter dem Wafferfpiegel 
bezeichnet, es folgt daher der gefammte Normaldrud gegen bie ebene Fläche: 
P=Fhy. 
Berftcht man hier unter Drudhöhe einer Fläche die Tiefe SO ihres 
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Schwerpunftes S unter dem Wafferfpiegel, jo gilt alfo allgemein die Regel: 
der Drud des Waffers normal gegen eine ebene Fläche ift gleich 
dem Gewichte einer Wafjerfäule, deren Bafis die Fläche und, 
deren Höhe die Druckhöhe der Fläche ift. 

Uebrigens ift noch Hervorzuheben, daß diefer Wafferdrud nicht von der 
Waffermenge, welche über oder vor der gebrüdten Fläche fteht, abhängt, daß 
alfo 3. ®. unter Übrigens gleichen Umftänden eine Spundwand ABCD, 
Fig. 672, denfelben Drud aus- 
zuhalten hat, fie mag das Waſſer 
einer ſchmalen Schleuſe ACEF, 
oder das eines größeren Teiches 
& ACGH, ober das eines großen 

Sees abdämmen. Aus der 
Breite AB= CD=bund 
der Höfe AD=BClC=a 
einerrectangulären Spundwand 
folgt die Fläche derfelben: 


F= ab und die Drudhöhe: SO— 5 daher der Waflerdrud: 


Fig. 672. 


P=abiy= 1yatby. 


Es wächſt alfo diefer Drud wie die Breite und wie da8 Quadrat.der Höhe 
der gedrüdten Fläche. 

Beifpiel. Wenn vor einem 1,2 Meter breiten, 1 Meter hohen, 0,08 Meter 
diden Schugbrete von Eichenhoig das Waffer 0,8 Meter hoch fteht, wie groß ift 
die Kraft zum Aufziehen defjelden ? 

Das Bolumen des Bretes ift: 

12.1. 0,08 = 0,096 Cubitmeter. 
Nimmt man nun die Dichtigleit des mit Waſſer geſchwängerten Eichenholzes nad) 
$. 63 zu 1,11 an, fo folgt das Gewicht diefes Bretes: 
6 = 0,0% . 1,11 . 1000 = 106,6 Rilogramm. 

Der Drud des Waſſers gegen das Schutzbret und aud der Drud deſſelben 

gegen feine Führung ift: 

P= 1 08°. 1,2. 1000 — 884 Rilogramm ; 
ſetzt man nun den Coefficienten ber Reibung für naffes Hol; nach $. 178 P= 0,63, 
jo folgt die Reibung diejes Bretes in feiner Leitung: 

F=gP= 0,8 . 33 = 31,1 Kilogramm. 
Addirt man hierzu das Gewicht des Breieß, fo erhält man die Kraft zum Auf- 
siepen defielben, voraußgefeßt, daß der Einfluk des Auftriebes (j. $. 391) der⸗ 
nadjläffigt wird, glei) 261,1 + 106,6 = 367,7 Kilogramm. 


Mittelpunkt des Wasserdruckes. Die Mitteltraft P— Fhy $. 384. 
aus ſämmtlichen Elementarpreffungen F hy, Frhsy u. f. w. hat, wie 
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jede andere Mittelkraft eines Syſtemes von Parallelkräften, einen beſtimmten 
Angriffspunkt, den man den Mittelpunkt des Druckes nennt. Durch 
Big. 673. Unterftägung dieſes Punktes kann 
dem ganzen Wafferdrude einer Fläche 
das Gleichgewicht gehalten werden. 
Die ftatiichen Momente der Elemen- 
tarprefjungen F} hi 9, Fah3 y u. ſ. w. 
hinfichtlich der Ebene des Wafler- 
fpiegel® ABO, fig. 673, find: 

Fhyhkh=Rhly, 

Fly. = Fahtyu.f.w; 
es ift alfo das ftatifhe Moment des 
ganzen Wafferdrudes in Hinficht auf 
diefe Ebene: 

AW+Rm+to)pr 
Bezeichnet man nun ben Abftand KM des Mittelpuunftes M diefes 
Drudes vom Wafferfpiegel durch , jo Hat man das Moment des Wafler- 
drudes auch: 

Pe=(Fh+Rhk+t-:)ey 
und es folgt nun durch Gleichſetzen beider Momente die in Frage ftehende 
Tiefe des Mittelpunftes M unter dem Wafferfpiegel: 
I) „„Eh+Rbh+t: Ay+FRb+- 
Fh+FRht+t- Fh ’ 
wenn, wie oben, F den Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres 
Schwerpunktes unter dem Wafferfpiegel bezeichnet. 

Um biefen Drudpunft vollftändig zu beftimmen, hat man noch deſſen 
Abftand von einer anderen Ebene oder Linie anzugeben. Sept man bie 
Abftände Fi Gh, Fr Gꝛ . . . der Flächenelemente Fi, Fs . . . von der den 
Neigungswintel der Ebene beftimmenden Falllinie AC = yı, 9. . .» ſo 
find die Momente der Elementardrüde in Hinfiht auf diefe Balllinie: 
Fhyy,FrRlyy..., alſo ift das Moment der ganzen Fläche: 
(Fıhıyı + Abu: Ir 

Bezeichnet man den Abfand = N des Mittelpunftes M von eben diefer 
Linie dur, fo hat man diefes Moment audjtgleich :(Fı hı + Fahs + + -)vY. 
Segt man endlich beide Momente einander gleich, fo erhält man bie zweite 
Drbinate: 


2) 


v 











Fhy+rhkypt _ AıytFrbky+ 
Fh+tBhrte Fh 

Iſt a der Neigungswinkel der Ebene ABC gegen den Horizont, find 

ferner zı, 23... die Entfernungen E, Fı, Er Fz ... der Elemente Fi, Fr.-., 
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und ift u der Abſtand LM des Drudmittelpunftes M von der Durd)- 
ſchnittslinie A B der Ebene mit dem Wafferfpiegel, fo hat man h, =, sin.a, 
h=m3ina...,fowies— u sin. c. Führt man diefe Werthe in 
den Ausdrüden für s und v ein, fo ergiebt ſich: 














— FRa+rat:-- Trägheitsmoment 
Fa+RPz +:  fatiides Moment 
Fay + Fzy +: __ Centrifugalfcaftmoment 
Fatrhnt: Fatifches Moment 


Dan findet aljo die Abftände u und v des Drudmittelpunftes von der 
horizontalen Are AY und von der durch die Falllinie gebildeten Are AX, 
wenn man das ſtatiſche Moment der Fläche in Hinficht auf die erfte Are 
einmal in das Trägheitsmoment berjelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Mal in das Gentrifugalkraftmoment derjelben in Hinficht auf 
beide Aren dividirt. Auch ift der erfte Abftand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von der Durchſchnittslinie mit dem Wafferfpiegel 
($. 351). Uebrigens ift leicht zu ermefien, dag der Mittelpuntt des 
Waſſerdruckes mit dem in $. 338 beftimmten Mittelpunfte des 
Stoßes vollfommen zufammenfällt, wenn bie Durchſchnittslinie AY der 
Bläche mit dem Waflerfpiegel als Drehare angefehen wird. 


Wasserdruck gegen Rechtecke und Dreiecke. Iſt bie gedrüdte $. 385. 
Fläde ein Rechteck AC, Fig. 674, mit horizontaler Grundlinie CD, fo 
befindet ſich der Mittelpunkt M des Drudes in der die Grundlinien halbi— 
venden Falllinie KL und ſteht um 2/, diefer Linie von der im MWafferfpiegel 
liegenden Seite AB ab. Reicht diefes Rechteck nicht bis zum Wafferfpiegel, 
wie in Fig. 675, ift vielmehr der Abftand KL der unteren Bafi8 CD vom 
Fig. 674. Sig. 675. Sig. 676. 





Waſſerſpiegel — 1, und der Abftand KO der oberen Baſis AB =, fo 
hat man den Abftand KM des Drudmittelpunktes vom Wafjerfpiegel HR: 
EM, 

2— 13 

Fur ein rechtwinkeliges Dreied, ABC, Fig. 676, deſſen eine Kathete 
Beisdad’s Lebrbuch der Mechanit. I. 55 


u 
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AB im Waſſerſpiegel Liegt, ift der Abftand KM des Drudmittelpunttes M 
von AB (Beijpiel $. 338): 
1/ 6 F.2% 
MF.iT Yalı 
wenn 2 die Höhe BC des Dreiecks bezeichnet. 

Der Abftand dieſes Punktes M von der anderen Kathete BC ift, da biefer 
Punkt jedenfalls in der das Dreieck halbirenden Linie CO Liegt, welche von 
der. Spige C nad) dem Mittelpunfte der Grundlinie geht, VI b, 
wenn b die Örundlinie A.B bezeichnet. 

Liegt die Spige C im Waflerfpiegel, wie Big. 677 angiebt, befindet ſich 
alſo die Kathete A B unter der Spite, fo hat man: 


1; FiR 
EH=u m = 3/, I und 


NY=o= 1.2 = %Yb 


Befindet fich das ganze Dreieck ABC, Fig. 678, unter Waſſer, fteht die 
Fig. 677. Fig. 678. Grundlinie AB um 
AH==1, und die Spitze 
Cm CH=T, va 
Wafleripiegel IR ab, 
jo Hat man den Abftand 
MK des Drudmittel- 
— *7 3 punktes M vom Waſſer⸗ 
— ſpiegel HR: 








2 
her + Rh + =) 
Orr) 


_ Ye - Hs @L +9 Y+r2hb +3 lg 
— 1,2% +) —201* 2%) 
Auf ähnliche Weife laſſen ſich die Drudmittelpunfte von anderen ebenen 
Figuren beftinmen. 


Beiſpiel. Welche Kraft P ift aufzumenden, um die um eine horizontale Axe D 
drehbare freisrunde Klappe AB, Fig. 679, aufzuziehen? Es fei die Länge DA 
diefer Klappe gleich 0,4 Meter, ihr Durchmeſſer AB — 0,35 Meter, der Abftand 
ihre Schwerpunttes S von der Axe D, DS = 0,2 Meter und ihr Gewicht 
G = 25 Rilogramm. Ferner jei der Abfland DH der Drehaxe D von dem 
Waſſerſpiegel ZR, in der Ebene der Klappe gemefjen, glei 0,85 Meter und 
der Reigungswintel diejer Ebene gegen den Horizont « = 60°. 

Die gedrüdte Fläche if: 

nd? 


= 0,7854 . 0,385? = 0,096 Quadratmeter 
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und die Drudhöhe ober Tiefe ihres Bittespunien © unter dem BWafferfpiegel: 
0C=h=HCsna=(08 +00 4% 27) 0866 = 0,465 Meter, 


Fig. 679. daher der Waflerdrud auf die Flache AB=F: 
n Q= Fhy = 0,08 . 0,455 . 1000 
= 43,68 Rilogramm. 
Der Hebelarm 5 diefer Kraft in Hinficht 
auf die Drehare D ift der Abftand DM des 
Drudmittelpunftes M von berjelben, aljo: 
b=HM-— HD. 


Rum ift aber: 
no 5 
au- IE _- 
ac 16.H4C 
ze, # 


‚35% 
0,525 





+HC0= 
daher folgt: 
db = 0,54 — 0,80 = 0,24 Meter 
und daß gefuchte ſtatiſche Moment des Wafferdrudes: 
Qb = 48,68 . 0,%4 = 10,48 Metertilogramm. 

Das ſtatiſche Moment des Klappengewichts ift gleich 
G.DEK=G.DS.co.a=23.02.05 = 25 Metelilogramm. 
Durch Addition beider Momente erhält man das ganze Moment zum Aufziehen 

der Klappe: 


+0,525 = 0,54 Meter, 





Pa = 1048 + 2,5 = 12,98 Meierlilogramm 
und, wenn bie Kraft zum Aufziehen an dem Hebelarm DN = a — 0,2 Meter 
wirkt, jo folgt die Größe derjelben: 


P=128 — 649 Rilogramm. 


Druck auf beiden Seiten einer Fläche. Wirb eine ebene Fläche $. 386. 

AB, ig. 680, zu beiden Seiten vom Waſſer gebrüdt, fo erhält man 

Fig. 680. bie Mitteltraft durch die Differenz der den 

beiden Seiten entſprechenden und einander 
entgegentoirtenden Waſſerdrücke. 

Iſt F der Inhalt des gedrücten Theiles 

auf der einen Seite der Flüche AB und 

h bie Tiefe AS feines Schmwerpunftes unter 

dem Wafferfpiegel, ferner Fi der Inhalt 

des Theiles A, Bi auf ber anderen Geite 

der Fläche und Ah, die Tiefe A, 8, feines 

Schwerpunftes ımter dem entfprechenden Wafferfpiegel, jo fällt die gefuchte 
Mitteltraft: P= Fhy — hy = (Fh— Fıh,) y aus. 

55* 
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Iſt das Trägheitsmoment des erften Flächentheiles in Hinficht auf die 

Linie, im welcher die Ebene der Fläche den erften Wafferfpiegel fehneidet, 
gleich FR?, fo Hat man das ftatiche Moment des Wafferdrudes von der 
einen Seite in Hinſicht auf die Are A gleich 

Fky, 
und ift das Tragheitsmoment des zweiten Flachentheiles in Hinficht auf bie 
Durchſchnittslinie mit dem zweiten Wafferfpiegel gleih Fi k?, fo hat man 
ebenfo das ſtatiſche Moment des Waſſerdruckes von der anderen Seite in 
Hinficht auf die Are im zweiten Wafferfpiegel A, gleich 

Fıkty. 

Segen wir nun ben Abftand AA, der Waſſerſpiegel von einander gleich 
a, jo erhalten wir die Vergrößerung des legten Momentes beim Uebergange 
von der Are A, auf die Are A gleich 

. Fıhay, 
und baher ift das ſtatiſche Moment des Wafferdrudes Fyh,y in Hinſicht 
auf die Are A im erften Wafferfpiegel 
Fhy+Rhay=(Fk + Fah)r. 
Hiernach folgt dann das ſtatiſche Moment der Differenz beider Mitteldrüide: 
FR— Pk —arh)y 
und der Hebelarm diefer Kraftdifferenz, oder der Abſtand des Druckmittel⸗ 
punttes von der Are im erften Waflerfpiegel: 
_Fm—AkH—ahh 
— FR-Fn 
Sind die gebrlicten Flächentheile einander gleich, welcher Fall eintritt, 
wenn, wie Fig. 681 vepräfentirt, bie ganze Fläche AB = F unter,Wafjer 
Fig. 681. ift, fo hat man einfadher: , 
P=Fh—h)y, 
und da tk} + 2ahı + a? ([.$.225) 
wh—h—ail, 
u" -kH—ah _ah + a? 
h—h — @ 
=htı=h 
In dem legten Falle ift alfo der Druck 
gleich) dem Gewichte einerWafferfäule, deren 
Grundfläche die gedrücte Fläche und deren Höhe der Höhenabftand RA 
zwiſchen beiden Waſſerſpiegeln ift, und es fällt der Mittelpunkt bes Druckes 
mit dem Schwerpunfte 8 der Fläche zufammen. Dieſes Gefeg ift aud) noch 
dann richtig, wenn beide Waſſerſpiegel außerdem noch durch gleiche Kräfte, 
3 2. durch Kolben, oder durch die Atmofphäre gedrüct werden. Denn ift 
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diefer Drud auf jede Flächeneinheit gleich p und alfo bie entſprechende 
Waſſerſaulenhbhe  — 5 &. 382), fo Hat man flatt h, A + 2 und ftatt 


Mn, hr + 1 zu fegen, und es läßt die Subtraction die Kraft 
P=h+l—-h+MDFr=hb—h)Fr 

Abrig. Aus dem Grunde läßt man denn auch in der Regel bei hydroſta⸗ 

tiſchen Unterſuchungen den Atmofphärendrud außer Acht. 


Beiſpiel. Die Höhe AB des Oberwaſſers bei einer Schifffahrtsſchleuſe, 
Fig. 682, beträgt 2 Meter, das Wafler in der Kammer ficht am Schleufenthore 
ig. 682. 1,2 Meter hoch und bie Breite des Kanals wie 
der Rammer beträgt 2,5 Meter, melden Mittels 
drud hat das Schleufenthor außzußalten? 
Es if 
F=2.25 = 5 Ouadratmeler und 
' F,=12.25 = 8 Quadratmeter, 
A — 1 Meter und A, = 0,6 Meter, ferner 
“= 2— 12 08 Meter. 
Man hat fodann: 
B=y.2= 188 un kt 1122 = 0,48, 
daher folgt der gefuchte Waflerdrud: 
= (FR— Fh)y=6.1- 8.06) 1000 = 3200 Rilogramm 
und die Tiefe feines Angriffspunktes unter dem Oberwaflerjpiegel: 
Fu—F,k’—arh, _ 5.188 — 3 .048 — 08.3.06 
PFR-Fh — 5.1-— 8.08 











L18M. 


Druck nach einer bestimmten Richtung. In vielen Fällen ift $. 387. 
es wichtig, nur einen, nad) einer beftimmten Richtung wirkenden Theil des 
Waſſerdruckes auf eine Fläche zu kennen. Um eine ſolche Componente zu 
finden, zerlegen wir den normalen Wafferorud MP — P ber Fläde 
ZAB=F, $ig. 683, nad) der gegebenen Richtung MX und nad) ber 

Big. 683. Richtung MY winkelrecht gegen die» 
ſelbe in zwei Seitenkräfte: 
MP, =P, m MR = 
Iſt nun & der Wintel PMX, 
um welden die Normalkraft von der 
gegebenen Richtung MX der Geiten- 
kraft abweicht, fo erhält man für die 
Componenten : 
P, = Pcos.a und P. = Psin.a. 
Entwirft man von der Fläche AB 
in einer winkelrecht auf der gegebenen Richtung MX ftehenden Ebene die 
Brojection BC, fo hat man fir deren Inhalt Fı die Formel: 
F=F.cos.ABC, 
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oder, da ber Neigungswinkel ABC ber Fläche zu ihrer Projection gleich 
ift dem Winfel PMX — @ gwiſchen der Normalkraft P und ihrer Com- 
ponente P,, fo hat man: 
r Fı =F cos. &, ober umgelehrt: 
— A 
oz 
und daher die gefuchte Seitenkraft: 


D=P 


A 
F 

Da noch der Normaldrud bie Größe P—= FRhy hat, jo folgt endlich: 

P=HFhy, 

d. 5. der Drud, womit das Waffer auf eine ebene Fläche nad 
irgend einer Richtung drückt, iftgleic dem Gewichte einer Waffer- 
fäule, welde zur Bafis die Brojection der Fläche winkelrecht zur 
gegebenen Richtung und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes 
der Fläche unter dem Wafferfpiegel hat. 

In den meiften Fällen der Anwendung ift e8 wichtig, nur bie verticale 
oder eine horizontale Componente vom Drude des Waſſers gegen eine Fläche 
zu fennen. Da die Projection winkelrecht zur Berticalrichtung die Horis 
zontal- und die Projection winkelrecht zu einer Horigontafrichtung eine Ver⸗ 
ticalprojection ift, fo findet man ben Berticaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläche, wenn man die Horizontalprojection ober den Grundriß 
derfelben als gebrüdte Fläche, und dagegen den Horizontaldrud bes 
Waſſers nad} irgend einer Richtung, wenn man die Berticalprojection 
oder ben Aufriß der Fläche winkelrecht gegen die gegebene Richtung ale 
gedrückte Flache behandelt, in beiden Fällen aber bie Tiefe OS des Schwers 
punktes S der Fläche unter dem Wafferfpiegel ala Drudhöhe anficht. 

. Bei einem prisma= 

Big. 684. tifhen Teihdamme 

ABDE, Fig. 684, hat 
man hiernad) für den 

Horigontaldrud des 
Waſſers das verticale 
Längenprofil AC und 
für die Verticafkraft 
die Horizontalprojection 
BC der Wafferfläche 
AB als gedrudte Fläche 
anzufehen. Segt man 
daher die Länge des 
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Dammes gleich I, die Höhe AC = h und die vordere Bölhung BC = a, 
fo folgt die Horizontalkraft des Waſſers: 

H—=Ih - y—= Yh'ly 
und der Berticaldrud deſſelben: 

V=al r y—1halhy. 


Iſt nun noch die obere oder ‘Dammfappenbreite A E — b, die hintere 
Böſchung DF— a, und das ſpecifiſche Gewicht der Dammmafle = 71, 
fo hat man das Gewicht des Dammes: 


G= ( 4 5) hlyı 
und den ganzen Berticaldrud des Dammes gegen den horizontalen Boden: 
V+G=halny + (0 | nor + (Br) ir 


Segt man den Reibungscoefficienten gleih 9, fo folgt nun die Reibung 
oder Kraft zum Fortſchieben des Dammes: 


F=9W+ 9=[irar + (+ ®) i] pRı 


In dem Falle, wenn der Horizontaldrud des Waſſers dieſes Fortſchieben 
bewirken ſoll, ift daher zu fegen: 


akly= "ar + (b + en] phl, 
oder einfacher: 
ı=9 a+@b+0+m)2 
Damit aljo der Damm vom Waſſer nicht fortgefchoben werde, muß fein: 
kh<o a+@b+0+ m) oder 


b>Us (4-.)2-« +]. 


Der Sicherheit wegen nimmt man wohl an, daß der Grund des Dammes 
größtentheild durchwafchen ſei, weshalb äußerſtenfalls noch ein Gegendrud 
von unten nach oben gleich (b + a + a,) Ihy in Abzug zu bringen und 


r<pler ++ (2 -1)- a] 
zu fegen iſt. 


388. 
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Beiſpiel. Die Dichtigkeit der Lehmdammmaſſe iſt nahe doppelt ſo groß, als 
die des Waſſers, alſo: 
A=2mA-ı=1ı; 
es läßt fi daher für einen Lehmdamm einfach 
h<o(2b-+a) 
legen. Erfahrungen zufolge mwiderfteht ein Damm hinlänglich, wenn die Höbe, 
Böſchung und Kappenbreite defielben einander gleich find; jegt man biernad in 
der legten Formel: 
kh=b=a,jo ergiebt fid: 
9 = Ys, weshalb man in anderen fällen: 
h=Y, [ed +a+a) 2 -1)-a] 
und in&bejondere bei Lehmdämmen: 
h = 1 (2b + a), daher umgekehrt: 
—F 3k — a 
— 2 





zu ſetzen hat. 
Beträgt die Dammhöhe 5 Meter, und iſt der Böſchungswinkel « — 36°, jo 
bat man die Böſchung: 
a=hootg.a=b. cotg. 36° = 5. 1,3764 —= 6,882 Meter 
und daher die obere Damms oder Kappenbreite: 
u = 12-6582 _ ,059 Meter 


zu maden. 


Druck auf krumme Flächen. Das im vorigen Paragraphen 
gefundene Gefeg über den Trud des Waflerd nad) einer beftimmten Rich⸗ 
tung gilt nur für ebene Flächen und für die einzelnen wegen ihrer Kleinheit 
als eben anzufehenden Elemente krummer Flächen, nicht aber für krumme 
Slächen überhaupt. Die Normaldrude auf die einzelnen Elemente einer 
frummen Fläche laſſen ſich in Seitenfräfte parallel zu einer gegebenen Rich⸗ 
tung und in andere, gegen erftere winfelvecht, zerlegen. Jene Seitendrücke 
bilden ein Syſtem von Parallelträften, deren Mitteltraft den Druck in der 
gegebenen Richtung darftellt, und die darauf ſenkrechten Seitenfräfte lafien 
ſich ebenfalls auf eine Mitteltraft zurückführen. Beide Mittelfräfte geftatten 
aber nur dann eine weitere Vereinigung, wenn fie zum Durchſchnitte 
gelangen ($. 99). Im Allgemeinen ift es daher nicht möglich, die ſämmt⸗ 
lichen Waſſerdrücke gegen die Elemente einer krummen Fläche auf eine einzige 
Karft zurückzuführen, doc) kommen einzelne Fälle vor, wo die gedachte Ver⸗ 
einigung möglich) ift. 

Sind F,, Fa, F3 ... . Elemente einer krummen Fläche, und hı, As, As... 
ihre Trudhöhen, fo hat man ben Drud auf die krumme Fläche nad) einer 
beftimmten Richtung, wenn G,, Ge, G3 . . . die Projectionen ber Elemente 
auf eine zur Drudrichtung fenkrechte Chene bedeuten: 


P=(Gh + Gh + Ghhs +) Y- 
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In dem Falle, wenn die einzelnen Elemente der frummen Fläche F' zu 
ihren Projectionen G ein conftantes Berhältnig, d. h. wenn fie überall die⸗ 
felbe Neigung gegen die Projectionsebene haben, wenn aljo: 

A_h_®,..—n 
FBFB 7° — 
iſt, hat man: 
G=nrF,%=nfFfr..., 
folglich: 
P=r(Fh+Rhke + Fb +: )y=nFhy, 
wenn F' den Inhalt der gedrücten Fläche und % die Tiefe ihres Schwer⸗ 
punftes unter dem Waſſerſpiegel bedeute. Nun ift ferner, unter @ die 
Projection der gedrücdten Fläche verftanden: 
F=h+R+Bh+ er ++ + —=nG, 
daher: 
P=nFhy= Ghy. 

In diefem Falle, wo alle Flächenelemente diefelbe Neigung gegen bie 
Projectionsebene oder gegen die Drudrichtung haben, gilt daher ebenfalls 
wie bei ebenen Flächen das Geſetz, daß der Wafferdrud nad der 
betreffenden Richtung gleich dem Gewichte einer Waffer- 
fänle iſt, deren Basis der Projection der frummen.Flädhe 
winkelrecht gegen bie gegebene Richtung und beren Höhe der 
Tiefe des Schwerpunftes der frummen Flädhe unter dem 
Waſſerſpiegel gleichkommt. € 

So ift 3. B. der Berticaldrud des Waffers gegen den Mantel eines mit 
Waſſer gefüllten, geraden, fegelförmigen Gefäßes ABC, Fig. 685, gleich 

Sig. 688. dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche die 
Bodenfläche zur Bafis und zwei Drittel der 
Ürenlänge CM zur Höhe bat, weil fämmtliche 
Elemente der Mantelfläche gleiche Neigung 
gegen die horizontale Bodenfläche haben, und 
weil der Schwerpunft S des Kegelmantels um 
zwei Drittel der Höhe des Kegel von der 
Spige abfteht ($. 118). Iſt r der Halbmeſſer 
der Bafis und % die Höhe des Kegels, fo hat 
man den Drud gegen den Boden gleich zr?hy 
und den Berticaldrud gegen den Mantel gleich 
2/; ar?hy; da aber der Boden mit der Seitenwand feſt verbunden ift, und 
beide Drücke einander entgegen wirken, fo folgt die Kraft, mit welcher das 
Gefäß durch das Wafler abwärts gedrückt wird, zu 

(1 — ?/)arthy=i,arthy 





$. 389. 
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gleich dem Gewichte der ganzen Waflermaffe. Hätte man den Boden durch 
einen feinen Schnitt vom Mantel getrennt, fo wurde derſelbe mit feiner 
vollen Kraft mr?%y nad) unten, oder auf feine Unterlage drlicken, dagegen 
wäre aber auch noch der Mantel mit einer Kraft 2), mr? hy niederzuhalten, 
um das Abheben deffelben durch das Waffer zu verhindern. 


Horizontal- und Verticaldruck. Wie aud eine krumme Fläche 
AB, $ig. 686, geformt fein möge, immer ift der Horigontaldrud des 
Waſſers gegen diefelbe glei) dem Gewichte einer Wafferfäule, welde 

ig. 686. zur Bafis die Verticalprojection 
AoB, der Fläde winkelrecht zur 
gegebenen Drudridtung und zur 
Druckhöhe die Tiefe OSdes Schwer⸗ 
punttes S diefer Projection unter 
dem Wafferfpiegel dat. Die Rice 
tigkeit diefer Behauptung folgt aus der 
Formel 

P=(Gh+ Gr + )r 
fogleich, wenn man berüdfichtigt, daß die 
Drudhöhen Ay, Ay... der Flächenelemente 

C auch zugleich die Drudhöhen ihrer Pro- 
jectionen find, daß alfo 

Gh+tGm+t:- 
das ftatifche Moment der ganzen Projection in Hinficht auf den Wafler- 
fpiegel, d. i. da8 Product Gn aus der Berticalprojection E und der Tiefe h 
ihres Schwerpunktes umter dem Wafferfpiegel ift. Man hat alſo hier wieder 
P=Ghy 

zu fegen, aber nicht außer Acht zu laffen, daß A bie Drudhöhe ber Ber- 
ticalprojection ift. 

Irgend zwei Theile AB und A, Bı der Oberfläde eines Gefäßes, welche 
diefelbe Berticalprojection Ay Bo haben, wie fie 3. B. durch einen durch das 
Gefäß gelegten Horizontalen Cylindermantel aus der Gefäßwand heraus- 
geſchnitten werben wurden, haben gleiche und entgegengefegte Horigontaldrüde. 
Der Verticalſchnitt O C', woburd) man irgend ein Gefäß mit dem barin 
befindlichen Waffer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, ift zugleich 
die Verticalprojection von beiden Oberflächentheilen R ABC und HA, Bı C. 
Nach dem obigen Gefege find baher die Horizontaldrücke auf die beiden 
Oberflachentheile gleich groß, und da fie entgegengefegt wirken, heben fie ſich 
auf. Es folgt Hieraus, daß ber Horizontaldrud auf die Oberfläche eines 
mit Waſſer gefüllten Gefäßes niemals eine Bewegung des legteren hervor ⸗ 
bringen fann. Wollte man das Gefäß z. B. an einem Faden aufhängen, 


j 


8. 389.] Statik flüffiger Körper. 875 


jo würde zum Gleichgewichte nur erforderlich fein, daß der Schwerpunft 
vertical unter dem Aufhängepunkte liegt, wie auch die Oberflächen befchaffen 
fein mögen. Der Horizontaldrud äußert fi in diefem Falle nur als innere 
Kraft, welche durch die in den Gefäßwandungen hervorgerufenen elaftifchen 
Spannungen aufgenommen wird. 

Der Berticaldrud Ph, —= Gıhıy des Waſſers gegen ein Element 
Fı, #ig. 687, der Gefäßwand ift, da die Horigontalprojection G, des 
Elementes als Querſchnitt und die Druckhöhe Ak, ala Höhe und alſo Gı hı 

Gig. 687. als das Bolumen eined Prismas angefehen werben 
| kann, gleich dem Gewichte einer über dent Elemente 
ftehenden und bis zur Ebene IR des Waflerfpiegels 
reihenden Waflerfäule IF}. Die einen endlichen 
Theil AB des Bodens ober der Gefäßwand aus⸗ 
machenden Flächenelemente erleiden daher auch einen 
Berticaldrud, welcher dem Gewichte ſämmtlicher dar- 
überftehenden Wafferfäulen, d. i. dem Gewichte ber 
über dem ganzen Stüde ftehenden Waſſerſäule gleich 
iſt. Segen wir dieſes Volumen Y,, jo erhalten wir 
hiernach für den verticalen Wafferdrud: 

P=Yır. 

Für einen anderen Theil A, B, der Gefäßwand, 
welcher jenfrecht über dem vorigen liegt und das Vo⸗ 
(umen A, Bi H = PV3 begrenzt, hat man den entgegengefegten Berticaldrud‘: 

Q=dVY; 
find aber beide Theile feft mit einander verbunden, jo refultirt aus beiden 
Kräften die vertical abwärts wirkende Kraft: 
R=P—Q=(N —I)y=PVYy 

gleich dem Gewichte der zwifchen beiden Flächentheilen enthal- 
tenen Waſſerſäule. Wendet man endlich, diefes Geſetz auf das ganze 
Gefäß an, fo folgt, daß der gefammte Berticaldrud des Waffers 
gegen das Gefäß gleich ift dem Gewichte der eingefchloffenen 
Waffermaffe. 

Bringt man in der Seitenwand eines Gefüßes HBR, Fig. 688 I. u. II. 
(a. f. S.), eine Deffnung O an, fo fällt der Theil des Druckes, welcher 
den Querjchnitte diefer Deffnung entfpricht, weg, und es bleibt daher der 
Drud auf das gegenüber Tiegende Tlächenftüd F übrig. Wird nun bie 
Deffnung wie in I., durch einen Kolben verſchloſſen, deſſen Zurückgehen 
ein Widerftand L von außen verhindert, fo findet eine gleichmäßige Ver⸗ 
theilung des Horizontaldrudes auf die Gefäßwand nicht mehr ftatt, fondern 
es wird das Gefäß mit einer Kraft P = Fhy fortgeichoben, welche ber 
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Kolben in entgegengefegter Richtung aufnimmt. Gelangt nad) der Ent: 
fernung des Kolbens das Wafler O zum Ausfluffe, wie II. barftellt, fo 


Fig. 688, 
I u 


fteigert fi in Folge der Reaction des ausfliegenden Waſſers diefer Drud 
P von Fhy auf Ph = 2 Fhy, wie in der Folge gezeigt werben wird. 


Anmerkung. Aus dem Vorftehenden ergiebt fi, daß die Kraft, welche der 
Danıpf oder das Waſſer bei Dampf: oder Waſſerſaulenmaſchinen auf den Kolben 
ausübt, unabhängig von der Form des legteren if. Wie aud) die Drudfläde 

Fig. 639. durch Aushöhlung oder Abrundung vergrökert fein möge, 
immer bleibt der Drud nad) der Richtung der Kolbens 
ftange glei dem Producte aus dem Querſchnitte des 
Eylinders und dem Drude p auf die Flacheneinheit 
(pecifiſcher Drud). Bei dem trihterförmigen Rolben AB, 
Fig. 689, deſſen größerer Halbmeſſer CA= CB=r 
und defien fleinerer Halbmeſſer GD= GE= iſt, 
beträgt der Drud auf die Grundflähe AB die Größe 
ar?p und der verticale Drud auf den Kegelmantel 
nr (r — r) p; ſo daß der reflirende, nad oben wirt: 
ſame Drud 

P=zanp—-at— rM)p=artp 

beträgt, d. h. glei dem Querſchnitie des Cylinders mal 
dem fpecififen Drude ift. dierbei ift ftillipmweigend 
voraußgefeßt, daß der ſpecifiſche Drud p für alle Obere 
flachentheile des Kolbens glei groß fei, wie dies bei Dampfmaldinen immer 
genau und bei Wafferfäulenmaiginen ſehr annägernd der all ift, infofern die 
verticale Abmeſſung GC des Kolbens gegen die Drudhöge CH verſchwindend 
iſt, ſonach alle Kolbentheile nahezu in derjelben Tiefe unter dem Waflerjpiegel 
fid) befinden. 





Beifpiel. Der Berticaldrud P, des Waffers auf die untere Halblugelfläche ADB, 
Fig. 690, ift dem Gewichte einer Waflerfäule gleich, melde oben von der 
Ebene des Wafierjpiegels HR und unten von dieſer Halbugelfläche begrenzt 
wird. Nr der Halbmefier CA — CD tiefer diache und A die Höhe CO 
des Wafferfpiegels HR über der horizontalen Begrenzungsebene AB derfelben, 
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jo Hat man das Volumen einer über ADB ftehenden, bis zum Waſſerſpiegel 
reichenden Waſſermaſſe: 
Big. 690. Y=%ar tar, 
daher den Berticalbrud auf die Halbkugel⸗ 
füße ADB: 
P=(h+%Y%r) any. 
Der nad) oben gerichtete Verticaldruck auf die 
obere Halbkugelfläche AEB ift dagegen 
PR=(h— hr) ary; 
daher folgt der gefammte Berticaldrud: 
P=PR—-R=%ary, 
A alfo glei) dem Gewichte des Waſſers in der 
Rugel. 
Der Horizontale Drud auf eine der Halb: 
tugeln DAE und DBE, welde in der Ver— 
D ticalebene DC E zujammenftoßen, wird dagegen 
durch das Gewicht de Prismas von der Grundflähe DOE = nr? und der 
Höhe CO — Ah gemefien, ift folglich: 
R=arihy. 


Röhrenstärke. Don befonberer Wichtigkeit ift die Anwendung der 
Lehre vom Wafferdrude auf Röhren, Keffel u. |. w. Damit diefe Gefäße 
dem Waſſerdrucke hinreichend widerftehen und durch denfelben nicht zerfprengt 
werben, hat man ihnen eine gewiffe, der Drudhöhe und der inneren Weite 
entſprechende Wandftärke zu geben. Das Zerfprengen einer Röhre kann 
entweder in Quer⸗ ober in Längenriſſen vor ſich gehen. Die legteren ent⸗ 
ftehen jedoch leichter als die erfteren, wie aus Folgenden erhellen wird. 

Iſt die Drudhöhe des Wailers in einer Röhre gleich A, alfo der Druck 
deffelben auf die Flächeneinheit 9 = hy, ferner die Weite diefer Röhre 
MN=2C0M=2r, fig. 691, alfo der Querſchnitt des Waſſerkörpers 

Fig. 691. in derfelben F—= wr?, fo beträgt der 
auf die Endflächen der Röhre aus— 
geübte und von dem Querſchnitte der 
Röhrenmaffe aufzunehmende Wafler- 
drud: 

P=Fp=arhy=ar'p. 

Hat num die Röhrenwand eine Dide 
AD=BE=B, fo ift der Quer- 
fehnitt derfelben: 
z(r+ö —arö=2nrd + mör 


= 2278 (1 + 
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DBezeichnet man nun die zuläffige Spannung des Röhrenmaterials 
durch x, jo läßt fich die Tragkraft der ganzen Röhre in der Arenrichtung 


ö 
fegen, fo daß num die Gleichung 
| ö j 
(1 + 5) 2arök—=arp 
oder 
(1 + >) 2ök—=rp(i.$. 211) 
aufgeftellt werden kann, deren Auflöfung die gefuchte Röhrenſtärke 


— . 
(14 2): 
oder meift genau genug, 
— —226 
o — SET ak giebt. 


Der mittlere Drud, welchen das Waffer auf ein Wandſtück AMB aus 
übt, deſſen Länge gleich 7 und Centriwinkel ACB — 20° ift, beträgt, ba 
die Projection diefes Stüdes rechtwinkelig gegen die Mittellinie CM ein 
Rechte vom Inhalte AB. 1 —= 2rl sin. « ift: 

P=2rlsina.p=2rlhsin.a.y. 

Diefer Kraft wird durch die Cohäfionskräfte A, R in den Duerfchnitten 
AD.Iwmd BE. 1— d1 der Röhrenwand das Gleichgewicht gehalten; fie 
ift daher der Summe 2 Q derjenigen Componenten DO — Q nd EQ=Q 
der legteren Kräfte gleich zu ſetzen, welche bei rechtwinteliger Zerlegung mit 
der Mittellinie CM parallel gerichtet find. Seten wir um R=ÖIk, 
fo erhalten wir: 

Q=Rsin.ARQ= Rsin. ACUH = Ölksin.a 
und daher: 
2ölk sin.a = 2rlpsin.a,db.i.ök=rp. 
Es ift hiernach die gefuchte Röhrenftärte: 
a '?_!r hy 


k  5K’ 
alfo ganz unabhängig von der Lage und Länge ber Riſſe. 

Da die erfte Entwidelung d nn = > giebt, jo folgt, daß zur Berhin- 
derung der Entftehung von Längenriſſen die Wandftärfe nod einmal fo groß 
zu machen ift, als zur Verhinderung der Bildung eines Querriſſes. 
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Aus der gefundenen Yormel 
—'? — rhy 
k k_’ 
folgt, dag ſich die Wandftärfen gleichartiger Röhren wie die 
Weiten und wie die Drudhöhen oder Drüde auf die Flächen— 
einheit verhalten müſſen. Eine Röhre, welche dreimal fo weit ift, 
als eine andere, und einen fünfmal fo großen fpecififchen Drud auszuhalten 
bat, als diefe, muß eine fünfzehnmal fo ftarfe Wand erhalten. 
Hohlen Kugeln, welche von innen einen Drud p auf jede Flächen- 
einheit aushalten müflen, hat man die Stärfe 
rp 
=; 
zu geben, weil hier die Projection der Druckfläche ber größte Kreis zr? 


und die Trennungsfläche der Ring 2 zrö (1 + >) oder annähernd bei 


Heinerer Dide = 2rr6 if. 

Die gefundenen Formeln geben fir p —= 0 aud) d — 0, deshalb müßten 
alfo Röhren, welche feinen inneren Drud auszuhalten haben, unendlich dünn 
gemacht werben; da aber jede Röhre ſchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiſſen Drud aushalten und auc eine gewiſſe Dide erhalten muß, 
damit fie wafferdicht hergeftellt werden kann, fo hat man zu der gefundenen 
Größe noch eine gewiſſe Dicke c Hinzuzufligen, um die Stärfe einer unter 
allen Umftänden wibderftehenden Röhre zu erhalten. Es ift ſolchem nad) 
für cylindrifche Röhren oder Keſſel zu fegen: 


6 =ec 9 27 


oder einfacher, wenn d die ganze innere Röhrenweite, n den Drud in 
Atmofphären, jede einer 10,336 Meter gleich 32,84 Fuß hohen Waſſerſäule 
entiprechend, und w eine Erfahrungszahl bedeutet: 
 dö=ec+ und. 
Die folgende Tabelle giebt die Werthe der Erfahrungscoefficienten c und 
a für Metermaß und Fußmaß: 





Material a für jedes Maß |c (Millimeter) | c (ZoM) 


Giienbled. -. .... . 0,00086 3 
Bußeilen . ..-...» 0,00238 9 
Kupfer... 2 220. 0,00148 4 
Blei - 2 222 000. 0,00507 5 
Le ....... 0,00242 4 
Holz........ 0,0323 27 
Notürlihe Steine . . . 0,0369 30 
Künſtliche Steine 0,0538 40 
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Beilpiel. Wenn eine Wafjerfäulenmajdine jentrecht ftehende, im Innern 
0,25 Meter weite Einfallröhren aus Gußeifen hat, welde Wandftärken haben 
diefelben bei 100 Meter Tiefe zu erhalten? 

Nach der angegebenen Formel ift diefe Wandftärte: 

Iren ‚250 + 9 — 5,76 + 9 — 14,76 Millimeter. 

Anmerftung 1. Die obigen Formeln für die Wandftärfen der Röhren be: 
ruhen auf der Annahme, daß das Material in allen Punkten de8 Querſchnittes 
glei ftark in Anipruh genommen wird. Wenn die auch bei verhältnikmäßig 
geringen Prefiungen und Wandſtärken zuläffig erfcheint, fo reichen dieje Formeln 
doc in denjenigen Fällen nicht mehr aus, wo e8 fi, wie 3.8. bei hydrauliſchen 
Preßcylindern, um bedeutende Drudträfte handelt. Die Spannungen des Ma: 
terial8 find dann in verſchiedenen concentriihen Schichten je nach deren Abftande 
vom Mittelpuntte des Querſchnittes verſchieden, jo zwar, daß die innerfte Faſer⸗ 
ſchicht am meiften gejpannt wird. Zur Beftimmung diejer verſchiedenen Faſer⸗ 
ipannungen hat Brix die Borausjegung gemadt, daß die Dide d der Wand 
während der Preffung unverändert groß bleibe und findet hiernach, der An: 
nahme entjprehend, daß die marimale Spannung den zuläffigen Werth & 
nicht überfteige : 


d —= 0,00238 . 


p 
= d 
d=r (* — ı) oder p = k Log.nat. (£ + ı)- 


Eine andere Öypotheje legt Barlow der Rechnung zu Grunde, die nämlid, 
dag die Größe der Querſchnittsfläche der Röhre während der Prefiung 
einer Aenderung nicht unterworfen fei; und darnach ergiebt fi: 





d=r over p= . 
k—p» r 
| 143 
Im zweiten Theile werden die Wandſtärken der Röhren aud für den Fall 
ermittelt, wo die Röhren nicht bloß bydroftatiihen Drud, jondern auch hydrau⸗ 
liche Stöße auszuhalten haben. (S. „Ingenieur* S. 422.) 


Anmertung 2. Bon den Stärken der Dampftefielmände wird im zweiten 
Theile gehandelt. Ueber die Theorie der Möhrenftärke ift eine Abhandlung von 
Herrn Geh. Regierungsratd Brix in den Berhandlungen de Vereins zur Bes 
förderung des Gewerbefleißes in Preußen, Jahrgang 1834, fowie Wiebe's 
Lehre von den einfahen Maſchinentheilen, Band I., nachzuleſen. Ebenjo Ran: 
fine’8 Manuel of applied Mechanics, S. 289, und Scheffler's Mono: 
graphien über die Gitter- und Bogenträger und über die Feſtigkeit der Gefäß: 
wände, jowie Grashof's Feſtigkeitslehre. Bon den techniſchen Berhältnifien 
und von den Prüfungen der Röhren wird gehandelt in Hagen’3 Handbuch der 
Waſſerbaukunſt, Theil I., ferner in Geniey’3 Essai sur les moyens de con- 
duire etc. Jes eaux, und im Traite theoretique et pratique de la con- 
duite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Capitel 


Vom Gleihgewihte des Waſſers mit anderen 
Körpern. 


Auftrieb. Ein unter das Waffer getauchter Körper wird durch $. 39L 


das Waffer von allen Seiten her gedrüdt und es entfteht nun bie frage 
nad) der Größe, Richtung und dem Angriffspunkte der Mittelkraft aus allen 
diefen Preffungen. Denken wir uns diefe Mittelftaft aus einer verticalen 
und zwei horizontalen Componenten beftehend, und beftimmen wir dieſe 
Kräfte nad) den Regeln des 8. 389. Der Horizontaldrud des Waſſers 
gegen eine Fläche ift gleich dem Horizontaldrude gegen ihre Berticalprojection; 
nun ift aber jede Projection eines Körpers AC, Fig. 692, Projection vom 
Hintertheil ADC und Vordertheil ABC feiner Oberfläche zugleich, es 
fällt daher aud) der Horizontale Waſſerdruck P gegen den Borbertheil der 
Oberfläche eines Körpers eben fo groß aus als der Drud — P gegen ben 
Hintertheil, und es ift im Folge der entgegengefegten Richtungen diefer 
gleichen, im Schwerpunkte der Verticalprojection A C angreifenden Dritde 
die Mitteltraft derfelben gleich Null. Da diejes Verhältniß bei jeder belie- 
bigen Horigontalrichtung und diefer entfprechenden BVerticalprojection ftatt- 
findet, jo folgt, daß die Refultirende aus allen Horizontalpreflungen Null ift, 
daß alfo der unter dem Waſſer befindliche Körper AC nad) allen hori— 
zontalen Richtungen gleich ftarf gedrüdt wird und deshalb fein Be— 
ſtreben hat, ſich in einer Horigontalrichtung fortzubewegen. 
Sig. 698. 


Fig. 692. 


Beisbah’s Lehrbuch der Mechauit. J. 66 
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Um den Berticaldrud des Waſſers gegen den eingetauchten Körper 
ABD, Fig. 693 (a. v. ©.), zu finden, denfen wir uns denfelben in ver: 
ticale Elementarprismen AB, CDu. f. w. zerlegt, und beſtimmen bie 
Berticaldrüde auf die Endflächen A und B, C und D derſelben u. f. w. 
Sind die Längen diefer Säulen ı,% ..., die Tiefen ZB, KD ihrer 
oberen Enden B, D... unter bem Wafferfpiegel OR gleih Aı, As... 
und ihre horizontalen Querſchnitte Fr}, Fr . . ., jo bat man die von oben 
nad) unten wirkenden Berticaldriide gegen die Enden B,D...: 


Qı: Qs ... FıhıY, Fahay ... 
. und dagegen die von unten nad) oben und gegen bie Enden A, C u. ſ. w. 
wirkenden Drücke: 


PıP...=RFRkı+il)y Bl +%)Y... 
Es folgt nun durch Vereinigung diefer Parallelkräfte die Meittelfraft: 


P=P+PR+ —- (a ++) 
=F(k+l)y+hRk+l)y+-- —Fhy—Rky— 
=(hı +Rbk+-)y=P/Y, 7 

wenn V das Bolumen des eingetauchten Körpers oder des verbrängten 

Waſſers bezeichnet. 

Hiernad) ift alfo der Auftrieb, oder die Kraft, mit weldher das 
Waffer einen darin eingetaudgten Körper von unten nad oben 
emporzutreiben ſucht, gleih dem Gewichte des verdrängten 
Waffers oder einer Waffermenge, welche mit dem untergetaud-> 
ten Körper einerlei Bolumen hat. 

Um noch den Angriffspunft diefer Mittelfraft zu finden, fegen wir bie 
Adftände EFF), EFy... der Elementarfäulen AB, CD... von einer 
Berticalebene OX gleich a,, as . . . und beftinnnen die Momente der Kräfte 
in Hinfiht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspunft bes Auftriebes 
und ES = x ber Abftand deilelben von jener Örundebene, fo hat man: 

VYy.e=Fhy.as + FRly.®&-+--- 
und daher: 


— Fla+PRba+-- - Na+Nha +--- 
— RAah+Rrb+.. N+Nrt+te 
wenn V,, Y2... die Inhalte der fäulenförmigen Elemente bezeichnen. 
Da fid) (nach $. 107) der Schwerpunkt des verbrängten Waſſers genau 
nad) derfelben Formel beftimmt, jo folgt, daß der Angriffspunft S dee 
Auftriebes mit dem Schwerpunfte des verdrängten Wafjers 
zufammenfällt. 
Ein in das Waffer ganz oder theilweiſe eingetauchter Körper, auf welchen 
das Waller den zuvor ermittelten Auftrieb auslibt, reagirt natürlich mit 
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einer gleich großen entgegengefegt gerichteten Kraft (vertical abwärts) auf 
das Waffer und das Gefäß. Denkt man fid z. B. ein Gefäß mit Waſſer 
auf einer Wagſchale ſtehend und durch auf die andere Wagfchale gelegte 
Gewichte abbalancirt, fo wird das Gleichgewicht geftört werden, fobald man 
einen feften Körper ganz oder theilweife in das Waſſer eintaucht, ohne ihn 
zu Boben fallen zu laſſen, alſo etwa durch Einhängen. Beträgt das ein- 
getauchte Volumen 7, fo ift das Waflergefäß um YY ſchwerer geworden. 
Yin ebenfoviel ift die Schnur, an welcher der Körper hängt, und deren Span- 
nung vor dem Eintauchen gleich dem Gewichte des angehängten Körpers 
war, durd) das Eintauchen entlaftet worden. Man kann fid) ſtets vorftellen, 
daß der von dem Körper innerhalb des Waſſers eingenommene Raum von 
Waſſer erfüllt wäre, deſſen Gewicht dann von ber umgebenden Flüſſigkeit 
getragen wurde, denn die umgebende Waflermaffe trägt von dem Gewichte 
des eingetauchten Körpers einen genau eben jo großen Theil. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn $. 392. 
ein Körper, wie ABD, Fig. 694, nicht vollftändig vom Waſſer AHR 
umgeben ift, fondern mit der Gefäßwand in einer ebenen Fläche AB vom 
Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem Querſchnitte 
AB F durchdringt, jo fällt von der Wirkung des Waffers auf den 

Big. 694, Körper die Kraft weg, melde das Waſſer 
auf die Fläche 4 B ausüben wirde, wenn 
Tegtere frei, alfo ebenfalls mit dem Waſſer 
in Berührung wäre. Bezeichnet nun A die 
Drudhöhe auf AB, d. i. die Tiefe des 
Schwerpunttes diefer Fläche unter dem 
Waſſerſpiegel HR, fo wäre der Waſſer⸗ 
drud auf AB, P— Fhy, und giebt Pı 
das Volumen des von A BD verbrängten 
Waſſers an, fo ift der Auftrieb des Waſſers, 
welcher den Körper ſeukrecht aufwärts zu 
bewegen fuchen wilde, wenn er ganz frei 
wäre, Pı = VıY. 

Da num aber ber Drud auf AB weg- 
fait, fo iſt die Geſammtwirkung des Waſſers auf ben Körper nur die 
Mitteltraft R aus Pı = Vıy md — P—= — Fhy. Um biefe Mittel- 
Traft zu beftimmen, hat man die verticale Schwerlinie des verbrängten 
Wafferkörpers und die in dem Mittelpunfte M des Drudes auf AB wintel- 
recht ſtehende Gerade bis zum Durchſchnitte C zu verlängern, die Kräfte 2, 
und — P in diefem Punkte angreifend anzunehmen, und diefelben mittels 
des Parallelogrammes ber Kräfte zu einer Mitteltraft OR—.R zu vereinigen. 

. 56* 


8. 393. 
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Ift die Neigung der Fläche AB gegen den Horizont, fowie die Abweichung 
der Kraft P von der Verticalen glei &, fo hat man folglich den Winkel, 
welchen die Richtungen der Kräfte P, und — P zwifchen fich einfchließen, 
MCP, = 180° — « und daher die Größe der den gefammten Waſſer⸗ 
drud auf den Körper A BD mefjenden Mitteltraft: 


R=VP?+ PP —2PP, cos.a 
—=yrVVv? + (FW? — 2V, Fhcos.a. 

Nach dem Principe von der Gleichheit der Wirfung und Gegenwirkung 
findet eine gleiche Reaction — R des Körpers gegen das Wafler ftatt. Wil 
man alfo die Wirkung, die das Waſſer und der eingetauchte Körper auf bas 
Gefäß ausüben, ermitteln, fo bat man nur die Mittelfraft zu bilden aus 
dem vertical abwärts wirkenden Gewichte G des in dem Gefäße enthaltenen 
Maffers und der der obigen Mittelfraft R entgegengefegten Reaction — R. 
Segt man für R ihre beiden Componenten P, und — P, fo ergiebt ſich 
die Kraft R,, weldye das Gefäß aufzunehmen hat, als Mittelfraft aus den 
beiden vertical abwärts gerichteten & und — Pi, fowie der fchräg aufwärts 
in der Richtung MC wirkenden Kraft P. Bezeichnet daher Vo das Bo: 
Iumen des in dem Gefäße enthaltenen Waflers, fo daß GE —= Poy ift, fo 
findet man R, als Refultivende aus P— Fhy und der vertical abwärte 
wirkenden Componentenfunme = G + Pı = 4, Yy + Yır = P7y, 
wenn 7 = 9, + Vı das vom Wafler und vom Körper AB.D zufammen 
eingenommene Bolumen bezeichnet. Man bat daher die auf das Gefäß 
wirkende Kraft: 


Rı=V9:+ PP — 20QPcos.a 
—=yV 7? + (Fh)? — 2VFhoos.a. 
Wäre die Fläche AB horizontal, alſo & — Null, fo hätte man 
R=(W — FhywR=(V — Fh)y. 
Wäre au) nod) Y, = 0, jo wilde R —= — Fhy ausfallen (f.$. 382). 


Gleichgewicht der schwimmenden Körper. Zu bem Auf: 
triebe P eines in ober unter Wafler getauchten Körpers gefellt ſich noch 
das in entgegengejegter Richtung wirkende Gewicht GE des Körpers, und 
ed ergiebt fi) nun aus beiden eine Mittelkraft: 

R=G—-P=(e—1)Yy, 
wenn & die Dichte des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo fällt der Schwerpunft des verbrängten 
Waſſers mit dem bes Körpers zufammen, und es ift daher diefer Punkt 
zugleich der Angriffspunft von der Mittelfraft R—= G@ — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, fo fallen dieſe Schwerpunkte nicht zuſammen, 
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und es weicht deshalb auch der Angriffepunkt der Mittelkraft R von beiden 
Schwerpunkten ab. Segen wir den Horizontalabftand SH, Fig. 695, 
Fig. 698. beider Schwerpunkte von einander gleihh b und 

\ den Hcrizontalabftand SA des gefuchten Angriffs- 
nes punkte A von dem Schwerpunkte S des ver- 
— — drängten Waflers gleich a, fo haben wir die Glei⸗ 


dung: 
— Gb = Ra, 
voraus ſich 
= „Hd __b 
- — R G-P 





BE ‚| 


ergiebt. Wird der eingetauchte homogene Körper 
feiner eigenen Schwere überlafien, jo find brei 
Fälle von einander zu unterfcheiden, je nachdem die Dichte des Körpers 
glei), größer oder Heiner als die des Waflers if. Während im erften 
Falle Gleichgewicht zwifchen dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß 
der Körper im zweiten Falle mit ber Kraft 
G—- Vy=(& —1)Vy 
finfen und im dritten Falle mit der Kraft 
VV — 6 (1 — 5) Vp 
fleigen. Da die Maſſe des Körpers gleich 1 ift, fo findet ſich die Be— 
Ihleunigung des Sintens zu: 
e— 1 
— —9 
und die Beſchleunigung des Steigens zu: 
v — ⸗ 9. 

Das Steigen geht aber nur ſo lange vor ſich, bis die von der Ebene des 
Waſſerſpiegels abgeſchnittene und von dem Körper verdrängte Waſſermaſſe 
Vi mit dem ganzen Körper einerlei Gewicht hat. 
Das Gewicht E —= Vey bes Körpers AB, 
Big. 696, und der Auftrieb P = V,y bilden 
nun ein Kräftepaar, burch welches der Körper 
noch fo weit umgebreht wird, bis die Richtungen 
beider Kräfte zufammenfallen, oder bis der Schwer: 
punft des Körpers mit dem Schwerpunfte des 
verbrängten Waſſers in eine und diefelbe Vertical: 
Imie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P und 
@ folgt der Ausdrud: 








ig. 696. 
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n=nbei-t. 

Dan nennt die Linie durch den Schwerpunkt des ſchwimmenden Körpers 
und durch den des verdrängten Waflers die Schwimmare, und dagegen 
den durch die Ebene des Wafferfpiegels gebildeten Schnitt des ſchwimmenden 
Körpers die Schwimmebene. Dem Vorftehenden zufolge fann jede Ebene, 
welche einen Körper fo theilt, daß die Schwerpunkte beider Theile in einer 
Normallinie zu diefer Ebene liegen, und daß ſich der eine Theil zum Ganzen 
wie bie Dichte des Körpers zu der ber Fluſſigleit verhält, Schwimmebene des 
Körpers fein. 


$. 394. Schwimmtiefe. Kennt man bie Geſtalt und das Gewicht eines ſchwim ⸗ 
menden Körpers, fo läßt ſich mit Hulfe der vorftehenden Pegel die Tiefe 
des Eintauchens im Voraus berechnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
fo fege man das Volumen des verbrängten Waſſers: 


Fig. 697. „= 8; 
verbindet man hiermit bie ftereometrifche Formel 
für diefes Volumen P,, fo erhält man die gefudjte 
Beftimmungsgleihung. 

Für ein Prisma ABC, Fig. 697, mit ver- 
ticaler Axe ift 3.8. 9%, —= Fy, wenn F den 
Querſchnitt und y die Tiefe C.D des Eintauchens 
bezeichnet, e8 folgt daher : 


AERB 


wenn 9 das Volumen, % die Länge und & die Dichte des ſchwimmenden 
(homogenen) Prismas bezeichnet. 

Für eine mit der Spige unter Waffer fhwimmende Pyramide 
ABC, fig. 698, ift, da ſich die Inhalte Ahnlicher Pyramiden wie die 
Cuben ihrer Höhen verhalten: 


rn _y ich bie Ti i 
ww und folglich die Tiefe der Eintaudung: 


* 
—— — 15 


wo Y das Volumen und A bie Höhe ber Pyramide bezeichnet. 

Für eine mit der Bafis unter Waffer fhwimmende Pyramide 
ABC, Fig. 699, ergiebt ſich Hingegen ber Abftand CD — yı ber 
Spige vom Wafferfpiegel, aus der Höhe A der ganzen Pyramide, indem 
man fegt: 
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V_k—y} v @ ——, 

z nah = /ı— =) 1-7, efoigt 








Big. 698. Bio. 099. 
A_E_B 





Für eine Kugel AB, Fig. 700, mit dem Halbmeſſer CA — r ift: 
Big. 700, n=ay (r _ s . 


Dan erhält daher durch Auftöfung 
der cubifchen Gleichung 


3G 
®—3rp+ ap 9 oder 


y—Iry? +A4rs—=0 
die Tiefe der Eintauchung DE—Yy 
der Kugel. 

Für einen mit horizontaler Are 
ſchwimmenden Cylinder AK, Fig. 701, vom Halbmeſſer AC—= Bl=r 
ift, wenn @ den Gentriwinfel ACB des eingetauchten Bogens bezeichnet, 

. die Tiefe DE der Eintauchung: 
Fig. 701. verl-enne, 
Zur Beftimmung von a hat man Segment 
AEB = Sector AEBC— AACB 
rta  risin.a 


Oder ABB = TEE, folglich 





das verdrängte Wafferquantum 
rla _risin.e 
14-7575) 








Ir 
2 


(8 — sin. o). 
Durch Auflöfung der Gleichung 

2G _ 2arilye 
Irıy Iny 
auf dem Wege der Näherung findet mar nun a. 


“— sin. « ⸗ 





=2ns 
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Beiſpiele. 1) Wenn eine ſchwimmende Holzkugel von 0,3 Meter Durchmeſſer 

0,18 Meter tief eintaucht, jo ift das Volumen des von ihr verbrängten Waſſers: 
9%, =n. 0,182 (0,15 — 0,06) = 0,002916” . Gubitmeter, 
während die Kugel felbft ein Bolumen von. 
Snrt=2m. 0,15% = 0,0045” Cubitmeter 
bat. Da ſonach 0,0045 u Eubilmeter Kugelmaſſe ebenfoviel wiegen wie 
0,002916 a Cubikmeter Wafler, jo ift die Dichte der Kugel 
2916 
s— 75* 0,648. 

2) Wie tief ſchwimmt ein Holzcylinder von 0,5 Meter Durchmeſſer bei einer 

Didte & = 0,4257 Es ift 
a — sin.a _nr?l.ey 
2 — AIr2y 

nun giebt die Segmententafel im „Ingenieur, ©. 154, für den Inhalt 





= ne —= 0425. = 1,3352; 


SZ = 1,8276 eines Rreisfegmenteb den Centriwinkel a® — 188°, und für 
SZ = 1,84487 denfelben — 1670, eb läht fih daher einfad der dem 


Abſchnitte 1,3352 entſprechende Gentriwintel: 
1,33520 — 1,32766 7549 

o — 1650 4 ZI — ED, 10 1660 1 DE — 166096’ 

1 ger ru 16 > 16616 

und die Tiefe der Eintauchung: 

y=r(1—c08Yse) = 0,25 (1— cos. 830 18") = 0,25 .0,8819 = 0,220 Meter 

ſetzen. 


8. 395. Die Beſtimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei Kähnen 
und Schiffen vor. Haben dieſe Fahrzeuge eine geſetzmäßige Form, ſo läßt 
ſich dieſe Tiefe mittels geometriſcher Formeln berechnen; fehlt aber die geſetz⸗ 
mäßige Form, ober iſt das Geſetz der Geſtaltung nicht befannt, oder iſt die 
Form fehr zufammengejegt, jo muß man die Tiefe des Eintauchens durch 
Erperimentiren oder durch Probiren beftimmen. 

Ein Beifpiel für den erften Fall gewährt der in ig. 702 abgebildete, 
Fig. 702. 





von ebenen Flächen begrenzte Kahn ACEGH. Derjelbe befteht aus 
einem Parallelepipede A CF umd aus zwei, den Vorder⸗ und Hintertheil 
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bildenden vierſeitigen Pyramiden CFE und BGH, und feine Schwimm⸗ 
ebene ift aus einem Parallelogramme KLOP unb aus zwei Trapezen 
LONM und KPQR yufammengefegt, welche einen Waflerraum ab- 
ſchneiden, der fih in ein Parallelepiped KCOT, in zweidreifeitige Prismen 
UVMN und WXRQ und in zwei vierfeitige Pyramiden CV M und 
BXR zerlegen läßt. Segen wir bie Länge AD —= BC des Mittelftüdes 
gleich I, die Breite A@ = b und die Höhe AB —= h, ferner die Länge 
von jedem ber beiden Schnäbel = e und die Tiefe der Einfenfung unter 
Waſſer, di. BKE—= CL=y. Es folgt zunächſt der eingetauchte Theil 
KCOT des Mittelftüdes: 
BC . cs . CL —= Ib Yy. 

Segen wir die Breite der Baſis der Pyramide PM. CU—=x und 

die Höhe diefer Pyramide — 2, jo haben wir: 


x ey 
= 7, baber: 


t=- md — © : 


es folgt daher der Inhalt der beiden Pyramiden (OVM und BXR) zu: 
fanımen : 





bey? 
2 . Uzys — 2); = . 
Der Duerjchnitt des dreiſeitigen Prismas UVN tft: 
2 
1, ys— *— und die Seite MN —= VO: 
= Ferlı-} 
daher folgt der Inhalt der beiden Prismen VUN und X WO zufammen: 


* MY = -}). 
2. 5(1 x) 1% 


Nunmehr ih fi durch Addition der gefundenen drei Räume das 
Bolumen des verbrängten Waflers: 





? bey? 
vanyty ar EFF (1+ 4) 0 
Iſt nun das Battogenict des eife gleich G, n bat man zu fegen: 
2 
+} — 1; ”) byy = G ober: 





31A? 3h?G 
— 2 — — — 
y’— 3hy — 


bey 


8. 3%. 
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Durch die Auflöfung der legten cubiſchen Gleichung beſtimnit fid aus dem 
Bruttogewichte E des Schiffes die Tiefe y der Einſenkung deflelben. 


Beilpiele. 1) Wenn bei einem Schiffe die Länge des Mittelftüdes 7 —= 16 Meter, 
die Länge eines jeden Schnabel ce — 5 Meter, die Breite b — 4 Meter und 
die Tiefe A —= 1,5 Meter ift, fo kann bei einer Einjentungstiefe y — 0,8 Meter 
die ganze Belaſung Fand 


* 6 lis +5. —6. 2) ] 4.08. 1000 = 61250 Kilogramm. 


2) Wenn bei dem vorigen Schiffe das Bruttogewicht 30000 Kilogramm beträgt, 
jo Hat man für die Sentungstiefe: 
ya. A, +3 - 1 20000 _ 
y® — 45 y? — 21,64 + 10,125 = 0. 
Hieraus folgt: 
_ 10125 + y — 45y? _ 
21,6 


= 0 oder 


— 0,469 -+ 0,0463 43 — 0,2083 y? 
oder annähernd: 

y = 0,469 + 0,0463 . 0,4693 — 0,2083 . 0,469? 

= 0,469 + 0,0048 — 0,0458 —= 0,428, und nun genauer: 
y = 0,469 + 0,0463 . 0,4283 — 0,2083 . 0,4282 — 0,434 Meter. 
Anmerfung. Um das Gewicht der Ladung eines Schiffes anzugeben, ver⸗ 

fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Scala, der fogenannten Schiffs: 
aiche. Die Eintheilung einer jolden Aiche wird in der Regel empirisch gefunden, 
indem man unterfucht, welche Einſenkungen beſtimmten Belaftungen entſprechen. 
Ausführlicheres darüber im dritten Bande. 


Stabilität schwimmender Körper. ‘Das Schwimmen der Körper 
erfolgt entweder in aufrechter oder in ſchiefer Stellung, ferner mit 
oder ohne Stabilität. Aufrecht ſchwimmt ein Körper, z. B. ein Schiff, 
wenn wenigftens eine durch die Schwimmare gehende Ebene Symmetrieebene 
des Körpers ift, chief ſchwimmt derfelbe, wenn er durd) feine der Ebenen, 
welche fich durch die Schwimmare legen laffen, in zwei fymmetrifche Theile 
getheilt wird. Ein Körper ſchwimmt mit Stabilität, wenn er feinen Gleich⸗ 
gewichtszuftand zu behaupten fucht (vergl. $. 145), wenn alſo mechantfche 
Arbeit aufzumwenden ift, um ihn aus dieſer Lage zu bringen, oder wenn er 
von felbft in die Gleichgewichtslage zurückkehrt, nachdem man ihn daraus 
gebradjt Hat. Ohne Stabilität ſchwimmt dagegen ber Körper, wenn er in 
eine neue Gleichgewichtslage übergeht, nachdem er, etwa durch Erfchlitterung 
oder durch einen Stoß u. f. w., aus der erften gebracht worden ift. 

Wird ein vorher aufrecht ſchwimmender Körper ABC, Fig. 703, 
in eine fchiefe Lage gebradjt, fo tritt der Schwerpunft S des verbrängten 
Waſſers aus der Symmetrieebene EF heraus und nimmt eine Stelle Sı 
auf der mehr eingetauchten Hälfte des Sciffsraumes ein. Der in 9, 
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angreifende Auftrieb P= Yy und das im Schwerpunkte C des Schiffes 
angreifende Gewiht & = — P des Schiffes bilden nun ein Kräftepaar, 
durch welches (ſ. $. 95) ftets eine Drehung hervorgebracht wird. Um 
welchen Punkt auch diefe Drehung vor ſich gehe, immer wird doch C, dem 
Gewichte GE nachgebend, niedergehen, und S, ober ein anderer Punkt M der 
Berticalen S, P, der Kraft P folgend, auffteigen, es wird alfo die Sym- 
metrie⸗ oder Arenebene EF des Schiffes in C nad} unten und in M nad) 
oben gezogen, umb daher biefelbe ſich aufrecht ftellen, wenn M, wie in 
Fig. 703, über C liegt, und ſich dagegen noch mehr neigen, wie in Fig. 704, 
Sig. 708. Big. 704. 
[\ 


wenn fi) M unter C befindet. Hiernach hängt denn die Stabilität eines 
ſchwimmenden Körpers oder Schiffes von dem Punkte M ab, in weldem 
die Berticale durch den Schwerpunkt S, des verdrängten Waſ— 
ſers die Symmetrieebene fehneidet. Man nennt diefen Punkt das 
Metacentrum. Ein Schiff oder ein anderer Körper ſchwimmt alfo hier⸗ 
nad) mit Stabilität, wenn fein Metacentrum über dem Schwerpunfte des 
Schiffe liegt, und ohne ſolche, wenn es darunter liegt; er ift endlich im 
indifferenten Gleichgewichte, wenn beide Punkte zufammenfallen. 

Der Horigontalabftand O.D des Metacentrums M von dem Schwerpunkte O 
des Schiffes ift der Hebelarm de8 von P und G — — P gebildeten Kräfte 
paares, und daher das Moment des legteren oder das Maß der Stabilität 
glei) P. CD. Bezeichnen wir die Entfernung OM durd) c und den Dre- 
hungswinkel SMS, des Schiffes oder feiner Agenebene) urch @, fo erhalten 
wir für das Maß der Stabilität des Schiffes: 

8= Pesin.p; 
es ift alfo hiernach dieſes um fo größer, je größer das Gewicht, je 
größer die Entfernung des Metacentrums von dem Schwerpuntte des Schiffes 
und je größer der Neigungswinfel des Ieteren ift. 


Bestimmung des Stabilitätsmomentes. Nad) der legten Formel $. 397. 
S= Pesin.p 
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hängt die Stabilität des Schiffes vorzüglic, von der Entfernung des Meta- 
<entrums vom Schwerpunkte bes Schiffes ab, es ift daher von Wichtigkeit, 
ſich eine Formel zur Beftimmung diefer Entfernung zu verſchaffen. Durch 
den Uebergang des Schiffes ABE, Fig. 705, aus ber aufrechten in bie 
ig. 706. ſchiefe Lage rüdt der Schwerpunkt 

. A S nad) Si, es geht der keilförmige 
Raum HOH, aus dem Wafler 

hervor und zieht fich der keilförmige 

Raum ROR, unter das Wafler 

hinab. Dadurch wird der Auftrieb 

auf ber einen Seite um eine im 

Schwerpunkte F des Ranmes H OH, 

angreifenbe Kraft Q vermindert und 

auf der anderen Seite um eine im 

Schwerpunkte @ des Raumes ROR, 

angreifende gleiche Kraft Q derged- 

Bert. Hiernach erjegt alfo der in Sꝛ 

angreifende Auftrieb P den anfänglich 

ins angreifenben Auftrieb fammt dem Kräftepaare (Q, — Q), ober, was 
auf Eins Hinausfommt, eine in S, angreifende Gegenfraft — P hält der in 
8 angreifenden Kraft P ſammt Kräftepaar (Q, — Q) das Gleichgewicht, 


oder einfacher, ein Kräftepaar (P, — P) mit den Ungriffspuntten S und 


8, ift mit dem SKräftepaare (9, — Q) im Gleichgewichte. Iſt nun das 
Querprofil HER = H, ER, des im Waſſer befindlichen Schiffstheiles 
gleich F und das Querprofil HOH, — ROR, bes Raumes, um welden 
fi) das Schiff auf der einen Seite heransgezogen und auf der anderen 
tiefer eingetaucht hat, glei) Fi, ift ferner der Horizontalabftand KL der 
Schwerpunkte dieſer Räume gleih a und der Horizontalabftand MT ber 
Schwerpunkte S und S, oder bie Horizontalprojection des Weges 8 Sı, 
welchen 8 beim Kippen durchläuft, gleich s, fo Hat man in Folge des Gleich-⸗ 
gewichtezuftandes beider Kräftepaare: 


Fs=FRa, deher = Hau: 


war _ _ Re 
sin. sin. ꝙ Fsin.g v2 
Die als Factor in das Maß der Stabilität eintretende Linie COM — c 
ft = 08 + SM; bezeichnen wir daher nod) den Abftand CS des Schwer- 
punftes C des Schiffes von dem Schwerpunkte S des verdrängten Waſſers 
durch e, fo erhalten wir das Siabitunn mah 


S= Pesin.p = P|( @ }esin. 9). 
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Iſt der Drehungswintel Hein, fo laflen fi) die Querſchnitte 7 OH, und 
ROR, als gleichſchenkelige Dreiecke anfehen ; bezeichnet man die Breite 
HR= H, Rı des Schiffes an der Eintaucdjungsftelle durch d, fo fann mar 


Feel Ybısbp=1/,b?p und EKL=a=2.%,2 —= Y,b, 


fowie sin. p = @ feßen, weshalb die Stabilität 
s=Pp(Y PL, )= (Fr +e)P folgt 
27 12F 9 mg 
Fällt der Schwerpunkt C des Schiffes mit dem Schwerpunfte S des ver= 
drängten Waſſers zuſammen, jo Hat man e = 0, daher: 
b3 
S=np'FP: 


und liegt dev Schwerpunkt des Schiffes über dem des verdrängten Waſſers, 
fo ift e negativ, daher: | 


Auch folgt, dag die Stabilität eines Schiffes in Null übergeht, wenn e 


bB 
12 F ift. 

Man fieht aus dem gewonnenen Ergebniffe, daß die Stabilität um fo- 
größer ausfällt, je breiter das Schiff iſt umd je tiefer der Schwerpuntt bef- 
ſelben liegt. 


negativ und zugleich e = 


Beiſpiel. Bei einem Parallelepipede AD, Fig.706, von der Breite AB=b, 
Höhe AE— A und Einfentungstiefe EH—y iſt F—by und 14, 
daher das Maß der Stabilität: 
h,% 
= Po - —149) 

oder, wenn bie Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipedes — s geſetzt wird: 

Fig. 706. _ 4 Rh, __ua\, 

= Po (Igor 2 9) 


Hiernach hört die Stabilität auf, wenn 
2 —=6h?e (1 — 8), d. i. wenn 


— — VG6s (1 — e) wird. 
Für ae —= NY, folgt: 
2 - VY%.%=V% = 1286; 


wenn alfo die Breite noch nicht 1,225 der Höhe ift, fo ſchwimmt das Parallel- 
epiped ohne Stabilität. 
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$. 398. Schiefes Schwimmen. Die Formel 


_ Fa * 
s=P( temp) 


für die Stabilität eines ſchwimmenden Körpers läßt fi auch dazu an= 
wenden, um die verfchiedenen Lagen ſchwimmender Körper zu finden; 
denn fegen wir S — Null, fo erhalten wir die der Gleichgewichtslage ent⸗ 
ſprechende Gleichung, deren Auflöfung auf die Beftimmung des bezüiglichen 
Neigungswintels führt. Es ift alſo die Gleichung 


Fa J — 
* tesinpg=0 


in Hinficht auf ꝙ aufzulöfen. 
Für ein Parallelepiped ABDE, Fig. 707, ift der Querſchnitt 
F=HRDE=HRDE=—by, wenn b die Breite AB—= HR 
und y die Senftiefe EH— DR bezeichnet, ſowie der Querſchnitt 
Fig. 707. F=HOH = ROR 
als rechtwinkeliges Dreied mit der Kathete 
OH=0R='!%b 
und ber Kathete 
HH, = RR, = !ybtang.p: 
F= Ysdt tang.p. 
Nun fteht ferner der Schwerpunft F von 
der Baſis HR um 
FU='!,HH, = btang. ꝙ 
und von der Mitte O um 
0T=1,0H=!1b 
ab, e8 folgt daher der Horizontalabftand des Schwerpunftes F von der 
Mitte O: 
0OK=ON+NK=0OUco.9 + FUsin.p 
= !/b.co8.P + "/sb tang. p sin. ꝙ 
und der Arm: 
PR in. 
a— KL=2.0K=!ybeoon.g + Ar 
Dieſemnach ift die Gleichung für die ſchiefe Gleichgewichtslage: 
1/gd2tang. 9 (2/6608. P2 + 1/,bsin. 92) 
bycos.p 





—esinpg—=0, 





md _ tang. p eingeführt: 


oder, 
cos. ꝙ 
sin. ꝙ [ia + Ya tang. Pd? — ey] = 0; 
welcher Gleichung durch 
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sin. —= 0 und durd) 
1 
tang.p = var _ı 2. ’_ 


Genüuge geleiftet wird. Dem durch die erfte Gleichung beftimmten Wintel 
p = 0 entfpriht das aufrechte, dem zweiten aber das ſchiefe Schwim⸗ 


men. Die Möglichkeit des letzteren bedingt, daß 55 > 1/y; ausfällt. ft 
nun A die Höhe des Parallelepipedes und & deſſen Dichtigfeit, fo hat man: 








_ h—y_ _ h 
= chmwde= „= (1 ) 5: 
daher folgt: 
— 2 
tang. 9 — v2 —** — 
und es iſt die Bedingungsgleichung für das ſchiefe Schwimmen: 
F i 
b 65(1 — e) 


Beijpiele. 1) Wenn das ſchwimmende Parallelepiped eben fo hoch als breit 
ift und die Dichte e — 1, hat, fo ift: 
tan. go = Y2V3.%, -—1=YV3 — 2= 1, daher 9 = 45%. 
2) Wenn die Höhe Ak = 0,9 der Breite d, die Dichte aber wieder ’/, ift, jo 
hat man 
tang.o = V3 . 0,81 — 2 = V0,48 —= 0,6587, daher 9 = 38° 15. 
8) Bei der Dichte des Parallelepipedss e = NY, ift ein ſchiefes Schwimmen 


mer; oder A > 0,816 . db if. Sekt 


man h = 0816 . b, jo wird tang.p = Ya .0O = 0; d.h. daß Barallelepiped 
fann nur aufreht jchwimmen. Wenn man Put eine Vierteldrehung d zu A 


und A zu db macht, fo bat man nunh = 35% b = 1,225, und die Möglid- 
feit des jchiefen Schwimmens jſt fir dieſe Lage gegeben. 


überhaupt nur möglid, jo lange :>V; 





Specifisches Gewicht. Das Geſetz vom Auftriebe des Waſſers läßt $. 399. 
fi zur Beſtimmung der Dichtigkeit und des fpecififchen Gewichtes von 
Körpern benuten. Nach $. 391 ift der Auftrieb des Waſſers gleich dem 
Gewichte der verbrängten Flüffigkeit; bezeichnet daher 9 das Volumen des 
ganz eingetauchten Körpers und 7, das fpecifiiche Gewicht der Flüſſigkeit, 
jo Hat man ben Auftrieb P = VYyı. ft ferner Y5 das fpecifiiche 
Gewicht der Körpermaſſe, fo hat man das Gewicht des Körpers G — Vy,, 
es folgt daher das Verhältniß der fpecifiichen Gewichte: 

y _. € 
fı #' 
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d. h. das fpecififche Gewicht des eingetauchten Körpers verhält fich 
zum fpecififhen Gewichte des Fluidums, wie dasabfolute Gewicht 
des Körpers zum Aufteiebe oder Gewichtöverlufte beim Unter- 
tauchen. 


Hiernad) ift alfo 9% — 6, und yı = Gr Ehenfo hat man, wenn 
y das fpecifiiche Gewicht des Waſſers, &ı die Dichte der Flüffigkeit und & 
diejenige des Körpers bezeichnet, alſo Yyı — &Y, ſowie % —= 57 geſetzt 
wird: 


a=%ı und a=7 


Wenn man alfo da8 Gewicht eines Körpers und den Gewichtsverluſt 
deffelben beim Untertauchen kennt, jo läßt fi) aus der Dichtigfeit oder dem 
fpecififchen Gewichte der Flüſſigkeit die Dichtigkeit oder das fpecififche Gewicht 
der Körpermaffe, und umgelehrt, aus der Dichtigkeit oder dem fpecififchen 
Gewichte der letzteren die Dichtigkeit oder das fpecififche Gewicht der erfteren 
finden. 

Iſt die Flüffigfeit, worin man den feften Körper abwiegt, Waller, fo hat 
man &5 — 1 und yı = 1000 Kilogramm oder 61,74 Pfund, je 
nachdem man das Cubifmeter oder den Eubilfuß zur Volumeneinheit ans 
nimmt, daher ift fr diefen Fall das fpecififche Gewicht des Körpers: 


£2. 


— 6 __ abjolutes Gewicht 
3 er ar wer — mal ſpecifiſches Gewicht des Waſſers 


und die Dichte des Körpers: 
G __ abfolutes Gewicht 


zT Sewichtöverluft 


Um den Auftrieb oder Gewichtsverluft zu ermitteln, bedient man fich, wie 
zur Beſtimmung bes Gewichtes G, einer gewöhnlichen Wage, nur befindet 
fi) unten an der einen Schale diefer Wage noch ein Häkchen, um den 
Körper mittels eines Haares, Drahtes oder anderen feinen Fadens daran zu 
hängen, bevor er in das Waffer, welches in einem untergefegten Gefäße 
enthalten ift, eingetaucht wird. Gewöhnlich nennt man eine zu biefem 
Abwägen unter Waller eingerichtete Wage eine Hydroftatifche Wage. 

Iſt der Körper, beffen fpecifiiches Gewicht man ermitteln will, weniger 
dicht als Waſſer, jo kann man ihn mit einem anderen fchweren Körper 
mechanijch verbinden, damit die Verbindung im Wafler noch ein Beftreben 
zum Sinken behält. Verliert diefer fchwere Körper im Waſſer das Gewicht 
Ps und die Verbindung P,, fo ift der Gewichtsverluft des leichteren Körpers: 


P=P, — P:.. 
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Bezeichnet nım wieder G@ das abfolute Gewicht des leichteren Körpers, 
jo hat man deilen Dichtigkeit: 


Kennt man die Dictigkeit s einer mechanifchen Verbindung oder Zu⸗ 
fammenjegung zweier Körper, und find auch die Dichtigleiten &, und &, der 
Beitandtheile derfelben befannt, fo Laflen fid) nad) dem fogenannten Archi- 
medifchen Principe aud) aus dem Gewichte GE des Ganzen die Gewichte 
G, und G, ber Beitandtheile berechnen. 


Jedenfalls ft Cı + 63 = G und aud) 
Bolumen Er + Bolumen Er — Volumen 6. 
&,Y &Y . &Y 


alſo: 
—A 
Fr + &9 — — 


Durch Vereinigung beider Gleichungen ergiebt ſich nun: 


= 0(-2):(4-2) m 
= ).E-3) 


Beiſpiele. 1) Wenn ein 310 Gramm ſchweres Stüd Kalkſtein unter dem 

Waffer um 121,5 Gramm leichter wird, jo ift die Dichtigfeit diejes Körpers: 
810 
8 —* 1215 = 2,55. 

2) Um daß jpecifiiche Gewicht eines Stüdes Eichenholz zu finden, hat man es 
mit einem Bleidrathe, welcher beim Abmwägen im Waſſer 10,5 Gramm an Gewidt 
verlor, umbunden. Wenn nun das Holzftüd jelbft 426,5 Gramm wog, und die 
Verbindung unter Wafler 484,5 Gramm leiter war als in der Luft, jo ergiebt 
fi die Dichtigkeit der Holzmaſſe: 

0 
1845 — 105 44 — 

8) Ein volltommen mit Quedjilber angefülltes und dicht verfchloffenes eifernes 
Gefäß Hatte ein Bruttogewiht von 50 Kilogramm und verlor beim Abwägen 
unter Waller 4 Kilogramm an Gewidt; wenn nun die Dichtigleit des Gußeiſens 
7,2 und diejenige des Quedfilbers 13,6 ift, jo ergiebt fih das Gewicht des 
leeren Gefäßes: 


a 1V1 ı 
G,=50 (5 — 158) (73 — 75) — 50 (0,08 — 0,07358):: (0,1388 — 0,0735) 


—=50.0,0991 = 4,95 Kilogramm 
und da8 Gewicht des eingeſchloſſenen Quedfilberg: 
Gy = 50 (0,08 — 0,1888) : (0,07353 — 0,1888) = 50 - 0,9009 = 45,05 Kilogr. 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 57 
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Anmertung 1. Zur Ausmittelung der fpecifiihen Gewichte von Flüffigkeiten, 
loderen Maſſen u. j. w. reicht auch das bloße Abwägen in freier Luft aus, weil 
man diefen Körpern dur Einfüllen in Gefäße jedes beliebige Volumen ertheilen 
fann. Wiegt eine leere Flaſche G, wiegt ferner diejelbe mit Wafler angefüllt 
G, und bat diefelbe das Gewicht G,, wenn fie eine andere Maſſe enthält, fo 
bat man die Dichtigkeit diefer Maſſe: 

G—6 

Gh — 6 

Um 3. ®. das fpecifilde Gewicht von Roggen (in Maſſe) zu finden, wurde ein 
Fläſchchen mit Roggenlörnern angefült und nad ſtarkem Schütteln gewogen. 
Nach Abzug des Gewichtes der leeren Flaſche ergab fich das Gewicht dieſer Roggen: 
mafle zu 120,75 und das Gewicht einer gleihen Waffermenge zu 155,65 Gramm; 
eö folgt demnad die Dichtigkeit der Roggenmaſſe: 


_ 120,75 
— 155,65 


Es wiegt ſonach ein Cubikmeter dieſes Getreide: 
y = 0,776.1000 = 776 ſtilogramm. 


Anmertung 2. Das fon von Archimedes aufgelöfte Problem, aus dem 
ſpeciſiſchen Gewichte einer Zufammenjegung und au8 den ſpecifiſchen Gewichten der 
Beitandtheile das Werhältnig der Beſtandtheile zu finden, geflattet nur eine 
beſchränkte Anwendung auf chemiſche Verbindungen, Metalllegirungen u. |. w., weil 
bei jolden meift eine Eontraction, zuweilen aber aud eine Ausdehnung der 
Maſſen ftattfindet, jo daß das Volumen der Verbindung nicht mehr glei if 
der Summe der Bolumina der Beftandtheile. 


6 — 





= 0,776. 


$. 400. Aräometer. Zur Beitimmung der Dichtigfeit von Flüſſigkeiten werden 
vorzüglich auch die Aräometer oder Senkwagen gebraudt. Diele In« 
ftrumente find hohle, in Beziehung auf eine Are ſymmetriſch geformte Körper 
mit fehr tief Liegendem Schwerpunfte, und geben, indem fie in einer YlAffig- 
feit aufrecht fchwimmen, die Dichtigfeit diefer Flüffigfeit an. Man fertigt 
fie aus Glas, Meſſingblech u. |. w. an und nennt fie nad) ihrem verfchie- 
denen Gebrauche: hydroftatifche Senfwagen, Soolwagen, Bierwagen, Brannt: 
weinwagen, Altoholometer u. |. w. Es giebt zwei Arten von Senkwagen, 
nämlih Gewichtsaräometer und Scalenaräometer. Die erfteren 
werben auch oft zur Beftimmung der Gewichte und namentlich der ſpecifiſchen 
Gewichte von feften Körpern in Anwendung gebradit. 

1) Iſt 97 das Bolumen des unter Wafler befindlichen Theiles einer bis 
zu einer gewiffen Marke O eingetauchten, übrigens ſchwimmenden Sent- 
wage ABC, Fig. 708, G das Gewicht der ganzen Wage, P das auf ben 

_. Teller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmen im Waſſer, deſſen ſpecifiſches 
Gewicht —= Y fein möge, und P, das eben bafelbft aufzulegende Gewicht 
beim Schwimmen in einer anderen Flüſſigkeit von dem fpecifijchen Gewichte 
Yı, jo hat man: 


8. 400.] Vom Gleichgewichte des Waſſers x. 899 
Yy=P+Gm 
Mm=P+@ 
daher das Verhältniß der Dichtigkeiten oder ſpecifiſchen Gerichte dieſer 
Fluſſigkeiten· 


Big. 708, Bio. TI0. n_PA+6, 
A r P+@ 
2) Iſt P das Gewicht, welches auf 
lo den Teller gelegt werden muß, um die 


im Waſſer ſchwimmende Senlwage ABC, 
Fig. 709, bis zu einer Marke O einzu 
fenfen, und ift P, das Gewicht, welches 
man mit dem abzuwägenden Körper 
gleichzeitig auf A zu Legen Hat, um die- 
felbe Einfenkung zu erhalten, fo hat man 
das abfofute Gewicht dieſes Körpers 
einfach): 
A=P-—P. 

Iſt aber die Auflage P, um Ps zu ver 
größern, wenn ber abzuwägende Körper 
in das unter Waſſer befindliche Schal⸗ 
chen C gelegt wird, um die Senkungs- 
tiefe unverändert zu behalten, fo ift der 
Auftrieb — P, und daher die Dichtige 
keit des Körpers: 


4 


dis. 709. 


P—-P 
ADB 

Die Senkwagen mit unten angehäng- 
ten Schälchen ‚zur Beftimmung fpecifi- 
fcher Gewichte von feften Körpern, wie 
3 B. von Mineralien, heißen Nichol- 
fon’fche Senfwagen. 

3) Segen wir das Gewicht einer 
Sentwage BC mit Scala AB, Fig. 
710, = 6 und das eingetauchte Vo— 
Iumen, wenn diefe Wage im Waffer 
ſchwimmt, = 9%, pit@= Vy. 
Steigt diefe Wage um bie Tiefe OX — x empor, wenn diefelbe in eine 
ſchwerere Fluſſiglkeit eingetaucht wird, fo ift bei dem Querſchnitte F des 
Stabchens das noch eingetauchte Volumen : 

V— Fa ud daher: = (9 — Fa)yı. 
57* 
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Beide Formeln durch einander dividirt, geben nun das ſpecifiſche Gewicht 
der Flüuſſigkeit: 


——— 5— ( — 7 — 
hey v,ıı-—us' 


wenn der conftante Quotient 3 durch a bezeichnet wird. 


Iſt die Flüffigfeit, worin man da8 Aräometer eintaucht, leichter als 
Waſſer, fo ſinkt daffelbe in ihr um die Tiefe x, weshalb dann 


u G=(7 + Fo)y und daher 


— — 
n=17 u ſetzen ift. 


Um ben Coefficienten u = z zu finden, wird die Wage durch ein 


Gewicht P, etwa durdy oben (bei A) eingegofienes und ben tiefften Puntt 
(bei O) einnehmendes Queckſilber fo weit befchwert, daß fie, im Wafler 
jhwimmend, um eine bedeutende Länge des zum Anbringen einer Scala 
dienenden Halfes tiefer einfintt. Seßt man nun P = Fly, wobei die 
durch P bewirkte Senkung bedeutet, fo erhält man: 


HFyÖmnmy Q 


Beifpiele. 1) Wenn bei einem 65 Bramm ſchweren Gewichtsaräometer vom 
Teller 13,5 Gramm mwegzunehmen find, damit es beim Schwimmen in Allohol 
ebenfo tief einfinkt alö beim Schwimmen im Wafler, jo ift die Dichtigteit dieſes 
Altohols 

„65-135 _ 
== 


2) Bei einer Nicholſon'ſchen Wage ift das Normalgewicht 100 Gramm, 
d. 5. man hat 100 Gramm aufzulegen, um das Inftrument biß O einzufenten; 
hiervon mußten aber 66,5 Gramm weggenommen werden, als man ein abju: 
wägendes Stüd Mefling mit auf den obeten Zeller gelegt hatte, und es waren 
wieder 7,85 Gramm zuzulegen, als biejer Körper in dem unteren Teller lag. 
Deshalb ift das abjolute Gewicht dieſes Meffingftüdes G, = 66,5 Gramm und 
die Dichte defjelben 


1 — 0,208 = 0,792. 


66,5 __ 
e zz 785 = 8,47. 

8) Ein 75 Gramm ſchweres Scalenaräometer fteigt, nachdem man feine Füllung 
um 31 ®ramm vermindert bat, um 2 = 150 Millimeter und hat daher ber 
Goefficienten : 

91 
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Nah Ergänzung der Füllung und Wiederheritellung des Gewichtes von 75 Gramm 
flieg e8, in einer Salzfoole ſchwimmend, um 60 Millimeter, daher ift die Dichte 
dieſer Flüffigkeit 

1: (1 — 0,002756 . 60) = 1:0,855 = 132. 


Anmerlung. Die weitere Ausführung diefes Gegenftandes gehört in die 
Phyſfik, Ehemie und Technologie. 


Flüssigkeiten von verschiedenen Dichtigkeiten. Befinden fid $. 401. 
mehrere Flüffigkeiten von verfchiedenen Dichtigleiten in einem 
Gefäße zugleich, ohne daß fie eine chemifche Einwirkung auf einander ausliben, 
fo legen fich diefelben in Folge der leichten. Berjchiebbarkeit ihrer Theile 
nad) ihren fpecififchen Gewichten Aber einander, nämlich die dichtefte unten, 

dig. 711. die weniger dichte darüber und die Leichtefte oben. 

Auc find im Sleichgewichtszuftande die Begrenzungs- 
flächen, ſowie die freie Oberfläche horizontal; denn fo 
fange die Begrenzungsfläche ZF zwifchen den Maſſen 
M und N, Fig. TIL, geneigt ift, fo fange ftehen 
aud) über einer Horigontalfhicht ZR verfchieden 
ſchwere Tlüffigkeitsfäulen wie @K, Gı Kı u. |. w.; 
e3 kann daher auch der Drud in diefer Schicht nicht 
überall berfelbe fein und folglich auch fein Gleichgewichtszuftand eintreten. 
, Am communicirenden Röhren AB und CD, Fig. 712, ordnen fi) 
die Flüffigkeiten zwar ebenfalls nad) ihren Dichtigkeiten fiber einander, allein 
ihre Oberflähen AO und DG liegen nicht in einem und demfelben Niveau. 

Fig. 712. Fig. 7183. 








Iſt F der Inhalt des Querfchnittes ZZR eines Kolbens, Fig. 713, in dem 
einen Schenkel AB von zwei communicirenden Röhren und A die Drud- 
höhe oder die Höhe EH des Waflerfpiegels in der zweiten Röhre C.D über 
HR, fo hat man den Drud gegen die Kolbenfläche: 
P=fFhy. 
Erfegt man dagegen die Kolbenkraft durch eine Flüſſigkeitsſäule ZAOR, 
Big. 712, von der Höhe AH — h, und der Dichtigkeit yn, fo Hat man: 
P= Fh,yı; 


8. 402. 
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und es giebt nun das Gleichſetzen beiber Ausdrücke die Gleichung: 


Rı Yı — hy, , 
oder die Proportion: 


r 
Yı 

Es verhalten ſich alfo in communicirenden Röhren, im Zus 
ftande des Gleichgewichtes unter zwei verfchiedenen Flüffigkeiten, 
die Drudhöhen oder die Höhen der Flüffigkeitsfäulen, von 
der gemeinfchaftlihen Berührungsebene aus gemeffen, um- 
gekehrt wie die Dichtigleiten oder fpecififhen Gewichte diejer 
Flüſſigkeiten. 

Da das Queckſilber ungefähr 13,6 mal fo ſchwer iſt als Waſſer, jo hält 
hiernad) in commmunicirenden Röhren eine Duedfilberfäule einer 13,6 mal 
fo hohen Waflerfäule das Gleichgewicht. 


hı __ 
R 


Drittes Capitel. 


Von den Molekularwirkungen des Waſſers. 


Molekularkräfte. Die Cohäſion des Waſſers iſt, obgleich ſehr Hein, 
doch nicht Null. Die Theile oder Molekitle hängen aber nicht allein 
unter einander, fondern auch mit anderen Körpern, z. B. mit den Gefäß- 
wänden, zufammen, fo daß ebenfalls eine Kraft nöthig ift, um diefen Zu⸗ 
fammenhang, den man Adhäfion des Waffers nennt, aufzuheben. Ein an 
einen feften Körper hängender Waflertropfen weift die Eriftenz der Eohäfion 
umd Adhäfion des Waflers zugleich nad. Ohne die Cohäſion könnte das 
Waſſer keinen Tropfen bilden, und ohne die Adhäſion könnte e8 an dem 
feften Körper nicht hängen bleiben; es wirb hier-die Schwerkraft nicht allein 
von der Cohäfton, jondern auch von der Adhäfion des Waſſers überwunden. 
Die Wirkungen, welche aus der Vereinigung der Cohäfiond- und Adhäfions- 
fräfte hervorgehen, bezeichnet man zur Unterfheidung von ben Wirkungen 
der Trägheit, der Schwerkraft u. |. w. mit dem Namen: die Molefulars 
wirfungen. Die Capillarität, d. 5. das Heben oder Senken bes 
Waſſer- oder Duedjilberfpiegels in engen Röhren oder zwiſchen fehr nahe 
ftehenden Wänden, ift ein vorzüglicher Fall der Molekularwirkung. 
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Adhäsionsplatten. Man hat die Cohäfion und Adhäfion des Waflers $. 408. 
durch fogenannte Adhäfionsplatten zu beftimmen geſucht. Man hängt 
zu diefem Zwecke eine ebene Platte ftatt einer Wagfchale an das Ende eines 
Wagbalkens, bringt die Wage durch ein Zarirgewicht zum Einfpielen und 
nähert da8 Gefäß mit der zu unterfuchenden Flüſſigkeit der Platte, bis ihre 
ebene Grundfläche mit der Oberfläche der Flüffigkeit in Berührung kommt. 
Nun vergrößert man durd) allmäliges Zulegen das Gewicht der Wagfchale 
am anderen Ende des Wagbaltens, bis die Platte vom Waflerfpiegel ab- 
gerifjen wird. Die Ergebniffe folcher Verſuche find befonders davon ab- 
hängig, ob die Berührungsfläche der Platte von dem Waſſer benetzt wird 
oder nicht. Im erfteren Falle bleibt ftetS nach der Berührung eine dünne 
Waflerfchicht an der Platte hängen, man bat daher beim Abreißen derjelben 
von Waſſer nicht die Aohäfion des Waſſers an der Platte, fondern bie 
Cohäſion des Waſſers überwunden. Deshalb hängt aud) die Kraft zum 
Abreißen verjchiedener Platten vom Waſſerſpiegel gar nicht von der ma- 
teriellen Bejchaffenheit der Platten ab. Andere Flüffigkeiten als Waſſer 
erfordern dagegen auch andere Kräfte an den Adhäfionsplatten. Du Buat 
fand, daß die Adhäſion zwifchen dem Waller und einem überzinnten Eifen- 
bfeche auf einen Duadratzoll 65 bis 70 Gran beträgt. ‘Dies giebt auf 
1 Quadratmeter ungefähr eine Kraft von 5 Kilogramm, und auf 1 Qua⸗ 
dratfuß eine Kraft von 1,05 Pfund. Hiervon nur wenig abweichende 
Werthe fand Achard fir Scheiben aus Blei, Eifen, Kupfer, Meſſing, Zinn 
und Zink, ferner Gay-Luſſac an einer Ölasfcheibe und Huth an ver: 
ichiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberfläche des Waſſers 
nicht benegt wird, fo ftellen fi ganz andere Ergebniffe heraus, weil dann 
nicht die Cohäſion des Waſſers an fich, jondern die Adhäfion deffelben an 
der Platte überwunden wird. Es fcheint, als wenn in biefem Falle die 
Zeit der Berührung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Losreißen der 
Scheibe ausübe.. Gay-Luſſac fand z. B. fiir eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmeſſer, um fie von der Oberfläche des Duedjilbers los⸗ 
zureißen, 150 bi8 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der Be⸗ 
rührung eine kurze oder eine längere war. 


Anmerkung. In Frankenheim's Lehre der Cohaäſion werden die Cohä⸗ 
fionserfcheinungen, wie fie 3. B. das Abziehen benegter Platten von der Oberfläche 
des Waſſers darbietet, Synaphie, und dagegen die Mohäfionserfcheinungen, wie 
fie 3. B. bei ver Trennung unbenegter Platten von der Oberfläche einer Flüſſigkeit 
vorkommen, Projaphie genannt. 


Adhäsion an Seitenwänden. Wenn ein Waflertropfen auf der $. 404. 
Oberfläche eines anderen Körpers zerfließt, und daher diefe benegt, fo ift die 
Adhäfion Überwiegend, bleibt dagegen der Wallertropfen in feiner Eugeligen 
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Form auf der Fläche eines feften oder flüffigen Körpers liegen, ohne dieſelbe 
zu benegen, fo herrſcht die Cohäfion des Waſſers vor. 

Ein Zufammenwirten beider Kräfte macht ſich befonbers an der Ober: 
fläche einer Flüffigkeit in der Nähe der Gefäßwand bemerklich; es fteigt da- 
ſelbſt das Wafler in die Höhe und bildet eine concave Oberfläche, wenn die 
Cohãſion des Waſſers von der Adhäfion übertroffen und daher die Gefäß. 
wand benegt wird; es krümmt fich hingegen ber Wafferfpiegel in der Nähe 
der Gefäßwand abwärts und bildet bafelbft eine convere Fläche, wenn feine 
Benegung eintritt und daher die Cohäfion überwiegend if. 

Diefe Erſcheinungen laſſen ſich ſehr leicht auf folgende Weife erklären. 

Ein Element E in der Oberfläche AR bes Waſſers (Fig. 714) wird von 
feiner Umgebung nad) allen Richtungen abwärts gezogen, und es reſultirt 
aus allen diefen Anziehungen eine einzige, vertical abwärts wirfende Kraft A. 
Hingegen ein Element E an der verticalen Gefäßwand BE, Fig. 715, 

Big. 714. Sig. 715. 


4 B 





wird von diefer mit einer Horizontalfraft P und von dem den Quadranten 
EBO einnehmenden Waffer mit einer ſchräg abwärts wirkenden Mittel- 
kraft A angezogen, fo daß eine Mittelfaft  vefultirt, gegen deren Richtung 
ſich (f. $. 379) der Wafferfpiegel in Z rehtwinfelig ſtellt. Je nachdem 
nun die Anziehungskraft P der Gefäßwand größer oder Meiner ift als die 
horizontale Componente A, der mittleren Cohäfionskaft A des Waſſers, 
nimmt die Mittelfraft A entweder eine Richtung von innen nad; außen, 

Big. 716. ober eine folde von außen nad) immen an. Im 
erfteren Halle (Fig. 715) zicht ſich der Wafjer- 
fpiegel bei E an der Wand in die Höhe, im 
zweiten Falle hingegen ſenkt ſich, wie ig. 716 
vor Augen führt, der Waflerfpiegel an der Ge: 
fäßwand BE herab. 

Diefe Berhältniffe geftalten ſich noch anders, wenn das Wafler bi an den 
Rand des Gefähes reicht, weil hier die Anziehungskraft ber Gefäßwand eine 
andere Richtung annimmt. 

Es ſei 4. B. das Gefäß BCD, Fig. 717, fo weit mit Waffer gefüllt, daß der 
Waſſerſpiegel CEO gerade den Rand C des Gefäßes erreicht. Füllt man 
den Raum CEOD durd) langfamen Zufluß mit einer neuen Waffermenge 
an, fo tritt deren Anziehung auf die an C haftenden Theilchen zu der vor« 
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herigen Cohäfionskaft A der Waffermafie BOEO Hinzu, und es wird 
hierdurch intbefonbere die horizontale Componente A, vergrößert, fo daß fie 

Big. 7 die Abhäfionskraft P erreicht und übertrifft. 
In Folge deffen ändert fich natürlich auch die 
Geſtalt des Waſſerſpiegels bei E unaufhörlich, 
wobei die Concavität deſſelben allmälig in 
Eonverität, und die Depreffion defielben unter 
dem Gefäßrande in eine Elevation übergeht, 
welche letztere eine gewiſſe Größe erreichen muß, 
bevor der Abfluß des Waffers über dem Gefäßrande erfolgt. 





Spannung des Wasserspiegels. Da jedes Theilden in der Ober- $. 405. 
flähe HR, Sig. 714, einer Fluſſigkeit von der darunter befindlichen Maſſe 
mit einer Kraft A abwärts geogen wird, fo läßt ſich annehmen, baß ba- 

Big. 718. durch am ber ganzen Oberfläche eine 
Verdichtung und ein Zufammenhang 
der Fluſſigleitstheile unter einander 
entfteht, und daß baher eine gewiſſe 
Kraft nöthig ift, um biefen Zu: 
fammenhang aufzuheben oder . bie 
Oberfläche der Fluſſigleit zu zerreißen. 
Diefes Zufammenhängen ber Ober 
flächentheile einer Fluſſigkeit macht 
ſich nicht allein beim Eintauchen eines 
fremden Körpers in bie Fluſſigkeit 
Big. 719. bemerklich, ſondern tritt überhaupt 
dann hervor, wenn die Oberfläche der 
Fluſſigkeit eine Kriimmung annimmt, 
s wie z. B. in der Nähe der Gefäß- 
wand. Wenn man mit Young an- 
nimmt, daß die Spannung oder Co- 
häfton ber Oberfläche einer Fluſſigkeit 
an allen Stellen eine und dieſelbe ift, 
fo laſſen ſich daraus, wie der Herr 
Geheime Oberbaurath Hagen nad)- 
gewiefen Hat, fänmtfiche mit der Er- 
fahrung im Einflange ftehenden Ge: 
ſetze der Capillarität ableiten. 
In der Nähe einer ebenen Wand DE, Fig. 718 und 719, bildet bie 
Oberfläche einer Fluſſigkeit eine entweder nad) unten oder nad) oben gebogene 
cylindriſche Fläche DAH. Iſt P die Normalkraft auf ein Element AEB 
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und es giebt nun das Gleichjegen beider Ausdrücke die Gleichung: 


hı Yı = hy , 
oder bie Proportion: 

h_r. 

h Yı 


Es verhalten fih alfo in communicirenden Röhren, im Zu- 
ftande des Gleihgewichtes unter zwei verfchiedenen Fläffigkeiten, 
die Drudhöhen oder die Höhen der Flüffigkeitsfäulen, von 
dbergemeinjhaftlihen Berührungsebene aus gemefjen, um- 
gefehrt wie die Dichtigleiten oder jpecififchen Gewichte diefer 
Flüſſigkeiten. 

Da das Queckſilber ungefähr 13,6 mal ſo ſchwer iſt als Waſſer, ſo hält 
hiernach in communicirenden Röhren eine uedfilberfäule einer 13,6 mal 
fo hohen Wafjerjäule das Gleichgewicht. 


Drittes Capitel. 


Bon den Molefularwirkungen des Waffers, 


Molekularkräfte. Die Cohäfion des Waſſers ift, obgleich fehr Hein, 
doch nicht Null. Die Theile oder Moletüle hängen aber nicht allein 
unter einander, fondern auch mit anderen Körpern, z. B. mit den Gefäß- 
wänden, zufammen, fo baß ebenfalls eine Krajt nöthig ift, um diefen Zu⸗ 
fammenhang, den man Adhäfion des Waſſers nennt, aufzuheben. Ein an 
einem feften Körper hängender Waflertropfen weift die Eriftenz der Cohäfion 
und Adhäfion des Waflers zugleich nad. Ohne die Cohäſion könnte das 
Waſſer keinen Tropfen bilden, und ohne die Adhäſion könnte e8 an dem 
feften Körper nicht hängen bleiben; e8 wirb hier-die Schwerkraft nicht allein 
von der Sohäfion, fondern aud) von der Adhäfion des Waſſers überwunden. 
Die Wirkungen, welche aus der Bereinigung der Cohäfions- und Adhäfions- 
fräfte hervorgehen, bezeichnet man zur Unterfheibung von den Wirkungen 
der Trägheit, der Schwerkraft u. |. w. mit dem Namen: die Molefular- 
wirfungen. Die Capillarität, d. 5. da8 Heben oder Senken des 
Waſſer- oder Quedfilberfpiegeld in engen Röhren oder zwilchen ſehr nahe 
ftehenden Wänden, ift ein vorziiglicher Fall der Molekularwirkung. 
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gleiche Spannung für die Breite gleich Eins, fo erhält man in der Ebene 
EBA die Spannungen: 

Fig. 722. 8 — GH. 86, 8. 
deren Mittelkraft nach dem 
vorigen Paragraphen ſich zu 


beſtimmt. Ebenſo berechnen 
ſich die Spannungen S, in 
der Ebene EOD zu: 
S=F@Q0.8=6S8, 
und deren Mittelfraft: 
02 02 6, 
Dieſe beiden in die Nor⸗ 
male O E fallenden Mittelkräfte haben eine Reſultirende: 


P=-P, + P, =S4% (- + —), 
ri 72 
welche der unter dem Flächenelemente FGHK hängenden, reſp. dagegen 
drüdenden Wafferfäule das Gleichgewicht hält. VBezeichnet wieder y die Höhe 
des betrachteten Elementes über oder umter dem allgemeinen Wafferfpiegel, 
jo ift der auf das Element FG HK = 6,0, ausgeübte Normaldrud: 
0,03 yY. 





Dean hat daher: 
1 
P=500(, + —) = 6, G,yY, woraus 
71 72 


8/1 1 
= - (— +-—) folgt. 
⸗ — 1 r r ) fol 
Es iſt alſo bei der cylindrifchen Wand die Erhebung (Senkung) der Ober- 
fläche des Waſſers über (unter) dem allgemeinen Waflerjpiegel an jeder 


Stelle der Summe von ben umgelehrten Maximal» und Minimalfrimmungs- 
halbmeſſern *) proportional. Diefe Formel enthält auch die des vorigen 


*) Man würde zu demſelben Refultate gelangen, wenn vie beiden durch bie 
Rormale OE gelegten Schnittebenen EBA und ECD aud nit nad dem 
größten und kleinſten Krümmungshalbmeſſer, fondern beliebig, wenn nur zu 
einander rehtwinfelig angenommen würden. Denn wenn die dieſen Normal: 
ſchnitten zugehörigen Krümmungshalbmefier allgemein mit go, und og bezeichnet 
werben, fo lehrt die analytiſche Geometrie, daß: 4 + 3 4 = Const.; 

2 1 
d. 5. daß die Sunme der reciprofen Werthe der Krümmungshalbmefier von jeden zwei 
zu einander winfelrechten Normaljchnitten für denſelben Punkt einer Fläche conftant iſt. 
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Paragraphen in ſich, denn wenn ber Normalſchnitt Z CD gerade iſt, fo 
hat man: 


daher —E 0 mb: 
3 


8. 407. Krumme Fläche des Wasserspiegels. Die Curve, welche ber 
verticale Durchſchnitt des Waſſerſpiegels in der Nähe einer ebenen Wand 
bildet, laßt ſich, nach Hagen wie folgt, finden. Es fei AR, Big. 723, 
die Oberfläche des von der verticalen Wand B K angezogenen Waſſers, HR 

Fig. 723. der allgemeine Waflerfpiegel, ferner 
der Durchſchnitt ZI diefer Fläche mit 
der Gefäßwand der Coordinatenan- 
fangspunft. Man fege bie Coordi⸗ 
naten eines Punktes O in der Ober⸗ 
fühe AOR, HM = z und MO 
= y, ferner den Bogen AO — 8 
und den Tangentenwinfel OTM— 





H ſowie die Elemente OQ, QP und 
OP reſp. 
©, Oy und Os. 
K Day F und nad $, 83 der 
analytiſchen Hulfslehren 
r=— 22 fomie dy = — Ossin.a ift, fo hat man: 
_ _ 800 _ Ssin.a.de ober: 
yvalya yo a 


8 
ay = - sin.a. 00. 
yoy 7 * 
Hieraus giebt die Integration: 
Yay? — [ inu.00 = Con. — ; 608.0. 
Da für den Bunft R, & und y zugleich Null find, ift 
0= Con. — s cos. O, baher: Con. =} und: 


y_ r (1 — cos. a) = —E—— = (in. Ya), 
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jo dag: 
y=2 v: « sin. Yo folgt. 


Fur a — 90° hat man sin. Y/, & — sin. 45° — Vm; daher iſt die 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwand, 


h=2 v: . V!jı — v*# alſo umgekehrt: 


8 
v = Us h? und: 


1) y=hYV2. sin. ‘ya. 
Durch Differenziven diefes Ausdrudes bekommt man: 
oy=NU,h V2 cos. 152.06 —=hV!), cos.1,%.00, 


und da aud) Oy = — 09% . ang. ift, fo folgt: 
— _yVır. eo. __ ‚ 608. 1/z @ 008.06 
da = — hVY tang.o& 9a = — AV sin. & da, 


— 17, „008. 1a @ [(cos. "/3&)? — (sin. 1/ 0)?] 
u A a eure 


— »Vi;- 1 — 2 (sin. AF 





2 Sin./, & 
| y 
— — I. 2 _K 
= — ıhV'% (u sin.1/. u) dc. 
Nun ift aber: 
[om ira.00 = — 2 cos. 1/; & unb: 
d 
sin ha 2 Log. nat. tang. 1; & 


(}. analyt. Hülfslehren $. 26); 
daher hat man: 
s—=—h V!/ (Log.nat.tang.1/y& + 2 cos. !/, &) + Con. 
Da für — 0, @ = 90%, tang. Ya =tang. 2, = V2 — ı 
und cos.1/, a — V!h ift, fo folgt: 
Con. = hVm [Log.nat.(V2 — 1) + 2 Vi7,] und: 
2) == h Vi/,| Log.nat MN, 2 (Vıy, — cos / o)| 
7 Vtang.1/ıo 2 ni 
—=h [1 — V2 cos. 06 — VYa Log.nat. (V2 + 1) tang. so]. 
Für & = 0 hat man: 


c08.1/3& —= 1 unb Log. nat. tanq. — w, 
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daber: 

s=+ oo; 
es ift aljo ZR die Aſymptote, welcher ſich der Durchſchnitt AOR der 
Oberfläche des Waflers ohne Ende nähert. 


Anmerkung. Wenn man die Formel (1) umlehrt, aljo 
. sin ya=% VY 


fegt, fo kann man für jeden beliebigen Werth von y erft « und bieraus wieder 
mittelft (2) den entſprechenden Werth von x berechnen. 

Die Mefiungen, melde Hagen hierüber angeftellt hat, weijen eine fehr gute 
Mebereinftimmung dieſer Theorie mit der Erfahrung nad. Diejelben find mittelf 
einer matt gefchliffenen Meifingtafel an Brunnenwafler angeftellt worden und 
haben auf folgende Ergebniffe geführt: 








Vin Lin. gemeſſen 1,37 | 0,70 | 0,49 | 0,84 | 0,24 |0,18 |0,12 |0,07 |0,04| 0,016 
2 gemeflen| 0,00 | 0,31 | 0,63 | 0,94 |1,26 |1,57 |1,88 |2,50 |8,13| 3,74 
&  „ berechnet 0,00 | 0,33 | 0,64 | 0,96 | 1,28 |1,56 |1,95 |2,47 |3,01| 3,90 


Dieje Zahlenwerthe beziehen fih auf Pariſer Linien. Aus = 1,37 Linien 
berechnet ſich 2 = 0,94, alſo, da eine Eubillinie Wafler 0,01148 Gramm wiegt: 


S = 0,94 . 0,01148 = 0,0108 Gramm. 
Da ferner 1 Par. Linie glei 2,255 Millimeter ift, jo hat man für Millimeter: 
2 = 3 2,2552 . 1,872 = 4,7828 und S = 0,0048 ®ramm 
als die Spannung eine Streifens Oberflähe von 1 Millimeter Breite. Ber 
Heinfte Srümmungshalbmefler folgt zu 
r = 0,68 Linin = 1,53 Millimeter. 
Tafeln von Buchſsbaum, Thonjchiefer und Glas gaben dieſelben Refultate. 


S. 408. Paralleltafeln. Zwifchen zwei jehr nahe geftellten Tafeln DE, 
DE, Fig. 724, erhebt ſich da8 Waller nicht allein an den Rändern, fondern 
Fig. 724. auch in der Mitte, und es bildet die Oberfläche 
defielben nahe den halben Mantel eines eliptifchen 
Cylinders. Die eine Halbare des elliptifchen Durch» 
fchnittes ift der halben Weite CA = a und bie 
andere Halbare C B=bber Differenz AF— BG 
— hs — Äh, zwiſchen der größten und Heinften 
Erhebung (hs und Ah,) der elliptifchen Oberfläche 
ABA über bem allgemeinen Waſſerſpiegel gleich. 
Nad) dem Ingenieur S. 171 ift der Krümmunge- 
halbmeſſer der Ellipfe in A: 
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2 — 3 
Yı —! mM un der ın B: 


PS 


a? a? 
bb (—h)' 
daher hat man nad) $. 405 die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in A: 


13 = 


h=,, her und ın B: 
— 8 _ (ke —h)S 
77 Zu 7 Zu 
Durch Subtraction diefer Gleichungen von einander erhäft man: 
8 a h — hı 
h-h=, (on 
oder: 
ı— 3 _ u); 
7 \(e — hı)? a3)’ 
daher folgt: 


V s 

) BB — hi — 4 5 
_ı1V8[8, 

2) m=1 2 (: + a), 


1 5 S 
Yh=ar, Vaten 


und endlich das Verhältnig: 


—h—hh _ay 2.8 

n = h, = Ss m: 
Iſt a fehr Hein, fo kann man 
1 8 
„=h=,., 


fegen, dann wächſt aljo die Erhebung der Oberfläche des Waffers 
umgekehrt wie ber Abftand der Tafeln von einander. 
Genauer ift aber 
1 8 ar y 1 8 | 
— 2.2 ı, _\— 2.2 2 
h=- „(1 + [3 2) 2 „+ /30 und 
1 8 a?y 1 Ss 
ne — 1/7. 1 _.__ 
hı 7 > (1 /a =)=; 7 1/z.a. 
Umgelehrt folgt hiernach: 


8 a? 
eh + 3 
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Diefe Formeln ſtimmen, wenn der Abftand der Tafeln fehr Hein, nament- 
lich 7 mod) nicht 1, if, ſehr gut mit den Beobachtungen überein. 
1 


Hagen fand bei Verfuchen mit zwei parallelen Plantafeln in Brunnen- 
waſſer im Mittel durch Beobadjtungen : ” 
hı = 1,55, ha — 2,09 und h — 1,38 Parifer Linien 
und duch Rechnung: 


5 — 1,04, hg — 2,12 und k — 1,44 Pariſer Linien. 


Neuere Verſuche (f. Boggendorff’8 Annalen, Bb. 77) gaben für 
a — 0,860; 0,5875; 0,7575 Linien, 
hı= 2,562; 1,429; 1,068 „ und 


= 0,949; 0,907; 0,917 Pi 

alfo im Mittel 
für Barifer Mafı: 5 — 0,9243 und S — 0,0106 Gramm, 
fir Metermaß: = 4,702 und S = 0,0047 Gramm. 


Gergl. den vorigen Paragraphen.) 


8.409. Hasrröhrchen. Die Erhebung ber Oberfläche des Waſſers in jent- 
rechten engen Röhren, oder fogenannten Haarröhrchen läßt ſich bei Zu- 
grundelegung ber Formel 

—-S(1,1 

y rn ra. 
des $. 406 leicht finden, wenn man annimmt, daß die Oberfläche (der 
Big. 725. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, Fig. 

725, bilde, defien Freisförmige Bafis AA mit dem 

Querſchnitte der Röhre zufammenfält. Behalten 

wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen bei, 

fegen wir aljo wieber die halbe Röhrenweite CA 
= a und die Minimal- und Marimalerhebung 

BG und AF des Waſſers in der Röhre über 

dem allgemeinen Waflerfpiegel IR glei A, und 

Aa, fo haben wir in 

ih)! 


1 1 A 
(4 + Z)n=a und m IL, und in 


I, ı\-. D 
h= (4 + ,) nen= = zu fegen, weshalb num 
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_ Ss 
EN r m — Mae und 
7 
Durch Subtraction der kbie blichn— von einander erhält man: 
— 8 1 0 — 26a — hı) 
De SE oe er 
oder: 
. 8 1 a 2 
1= - (— — + — 3 — ZZ), 
a(h, — hı) * (hg — hı)? a) 
aud): 


2 1 
& +3)M-M’—- (a —Ahi=a. 
Iſt a Hein, fo kann man aud) 
2 1 
za ( — h)? — 7 m —h?=a 
jegen, woraus dann 
Re — h = — 4 
folgen würde. Nimmt man aber a — hı = a + 6 an, md ſetzt 
(ha — hı)? = a? + 2 aß, fowie (hr — hı)? = a? + 3 a?d, 
jo erhält man: 
(z + =) (a? + 3420) — _ (a? + 208) = a 
oder: 
Kap? 12 2 _9 — 
Zu +(&+,)-300 265 =0, 
und e8 folgt: 


— —— —-*. 
d ⸗ 5 oder annähernd, 6 — 15 | 
Hiernach ift nun 
_m—=a—_!* 
Ra hı — 4 175 
daher: 
28.1 ya? -2.2-3 
h=,'7, (le - =) 5 und 


Weisbach's Lehrbuch der aa I. 58 


$. 410. 
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— — _\-SfIye® ya 
tr] 
48 


—8442 222. 844 
=-[; + -(1+5)]=- „+7 

Es wählt alfo bei den Haarröhrchen die mittlere Erhebung um: 
gefehrt wie die Röhrenweite. 


Auch hat man zur Beſtimmung von 8: 
3 = 1ah + X. 
y 4 


Beobachtungen, welche Hagen mit Brunnenwafler an Haarröhrden an- 
geftellt hat, gaben Folgendes: 










Nöhrenweite a, Linien . - - | 0,295 | 0,336 |0,413 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 


Erhebung A,, Linien . . . . |10,08 |8,50 |6,87 |5,17 |4,28 |3,72 |3,59 


Spanmungsmah — ‚ Gramme | 1,508 | 1,455 | 1,458 | 1,478 | 1,473 | 1,512 | 1,49: 


Nach diefen Berjuchen ift alſo im Mittel 
für Parifer Linien: = 1,482 und? S = 0,017 Gramm, 


für Millimeter: - — 7,54 und S = 0,0075 Gramm. 


Es ift alfo anzunehmen, daß die Spannung des Waſſers an der Ober⸗ 
fläche in jeden Streifen von 1 Millimeter Breite S zwilchen 0,0047 und 
0,0075 Gramm beträgt. Die Abweichungen diefer Werthe jollen ihren 
Grund darin haben, daß die Epannung S der Oberfläche des Waflers mit 
der Zeit abnimmt, und bei dem gefochten Wafler viel Feiner ausfällt als 
bei dem frischen Wafler. 


Die vorftehende Theorie findet aud, in dem Falle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Ylüffigkeit benegt wird; es findet hier feine 
Erhöhung, fondern eine Senfung der Oberfläche ftatt, und es iſt die 
feßtere auch nicht concav, fondern conver. Die aus dem Niveauabftande BG, 
Fig. 726, entftehende und von unten nach oben wirfende Berticalfraft P 
wird auch hier durch die Spannungen S und S ber Oberfläche ABA 
der Flüffigkeit in der Röhre aufgehoben. Tie Adhäfionsfraft des feſten 
Körpers kommt hierbei, der vorftehenden Theorie zu Folge, nicht weiter in 
Betracht. 


8. 410.) Von den Molelularwirkungen des Waflers. 915 


Segt man die Kraft, mit welder die Röhrenwand die Flüſſigkeitsſäule 
BG, $ig. 727, an ſich zieht, dem Röhrenumfange proportional, fett alfo 
Big. 726. Big. 727. 
DD» 


für eine chlindrifche Röhre diefe Kraft P = u.2a, wo w einen 
Coefficienten ausdrüdt, fo Hat man: 
zathy = 2uma, 
und daher die mittlere Erhebung des Waſſers in der Röhre: 
nk. 
ay 
Fur zwei parallele Tafeln ift dagegen P—=2ul und P = 2ahly, 
wo 3 die unbeftimmte Ränge der Wafferfäufe’bezeichnet, und daher: 


nt, 
ay 
d. i. Halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abftand 2a der Tafeln der 
Rohrenweite gleich ift. Diefes ftimmt aud) nit den Refultaten der legten 
Paragraphen volltommen. 

Nach den Hagen'ſchen Verſuchen hängt die Feftigfeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Fluſſigkeit nicht von dem Grade ihrer Fluſſigkeit ab, 
ift aber um fo größer, je ſchwerer die Flüffigfeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlich) nad Brunner und Frankenheim (ſ. Boggen- 
dorff's Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe A in den 
Haarröhren und folglich auch S ab, wenn die Temperatur der Fluſſigkeit 
eine größere wird. 

Für Alkohol ift S ungefähr die Hälfte und für Duedfilber das Achtfache 
von der Feftigkeit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerkung 1. Hagen findet durch Meffung und Wägung von Flüffigteits- 
tropfen, weiche fi) von den Grunbflä—en Heiner Cplinter losreißen, ziemlich die ⸗ 
jeiben Werihe wie durch die Beobachtungen an Gapillartafeln. Cbenfo haben bie 
Berjuce mit Aphäfionsplatten eine gute Webereinftimmung geliefert, unter der 
Woraußfegung, dab der Kraft zum Losreiben einer Platte durd) das Gewicht des 
gehobenen Slüffigleitscplinders und durch die Spannung in dem Mantel diejes 
Gylinders das Gleihgewicht gehalten wird. 


38* 
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La 
48 
-8[1 4 114 20)]=2.8 42, 


Es wächft alfo bei den Haarröhrchen die — Erhebung um— 
gekehrt wie die Röhrenweite. 
Auch hat man zur Beſtimmung von 8: 


Ss _, a? 
” Ja hı +7 


Beobachtungen, welche Hagen mit Brunnenwaffer an Haarröhrchen an- 
geftellt Hat, gaben Folgendes: 










Röhrenweite a, Linien . . - | 0,295 | 0,336 | 0,413 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 


Erhebung h,, Linien . - . . |10,08 |8,50 |6,87 |5,17 |4,28 [3,72 |3,59 


Spannungsmah — ‚ Sramme | 1,508 | 1,455 | 1,458 | 1,478] 1,473 | 1,6512 | 1,494 


Nach diefen Berfuchen ift alfo im Mkittel 
für Parifer Linien: = 1,482 und S = 0,017 Gramm, 


für Millimeter: n — 7,54 und S = 0,0075 Gramm. 


Es ift alfo anzunehmen, daß die Spannung des Waflerd an der Ober⸗ 
fläche in jedem Streifen von 1 Millimeter Breite S zwifchen 0,0047 und 
0,0075 Gramm beträgt. Die Abweichungen dieſer Werthe follen ihren 
Grund darin haben, daß die Spannung S der Oberfläche des Waflers mit 
der Zeit abnimmt, und bei dem gefochten Waller viel Heiner ausfällt als 
bei dem frischen Wafler. 


Die vorftehende Theorie findet auch in dem Falle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Flüſſigkeit benegt wird; es findet hier feine 
Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläche ftatt, und es ift die 
legtere aud) nicht concav, fondern conver. ‘Die aus dem Niveauabftande B G, 
Fig. 726, entftehende und von unten nad) oben wirkende Verticaftraft P 
wird auch hier durch die Spannumgen S und S der Überflähe ABA 
der Flüffigkeit in der Röhre aufgehoben. Die Adhäfionskraft des feiten 
Körpers kommt hierbei, der vorftchenden Theorie zu Folge, nicht weiter in 
Betracht. 
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Sept man die Kraft, mit welcher die Röhrenwand die Zlüfjigfeitsfäule 
BG, ig. 727, an fid) zieht, dem Röhrenumfange proportional, fegt alfo 
Sig. 726. Big. 727. 


DD 


für eine cnlindrifche Röhre diefe Kraft P = u. 2wa, wo g einen 
Coefficienten ausbrüct, fo hat man: 
zathy — 2uma, 
und daher die mittlere Erhebung des Waffers in der Röhre: 
n=2t 
ay 
Für zwei parallele Tafeln ift dagegen P=2ul und P = 2ahly, 
wo 2 die unbeftimmte Länge der Wafferfänle bezeichnet, und daher: 


—“ 
125 
d. i. Halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abſtand 24 der Tafeln der 
Rohrenweite gleich ift. Diefes ftimmt auch mit den Refultaten der legten 
Baragraphen volllommen. 

Nach den Hagen'ſchen Verfuhen hängt die Feſtigkeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Flüffigfeit nicht von dem Grade ihrer Flüffigfeit ab, 
ift aber um fo größer, je ſchwerer die Flüffigfeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlich nad Brunner und Frankenheim (f. Poggen- 
dorff's Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe A in dem 
Haarröhren und folglich auch S ab, wenn die Temperatur der Fluſſigkeit 
eine größere wird. 

Für Alkohol ift S ungefähr die Hälfte und für Quedjilber das Achtfache 
von der Feſtigkeit der Oberfläde des Waſſers. 


Anmerkung 1. Hagen findet dur Meffung und Wägung von Flufſigleits⸗ 
tropfen, weiche fi) von den Grundfiachen Heiner Cplinter losreihen, ziemlid) dies 
felben Werihe wie durch die Beobachtungen an Gapillartafeln. Cbenjo haben die 
Verſuche mit Aohäfionsplatten eine gute Uebereinftimmung geliefert, unter der 
Worausfegung, dak der Kraft zum Losreiken einer Platte durch das Gewicht des 
gehobenen Ylüffigfeitscplinders und durch die Spannung in dem Mantel diefes 
Eylinders daß Gleichgewicht gehalten wird. 


68* 
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Anmerkung 2. Die Anzahl der Schriften über die Capillarität iſt zu groß, 
ald da hier eine voRftändige-Mittheilung derjelben erfolgen fönnte. Es haben 
fi) mit diejem Gegenftande die größten Mathematiter, wie Laplace, Poifion, 
Gauß u. j. m. beihäftigt. Cine volfländige Mittheilung der älteren Literatur 
findet man in Brantenheim’s Lehre von der Cohäfion. Die Schrift, melde 
bei Bearbeitung dieſes Gapitels vorzulich benugt wurde, ift folgende: Ueber die 
Oberflache der Blüffigkeiten von Hagen, eine in der Königl. Afabemie der 
Wiſfen ſchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1842. Cine neue phyfilalifhe Theorie 
der Eapilarität von I. Mile enthält Bd. 45 von Voggendorff’s Annalen 
(1838). Es gehören hierher auch Boutigny’s Studien über die Körper im 
{phäroidalen Zuftande, deutih von Arendt. Leipzig 1858. 


, Biertes Capitel. 
Vom Gleichgewichte und Drude der Luft. 


Spannkraft der Gase. Die uns umgebende atmofphärifche Luft, 
Big. 728. fowie auch alle übrigen Luftarten oder Gafe befigen, 
m in Folge der Repulſivkraft ihrer Theile oder Moleküle, 
ein Beftreben, einen größeren und größeren Raum ein» 

zunehmen. Dan erhält daher eine begrenzte Luftmaſſe 

nur durch Abfperren derſelben in volltommen verfchloffenen 

Gefäßen. Die Kraft, mit welder ſich die Gaſe aus» 

zubehnen fuchen, Heißt ihre Elafticität, Spann- 

kraft oder Erpanfivkraft. Sie äußert ſich durch, 

einen Drud, welchen das Gas gegen die Wände des 

dafjelbe einfchließenden Gefäßes ausübt, und ift infofern 

von ber Efafticität der feften oder tropfbar fliffigen 

Körper verſchieden, als fie in jedem Zuſtande der Dich 

tigfeit ſich wirffam zeigt, wogegen die Erpanfiofraft der 
legtgenannten Körper bei einem gewiffen Zuftande der 

Ausdehnung Null ift. Dan mißt den Drud oder bie 

Spannkraft der Luft und anderer Gafe durch Baro- 

meter, Manometer und Bentile. Das Baro- 

meter wird vorzüglich angewendet, um den Drud ber 

u Atmofphäre zu beftimmen. Das gewöhnliche oder fo- 
genannte Gefäßbarometer, ig. 728, befteht in einer, 

an einem Ende A verfchloffenen und am anderen Ende 
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B offenen Glasröhre, welche, nachdem fie mit Queckſilber gefüllt ift, um⸗ 
geſtürzt und mit ihrem offenen Ende in ein ebenfalld Queckſilber enthaltendes 
Gefäß CD eingetaucht wird. Nach dem Umkehren diejes Inftrumentes 
bleibt in der Röhre eine Duedfilberfänle 3 S zurüd, welcher (ſ. $. 401) 
duch den Drud der Luft gegen die Oberfläche AIR des Duedfilbers das 
Gleichgewicht gehalten wird. Der über der Duedfilberfäule befindliche 
Raum AS ift luftleer; es erleidet daher diefe Säule von oben feinen Drud, 
weshalb denn auch die Höhe diefer Säule, oder vielmehr die Höhe des 
Duedjilbers in derfelben über dem Duedfilberfpiegel ZR im Gefäße als 
Maß des Luftdrudes dienen kann. Um dieſe Höhe bequem und jcharf mefjen 
zu können, ift eine, genau eingetheilte Scala angebracht, welche länge der 
Röhre hinläuft und nad; Befinden noch mit einem verfchiebbaren Zeiger S 
verfehen ift. 

Anmertung. Die ausführliche Bejchreibung der verſchiedenen Barometer, die 


Anleitung zum Gebrauche derfelben u. |. mw. gehört in die Phyſik. Siehe Lehr: 
bu‘ der Phyfit und Meteorologie von Müller, Bd. I, u. a. a. ©. 


Atmosphärendruck. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei $. 412. 
einem mittleren Zuftande der Aimofphäre und an wenig über dem Meere 
gelegenen Orten dem Yuftdrude durch eine ungefähr 0,760 Meter oder 
nahe 28 Barifer Zoll — 29 preuß. Zoll hohe Duedjilberfäule von Null 
Grad Wärme da8 Gleichgewicht gehalten wird. Da das fpecififche Gewicht 
des Duedfilbers bei Null Grab 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftdruck aud) 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76 . 13,6 — 10,336 Meter — 31,73 Par. 
Buß — 32,84 preuß. Fuß hohen Wafferjäule. 

Man mißt die Spannung der Tuft auch oft durch den Druck, welchen 
diefelbe auf die Tlächeneinheit ausübt, und es ift alfo der Atmofphären- 
drud oder das Gewicht einer 0,76 Meter hohen Queckſilberſäule bei 1 Qua⸗ 
dratmeter Bafis: 

» = 0,76 . 13,6 . 1000 = 10336 Kilogramm. 


Da nun 1 Ouadratzoll gleich 0,000684 Dudratmeter ift, fo beträgt der 
mittlere Drud der Atmofphäre auf 1 Quadratzoll (preuß.): 
0,000684 . 10336 — 7,071 Kilogramm — 14,142 Pfunb. 


Den mittleren Barometerftand genau zu 28 Bar. Zoll angenommen, 
erhält man den Atmofphärendrud pro 1 Duadratzoll (preuß.) zu 14,103 Pfund, 

Es ift jehr gewöhnlich in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen und andere Erpanfivfräfte auf diefen zu beziehen, 
alfo in Atmofphärendrüden oder Atmofphären, wie man ſchlechtweg jagt, 
anzugeben. Hiernach entjpricht dem Drude von n Atmofphären eine Qued- 
filberfäule von 0,76 . n Meter Höhe, oder ein Gewicht von 10336 .n Kilo- 
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Anmerkung 2. Die Anzahl der Schriften über die Gapillarität iſt zu groß, 
als das Hier eine vollftändige-Mittheilung derjelben erfolgen könnte. Es haben 
fig mit dieſem Gegenftande die größten Matpematifer, wie Laplace, Poiſſon, 
Gauß u. ſ. w. beſchäftigt. Eine vollftändige Mittheilung der älteren Literatur 
findet man in Frankenheim's Lehre von der Eohäfion. Die Schrift, welde 
bei Bearbeitung dieſes Capitels vorzüglich benugt wurde, ift folgende: Ueber die 
Cberfläge der Zlüffigfeiten von Hagen, eine in der Königl. Mlademie der 
Wiffenjepaften gelefene Abhandlung, Berlin 1842. Cine neue phyfitaliiche Theorie 
der Gapilarität von 3. Mile enthält Bd. 45 von Boggendorff’s Annalen 
(1838). Es gehören hierher auch Youtigny’s Studien über die Körper im 
ſpharoibalen Zuftande, deuiſch von Wrendt. Leipzig 1868. 


j Biertes Capitel. 
Vom Gleihgewihte und Drude der Luft. 


$.41l. Spannkraft der Gase. Die uns umgebende atmofphärifche Luft, 
Fig. 728, ſowie auc alle übrigen Luftarten ober Gafe befigen, 

m in Folge der Repulſivkraft ihrer Theile oder Moleküle, 
ein Beftreben, einen größeren und größeren Raum ein» 

zunehmen. Man erhält daher eine begrenzte Luftmaſſe 

nur durch Abfperren derjelben in volltommen verfchlofienen 

Gefäßen. Die Kraft, mit welcher ſich die Gafe auss 

zubehnen ſuchen, heißt ihre Elafticität, Spann» 

traft ober Erpanfintraft. Sie äußert fi durch 

einen Drud, welchen das Gas gegen die Wände des 

daffelbe einfchließenden Gefäßes ausübt, und ift infofern 

von ber Efafticität der feften oder tropfbar fluſſigen 

Körper verſchieden, als fie in jevem Zuſtande der Did; 

tigfeit ſich wirffam zeigt, wogegen die Expanfiofraft der 
legtgenannten Körper bei einem gewiſſen Zuftande der 
Ausdehnung Null if. Man mißt den Drud oder die 

Spanntraft der Luft und anderer Gafe durch Baro- 

meter, Manometer und Bentile. Das Baro— 

meter wird vorzliglich angewendet, um ben Drud ber 

Atmofphäre zu beftimmen. Das gewöhnliche oder fo- 

c genannte Gefäßbarometer, Fig. 728, befteht in einer, 
an einem Ende A verfchloffenen und am anderen Ende 
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B offenen Glasröhre, welche, nachdem fie mit Queckſilber gefüllt iſt, ımı= 
geftärzt und mit ihrem offenen Ende in ein ebenfalls Queckſilber enthaltendes 
Gefäß CD eingetaudht wird. Nach dem Umfehren diefes Inftrumentes 
bleibt in der Röhre eine Quedfilberfänfe 3 S zurück, welcher (ſ. F. 401) 
durch den Drud der Luft gegen die Oberfläche ZR de8 Duedfilbers das 
Sfleichgerwicht gehalten wird. Der über der Duedfilberfäule befindliche 
Raum AS ift Iuftleer; es erleidet daher diefe Säule von oben feinen Drud, 
weshalb denn aud) die Höhe diefer Säule, oder vielmehr die Höhe des 
Duedjilbers in derfelben über dem Duedfilberfpiegel IR im Gefäße als 
Maß des Luftdrudes dienen kann. Um diefe Höhe bequem und fharf meſſen 
zu können, ift eine, genau eingetheilte Scala angebracht, welche längs der 
Röhre Hinläuft und nach Befinden noch mit einem verfchiebbaren Zeiger S 
verſehen ift. 

Anmerkung. Die ausführliche Beichreibung der verſchiedenen Barometer, die 


Anleitung zum Gebraudhe derjelben u. |. m. gehört in die Phyſik. Siehe Lehr⸗ 
bud der Phyfil und Meteorologie von Müller, Bd. I, u. a. a. ©. 


Atmosphärendruck. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei $. 412. 
einem mittleren Zuftande der Atmofphäre und an wenig über dem Meere 
gelegenen Orten dem Luftdrude durch eine ungefähr 0,760 Meter oder 
nahe 28 Barifer Zoll — 29 preuß. Zoll hohe Duedfilberfäule von Null 
Grad Wärme das Gleichgewicht gehalten wird. Da das fpecififche Gewicht 
des Quedfilbers bei Null Grad 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftdruck aud) 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76 . 13,6 — 10,336 Meter = 31,73 Par. 
Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Wafferfäule. 

Man mißt die Spannung der Luft auch oft durch den Druck, welchen 
diefelbe auf die Tlächeneinheit ausübt, und es tft alfo der Atmofphären- 
drud oder das Gewicht einer 0,76 Meter hohen Duedjilberfäule bei 1 Duas 
dratmeter Bafis: 

» = 0,76 . 13,6 . 1000 = 10336 Kilogramm. 


Da nun 1 Quadratzoll glei) 0,000684 Dudratmeter ift, fo beträgt der 
mittlere Drud der Atmofphäre auf 1 Duadratzoll (preuß.): 


0,000684 . 10336 = 7,071 Kilogramm — 14,142 Pfund. 


Den mittleren Barometerftand genau zu 28 Par. Zoll angenommen, 
erhält man den Atmofphärendrud pro 1 Duadratzoll (preuß.) zu 14,103 Pfund. 

Es ift jehr gewöhnlich in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen und andere Erpanfivfräfte auf diefen zu beziehen, 
alfo in Atmojphärendrüden oder Atmofphären, wie man fchlechtiveg jagt, 
anzugeben. Hiernach entfpricht dem Drude von n Atmofphären eine Dued: 
filberfäule von 0,76 . rn Meter Höhe, oder ein Gewicht von 10336 . n Kilo» 
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gramm auf jeden Quadratmeter gedrückter Fläche. Zur Vergleichung der 
verſchiedenen Angaben kann die folgende Tabelle dienen. 





Queckſilber-Queckſilber-- Waſſer⸗ Druck Druck 
Atmo⸗ ſäule fäule jäule (pr. 1OMeteripr. 1D(prE.) 
iphären. in in in in in 


Metern. | Bar. Zollen. |preuß. Fußen. Kilogramm. | Pfunden. 


1 0,760 98 32,84 10336 14,14 
1,516 1 36,84 43,21 13600 18,947 
0,0357 0,0272 1 1,173 369,14 0,505 
0,0304 0,0231 0,853 1 314,74 0,431 
0,009097 | 0,000974 | 0,0027 0,00318 1 0,00139 
0,0707 0,0533 1,93 2,322 730,97 1 


Beifpiele: 1) Wenn bei einer Waflerfäulenmafdhine das Waffer 250 Fuß hoch 
über der Kolbenfläche fteht, jo ift der Drud gegen dieſe Fläche: 
250 . 0,0304 = 7,6 Atmojphären. 


2) Wenn der Wind eines Eylindergebläjes 1,2 Atmojphären Spannung bat, 
jo ift der Drud deſſelben auf einen Kolben von 1,5 Meter Durchmeſſer: 
P,=18. 7 .1,2. 10336 — 21916 Kilogramm. 


Da die Atmoſphäre auf die Rüdflähe des Kolbens den Gegendrud 
P, = 1,82 Z . 10336 — 18263 Kilogramm 
ausübt, fo folgt die Kolbenfraft: 
P=P, — P, = 21916 — 18263 = 3653 Kilogramm. 
3) Wenn in dem Condenſator einer Dampfmaſchine eine Spannung Rattfindet 


von 3 Bar. Zoll Cuedfilberfäule, fo entſpricht diefelbe einem inneren Drude von 
3 . 369,14 = 1107,42 Rilogramm 


auf jeden Quadratmeter. Da die atmojphärifche Luft auf diejelbe Fläche einen 
Drud von 10336 Kilogramm ausübt, jo haben die Wandungen des Eondenfators 
emem auf Zerdrüden (von außen nad) innen) wirkenden Drude zu widerfteben, 
welcher pro Quadratmeter 10835 — 1107,4 = 9228,65 Kilegramm beträgt. 


Manometer. Um die Epannung der in Gefäßen cingefchlofienen Safe 
oder Dämpfe zu finden, werden barometerähnlicdye Inftrumente, welche man 
Manometer nennt, angewendet. Diefe Inftrumente werden mit Queck⸗ 
filber oder mit Waller angefüllt, und find oben entweder offen oder ver⸗ 
ichlofjen, im letzteren Falle aber wieder im oberen Theile entweder Iuftleer oder 
mit Yuft erfüllt. Das Manometer mit dem Iuftleeren Raume, Fig. 729, 
ift von dem gewöhnlichen Barometer nicht verfchteden. Um mit Hülfe deſſelben 
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die Spannung ber Luft in einem Behälter meſſen zu können, wird eine 
Röhre CE angebradht, die mit einem Ende C in dem Behälter und mit 
dem anderen Ende Z über dem Duedjilberfpiegel HR im Gehäufe HDE 

Fig. 729. des Inſtrumentes ausmlindet. Der Raum. HER über 
dem Duedjilber wird dadurch mit dem Luftbehälter in Com⸗ 
munication gejegt; e8 nimmt daher die in ihm befindliche 
Luft die Spannung der Luft im Behälter an und drüdt eine 
uedjilberfäule BS in die Röhre, weldye fih mit dem zu 
meſſenden Luftdrucke ins Gleichgewicht fegt. 

Derartige Inftrumente, die ſich befonders zur Meſſung 
von Spannungen eignen, welche fleiner find, al8 der äußere 
Atmofphärendrud, werden öfter bei den Condenfatoren der 
Dampfmaſchinen 2c. angewandt und flihren dann wohl ben 
Namen Bacuummeter. Man kann die legteren auch fo 
einrichten, daß das Gefäß AR wie in Fig. 728 der äußeren 
Luft zugänglich ift, während man die Röhre BA bei A 
mit dem Gondenjor in Verbindung fest. Erhebt ſich in 
diefem Falle die Flüſſigkei um BS —= h über HR, und 
bezeichnet b den Barometerftand, fo findet man ink, =b—h 
die Höhe derjenigen Fläjjigkeitsfäule, welche dem Drude im 
Condenſator entfprigt. Man müßte daher die Scala von 
oben nad; unten antragen und den Nullpunkt in eine Höhe 
gleich db über IR verlegen, was für die Praris wegen der 
barometrifchen Schwankungen aber unbequem ift (b variirt 
etwa zwiſchen 27 und 29 Bar. Zoll). 

Das oben offene Hebermanometer ABC, Fig. 730, giebt ben Ueber: 
{chuß der Spannung in einem Gefäße MN über den Atmojphärendrud, den 
fogenannten Ueberdrud, an, weil diefer Spannung durd die Vereinigung 

Sig. 730. des Luftdrudes Über S mit der Quedjilberfäule RS das 
Gleichgewicht gehalten wird. Iſt d der Barometerftand und 
h der Manometerftand oder der Höhenabftand RS der Qued- 
filberfpiegel I und 8 in den beiden Schenteln des Mano⸗ 
meters, jo hat man die durch die Höhe einer Quedjilberfäule 
gemeflene Spannung der mit dem Heinen Schentel com⸗ 
mumnicirenden Luft: 

h=b+h, 
alfo den Drud auf 1 Quadratmeter: 


p — 369,14 (b + A) Kilogramm, 








oder den Leberdrud: 
p, — 369,14 h Kilogramm. 
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Gewohnlicher als die Hebermanometer find die Gefäßmanometer, 
wie ABCD, $ig. 781. Da hier die Luft durch eine größere Quedfilber- 
Sig. 731. oder nad, Befinden Waffermdfje auf die Fluſſigkeitsſäule 

A wirkt, fo werden die Schwankungen der Spannung nicht jo 

ſchnell auf die Fluffigfeitsfäule übertragen, und e8 wird das 

Meffen diefer mehr in Ruhe befindlichen Säule leichter und 

fierer. Der Bequemlichteit des Meſſens oder Ableſens an 

der Scala wegen bringt man oft noch in ber Röhre einen 

von dem Quedfilber getragenen Schwimmer an, welder 

# Ir durch eine über eine Rolle geführte Schnur mit einem über 

D der abwärts aufgetragenen Scala weggfeitenden Zeiger 
c verbunden ift. 

Die Manometer laſſen ſich natürlich aud) zum Meſſen des Druckes von 
Waſſer und anderen tropfbaren Fluſſigkeiten anwenden; man nennt fie aber 
dann Piezometer. 

Mit Hilfe eines Ventils DE, Fig. 732, beftimmt ſich ebenfalls, jedoch 
weniger ſcharf, die Erpanfiofraft des in MN abgeſchloſſenen Gafes ober 

Fig. 732. Danıpfes, wenn man das Lauf- 
gewicht @ fo ftellt, daß es eben 
dem Luft⸗ oder Dampfdrude das 
Gleichgewicht Hält. 

Iſt 08 — s die Entfer- 
nung des Schwerpunftes bes 
Hebel von ber Drehare C, 
CA=— a ber Hebelarm des 
Laufgewichtes, OB — b ber 
Abftand des Ventils von C, ferner Q das Gewicht des Hebels und F das 
Gewicht des Ventils, fo hat man, wenn noch P den Gas- oder Dampfbrud 
gegen die ımtere Flache des Ventils und ?, den Atmofphärendrud auf die 
obere Bentilfläche bedeuten, fr den Zuftand bes Gleichgewichtes: 
-P)b=Vb+0s+Ga; 
folglich: 
nr, tie 

Bezeichnet r den Halbmeffer des Ventils DE (d. h. derjenigen Kreis» 
linie, in welcher das Ventil dichtſchlie ßend den Ventilfig berührt), p die 
innere und 9, die äußere Spannung, fo hat man: 

P= ar:p und P, = zr?p, baher: 


Vo+gs+Ga 


ren + 
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Die Beitimmung von p durch Ventile ift deswegen unficher, weil die 
Keibungswiderftände der Are C und des Bentils ſich einer genauen Be⸗ 
flimmung entziehen, und weil, bejonders bei einer breiten Auflagerfläche des 
Bentils, der in Rechnung zu ftellende Halbmeſſer r fi) nicht mit Beſtimmt⸗ 
heit angeben läßt. Aus leßterem Grunde ift e8 gerathen, das Ventil auf 
einer möglichſt fchmalen Fläche aufruhen zu laſſen. 


Beifpiele: 1) Wenn der Quedfilberftand eines oben offenen Manometers 3,5 
Par. Zoll und der Barometerftand 27 Zoll beträgt, fo ift die entipredhende Ex⸗ 
panfivfraft: 

= 369,14 (b + Ah) = 369,14 . 30,5 = 11258,8 Kilogr. pro 1 Cuadratmeter. 

2) Der Waflermanometerftand eines Windregulators in einem Hüttenwerte 
beträgt 38,5 Fuß. Wenn man den Wind unter einen unten in Wafler taudenden, 
oben geichloffenen Eylinder (Glocke) leitet, um eine auf der Glode ruhende 
Belaftung von 600 Kilogramm zu erheben (pneumatiſcher Bichtaufzug), wie groß 
muß der Durchmeſſer dieſes Cylinders mwenigftens fein, wenn das Eigengewicht 
defielben 200 Kilogramm beträgt ? 

Der Ueberbrud der Gebläjeluft über die äußere Atmojphäre beträgt pro 
Quadratmeter: 

p = 314,74.8,5 = 1101,6 Kilogramm. 


Damit die Laſt von 800 Kilogramm durd die Spannfraft der Luft getragen 
werde, muß der Eylinderquerjchnitt mindeftens ar 5 — 0,726 Quadratmeter oder 
der Durchmeſſer 0,961 Meter betragen. Nimmt man dafür 1 Meter Durchmefler, 
jo beträgt der Ueberbrud der Luft über das Gewicht der Laſt: 

0,785.1101,6 — 800 = 64,8 Rilogranım, 
welcher Ueberdruck, abgejehen von ſchädlichen Widerfländen, eine Beichleunigung 


der zu hebenden Laft von un 9,81 = 0,78 Meter erzeugen würde. 

3) Der obere abgefchliffene Rand eines gußeifernen unten geſchloſſenen Cylinders 
von 0,3 Meter liter Weite ift mit einer aufgefchliffenen Platte bevedt. Wenn 
nun die Luft aus dem Cylinder fo weit außgepumpt wird, daß ein Bacuummeter 
eine Spannung der Luft im Innern von 10 Zoll (Par.) Duedfilber zeigt, wie 
groß ift die Kraft zum Abreiken des Dedels bei einem Barometerftande von 
27 Bar. Zoll? Der äußere und der innere Drud betragen pro Quadratmeter 
teip. : 

p = 369,14.27 = 9966,8 und p, = 369,14.10 = 3691,4 Kilogramm. 


Der Dedel wird daher von der atmoſphäriſchen Luft mit einem Ueberbrude von 
0,38 T. (9966,8 — 8691,4) = 0,07.62754 — 439,3 Kilogramm 





auf den Eylinder gepreßt. Wenn der Eylinder nit auf dem Yundamente be- 
feftigt wäre und ein Eigengewicht von 300 Kilogramm hätte, jo würde ſchon 
ein Ueberdrud von a — 4285,7 Kilogramm per Quadratmeter genügen, um 
den Eylinder dur eine am Dedel angreifende Kraft emporzuheben. Diejem 
Ueberdrucke entſpricht eine Duedkfilberfäule von 0,0027.42£5,7 —= 11,57 Bar. 
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Zoll, fo daß der gedachte Zuftand eintreten muß, ſobald im Innern des Cylinders 
die Spannung der Luft 

27 — 11,57 = 15,13 Bar. Zoll Quedfilderfäule 
beträgt. 

4) Ein Sicherheitsventil von 0,05 Meter Durchmeſſer und 1,2 Kilogramm 
Eigengewicht joll durd ein Laufgewicht von 10 Kilogramm fo belaftet werben, 
daß es bei einem Ueberdrude des Dampfes über den äußeren Luftdrud voh 
3 Atmolphären ſich öffnet. In welcher Entfernung vom Drehpunte des Hebels ift 
der Schwerpuntt des Belaftungsgewichtes anzubringen, wenn der Hebel ein Eigen- 
gewicht von 1,5 Kilogramm und fein Scmwerpuntt einen Wbftand von 0,8 Meter 
vom Drehpuntte, das Ventil aber einen folgen von 80 Millimeter davon hat? 

It 2 die gefuchte Länge, jo Hat man: 

10336 .3.3,14.0,025%.0,030 = 1,2.0,090 + 1,5.0,3 + 10.1; 


— N, 
STE — 0431 Meter folgt. 


woraus 1 = 
Mariotte’sches Gesetz. Die Epannung der Gafe wählt mit der 
Verdichtung derjelben; je mehr man ein gewiſſes Luflquantum zuſammen⸗ 
drückt oder verdichtet, defto größer wird aud) deſſen Spannfraft, und je mehr 
man daſſelbe fi) ausdehnen oder verdinnen läßt, deſto Heiner zeigt fich auch 
feine Erpanfiofraft. Das Verhältniß, in welchem die Spannfraft und die 
Dichtigkeit oder das Volumen der Cafe zu einander ftehen, wird durch das 
von Mariotte (oder Boyle) entdedte und nad) ihm benannte Gefeg aus 
gedrüdt. Es behauptet, da die Dichtigkeit einer und derſelben 
Luftmenge der Spannkraft derjelben proportional, ober, da bie 
Räume, welche von einer und derſelben Maſſe eingenommen werden, den 
Dichtigkeiten umgefehrt proportional find, daß ſich die Volumina einer 
und berfelben Gasmafje umgekehrt wie deren Erpanſivkräfte 
verhalten. Wird demnach eine gewiſſe Luftmenge bis auf die Hälfte ihres 
anfänglichen Volumens zufammengedrüdt, ihre Dichtigkeit aljo verdoppelt, jo 
ſtellt ſich auch ihre Spannung doppelt jo groß heraus als anfänglich, und 
wird ein gewiſſes Luftquantum bis auf das Dreifadye feines anfänglichen 
Raumes ausgedehnt, alfo feine Dichtigkeit bis auf den dritten Theil herab» 
gezogen, fo bleibt auch die Erpanſivkraft deffelben nur ein Drittel von der 
Fig. 738. anfänglichen Spannkraft. Iſt z. B. unter dem Kolben 

EF eines Cylinders 40, Fig. 733, gemöhnliche 
atmofphärifche Fuft, welche anfänglich auf jeden Qua⸗ 
| F dratzoll mit 14 Pd. drückt, fo wird diefelbe mit 
28 Bd. drilden, wenn man den Kolben nad) Z, Fı 

Ir, gefdhoben und dadurch die eingeſchloſſene Luft bis auf 

Fa die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zufammen- 

1 B gedrlidft Hat, und eswird diefe Kraft 3.14 — 42 Pfund 
betragen, wenn der Kolben nad) Er Fr gelommen ift 
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und zwei Drittel der ganzen Höhe zurldgelegt hat. Iſt der Inhalt der 
Kolbenfläche 1 Quadratmeter, fo beträgt der Atmofphärendrud gegen diejelbe 
10336 Kilogramm; um daher den Kolben um die halbe Cylinderhöhe nieder- 
zudrücken, find nad) und nad) 10336 Kilogramm, und um ihn um zwei 
Drittel diefer Höhe nicderzufchieben, 20672 Kilogramm auf denfelben auf- 
zufegen u. |. w. 

Ebenfo läßt fid) durd) Zugießen von Queckſilber in die mit dem Luft 

cplinder A C, Fig. 734, communicirende Röhre Gꝛ H das Mariotte'ſche 

Fig. 734. Gejeg prüfen. Hat man anfänglic) durch die Queck⸗ 
fildermafle DEF H eine Luftſäule A C abgefperrt, welche 
mit der äußeren Luft gleiche Spaunfraft befigt, und 
fpäter durch zugegofienes Queckſilber den Lufteylinder bis 
auf die Hälfte, auf das Viertel u. |. w. des anfänglichen 
Bolumend zufanmengedrüdt, jo wird man finden, daß 
die Niveauabftände Gh Hı, G, H, u. ſ. w. der Ober: 
flächen des Quedjilberd der einfachen, dreifachen Baro- 
meterhöhe b u. ſ. w. gleich find, daß aljo, wenn man 
hierzu die dem äußeren Luftdrucke entjprechende einfache 
Höhe addirt, die Spannkraft zweimal, viermal u. f. w. 
jo groß ift als beim anfänglichen Volumen. 

Sehr leicht läßt ſich aud) die Richtigkeit des Mariotte'ſchen Geſetzes bei 
der Ausdehnung der Luft nachweifen, wenn man eine cylindrifche (gut cali⸗ 
brirte) Röhre AB, Fig. 735, ſenkrecht in das Duedfilber (Waller) taucht 
und, nad) gehörigem Verſchluſſe des 
oberen Endes A, das abgejchlofiene 
Luftoolumen AZ (I.) durch behut- 
fames Aufziehen diefer Röhre aus- 
dehnt, jo daß es nun ein Volumen 
A, E, (11.) annimmt. Die Dichtig- 
feiten der Fuft in diefen Räumen AE 
und A, Eı find jedenfall den Höhen 
AC und A, Cı derjelben umgelehrt, 
und ihre Spannungen den Diffe⸗ 
renzen zwijchen dem Barometerftande 
b und den Höhen CD und CD, 
der über der Oberflähe HR des 
Duedjilbers ftehenden Duedjilber- 
jäufen DE und D, E, direct proportional. Es ift folglich, nach dem Mar 
riotte'ſchen Geſetze: 





Fig. 736. 
II 





AC _b- GD 
AG db-cD 
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was auch durch die Beobachtung bei jeder beliebigen Eintauchung der Röhre 
AB beftätigt wird. 

Sind k und A, oder p und p, die Spannfräfte, y und 7, bie entſpre⸗ 
enden ſpecifiſchen Gewichte und Y und 7, die zugehörigen Volumina einer 
und derfelben Luftmenge, fo hat man nad} dem angegebenen Gefege: 
Zu =; ober .n = Vy, fowie Yıpı — Vp; baher 


n=7 vr fowie 9, = 5 —J V. 
Hiernach läßt 1 die Dichtigfeit RR aud) das Volumen der Luft von einer 
Spannung auf die andere reduciren. 


Anmerkung. Nur bei ſehr großen Prefiungen der Luft kommen bemertbare 
Abweichungen von dem Mariotte’jhen Geſetze vor. Nach Regnault ift 3. B. 
für atmofphärifche Luft, wenn das Luftvolumen Y, von 1 Meter Breffung in V. 
übergeht, die Preffung deffelben: 


= 7 li — 0,0011054 (a — ı) + 0,000019381 & — ı)] Meier, 











fo daß für a = 5 10 15 20 
» = 4,97944 | 9,91622 | 14,62484 | 19,71988 Met. ausfällt. 

Beiſpiele. 1) Wenn bei einer Gebläjemafdjine der Manometerftand 80 Millimeter 
Ouedilber birgt, fo iR die Dihfigteit des Windes U7SCH 9° — 1,106 mal 
jo groß, als diejenige der atmofphärifhen Luft bei 070 Meter Barometerfland, 
und da ein Eubitmeter der Iegteren ein Gewicht von r- 1000 = 1,299 Kilogr. 
hat, fo wiegt ein Cubitmeter Gebläfeluft Hier 1,299 . 1,105 — 1,435 Rilogramm. 

Fig. 736. 2) Ein cylindriſches Gefäß ABCD, Fig. 736, 
deffen Auberer Qalbmefier R, innerer Kalbmefier r 
und defien Höhen außen und innen zejp. Z und Z 
find, wird in verficaler Richtung mit dem unteren 
Rande um die Größe h ins Wafler getaucht, wie 
hoch fteht das Wafler im Innern des Gefähes 
über dem Rande? 

Die bei beginnendem Eintauchen in dem Gefäße 
abgeiperrte Luft von atmoſphäriſcher Spannung b 
(in Wafferfäule gemefjen), Hat ein Volumen mr?l. 
Iſt das Waſſer nach geſchehener Eintauchung bis zur 
Tiefe h im Innern um die Größe EF=A er 
hoben, jo beträgt das Luftvolumen nunmehr mra(l —A). Da der Drud, unter 
mwelgem die Luft im Innern des Gefähes fteht, durch eine Wafferfäule d + HE 
=b+A— % ausgevrüdt ift, jo Hat man nad dem Mariotte’jden Orten: 

arlınau-=b+h—ı:b 





ober: 
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B-AÖbH+AHD+A= 0, woraus 


ELETETBEN EEE 


Der Auftrieb A, welchen der eingetauchte Cplinder durch das Waffer erfährt, 
und welder nad) $. 891 gleich dem Gewichte der verbrängten Wafjermenge ift, 
berechnet fi zu: 

Raky — any = n(Rih— r2)y. 
z.B. R— 1 Meter, r — 0,98 Meter, L = 1,5 Meter, 1 = 1,47 Meter 
und A = 1,2 Meter, jo hat man bei einem Barometerftande b — 10,336 Meter 
(Wafferjäule): 


210380 H124 1,47 ] — HL. 12.170181 α 


Der Auftrieb beträgt bei dieſer Eintaugung: 

A= 3,14 (12. 1,2 — 0,98% . 0,134) 1000 — 3364,2 Kilogramm. 

Wenn aljo der gußeiferne Eplinder ein Gewicht von 

G=(n.1215— =. 098. 1,47) 7,5 .1000 = 2091,2 Kilogramm 
hat, jo würde die vorausgejegte Eintauchuug noch eine Belaftung des Eylinders von 
A— 6 = 33642 — 2091,2 = 1273 Rilogramm 
erfordern, wenn bon dem geringen Gewichte der eingejhloffenen Luft abgejehen wird. 

Wenn der Eylinder volftändig unter Wafjer getaucht wird, fo ift der Auftrieb 

ausgebrüdt durch: 
A=aRly—arıy=n(RL— ramy. 

Diefe Kraft wird um fo Heiner, je größer A ift, d. h. je tiefer der Eylinder 
eingetaucht wird, und es giebt eine beftimmte Tiefe der Eintauchung, für welche 
der Auftrieb A, gerade glei) dem Eigengewichte @ fein muß. Um dieje Rage, 
in welcher der Eylinder ſchwimmen würde, zu ermitteln, jege man G = A, oder: 

G = %91,2 = n (121,5 -- 0,9822) 1000; Hieraus folgt: 
0,866 _ (869 Meter. - 


Die Tiefe A, , bei welcher das Waſſer im Inz 
nern des Cplinbers um dieſe Grohe 2 erhoben ift, 
findet fi nun nad dem Mariotteigen Geſehe 














dur: 
Tı-a=ı+m—a:bi: 

2 10,386 . 0,869 
Mebrzz ti= jo 


+ 0,869 = 15,813 Meter. 


In diefer Tiefe würde die Glode im labilen 
Gleihgewigtszuftande |hwimmen, denn jede Ber- 
größerung der Tiefe ſowohl wie des Barometers 
fandes wurde A vergrößern, alfo den Auftrieb 
vermindern, jo daß die Glode nunmehr zu Boden 
finten würde, während jede Verminderung der Tiefe 
oder des Barometerftandes eine Vergrößerung des 
Auftriebes erzeugt, in Folge deren das Gefäk 
bis zur Oberflähe emporfteigt. 


8.415. 
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Bei Taucheroloden, Fig. 737 (a. d. ©), pflegt das Eigengewicht der Gloce 
den Auftrieb zu übertreffen, und wird das Steigen des Waſſers im Innern der 
Gioae dur; Einpumpen atmofphärifger Luft dur) den Ehlaud) S verhindert. 
Die Dißtigteit der Luft in der @lode it IH mal fo groß, als diejenige der 


äußeren Luft. 





Arbeit der comprimirten Luft. Die Arbeit, welde aufzuwenden 
ift, um ein gewifies Luftquantum bis zu einem gewiſſen Grade zu verdichten, 
ſowie die Arbeit, welche die Luft bei ihrem Ausbehnen zu verrichten vermag, 

Fig. 738. beſtimmt ſich in folgender Art. Es fei in einem Ey» 

v ce  linder AC, Fig. 738, durch einen dichtfchließenden 

Kolben EG ein Duantum Luft AEG B abgefpertt, 

E deren Spannung gleich p fei, und es bezeichne p, die 

J Spannung , welche diefelbe Luft angenommen hat, 

‚nachdem ber Kolben aus der Lage EG in diejenige 

Es Eı Gı gebracht worden ift. Sept man AE—=I 

Bi und AE, = h, fo ift nad) dem Mariotte'ſchen 

‚N Gefege, wenn man die Temperatur als unveränderlic, 
vorausſetzt : 


m:p=l:lh sun. 


Während der Bewegung des Kolbens durch das fehr Meine Wegtheildhen 
EE = 4 barf die Spannung der Luft conftant gleich pr angenommen 
werden, und e8 berechnet ſich die diefem Wegtheilchen entfprechende Efementars 
arbeit, wenn F den Kolbenquerſchnitt bedeutet, zu: 


Fni=F.plt- 
1 


Da A und alfo auch * immer als eine ſehr Heine Größe anzunehmen 
M 
ift, fo darf man r — Log.nat. (1 + +) feßen*), folglich iſt die obige 
1 ı 
Elementararbeit: 


Fpl 4 = Fpl. Log. nat. ( 4 +) 
A A 
= Fpl (Log. mat. (li + A) — Log. nat. 1). 


"+4 
N 








Fpl. Log. nat. 


>) Rad $. 19, analgt. Gülfsthren, er = I ++ + Fat 
daher für ein Heines = gejeht werben Tann: 
er =1+ 2, oder æ = Log. nat. (1 + 2). 
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Denkt man fid) den ganzen Weg FE, aus n fehr Meinen Theilen A 
zufamnengefegt, fo daß aljo ZELL =I — Iı = nA gelegt werben Tann, 
fo findet man die zum DBerdichten erforderliche Geſammtarbeit als die 
Summe aller derjenigen Elementararbeiten,, welche man erhält, wenn man 
in dem legterhaltenen Ausdrude nad) und nad) 

1, A +4 u +24, L +34,..., + (a — NA anſtatt Z, und 
1, + A, 1, + 24, I, + 34, l, + 4A, ... I, +nA anftatt A, + ı 
einfegt. 

Dur, Ausführung der angedeuteten Summation erhält man die Ges 
jammtarbeit: 


Log.nat.( +4) — Log.nat.I, + 

Log.nat.(l, +24) — Log.nat.(lı + A) + 

Log.nat.(li + 34) — Log.nat.(lı + 2A) + 
A=Flp 


Log.nat.(l, +nA) — Log.nat.[ı + (a — 1)4] } 

— Flp[Lvg.nat. (li + nA) — Log.nat.I,] = Flip Log.nat. n 
—1 
da ſich immer das vorſtehende Glied einer Reihe mit dem nachſtehenden 
Gliede der folgenden Reihe aufhebt. 

Bezeichnet man mit V das urſprüngliche Volumen 46 und mit Vi das 
nachherige Volumen A Gi, jo hat man, da V= Film 9, = Fi, ift: 

A==Vp Log.nat. = Vp Log. nat. - —Vp.Log.nat. * 

1 1 
Um alſo eine Luftmaſſe von dem Volumen V und der Spannung p durch 


Verdichtung auf das Volumen Y, und auf die Spannung pı —= — p au 


bringen, iſt eine mechaniſche Arbeit A = Vp Log. nat. — aufzuwenden 
nöthig, und wenn dieſe Luftmenge aus dem Volumen 9, wieder auf das 
Bolumen P fid) ausdehnt, ift fie im Stande, den gleichen Betrag an mecha⸗ 
nifcher Arbeit zu verrichten. Wenn die Nüdfläche des Kolbens EG hierbei 
der atmosphärischen Luft ausgefegt ift, jo hat man natürlich die Arbeit bes 
änßeren Luftdrudes entfprechend zu berückſichtigen, welche im vorliegenden 
Falle fowohl beim Zuſammendrücken, wie bei der Ausdehnung fich zu 


1 


beftimmt, unter po die Größe bes äußeren Yuftdrudes verftanden. 
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Mit Hilfe der Integralrechnung beftimmt fich die zur Compreifion der 
Luft erforderliche Arbeit folgendermaßen. Wenn x den Abftand des Kolben 
E@ von AB in irgend einer Kolbenftellung JK bedeutet, für welche die 


Spannung bes Gafes p, = P— beträgt, fo ift die elementare Arbeit 


während bes unendlich Kleinen Kolbenweges Oxburd) F.p,9x—=Fp - or 


gegeben. Die Gefammtarbeit zwiichen den Grenzen 2 — J und æ — |, 
beträgt daher : 


4 
A= Fr | E= FpI. Log. nat. wie oben. 
1 
ıı 


Anmertung. Bei mäßigen Spannungßdifferenzen (p, — p) oder Heinen 
Bolumenveränderungen (Y, — V) kann man annähernd die erforberlide Arbeit 


r?+Aı_1y=rfı -2\PtR _ yfı -_ P\PtA 
A=FETr W)=Fi(1 2) Dh — ‚(1 2) a 
fegen, oder genauer, mit Hülfe der Simpſon'ſchen Regel, wenn z den Druck 
bei mittlerer Kolbenftellung I + 2 bezeichnet : 





A=r(1- 2 et tr, 
Run ift aber: ' 


— siemens I — — — 


p ylıtl) +1 ı+2 — 
Pi 
daher folgt: 


_ 1 _» 8pP, _1 9 ,8m—-P _P\ 

4 6 v( tat? * re eu Pi 

Beiſpiele. 1) Der Kolben AB einer Gebläſemaſchine, Fig. 739 J., hat 

1 Meter Durchmefler, der ganze Kolbenhub AD beträgt = 15 Meer. Wie 

fig. 739. „grob ift die zu einem Kolbenhube erforder 

liche mechanische Arbeit, wenn der Barometer: 

ftand 0,750 Meter beiträgt, und wenn im 

Windregulator eine Dianometerjpannung von 
0,800 Meter (Quedfilberjäule) ftattfindet ? 

12.3,14 





e iſt hier fl = I —= 0,785 Qua: 
dratmeter, Z = 1,5 Meter, p = 13600.0,750 
— 10200 Rilogranım, p, = 13600 . 0,800 
— P_ 0,750 

= 10880 Kilogramm und ], -1,= 1 ‚5,500 


— 1,406 Meter. Wenn der Kolben aus der 
Lage AB in diejenige EF gelommen if, 
alſo den Weg a — I — I, = 0,09 Meter 
zurüdgelegt bat, jo ift von ihm die Arbeit 
verrichtet: 





[4 


$. 416.] Dom Gleihgewichte und Drude der Luft. 929 


A, = Vp Log. nat. 3 — 0,785. 1,6. 10200. 2,8026 Log. *8 


12010,5. 2,3026 . 0,0280287 — 775,14 Meterkilogramm. 

Während hierauf der Kolben die Strede FD — }, = 1406 Meter zuriüd- 
legt, hat er den conftanten Drud p, — 10880 Kilogramm zu überwinden, und 
verrichtet daher während dieſes Weges die mechaniſche Arbeit: 

A=Fpl = 0,785 . 10880 . 1,406 — 12010,5 Meterlilogramm. 
Da die Nüdflähe des Kolbens während der ganzen Bewegung der atmo- 
ſphäriſchen Luft ausgelegt ift, jo hat der Luftdruck eine Arbeit verrichtet: 

A, = Fpi = 0,785 . 10200 . 1,5 = 12010,5 Meterlilogramm — Ay. 

Es ift daher die von dem Motor auszuübende mechaniſche Arbeit für jeden 
Kolbenſchub, abgeſehen von den Nebenhinderniften, gegeben durch: 

A=A, + A, —A = 4, = 775,14 Meterlilogramm. 

Das in Fig. 729 II. gezeichnete Diagramm giebt eine Borftelung von den 
einzelnen mechanifhen Arbeiten. Mat mınGL=4, JL=1,GH =» 
und JK= p,, ſo ftellt die Fläche FG HAKJ die zur Gompreifion erforderliche 
Arbeit A, vor, die Flähe JEML repräfentirt die Arbeit A,, welche der 
Kolben unter dem conftanten Drude p, zu verridten hat, und GHNL ftellt 
die Arbeit A, des äußeren Luftvrudes dar. Die beiden Flächenräume JKML 
und GH NL müſſen übrigens wegen A, — 4A, gleihe Größe haben, jo daß 
hieraus u) KMNO = GHOJ folgt. Die von dem Motor aufzumendende 
mechaniſche Arbeit ift alfo durch die Fläche ZKMN H ausgedrüdt, welche nad 
Borftehendem mit ZKJ GH übereinftimmt. Die Irumme Linie ZQOK ift fo 
zu beftimmen, daß für irgend welche Abſciſſe GP = x die zugehörige Ordinate 
PQ = y gegeben ift dur: 
yıp=l:l-zdey=rt. 





2) Wenn bei einer Dampfmaschine unter dem Kolben von 0,3 Meter Durch⸗ 
mefjer ein Quantum Dampf von 0,15 Meter Höhe und 3 Atmojphären Spannung 
fteht, weldher den Kolben bei feiner Ausdehnung um 0,55 Meter fortſchiebt, jo 
würde die hierbei von dem Dampfe auf den Kolben übertragene mechanijche 
Arbeit, unter der Borausfegung, daß die Temperatur diejelbe bliebe und der 
Dampf dem Mariotte’ichen Geſetze folgte, fi berechnen zu: 

— 0,32 en .3.10336 . 0,15 Log. nat. —— — 895,6 Meterkilogr. 

Die mitilere Kolbenkraft beträgt, ohne Rikkfiht auf die Kolbenreibung und 
den Gegendruck: 


P= u = 1130,5 Kilogramm oder pro Quadratmeter: 
1180,5 1180,5 


7,08. 318 = 0,0707 — 15990 Kilogramm. 

Druck in den verschiedenen Luftschichten. Die in einem 
Gefäße eingefchlofiene Luft ift im verfchiedenen Tiefen von verfchiedener 
Dichtigkeit und Spannung, denn die oberen Luftſchichten drücken die unteren, 


auf welchen fie ruhen, zufammen; es ift deshalb nur in einer und derfelben 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. I. 59 
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Horizontalſchicht einerlei Dichtigleit und einerlei Spannung, und es nehmen 
beide mit der Tiefe zu. Um das Geſetz dieſer Zunahme der Dichtigleit von 
oben nad) unten oder der Abnahme derfelben von unten nad) oben zu finden, 
ſchlagen wir einen Weg ein, der dem des vorigen Paragraphen jehr ähnlich ift. 
Denken wir uns eine verticale Luftfäule AZ, Fig740, vom Querſchnitte 
AB = 1 und von der Höhe AF—= h. Segen wir für die untere Lufte 
. ſchicht da fpeciftjche Gewicht — y und die Spannung ⸗ p, 

Big. 740. md fur bie obere Luftſchicht das fpecififche Gericht 

I = yı und die Spannkraft — pı, fo haben wir zunächſt 


=: Bezeichnet A die Höhe ZE, der Schicht 


EıF, fo ift da8 Gewicht derjelben, ſowie auch die dieſer 
Höhe A entfprechende Abnahme der Spanntraft: 


ayp 
v=el.ayn=-—-, 
71 * 
* - und umgelehrt: 
18.2 
r p 


‚oder, wie im vorigen Paragraphen : 
3=8 Log.nat. (1 2)=2 ‚nat. — Log.nat.pı). 
# Log.na ( +7) =FiZoo.nat.(pı + 9) — Log.nat.pı) 


Segen wir hierin ftatt 9,, nad} und nad) p, pı + v. pı + 2v, 91 + 3v 
u. ſ. w. bis pı + (n — 1) v, und abdiren wir die entfprechenden Luft 
ſchichthöhen ober Werthe von A, fo befommen wir die Höhe der ganzen 
Luft ſäule, ganz wie im vorigen Paragraphen: 
2 ? Pr 
h=- nat. p — Log. nat. ==> .nat. — 
„og. nat. p 9. nat. pi) y Tog.nat. 
oder auch: 
= ? Log. nat. 5 
wenn b und di die den Spannfräften p und 9, entipredienden Barometer- 
ftände in A und in F bezeichnen. 
Iſt umgefehrt die Höhe % gegeben, fo läßt ſich die ihr entfprechende Ex- 
panfiofraft und Dichtigkeit der Luft berechnen. Es ift nämlich: 
[74 22* 
?_7_,’ — ? 
pn dnmr 
wobei e = 2,71828 die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes 
bezeichnet. 


= 2 1og. ® 
= 2,3026 y Log. vn 
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Mit Hilfe der Integralrechnung findet man diefe Formel folgendermaßen: 
Wenn Ö und m refp. das fpecififche Gewicht und die Spannung einer Luft: 
[hicht in der Höhe von x über A B bezeichnen, fo hat man: 


IF ol 
Y pP. p 
Die Zunahme der Spannung m in einer um 0x tiefer gelegenen Schicht 
beträgt ferner: 
92 —8.092 =? =.0%, woraus da RR. 
p ya 
Durch Integration zwifchen den Grenzen 2 = 1 und z = 0, für welche 
Werthe zu refpective gleich pı und p ift, erhält man wie oben: 


h= » [2x —2 Log. nat. 2- = 2,3026 * Log. > 
Y a y pı y b 


pr 


Anmerkung. Dieje Formel findet ihre Anwendung beim barometrijchen 
Höhenmeflen, weldhes im „Ingenieur“, Seite 273, abgehandelt wird. Da 1 Eubil- 
meter atmofphäriihe Luft bei Null Grad Temperatur und 0,760 Meter Baro- 
meterftand 1,2935 Rilogramm wiegt, jo bat man, ohne Berüdfidhtigung der 
Temperatur: 


h— 2,3026 10336 b 


b 
1.2035 709. 7, 1839 Lg. ;. Weter— 88024 Log. Bu, 


Beiſpiele. 1) Wenn man den Barometerftand am Fuße eines Berges zu 
0,770 und am Gipfel deflelben zu 0,715 Meter gefunden bat, fo ergiebt fi bie 
Höhe des Berges zu: 

770 


h = 18399 Log. 558 592 Meter. 
2) Für die Dichtigkeit der Luft auf einem 3000 Meter hohen Berge hat man: 


2 3000 _ 
g- „s” 0,163048, daher: 


* = 1,456 und) — 0,687. Es ift aljo die Dichte in der genannten Höhe 
1 
nur 68,7 Procent von der Dichtigfeit am Fuße des Berges. 


Stereometer und Volumenometer. Das Mariotte’fche Gefeg 8. 417. 


findet eine praftifche Anwendung bei der Beſtimmung der Bolumina gewiffer, 
namentlich pulverförmiger, faferiger Körper u. |. w. mittels der fogenannten 
Stereometer oder Bolumenometer. 

1) Das Stereometer von Say. Wird die mit dem verfchloffenen Ge- 
füge AB, Fig. 741 1. (a.f.©.), in Berbindung ftehende und ind Duedfilber IR 
eingetauchte Glasröhre CD emporgezogen, ohne ganz aus dem Quedjilber 
zu fommen (II.), fo tritt in Folge der Ausdehnung ber abgejperrten Luft, 

59* 
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von oben eine gewiſſe Luftſäule CE in die Röhre, und es bleibt unten eine 
gewiſſe Quedjilberfäule DE in derſelben zurid, wobei fi die num ver- 


Big. 741. 


minberte Spanntraft der eingefchlofjenen 
Luft mit dem um den Drud der Queck-⸗ 
filberfäule DE verminderten Atmo- 
fphärendrude ins Gleichgewicht fegt. Iſt 
nun 7, das Bolumen des Raumes 
ABC, P, das zu beftimmende Volumen 
des in denfelben gebrachten Körpers X 
und 9 das Volumen der Luftſäule CE, 
fowie d der Barometerftand und A die 
Höhe der eingedrungenen Duedfilber- 
fäule DE, fo hat man, da eine umd 
diefelbe Luftmenge erft das Volumen 
9% — PVı bei der Preſſung d, und 
dann das Volumen 9 — Iı + 9 
bei der Preſſung db — A, annimmt, 
nad) dem Mariotte’fchen Gefege: 
nr _b—h 
n-n+Pr bb” 


u 


wonad) dann das gefuchte Körpervolumen 


nN=n- (>) Y folgt. 


Wenn man das Volumen P, kennt und die Röhre bei der Bejtimmung 
fo weit herauszieht, daß die Länge und folglich aud das Volumen 9 


Big. 742. 


der Puftfäule in der Röhre CD ein beftimmtes ift, 
und man beobachtet außer dem Barometerſtande d 
noch die Höhe h der Fluſſigkeitsſäule DE, fo kann 
man mittels diefer Formel das Volumen 9, des 
Körpers K berechnen. 

2) Das Bolumenmeter von Regnault Der 
Apparat, Fig. 742, wird durch das Fullrohr G bei 
geöffnetem Hahne C fo weit mit Quedjilber gefüllt, 
daß daffelbe in den beiden Röhren HG und ED in 
der Höhe der Marke N fteht. Der Körper K, deſſen 
Volumen P, man meſſen will, ift in die Kugel A 
gebracht. Wird hierauf der Hahn C geſchloſſen, und 
durch @ fo viel Duedfilber nachgefüllt, bis dafielbe 
in ED die Marke M erreicht hat, fo fann man aus 
der Höhe MJ—h,, um welche das Ouedfülber in 7.@ 
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höher fteht, al in ED, das Volumen Y, beſtimmen. DBezeichnet nämlich 
Y, das Volumen des Raumes ABCDM und V das Bolumen MN, fo 
hat man nad) dem Mariotte’fchen Gefege: 
V— N _5d+M 
nV db 





woraus = 9, — > 7 folgt 
ı 


Man Tann die Meſſung auch fo vornehmen, daß man bei geöffnetem 
Hahne C jo viel Duedfilber einfüllt, bis daflelbe in beiden Röhren bis zur 
Marke M reicht, und dann nad) Berfchließen von C durch den Hahn E 
fo viel Quedfilber ausfließen läßt, daß dafielbe in ED bis zur Marke N 
finft. Steht dann da8 Quedfilber in HG um die Größe NZ — h, unter 
N, fo hat man: 

12 — Vi — b — ha 


bh, 





alſo: yıı = N — 
Wenn man die beiden Hier angegebenen Meffungen anftellt,, jo ift eine 
gleichzeitige Beobachtung des Barometerftandes nicht nöthig, denn aus der 
erften Yormel für V, folgt: 
b— aa hı 


und aus der zweiten Yormel: 


Vv fa. 
Durch Gleichſetzung der beiden Werthe von db ergiebt ſich fodann: 
Ra 
y = — 1 — — 
1 0 hı T Rz 


3) Das Bolumenometer von Kopp. Die im 
Raume ABCD, Fig. 743, eingejchloffene Luft hat 
die äußere Preffung, wenn das Quedfilber in DG 
die untere Mündung D der Manometerröhre DE 
berührt. Drüdt man aber durd) einen Kolben P 
das Duedfilber in DG bis zu einer gewillen Höhe 
empor, wobei jeine Oberfläche die Spite 5 berührt, 
fo wird die abgefperrte Luft zufammengedrüdt, und 
es fteigt auch das Quedfilber in der Manometerröhre 
auf eine an einer Scala abzulefenden Höhe h. Iſt 
nun wieder 9, das Bolumen des Puftraumes ABCD, 
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Yı das gefuchte Volumen des in denſelben gebrachten Körpers und 9 das 
Volumen bes zugefloffenen Duedfilbers, jo hat man dies Mal 











n”-I _bd+ 
nN-N-V ———— 
und daher das geſuchte Körpervolumen: 
n-n-#r. 


Die conftanten Volumina 9, und 9 find durch Einfillung von Dueds 
filber und Abwägen der eingenommmenen Ouedjilbermenge fir jedes Inſtru— 
ment befonders zu beftinmen. 


$.418. Die Luftpumpe. Wenn man den Kolben K, Fig. 744, einer Luft⸗ 
pumpe bei der Hahnftellung (I) aufzieht und bei der Hahnftellung (IT) 
Fig. 744. nieberdrückt, fo wirkt diefelbe als Verdun⸗ 
nungspumpe; wenn man bagegen den- 
felben bei Hahnftellung (II) aufzieht und 
bei der Hahnftellung (I) zurüdichiebt, fo 
wirft fie al8 Berdichtungspumpe. Bei 
wiederhoftem Auf⸗ und Niederziehen des 
Kolbens K im Cylinder C D wird dadurch 
die Luft im Recipienten A, im erften Falle 
immer mehr und mehr verblinnt, im zweiten 
dagegen immer dichter und dichter. 

1) Die Verdunnungspumpe. Iſt 7 
der Recipientenraum, bis zum Hahne A 
gemeffen, ferner V; der ſchädliche Raum, 
von H bis zum tiefften Kolbenftande ge— 
vechnet, und bezeichnet C den vom Kolben X 
ducchlaufenen Raum, welcher auch durch 
bas Product Fs von Kolbenflähe Fund 
Kolbenweg s gemefien wird, fo geht nad; dem Mariotte’ichen Gefege die 
Breffung d der anfangs im Recipienten eingefchloffenen Luft am Ende des 
Kolbenſchubes in die Prefjung: 


= 


ı u 


+ Pı 
— b 5 
rn ra Pie 

Da beim Nüdgange des Kolbens der ſchädliche Raum mit Luft von der 

äußeren Preffung b gefültt bleibt, fo ift ferner fiir die Preſſung dz der Luft 

im Recipienten am Ende des zweiten Zuges: 

FV+HnN+Ob=Pha +b 
[5 IN _ . 
van Hotrven got rıbbae: 
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— — — — _,_Iıb 
ů — 
Ebenſo iſt für die Spannung db, am Ende des dritten Zuges: 
("+ + Ob= 7b, + Vıb, und daher: 
IE ARE AERO HER 1 71 BERSFRREER A SUCHER 
4= (77 Vi ) Az 14 ze y, +0) 
vb _ 
t ren role)? 


v 2 v Yıb 
+ (FFmre) tm rct loan Fe 
und es läßt ftch Hiernad leicht ermefien, daß die Preffung d, am Ende des 
nten Zuges: 


V n 
.=(yrvF0) ® 
+ (FF90) +(FF — ++ sFr FO 
zu fegen ift. 


Bezeichnet man 


durch 9 und duch g, fo 


— — 

V4V40 

ſo hat man hiernach: 
=rb+t(ilitp+tP® Yb, 

oder, da die Summe der in der Parentheſe eingeſchloſſenen geometriſchen 


u _pP—1 1-p. Lu 
Reihe — — * iſt (ſ. „Ingenieur“ Seite 82), ſo folgt 


einfach die geſuchte Endpreſſung: 
— 41 
bu \P +77 a) 

din o füllt p= X und folglich die möglich kleinſte Spannung 

n 1 — p 0 + T, 

2) Die Berdihtungspumpe. Gelten biefelben Bezeichnungen wie fir 
die Verdlinnungspumpe, fo hat man hier für die Luftpreflung db, am Ende 
des erften Schubes: 

4540 


0Vv4 Vı) bi —=(V+ V 4 O)b, daher d, = v+ y, 
ferner für die Preffung d5 am Ende des zweiten Schubes: 
( 4 V) b. =PVb +(9ı + Ob, daher: 


— — 
770 














aus. 





b; 
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_ INFOR, +0, 
= rn) ‚+? 





_/[_V.\ 40 
(tt) 
Ebenfo folgt für die Prefiung am Ende des dritten Schubes: 
(V VMVb. Vb +(Vı + Bi und daher: 
vs, +cC 
=) Han) trat 


oder, wenn man 


”’_ n+C_ 
75 P und 75 *2 ſetzt: 


= tl +m+tp)alb. 
Allgemein hat man die Preſſung am Ende des nten Kolbenfpieles: 


=[pr +ti+mt+tp+ wardaD ober da 


* 8 —_1-p; 


= : a 2) b. | 


Vürn = w, wobei p* — 0 ift, ftellt fi | 
ab _NtrC, 
1-9 N 
heraus. Dies ift natürlich auch die größte Spannung, welche durch diefe 
Compreffionspumpe erzeugt werden kann. 

Wäre der fchäbliche Raum 9, — Null, fo hätte man bei der Ber- 
dünnungspumpe q — 0, daher: 


V * 
er α 
p” 


dagegen bei der Berdichtungspumpe 9, — 1 und m —=n, folglid;: 














= 


—=(1 +r)b=(1 +nz)0 


Beifpiel. Wenn bei einer Quftpumpe der Wecipient das Volumen V 
= 0,02 Eubilmeter und der fhädlihe Raum die Größe von 0,0002 Gubitmeter 
einnimmt, während der Eylinderraum 0,006 Gubikmeter beträgt, wie groß ift die 
Spannung der eingeichlofienen Luft nad 20 Spielen? 

1) Beim Berdbünnen ift: 


0,02 _ __. 0,0002 
p> 0,0262 = 0,763 und 9 —* 0,0262 





= 0,00763, 
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daher folgt: j 0.765590 
— — 20 — —22 
du = by = (0,763 + . 0,00763) b 
— (0,0045 4 0,0321) db = 0,0866 b. 
2) Beim Verdichten ift: 
0,02 
Pı = 5,0202 
folglid bat man: 
1 — 0,99% 
— — 20 — —— 
rn — bu = (0,99 * 5 
— (0,818 + 5,594)b = 6,412 b. 


= 0,99 und q, = ud = 0,307, 


0,307) b 


Gay-Lussac’sches Gesetz. Einen weſentlichen Einfluß auf die $. 419. 
Dichtigfeit und Erpanfivfraft der Gafe hat die Temperatur bderfelben. 
Je mehr die in einem Gefäße eingefchloffene Luft erwärmt wird, defto größer 
zeigt ſich auch die Erpanfivfraft derjelben, und je mehr die Temperatur ber 
in einem Gefäße durch cinen Kolben abgejchloffenen Luft erhöht wird, defto 
mehr dehnt fich auch die Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts. Ver⸗ 
fuche von Gay-Luſſac, welche in neueren Zeiten von Rudberg, Mag- 
nus und Regnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher 
Dichtigfeit die Erpanfiofraft, und bei gleicher Erpanfiofraft das Volumen 

«einer und derfelben Yuftmenge wie die Temperatur wählt. Man kann diefes 
Geſetz dem Mariotte’fchen an die Seite jegen, und es zur Unterfcheidung 
da8 Gay⸗Luſſac'ſche Gefeg nennen. Nach den neueften Berfuchen nimmt 
die Erpanfivfraft eines gewiflen Luftvolumens bei Erwärmung vom Froft- 
bi8 Siedepunfte um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder e8 wächlt 
bei biefer Temperaturerhöhung das Volumen einer gewiſſen Luftmaſſe bei 
unveränderlicher Spannung um 36,7 Procent. Giebt man die Temperatur 
nad) Centefimalgraden an, fo folgt die Ausdehnung für jeden Grad zu 
0,00367 und für £9 Zemperatur zu 0,00367 . t; bedient man fid) dagegen 
der Reaumur’fchen (8Otheiligen) Scala, jo hat man die Ausdehnung für 
jeben Grad 0,00459, alfo für to gleich 0,00459 . 1. 

Diefe Berhältnißzahl oder der fogenannte Ausdehnungscoefficient 
ö = 0,00367, gilt eigentlich nur für die atmofphärifche Luft; den übrigen 
Gaſen entjprechen im Allgemeinen etwas größere Werthe, auch nimmt felbft 
bei der atmofphärifchen Yuft diefer Coeffictent mit der Temperatur wenig zu. 

Wird eine Luftmafje vom anfänglichen Volumen V, und von der Tem- 
peratur Null um t Grab erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehmen, 
fo ift das neue Volumen: 

’‚=(1 + 0,00367 t) Y,, 
und erhält e8 die Temperatur i,, jo entjteht das Volumen: 
Y, = (1 + 0,00867 t,) P.. 


8. 420. 
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Es folgt durch Diviſion daher das Volumen-, reſp. Dichtigkeitsverhältniß: 
r_N_1+9oBTt 1 Hit 
mM PTTirFr0008u I+r6n 
Geht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, ift po bie 
Spannung bei Null, p die bei t und p, die bei &, Wärme, fo hat man: 


”=(1 + 0,00867 i) * vn, 
ferner: 

Y,= (1 + 0,00367 t, Fr vn. 
Hieraus folgt: | 


Beifpiel. Wenn atmoſphäriſche Luft von 109 Wärme und einem Barometer: 
ftande von 0,760 Meter durch daS Bebläfe und den Qufterbhikungsapparat eines 
Hohofens in 2000 heißen Wind von 0,96 Meter Duedfilberjäule verwandelt 
wird, jo nimmt jeder Cubikmeter Luft nachher das Bolumen an: 


1 + 0,00367 . 200 0,760 — — 
V = TI + 0,00867 . 10° . 0,960 .1 1,673 . 0,792 = 1,325 Eubitmeter. 


Anmerfung Die Formel: 
’__y 1 +dt 
vn  YyTTrt, 
läßt fi auf fefte und einige Hanide Körper anwenden, nur ift hierin für jeden 
feften Stoff ein befonderes Ausdehnnngäverhältnig einzuführen; 3. B. 
für Oußeilen: d = 0,00008886, 
für Glas: d = 0,0000258, 
für Quedjilber: d = 0,0001802. 





Dichtigkeit der Luft. Mit Hlilfe der Formel am Ende des vorigen 
Paragraphen läßt ſich nun aud) die einer gegebenen Temperatur und Span⸗ 
nung der Luft entfprechende Dichtigkeit berechnen. Durch neuere Wä⸗ 
gungen und Meflungen von Seiten Regnault’s hat man das Gewicht 
von einem Cubikmeter atmofphärifche Luft bei Null Grad Wärme md 
0,76 Meter Barometerftaad zu 1,2935 Kilogramm gefunden. Da ein 
Cubikfuß (preuß.) = — 0,030916 Cubikmeter ift, fo wiegt bei den angegebenen 
Verhältniſſen ein Cubikfuß Luft: 

2.0,030916.1,2935 = 0,07998 Pfund. 
Iſt nun die Temperatur gleich to C., fo folgt das ſpecifiſche Gewicht der 
jelben bei derjelben Spannung (0,760 Deter) für Metermaß: 
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1,2985 
PT TI 000867 1 
für das preußifche Maß: 


Kilogramm, 


0,07998 
P=TT 0008074 „nd. 
Weicht auch die Erpanfivfraft von der mittleren ab, fo erhält man, unter b 
den Barometerftand (Meter Ducdjilber) verftanden : 
122936 b __1702b 
? Tr 0,003867 8 0,760 1 + 0.008671 
Für preußifches Maß hat man, wenn 5 in Parifer Sollen gegeben ift 
(0,760 Meter — 28,075 Parifer Z0M: 
_*  0,07998 b_ _ 002849 dB n. 1; 
PT 0,00367 1280755 1 + 000307: 1m. 
Wird die Erpanfivfraft durch den Drud p per Quadratmeter ober per 
Duadratzoll ausgebrüdt, jo hat man zu jegen: 


Kilogramm. 





Kilogramm, 


oder: 
_..0,07998 »_ _ 0,005656 p Pfund 
1 + 0,003867 t 14,14 1 4 0,00367 t 
Bei gleicher Temperatur und Expanfivfraft iſt die Dichtigkeit des Waſſer⸗ 


dampfes nahe 5/, von ber Dichtigkeit der atmoſphäriſchen Luft, weshalb man 
für Wafferdampf 


0,00012514 p 0,00007821 p 


— 8 — — ——⏑⏑⏑, 
r=®s TI 0005867 1 1 2 0,00367 4 *llogramm, 
oder: 
0,005656 p 0,003535 p 
— 5, ab BP _ NEU 
IST 0008674 TI 000367 4 Pin 
erhält. 


Beijpiele. 1) Weldhes Gewicht hat der in einem cylindriſchen Regulator von 
12 Meter Länge und 2 Meter Durdmefier enthaltene Wind bei 100 Wärme 
und 13000 Kilogramm Preflung ? 

Das ſpecifiſche Gewicht dieſes Windes ift: 

__, 0,00012514 . 13000 
7 TT 0,0867 . 10 


folgli) beträgt das Gewicht der gedachten Windmafle: 


G =n7 12 . 1,569 — 59,16 Kilogramm. 


= 1,569 Kilogramm, 


940 
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2) Eine Dampfmaſchine gebraucht in der Minute 10 Cubitmeter Dampf von 
1450 Wärme und 4 Atmoiphären Spannung; wie viel Pfund Waſſer bedarf fie 
zur Erzeugung dieſer Dampfmenge? 

Das fpecifiihe Gewicht diejes Dampfes ift: 


„_ 0,00007821 . 4. 10836 


9°=TF 0,0867 . 146 


= 2311 Kilogramm, 


daher das Gewicht der entſprechenden Waſſermenge: 
G = 21,1 Rilogramm. 


$.42l. Luftmanometer. Mit Hülfe der in den legten Paragraphen gewon- 
nenen Ergebnifie läßt ſich nun auch die Theorie des Auftmanometers 


Sig. 746. 


entwideln. Daffelbe befteht aus einer gut calibrirten, 
oben mit Luft und unten mit Quedjilber angefüllten 
Barometerröhre AB, Fig. 745, und aus einem eben- 
falls Quedfilber enthaltenden Gefäße CER, welches 
mit dem Gafe oder Dampfe, defien Spanntraft man 
meſſen will, durch ein Rohr CE in Communication 
gefegt wird. Aus den Höhen der Luft- und Dued- 
filberfäulen in AB läßt ſich diefe Spaunfraft wie 
folgt berechnen. Gewöhnlich ift das Inftrument fo 
eingerichtet, daß das Duedfilber in der Röhre mit 
dem Ouedfilber im Gefäße auf gleicher Höhe fteht, 
wenn bie Temperatur der eingefchloffenen Luft 
= 10 Grad und die Spannung im Raume ER 
dem mittleren Atmofphärendrude b — 0,76 Meter 
oder 28 Zoll gleid) ift. 

Iſt aber bei der Spannung b, im Raume ER 
eine Quedjilberfäufe A, in bie Röhre geftiegen und 
die Länge AS der übrig bleibenden Luftfäufe gleich ha, 
ſo hat man die Spannung derjelben: 


‚htm, 


und daher den Manometerftand ber Luft in ER: 


=hte=h+ 





h+h 
7 b. 


Findet noch ein Temperaturwechſel ftatt, ift die Temperatur bei der Beobs 
adjtung von A, und Az nicht, wie anfänglich), t, fondern t,, fo hat man die 
Spannung ber Luftfäule AS: 


1 + 0,00367 t hg 


und daher den in Frage ftehenden Danometerftand: 
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— „+ 1 + 0,00867 i h + 
— 177 + 0,00867 t Rz 


Fur b = 0,760 Meter — 28 Zoll (Parifer) und t = 10° 8* folgt: 
d, =hı + 0,733 (14 4) Men—h, +27 +30) Zoll (Par.), 


worın a — hı + A, die ganze Röhrenlänge, vom oberen ende A big 
zum Quedfilberfpiegel ZR gemeffen, bezeichnet. 
Aus dem Manometerftande di folgt die Preffung pro Quadratmeter: 


«b 





91= re b, =13600%, + 9969 (1 + 0,00367 A Kilogramm, 
oder: 
n= Dr bi —0,505 A, + 13,635 (1 + 0,00367 t,) * Pfund. 
2 
1 Öt, 
Sept man 1 Kerr 57 *6. ſo hat man auch: 


bı -Ah)h—h)=uhb, 
und es ergiebt ſich durch Auflöfung diefer Gleichung: 


nat Vet Lama 


Nach diefer Formel läßt fi eine Scala berechnen, welche die Preffung d, 
durch die Queckſilberhöhe A, angiebt. 





Beijpiel. Wenn ein Luftmanometer von 0,600 Meter Röhrenlänge bei 
21° €. eine Luftfäule von 0,250 Meter zeigt, jo ift der entſprechende Barometer: 
ftand: 


bi = 0,600 — 0,250 + 0,733 (1 + 0,00867 . 21) 


entiprechend einem Drude von: 


2,244 
0,760 


0,600 


0.200 7 2,244 Meter, 


— 2,95 Atmofphären. 


Auftrieb der Luft. ‘Das aus $. 391 befannte Gefeg vom Auftriebe 8. 422. 
des Waſſers gegen die in daffelbe eingetauchten feften Körper läßt ſich natür⸗ 
(ich auch auf die in der Yuft befindlichen Körper anwenden. Iſt P das 
Bolumen eines Körpers und 9 das Gewicht einer Cubikeinheit Luft, fo 
beträgt, diefem Geſetze zufolge, der Auftrieb P= Vy; hat folglich der 
Körper das ſcheinbare Gewicht CE (in der Luft), fo ift fein wahres 
Gewicht (im Iuftleeren Raume): 


A=4G+ 9. 
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Iſt ferner Y, das ſpecifiſche Gewicht dieſes Körpers, fo hat man auch: 
Gı = Vyr, daher: 
Vv= A jo daß nun: 
Yı 


- 


G=@ + —— der 6, (fı — Y) = Gy alle: 





Yı 
G = @ folgt. 
1 —— folg 


Wird der Körper an der Wage durch ein Gewichtsſtück G, gewogen, 
deſſen fpecififches Gewicht Y% ift, fo gilt fir daffelbe die Gleichung: 
— — 6. 

Ya — 
Es folgt daher mittels Diviſion der letzten Gleichungen durch einander das 
Gewichtsverhältniß: 





Ga 


ı— + 
Gı —_ I, 9a Pr _ Ya 
HA mn HN-r ,_R 
Yı 
oder annähernd und meift ſcharf: 
Ah_ıı 2 _ +r(z 124 
BG 14 Yı 4*7 Ye 


ober aud): 


H-ır: FEN 


wenn &, 51 und &; die Dichtigkeiten der Yuft, des abgerwogenen Körpers und 
der Gewichtsmaſſe bezeichnen. 


In vielen Fällen der Anmendung find — und — jo Heine Brüche, daß 
1 3 


man fie ganz außer Acht und das wahre Gewicht Gr, dem jcheinbaren Ge: 
wichte @ gleichjegen kann. 


Anmerlung. Das Geſetz vom Auftriebe der Luft findet auch feine An- 
mendung bei der Beſtimmung der Steigtraft und Steighöhe eines Luftballons 
AB, Fig. 746. Iſt 9 das Bolumen des Ballons, G daB ganze fcheinbare 
Gewicht defielben jammt Schiff u. }. w., Y, das ſpecifiſche Gewicht der äußeren 
und Y, das der eingejhloffenen Luft, jo bat man den Auftrieb: 

P=PVy, 
und e8 muß, damit der Ballon noch dur) den Auftrieb getragen wird: 
Yı=V/yn+ 06 
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fein, ober: 





. ’n-yw= 
Der nöthige Faffungsraum des Ballons beftimmt fih daher zu: 
Fig. 746. = 





Yı Ya 
und das ſpecifiſche Gewicht der äußeren 
Luft beim höchften Stande des Ballons: 


nentf- 


Hieraus läßt fich noch mittelft der in 
$- 416 gefundenen Formel: 


b 
h=2 Log.nat. 2— 2 Log.nat. 2. 
2 Log.nat. = Log.nat. 2 


die größte Steighöhe h des Ballons bes 
fimmen, wenn hierin für y das nad 
$. 420 zu ermittelnde ſpecifiſche Gericht 
der Luft am Aufgangspunfte eingejegt wird. 


Beifpiele. 1) Wie verhält fih das 
wahre Gewicht des trodenen Rabelholzes 
zum jcheindaren Gewichte deffelben, wenn 

das letztere mittelft mejfingner Gewichte bei 0° C. und 0,740 Meter Barometer- 
fand beftimmt worden ift? 
Dos ſpecifiſche Gewicht der Luft ift nach $. 420: 
y = 1,702 d = 1,702 - 0,740 — 1,259 Kilogramm, 
das des Holzes: 
yı = 0,453 . 1000 = 453 Rilogramm 
und daB des Meffings: 
y = 8,55 . 1000 = 8550 Rilogramm (j. $. 63). 
Es it rat daß gejuchte Gewidhtsverhältniß: 


ä= 14 1280 (Zu — ggg) = 1omaaı. 

Es verlieren aljo hiernach 1000 Kilogramm Holz durd den Auftrieb der Luft 
ungefähr 2,6 Kilogramm an Gewicht. 

2) Wenn ein Luftballon eine Kugel von 10 Meter Durchmeſſer bildet, die 
Füllung defielben ein ſpeciſiſches Gewicht 75 — 0,28 Kilogramm hat und das 
Gewidht des ganzen Ballons jammt Schiff und Laft G — 250 Kilogramm beträgt, 
fo ift daS fpecififje Gewicht der äußeren Luft an der Stelle, wo das Luftjchiif 
zu fleigen euhert: 

1500 
nt 7 =-n+ se = 928 4 577 7009 = 0768 Rilogramm. 
ft nun das fpecififche Gewicht der äußeren Luft am Fußpunkte y = 1,30 Rilo- 
gramm, jo Hat man: 


Log. nat. 7 7 — 2,026 Log. us = 0539. 


Beträgt nun die Spannung der äußeren Luft am Fußpunkte p = 10500 Kilo- 
gramm, fo erhält man bie größte Gteighöhe des Ballons: 
10500 


h= 7 Log.nau. Z = 75 0599 = 4857 Meer. 
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Siebenter Abſchnitt. 


Dynamik flüffiger Körper. 


Erſtes Gapitel. 


Die allgemeinen Lehren über den Ausflug des Waflers 
aus Gefäßen. 


8. 423. Ausfluss. Die Lehre vom Atsfluffe der Flüfjigkeiten aus Gefäßen 
macht den erften Hauptteil der Hydrodynamif aus. Wir unterfcheiden ben 
Ausflug des Waffers von dem ber Luft und den Ausflug bei unver- 
änderlichem von dem bei veränderlichem Drude., Zunächſt betrachten 
wir den Ausflug des Waffers unter conftanten Drude. Conftant ift der 
Drud des Waller anzunehmen, wenn einerjeitS dent Gefäße eben ſoviel 
Waſſer zufließt, al® andererjeits daraus abfließt, oder wenn die in der 
betrachteten Zeit ausfließende Waffermenge gegen den Faflungsraum des Gefäßes 
fo Hein ift, daß eine Veränderung des Waſſerſpiegels während dieſer Zeit 
außer Acht gelaffen werden darf. Es Handelt ſich Hierbei zunächft um die 
Beftimmung der Waffermenge, welche unter‘ gegebenem Drude in einer 
beftimmtert Zeit durch eine Definung von bekannten Abmeflungen zum 
Ausfluffe gelangt. 

Iſt die in einer Eecunde ausfließende Waflermenge gleich Q, fo hat man 
das im Laufe von t Secunden unter unverändertem Drude zum Ausflufie 
fommende Waflerquantum: 

v=dt. 

Die Ausflußmenge pro Secunde ift abhängig von der Größe der Ausfluß- 
Öffnung und von der Gefchwindigfeit der durch letztere fließenden Waſſer⸗ 
elemente. Der Einfachheit der Unterfuchung wegen fei zunächft angenommen, 
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daß die einzelnen Waflerelemente in geraden und parallelen Linien auss 
ftrömen und deshalb einen prismatischen Waſſerſtrahl beiden. Iſt num 
F der Querdurchſchnitt des Waflerftrahles und v die Gefchwindigfeit 
eines jeden Waſſerelementes, fo bildet die Ausflugmenge pro Secunde ein 
Prisma von der Bafis F und Höhe v, es ift alfo: 

Q = Fv Rameinheiten 
und 

G = Fvy Gewichtseinheiten, 


wofern 9 das jpecifiiche Gewicht bes Waſſers oder der ausftrömenden Flüſſig⸗ 
feit bezeichnet. 


Beilpiele. 1) Wenn dur eine Schükenöffnung von 0,6 Quadratmeter das 
Wafler mit 4 Meter Geſchwindigkeit ausfließt, fo beträgt die ftündliche Ausfluß⸗ 
menge: 


9=0.60.06.4 = 8640 Eubilmeter. 
2) Wenn durh eine Mündung von 0,005 Quadratmeter in 2, Minute 


6 Gubitmeter Wafjer ausgefloflen find, jo betrug die durchſchnittliche Ausfluß- 
geſchwindigkeit: 
6 


V 
vo .25.0 5 Peer. 


Ausflussgeschwindigkeit. Denen wir uns ein mit Wafler ange- 
flilftes Gefäß AC, Fig. 747, mit einer innen abgerundeten horizontalen 
io. 747. Ausmündung F, welche nur einen jehr Fleinen 

Theil von der Oberflähe ZR des Waflers ein- 
nimmt. Segen wir die während des Ausfluffes 
als unveränderlich anzufehende Drudhöhe FG 
— h, die Ausflußgefchwindigfeit — v und bie 
in jeber Secunde ausfließende Waflermenge — Q, 
alfo ihr Gewicht — Qy. Die mechanifche Arbeit, 
welche diefe Waſſermaſſe beim Herabfinfen von der 
Höhe A zu verrichten vermag, ift = Qhy, und 
die mechanifche Arbeit, welche bie ausfließende 
Maſſe Qy in fi aufnimmt, indem fie aus ber 


3 
Ruhe in die Geſchwindigkeit v übergeht, ift 27 Qr 
($. 76). Findet nun ein Arbeitöverluft beim Durchgange durd) die Deffnung 
3 
nicht ftatt, fo find beide Arbeiten einander gleich, e8 iſt alſo Qy= 37 Qy,2.i.: 





3 
h= 5 — 0,051 v? Meter = 0,016 vꝰ Fuß 


Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. J. 60 


§. 424. 
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und umgefehrt: 
v=V2g9h—= 4429 Vr Meter = 7,906 VR Zu, 

Es ift aljo die Geſchwindigkeit des ausfliegenden Waſſers 
gleich der Endgeſchwindigkeit eines von der Druckhöhe frei 
herabfallenden Körpers. 

Die Richtigkeit dieſes Geſetzes läßt ſich auch durch folgenden Verſuch er: 
weifen. Wenn man im Gefäße ACF, Fig. 748, eine nad) oben gerichtete 
Deffnung anbringt, fo fteigt der Waſſerſtrahl 
F X vertical in die Höhe und erreicht beinahe 
das Niveau ZR des Waſſers int Gefäße, und 
es läßt fi) annehmen, daß er es vollfommen 
erreichen wirde, wenn alle Hinderniffe, wie 
3. B. Widerftand der Luft, Reibung an den 
Gefäßwänden, Störung durch das zuriidfallende 
Waſſer u. f. w. befeitigt wären. Da aber ein 
auf eine jenkrechte Höhe A auffteigender Körper 
die Anfangsgefchwindigfeit . 

v=Y2gh 
bat ($. 15), fo folgt hiernach aud), daß bie 
Ausflußgeſchwindigkeit 

—V29nk 


Fig. 748. 


ſein muß. 
Für eine andere Druckhöhe A, ift die Aus⸗ 
flußgeſchwindigkeit: 
vu=V2oh, 
man hat daher: 
vv: = Vh : VA; 
es verhalten fich alſo die Ausflußgefchwindigfeiten einer und der— 
felben Slüffigfeit wie die Duadratwurzeln aus den Drudhößen. 
Beifpiele. 1) Die Waffermenge, welche in jeder Secunde durch eine 
0,008 Quadratmeter große Oeffnung unter dem Drude von 2 Meter aus: 
ftrömt, ift: J 
Q = Fr — 0,008.4,429 V2 —= 0,0188 Eubitmeter = 18,8 Liter. 
2) Damit dur eine Deffnung von 0,002 Quadratmeter in der Secunde 
0,006 Eubitmeter Waſſer ausfließen, ift die Drudhöhe erforderlich: 


v2 0,005\8 _ 
=, = 9081 (Doz — 0,319 Reter. 





8. 425. Zu-und Ausflussgeschwindigkeit. Wenn das Wafler mit einer 
gewiffen Geſchwindigkeit c zuflicht, fo kommt zur Arbeit AQy noch 
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3 
die der Geſchwindigkeitshöhe AR, — 57 entfprechende und dem zufließenden 


. | 
Waſſer innervohnende Arbeit 7 Qy hinzu, weshalb nun zu fegen ift: 

9? u? 

(h ä) 755 Qy, oderh + h=,, 

und daher die Ausflußgefchmwindigfeit: 
—V29(k +mn)=V2gh + ec. 

Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufließende Waſſermaſſe 
ebenfo groß ift, wie die ausfliegende Maſſe Q, jo läßt fih @c = Fr ſetzen, 
wofern G den Inhalt des Querſchnittes ZR (Fig. 747) vom zuftrömenden 


Waffer bezeichnet. Seten wir hiernach c = z v, fo erhalten wir: 


— —— 


yo 


Diefer Formel zufolge nimmt die Geſchwindigkeit um fo mehr zu, je größer 
das Duerjchnittsverhälmiß 5 ift, nad) ihre fällt ferner die Geſchwindigkeit 


am Heinften, nämlih = V 29h aus, wenn der Querſchnitt F der Ausfluß- 
Öffnung ſehr Hein gegen den Querdurchſchnitt G der Zuflugöffnung ift und 
es nähert fich diefelbe unmer mehr und mehr dem Unendlichen, je Kleiner der 


Unterfchieb zroifchen diefen Mündungen if. Wenn F= G, alſo z —=1ı 
ift, jo fält v = u _ — © und alfo auch = w aus. Diefes Refultet 
sig. 749. 
jr wi ift fo zu verftehen, daß bei einem bodenlofen Gefäße A CE, 
N::)B Fig. 749, das Wafler mit einer unmeßbar großen Geſchwindigkeit 
0 zus und abfließen muß, damit der Waflerftrahl G F die Aus- 


und daher: 





mitndung CD ausfüllt. Segt man v — F° ein, jo erhält man: 
2 2 

3163) _ | 5, daher F=  ———, 

| Vır 20 

welcher Ausdıud anzeigt, daß der Querſchnitt Z’ des ausfieenben Strahles 


bei einer endlichen Zuſlußgeſchwindigkeit ſtets kleiner iſt als der Querſchnitt 
60 * 
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@ des zufließenden Strahles, und daß er daher die Ausmundung gar nicht 
ausfitlit, wenn diefelbe größer ift als 





142 


Anmerkung. Die Richtigkeit der ſchon von Daniel Bernoulli aufgeſtellten 


Formel 
1-(@) 


ift fpäter von Bielen in Zweifel gezogen worden; wie unbegründet aber die 
gemadjten Ausftellungen find, habe id fr der allgemeinen Mafeginenencykiopädie 
von Hulffe, Artitel „Ausfluß”, zu bemeifen gefuct. 

Beifpiel Wenn auß einem prismatiſchen Gefäße von 0,05 Quadratmeter 
Ouerjgnitt das Waſſer durd eine freisrunde Bodendfinung von 0,2 Meter 
Durchmefler unter einer Drudhöhe ausflieht, melde dur Zufluß conflant auf 
1 Meter erhalten wird, ed, fo ift bie Wusflu ift die Ausflußgeigwindigfeit: 


— EEE 2 
= 1 3, ZU 
Wäre der — der Ausftuköffnung verſchwindend flein gegen den 
Querſchnin des Gefähes, jo würde die Ausflußgeihmwindigteit nur 
v= V2.981. 1 = 4,429 Meter betragen. 






= 5,6% Peter. 


Ausflussgeschwindigkeit, Druck und Dichtigkeit. Die gefun- 
denen Formeln gelten nur dann, wenn ber Luftdruck auf den Waflerfpiegel 
ebenfo groß ift, wie der Drud der Luft gegen die Ausmündung; find aber 
diefe Dritde verfchieden von einander, fo bedirfen diefe Formeln noch einer 

Fig. 750. Ergänzung. Wird die Oberfläche AR, Fig. 750, durch 
einen Kolben K mit einer Kraft P, gebrüdt, welcher 
Fall z. B. bei Feuerfprigen vorlommt, fo denfe man fi 
diefe Kraft durch den Drud einer Waflerfäule erfegt. Iſt 

ch, die Höhe LK dieſer Säule und Y das ſpecifiſche 
Gewicht der Flüffigkeit, fo fege man alſo: 
PA=Ghr. 


Führt man nun ftatt A die um hı = Er vergrößerte 
Druchöhe 
A+m—n+ Zi 
+h= 55 
ein, jo bekommt man fiir bie Ausflußgeſchwindigkeit: 


0= Voo(n+ 2 


im 
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wobei wir überdies = fehr Klein vorausjegen. Bezeichnen wir nod) den Druck 


auf jebe Slächeneinheit ber Oberfläche & durch pı, fo daß alfe nı — Ti 
ift, jo haben wir einfacher : 


- vd -V 2 (r + et). 
Bezeichnen wir endlich den Waſſerdruc im Niveau der Ausmündung 
durch p, fo fünnen wir auch jegen: 


p=hy +n=(n+2 


v * Va — folgt. 


Hiernächſt wächſt alſo die Ausfdaßgeſchwindigkeit wie die Qua— 
dratwurzel aus der Preſſung auf die Flächeneinheit der Mündung, 
und umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Dichtigkeit der 
Flüſſigkeit. Bei gleichem Drucke fließt alſo z. B. die 4mal fo ſchwere 
Flüſſigkeit 2/,mal fo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Flüſſigkeit. ‘Da die 
Luft 770mal leichter als Waſſer iſt, ſo würde ſie, wenn ſie unelaſtiſch wäre, 
unter gleichem Drucke V770 = 27 3/,mal jo ſchnell ausfließen, als Waſſer. 

Obige Rechnung findet auch ihre Anwendung in den Fällen, wo das 
ausfließende Waſſer noch durch eine andere Flüſſigkeitsſäule gedrückt wird. 
Steht über der Oberfläche HR des Waſſers HEF in einem Gefüße ACD, 

, Gig. 751, noch eine Flüffigkeitsfäule ZR,, 

Sig. 751. deren Höhe GG, — hı und ſpecifiſches Ge⸗ 

wicht yj ift, fo kann man diefelbe, unter y das 
fpecififche Gewicht des Waflers verfkanden durch 


eine Waſſerſäule von der Höhe & > h, erjeßen, 


ohne dadurch den Druck auf HR und die 
Geſchwindigkeit des durch die Mündung F 
fliegenden Waſſers zu ändern. Iſt % die Druck⸗ 
höhe des Wafiers, d. h. die Höhe der Tren⸗ 
nungsfläde ZR über der Mündung F, fo 
hat man die Gejchwinbigkeitshöhe : 

u23 


Yı 
29 ryh 


=) 29 (h + Em). 


weshalb 





und daher: 
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Steht die Trennungsflähe HR, Sig. 752, nicht über, fondern um eine 
gewiſſe Höhe EF — h unter der Mündung F des Ausflußgefäßes 
Sie. 780. ADC, während die Oberflache H, R, der 
M lüffigfeit 7, DR um die Höhe G &ı =hı 
über der Trennungsfläde HRliegt, ſo hat man: 
ep 
yon 
und daher die Ausflußgefchwinbigfeit: 


Venen). 
Diefer Fall feat voraus, Daß ZI M>h, 


oder daß Aıyı > hy fei. 
Die Höhe, um welche ſich der ſenkrecht 
auffteigende Waſſerſtrahl FR über die 
Trennungsflähe HR der beiden Flüffig- 
teitenerhebt, beträgt imerften Falle ($ig.751): 
» v N 
& Fri h=—-h 
und im zweiten Falle (Fig. 752): 
er —_ 
37 +h= 7 hi. 


Dan erkennt hieraus, daß der Strahl das Niveau 4, R, nicht erreicht, 
fobald Yı < iſt, und daß er das Niveau A, R, Überfteigt, wenn yı > y 


iſt. St cM= 5 Ah, die auf Waſſer reducirte Höhe der Fluſſigkeit, fo 


giebt M das Niveau an, welches der Strahl erreichen müßte, wenn dem 
Auffteigen fein Widerftand entgegen wirkte. 

Fließt das Waſſer nicht frei, fondern unter Waffer aus, fo tritt wegen 

bes Gegenbrudes eine Verminderung der Ausflußgeſchwindigleit ein. Liegt 

Fig. 758. die Mündung F des Gefäßes 40, Fig. 753, 

A r um die Höhe FG — h, unter dem Wafferfpiegel 

HR des Oberwaſſers und um die Höhe FG 

= h unter dem Waſſerſpiegel Hi Rı des Unter 

waflers, fo hat man von oben nad, unten die 


Preſſung: 
pꝛ bnꝛy 
und von unten nach oben die Gegenpreſſung: 
=hy 


daher die arht des Achuſſs 
n-r=h—hry 
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und die Ausflußgeichwindigfeit: 


vw \/ ya = V29(h —h). 


Beim Ausfluffe unter Waffer iſt alfo der Niveanabftand A, — h 
zwifchen den Wafferfpiegeln als Drucdhöhe anzufehen. 

Fig. 754. Wird das Wafler auf der Seite der Ausmün⸗ 
dung durch die Kraft p und auf der Seite der 
Einmündung oder des Waſſerſpiegels durch die 
Kraft pı geprekt, fo hat man nun allgemein: 


———— 


Dieſer Fall kommt z. B. vor, wenn das Waſſer 
aus einem verſchloſſenen Gefüße ABC in ein 
anderes verfchloffenes Gefüß DE, Fig. 754, 
fließt. Es ift hier A die Tiefe FG der Mün⸗ 
dung F' unter dem Wafferfpiegel IR, pı die 
Preffung der Luft in AHR und p bie Preffung 
‚der Luft, oder, nad) Befinden, des Dampfes 
in DE. 


Beilpiele. Wenn der Kolben im 0,83 Meter weiten Eylinder oder Stiefel 
einer Feuerſpriize mit 2000 Kilogramm Sraft niedergedrüdt wird, und Hinder⸗ 
nifje in den Röhren und Schläudhen nicht vorkämen, jo würde das Wafler mit 
der Geſchwindigkeit 


— \V = = V EN 
= 29 29 ya 429 0.189.317. 1000 — 23,56 Meter 


dur das Munoeſtud am Sl ausftrömen und, verticalgerichtet, auf die Höhe 
h = 0,051 02 = 28,80 Meter fteigen. 


2) Wenn das Wafler in einen luftverbünnten Raum einftrömt, 3. B. in den 
Gondenfator einer Dampfmaschine, während es von oben oder an feiner freien 
Oberfläche von der Atmojphäre gedrüdt wird, fo ift die legte Formel 


o= V29(a +22) 


für die Ausflußgefhmwindigleit in Anwendung zu bringen. Iſt die Drudhöhe 
des Waller? A —= 0,8 Meter, der äußere Barometerjtand 0,750 und der innere 
0,10 Meter, jo hat man, wenn die Cuedfilberfäulen auf Waflerfäulen rebucirt 
werden: 





pP: > P_ 136 (0,760 — 0,10) = 8,84 Meter; 


daher folgt die Geſchwindigkeit des in den inneren oder Iuftverdünnten Raum 
einftrömenden Waflers: 


— 4429 V 0,8 + 8,84 = 13,75 Meter. 
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3) Steht das Waſſer in der Speiferähre eines Dampfteſſels 5 Meter über 
dem MWaflerfpiegel im Keſſel, und beträgt der Dampfdrud 14000 Kilogramm, 
der Ruftdrud aber 10300 Ailogramm auf einen Quadratmeter, fo flieht das 
Baffer mit einer Gelchwindigteit in den Kefiel von: 


10300 000 _ 4,429 V5 — 37 = 5,05 Meter. 








v=449\/5+ 


1000 


Hydraulischer Druck. Wenn das in einem Gefäße befindliche Wafler 
in Bewegung ift, fo druct dafjelbe, wie aus dem Folgenden ſich ergiebt, auf 
die Gefägwände weniger ſtark, als wenn es in Ruhe if. Man nennt 
den Drud des bewegten Waſſers den hybrodynamifchen oder hydrau— 
liſchen Drud, zur Unterfeidung von dem hydroſtatiſchen Drude, 
d. 5. demjenigen, welchen das Waſſer im Zuftande der Ruhe gegen die Gefäß- 
twände ausübt. 

Fig. 755. Es fei, Fig. 755, der Waflerfpiegel AR —= @ dem 
ſpecifiſchen Drude 90 (etwa dem Atmofphärendrude) 


ausgefegt, entſprechend einer Wafferfäufe von der Höhe = 
H Ebenfo fei mit p ber Drud auf die Mündung F 


bezeichnet, welche um A unter dem Waflerfpiegel Liegt, fo 
ift nad) 8. 425 die Ausflußgeſchwindigkeit: 


Verla) Vi 
— -(A]E. 


wenn vorausgejegt wird, daf ber Wafferjpiegel G durch 
Zufluß auf conftanter Höhe erhalten wird, b. h. daß das 
Waſſer in HR mit einer Geſchwindigkeit c zufließt, melde fih aus 
G.ce=F.v beftinmt. 
Bezeichnet man ferner mit v, bie Geſchwindigkeit und p, den Trud in 
einem anderen Duerfchnitte ZI, Rı , deffen Größe G, und befien verticaler 
Abftand vom Oberwaſſerſpiegel A ift, fo hat man ebenfo: 


———— 


Durch Subtraction des ern Ausdrudes vom zweiten folgt nunmehr: 


+3 -[6)-@]5 


Da nun P=Ge= ei vı ift, fo hat man: 














F 
v=cwWw—vr=t, 


@ G 
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folglich auch: 
pı 20 v c? 
U —h II __ (zi —_ _.). 
TE CT BT. 
Es ift allo hiernach die hydrauliſche Druckhöhe 3 an irgend einer 


Stelle A, Rı gleid) der hydroſtatiſchen Druckhöhe daſelbſt Aı + rn 


vermindert um die Differenz der Geſchwindigkeitshöhen des Waſ— 
ſers anbiefer und an der Eintrittsftelle. 
Iſt die freie Oberfläche GC des Waſſers groß, fo kann man die Zufluß⸗ 
geſchwindigkeit c außer Acht laſſen, und daber: 
pı _ m _ 9% 
Er Ta 7° 
fegen, d. 5. die hydrauliſche Druckhöhe ift um die Geſchwindigkeits— 
höhe Kleiner als die hydroſtatiſche Drudhöhe. Je ſchneller alfo 
das Waſſer in einer Nöhrenleitung fließt, defto fchwächer ift der Druck 
gegen bie Röhrenwand. Aus diefem Grunde zerjpringen die Röhren oft 
erſt dann, oder laſſen erft dann Wafler durch, wenn die Bewegung deſſelben 
in ihnen gehemmt wird, wenn fich die Röhren verftopfen u. f. w. 
Fig. 756. Durch den in ig. 756 abgebildeten Ausflup- 
apparat kann man die Abhängigkeit des hydraulijchen 
- Drudes von der Geſchwindigkeit anſchaulich machen, 
indem man an verſchiedenen Stellen mit dem Gefäße 
ABF die damit commimicirenden Röhrchen E, E,, Ex 
verbindet. 
Iſt an einer Stelle C D der Querſchnitt G, > G, 
fo hat man u, < c, daher: 


A>mn+®. 
Y Y 


Wenn aljo der Waflerfpiegel Z in dem Röhrchen 
E demselben Drude po ausgeſetzt ift, welcher auf die 
freie Oberflähe @ wirkt, jo wird der Waflerfpiegel R in E über dem 
Waflerfpiegel E liegen. Ebenſo bleibt das Wafler in dem bei KL ab- 
geführten Röhrchen Fy unter dem Wafferfpiegel @, jobald der Querſchnitt G, 


bei KL feiner als @, daher vi > c ift, benn alsdann ift 3 <h+ r 
Für einen Querſchnitt 7.7, welcher gleich G ift, hat man: 





Pı Po 
1l—n I 
y ı 77 
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d. h. in einem daſelbſt angeſetzten Röhrchen würde das Wafler ſich gerade 
bis zum freien Waſſerſpiegel G des Gefäßes erheben. 

Iſt an einer Stelle, z. B. MN, der Querſchnitt Gi fo Hein, und alſo 
vı jo groß, daß 


EI TE 
ift, fo hat man, wenn 
„nl _&2\— 
\29 2) =. 
gejegt wird: 


pı _ De _ 


Y y ’ 

Diefe Gleichung befagt, daß der hydrauliſche Druck p, an diefer Stelle 
um bie Größe ay Heiner ift, als der Äußere Drud po auf die Waflerfpiegel. 
Würde man bei N daher ein Loc) in der Gefäßwand anbringen, fo wiirde 
nicht nur Fein Wafler austreten, fondern atmofphärifche Luft angefaugt 
werden, und wenn man in N ein nad unten gekrümmtes Rohr Z, an- 
ordnen wide, welces mit der Mündung in den um @ unter MN liegenden 
Wafferjpiegel taucht, fo müßte dieſes Rohr aus dem Gefäße O fid mit 
Waſſer füllen, indem der auf O wirkende äußere Drud 9, dann gerade durch) 
den hydrauliſchen Trud 7, und das Gewicht ay der emporgehobenen 
Wafferfäule in Z, im Öleichgewichte gehalten würde. Wenn die Höhe NO 
Heiner als a, etwa gleich a, ift, fo fteigt durch das Röhrchen E, beftändig 
Waller mit einer Gefchwindigkeit entiprechend der ‘Drudhöhe a—a, empor, 
tritt bei N in das Gefäß und gelangt bei F mit zum Ausfluffe, wovon 
man fich durch Färbung der Flüffigkeit in O leicht Überzeugen kann. Hieraus 
erflärt fi) die in der Technik mehrfach zur Anwendung kommende faugende 
Wirkung ber Ylüffigkeitsftrahlen. 


Die im Borftehenden ermittelte Saughöhe a — 7 — * erreicht ihren 


Po 


Marimalwertd a —= y’ , wenn der hydrauliſche Druck 9, an ber betreffenden 


Stelle Null wird, und es ift alfo die höchſte Saughöhe gleich der Höhe der⸗ 
jenigen Waflerfäule, deren Gewicht dem äußeren Luftdrude 2, entfpridht, 
alfo im Durchſchnitte gleich 10,336 Meter. Die Bedingung hierfür ift 
durch 91, = 0 gegeben, man hat daher für diefen Ball: 


2 
0 — Be woraus 


folgt. 


8. 427.] Die allgemeinen Lehren über den Auzfluß zc. 955 


Dieſe Geſchwindigkeit v, ift nad) $. 425 ebenfo groß, wie diejenige, mit 
welcher Waffer durch die Deffnung GC, in einen abfolut Iuftleeren Raunt 


ausfließt, wenn e8 unter der bydroftatiichen Drudhöhe A + 7 fteht und 


mit der Geſchwindigkeit c durch den Duerfchnitt @ zufließt. Größer kann 
die Gejchwindigfeit v, nicht werden, da fonft der Hydraulifche Drud pı 
negativ werden müßte, was niemals möglich ift. 

Setzt mandiefen größtmöglichen Werth von v, in die Gleichung GC, vı =Frv 
ein, jo erhält man: 


29(Mı +2) 20(% + >) 
G — 1/7 _ — — 
1 a a Fi 
-(%) 6) 
woraus 
4 FG r 


_— 10 gt. 
(6° — PM) ( +7 + r(% HP —:) Fol 
Wenn aljo dem Gefäße bei MN biefer Duerfchnitt @, gegeben wird, 
jo fließt das Waſſer durch denjelben mit einer Gefchwindigfeit, die ebenſo 
groß ift, al8 wenn bei MN ein Iuftleerer Raum ſich anfchlöffe, alfo mit einer 
größeren Geſchwindigkeit, als diejenige ift, welche das Waſſer annehmen 
witrde, wenn das Gefäß bei MN abgefchnitten, und der Querſchnitt Gh 
dem äußeren Luftdrude po ausgefegt wäre. Man erkennt hieraus, wie es 
möglich ift, das Ausflußquantum, das durd) eine Deffnung G,, Fig. 757, 
zum Wustritte gelangt, dadurd) zu vergrößern, 
daß man durd) das Rohr GL EE den äußeren 
Luftörud zur Mitwirfung veranlagt. Nehmen 
wir der Einfachheit wegen an, der äußere Luft- 
drud auf den oberen Wafferfpiegel po fei gleich 
demjenigen p auf die Mündung 7’, und fegen die 
Höhe einer diefem Drude entjprechenden Waſſer⸗ 


fäule — mn — d (im Mitte: b— 10,336 


Fig. 757. 


Meter), fegen wir ferner den Waflerfpiegel @ im 
Berhältniß zu F und G, fo groß voraus, daß 
man die Zuflußgefchwindigteit c oder die Verhält⸗ 





nifle z = a vernachläffigen kann, fo geht die 


obige Bedingungsgleihung über in: 


956 Siebenter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 427. 
G V29 (hı + b) = FV2gh, 


h 
ar 
folgt. 


Giebt man dem Querfchnitte GE, diefe Größe F \ ni ‚fo fließt 
1 


durch denfelben in jeder Secunde ein Quantum Wafler GC v2 9(hh + b) 
aus *); läßt man aber das Rohr Gi EE fort, fo gelangt das Wafler in Gı 
nur mit einer Gefchwindigfeit V29 A, zum Ausfluffe, e8 beträgt daher dann 
das Wafferquantum nur GC V2ghı. Wenn der Querſchnitt Gi größer 


ift al8 der Werth F ; 7 z ſo fließt das Waſſer durch denſelben mit 
einer entſprechend kleineren Geſchwindigkeit vꝛ, welche ſich jedenfalls durch GE, vi 


— 7 V2gh beftimmt, da das durch F' austretende Wafferquantum conftant 


FV2gh bleibt. Man erkennt aus obiger Formel, daß Gı feiner ift als 
F,fo lange a<rhı +5,25. folandea— hı < db ifl. Für ben 
Fall, daß A — Ah, = b, alfo die Höhe des Querſchnittes GL, über ber 
Mündung gerade gleich der Waflerbarometerhöhe (10,336 Meter) ift, Hat 
man G1 = F. Iſt daher das Rohr GL F durchweg cylindrifc, 
fo darf die Höhe GC, E jedenfalls die Wafferbarometerhöhe db 
nicht Überfteigen, wenn für die Ausflußgefchwindigfeit in F bie 
Formel gültig fein ſoll: 


woraus 





v—= VY2gh. 
Denn an irgend einer Stelle der Ouerfchnitt G, Heiner ift, als der 


durch Oi = F \ beſtimmte Werth angiebt, ſo kann das durch 
1 


die Mündung F austretende Waflerquantum auch die Größe FV2gh 
nicht erreichen, da die gemachte Borausfegung eines genügenden Zufluffes 
oberhalb jegt nicht mehr zutrifft. Das Ausflußguantum durch F° ift jetzt 
vielmehr nur gleich dem marimalen Durchflußquantum durch) G, zu jegen, 


*) Es ift hierbei vorausgeſetzt, daß das Rohr G, F ſtets gänzlih vom Wafler 
ausgefüllt iſt. Dies ift erfahrungdmäßig nur dann der Wall, wenn der Ueber⸗ 
gang des Querſchnittes G, in denjenigen 7’ bhinreihend allmälig flattfindet. 
Bei einer zu jehnellen oder plötzlichen Veränderung der Querſchnitte (zu flarfer 
Divergenz der Wandungen G,E) tritt Luft von unten in das Rohr, und der 
Ausflug geihieht jo durh G,, als ob das Rohr G, EE gar nit da wäre. 


$. 428.] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. 957 
alfo Hat man zwar diefelbe Gleichung wie früher: Gı vi = Fr; nur hat 
hier o nicht die Größe V 29%, fondern beftimmt fich durch: 


_ Ha _AymrD. 
v—= —m-7 29 (h + db). 


Diefer geringeren Gefchwindigfeit v entfprechenb, bildet ſich jegt in dem 
Rohre Gi F ein neuer Wafleripiegel*) bei @, von ſolcher Tage, daß die 
durch die Druckhöhe Gas F erzeugte Geſchwindigkeit jenen berechneten Werth 
von v erreicht. Man hat daher für diefe Höhe x, da zwiſchen G, und Ga 
ein luftleerer Raum zu denken ift, nad) $. 425: 


2 — b 
v= = V29(h +) = Yamaı 
26 
woraus 
— V 2 
-(5) (@ — Fy +2) 
folgt. 
Iſt das Rohr Gi EE ylindrifh, alfo &; = F, fo folgt: — b = 0; 


das Wafler wird daher in einem cylindrifchen Rohre in einer Höhe gleich 
dem Waflerbarometerftande durch den äußeren Luftdrud erhalten. 


Rectanguläre Seitenöffnung. Mit Hilfe der Formel $. 428. 
Q=Fuv=FV2gh 


läßt fich die in einer Secunde ausfließende Waflermenge nur dann unmittel⸗ 
bar berechnen, wenn die Mündung horizontal ift, weil nur hier im ganzen 
Querſchnitte F einerlei Gefchwindigkeit vorfommt. Hat aber der Duerfchnitt 
der Mundung eine Neigumg gegen den Horizont, befindet fich 3. B. bie 
Deffuung in einer Seitenwand des Gefäßes, fo fließen die in verfchiedenen 
Tiefen befindlichen Wafjerelemente mit verjchiedenen Geſchwindigkeiten aus, 
daher kann die Waffermenge Q nicht als ein Prisma angejehen werden und 
auch die Formel Q = Fv = FV 2g% nicht unmittelbar zur Anwendung 
fommen. Es iſt allgemein 


g=FV 29h + BV29gu + HV2g +--- 
= Vas (AVu + F Vn + BVr +--.) 


zu fegen, wobei Fi, Fr, F,.. . bie Inhalte und A,, As, Az . . . die Druck⸗ 
höhen der Theile der Mündung bezeichnen. 


*) Hier ift immer die Borausfegung einer vollfländigen Erfüllung des Rohres 
G, F mit Waller zu machen. Würden die Rohrwände zu ſtark divergiren, fo 
it e8 auch möglich, daß dur G, ein Waflerftrahl herabfällt, ohne die Rohrwand 
zu berühren. 
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Den einfachſten Fall bietet der Ausflug durch einen Wandeinſchnitt 
oder der fogenannte Ueberfalf, Fig. 758, dar. Diefer Wandeinfchnitt bildet 
Sie. 758. eine rectanguläre Ausflußöffnung 
DEGBH, deren Breite DE=GH 
duch b und Höfe DA —= EG 
durch A bezeichnet werden möge. Zer- 
legen wir biefe Fläche dA durch 
Horigontallinien in eine fehr große 
} Anzahl n gleich breiter Streifen, jo 
lönnen wir innerhalb eines jeden 
einerlei Gefchwindigfeit vorausfegen. 
Da, von oben nad} unten gegangen, 

die Druchöhen diefer Streifen 


h 2h 3h 

Tier nar 
find, fo hat man bie entſprechenden 
—— 


. 


und da ferner der Inhalt eines Streifens © * iſt, ſo hat man die zugehörigen 


re 


MVaot, EAU ZPELE BaVzPEL] Rum 


‚Folglich das Wafferquantum durch den ganzen Querſchnitt: 


TH VE + Vir + Vn) 


Nun ift aber, wie im „Ingenieur“, Seite 88, angegeben wirb: 
VI+V2+V3+...+Vn 
ober: 
y a * 
hut Va; 
Daher folgt die in Frage ftehende Wafjermenge: 


Bern .Y,nVn—!,bhV29h =%,bV2gh. 
n 


14 








8.428] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß 2c. 959 


Verſteht man unter der mittleren Geſchwindigkeit v biejenige, 
welche an allen Stellen vorhanden fein müßte, bamit ebenfo viel 
Waſſer ausfließt, als bei den verſchiedenen Ausflußgefhwindig- 
feiten innerhalb des ganzen Querprofiles, fo läßt ſich fegen: 

Q=bh.v, und es folgt ſonach: 
v—2,V2gh, 
d. h. e8 ift die mittlere Gejhwindigfeit des durch einen rectangu— 
lären Wandeinfhnitt ausfließenden Waffers zwei Drittel 
von der Geſchwindigkeit an der Schwelle oder unteren Kante des 
Einſchnittes. 
Reicht die rectanguläre Ausflußöffnung XG, Fig. 759, mit hori— 
Fig. 759. zontaler Schwelle G H nicht bis zum 
Wafferfpiegel CE, fo findet man die 
Ausflugmenge, wenn man bie Oeff⸗ 
nung als die Differenz zweier Wand- 
einfhnitte DEGH und DELK 
anfieht. If A, die Tiefe EG ber 
unteren und Aa = EL bie der oberen 
Kante, fo Hat man die Ausflugmenge 
diefer Einſchnitte: 


3/2bV 20h’ 
2b V 2gh;, 


daher das Waflerquantum für bie 
tectanguläre Deffnung KG: 


Q= nd V2oM — 8 V2on} = 1,0 V 29 (mt — Ir) 


und die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit: 
= 1,V2g- 


und 


Q ih 
In m) hm, 


IR A die mittlere Druchöhe EM — Ath, oder die Tiefe des Mit- 


telpunftes der Oeffnung unter dem Wafferfpiegel und a die Deffnungshöhe 
KH=L@G=h — h, fo kann man fegen: 





a\'% 
ve= 2 V2g +9 -0-3" ‚ober annähernd: 


0= (1 zum) Verk 


8. 429. 
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Anmerlung. Iſt der Querjhnitt G des Ausflußrejervoird, parallel zur 
Mündung genommen, nicht bedeutend größer, als der Querjehnitt der Mündung, 


jo bat man noch die Beihwindigkeit des anlommenden Waſſers v, = & v zu 
berüdfichtigen und deshalb zu ſetzen: 
_2, VS v\E _ ve 
Q=zpV29- [(% + 2) (% + 2°] 
Wenn die Seitenwand AB, Fig. 760, unter dem Winkel d gegen den Horizont 
geneigt ift, jo bat man die Querfchnittsdimenfion ED der Mündung glei 





A * zu ſetzen und daher: 


sin. 
= an 2gh — un Y29=z : LAETTN SE VR2). 

Fig. 760. — h die Tiefe irgend eines Elementes der 
Deffnung unter dem Wafjerjpiegel und dA die Breite 
des Elementes, jo hat man allgemein ; 


1) 

= - [von = wo bha dh. 
Re 

Dies giebt für das Rechteck, wo db conftant if: 

Q =3 bVY2g (hr — nn). 


Beifpiel. Wenn die untere Kante einer rectanguläcen, 1 Meter breiten, 
0,4 Meter hohen Ausfluköffnung 0,9 Meter unter dem Wafferfpiegel Liegt, fo 
ift die entiprechende fernente 

Q=%.1. 4429 (0,9% — 0,5%) — 1,4771 Gubilmeter. 

Nach der nnährungsformel beträgt die mittlere Ausflußgefchwindigfeit : 


.=[ı _ * (6 7) | 4429 Vo7 = 3,083 Meter, 


daher die Ausflugmenge: 
Q=1.0,%4 . 3,6983 —= 1,4773 Eubitmeter. 





Trianguläre Seitenöffnung. Außer rectangulären Seitenöffnungen 
fommen noch trianguläre ımd freisfürmige Mündungen in ber Praris 
vor. Handeln wir zunäcft von dem Ausfluffe durch eine trianguläre 
Mündung DEG, Fig. 761, mit horizontaler Baſis EG und der im 
MWaflerfpiegel HR befindlichen Spige D. Segen wir die Bafis EG —= b 
und die Höhe DE — h, theilen wir die legtere in n gleiche Theile und 

Fig. 761. führen durch die Theilpunkte Barallellinien zur Baſis, 

AK pr SP zerlegen wir die ganze Fläche in jchmale Elemente 

— bh 2b h 3d KBC 


| 


y- von den Inhalten =, nn" .., 
——n und den Drudhöhen, 2h 3h u. ſ. w 








8.429] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. 961 
Für diefe folgen die Ausflußmengen: 
bh h 2bh 2h sv \/ I 
a eV I 
und es ergiebt fich dur) Summation berfelben die Ausflußmenge für bie 
ganze trianguläre Mündung: 


a=\/ 2: (1 +2V2 +3V3 +---+n Vn) 
bRhV2g 
=? 





IR HH SH m), 





oder da die Reihe in der Parenthefe - 3 * — 2/, n” giebt: 


Q=!/, bhV2gh = ?/),b V 2gR%®. 

Liegt die Bafis D X der Mündung DG@K im Wafferfpiegel und die Spige 
G um h tiefer, fo hat.man, ba durch das Rechteck DE GE 2/,bhY2gh 
ausfließt, die entfprechende Waflermenge: 

= /abhV29 — 2, bh V2ygh = Hıbh V2gh. 

Für das Trapez ABCD, Fig. 762, deſſen obere im Wafferfpiegel 
Tiegende Baſis AB — bi, befien untere Baſis CD — b, und deſſen 
Höhe DE — % ift, findet man die Waflermenge durch Zufammenfegung 
aus einem Rechtecke und zwei Dreieden, nämlich: 

Q=:hbah V2gh + ıs (bı — bi) h V2gh 
— %/ı5 (2b + 356) h V2gh. 


Fig. 762. tig. 768. 


HAE _ FT BR 





Ferner folgt die Ausflugmenge für ein Dreied CDE, Fig 763, deſſen 
Spige C um A, und deſſen horizontale Baſis DE—=b um OM—=h, 
unter dem Waflerjpiegel liegt, als bie ‘Differenz der Waffermengen, welche 
durch das Dreied ABC und durch das Trapez AB ED fließen wilrden. 
Dan hat daher, wenn AB = b, geſetzt wird: 


— tt, bh, V2gyhı — Yu (2 + 30)h, V29h 
— 1; V29 [20 (hi® — h2%) — 8b], 


Weisebach'e Lehrbucd ter Mechauik. L 61 


962 Siebenter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 429. 


Für db, hat man nno:b—=hı: — ns, alſo do = _ — 
h — h 


und folglid: 
Q= !ıs V29 [2 
sn hy% 3 h,% 
= 2/15 d Ve 
Fir das Dreied ACD, Fig. 764, folgt die Ausflußmenge als Differenz 
der dem Rechteck DB und dem Dreied ABC .entiprechenden Ausfluß⸗ 
quanten zu: 
TE gr Van — MM) 
* A — Ye * 
— 2b Vag- Shan” + 3, 


2bh, 





1 m — —X — 3bh, | 


hı — hr 
3hHRr — 55h ler + 2 her 
= Va Rh, — - 





Anmerkung. Bezeichnet in dem legten Falle = die Tiefe eines horizontalen 
Streifens der Ausflußöffnung ADC, Fig. 764, unter dem Wafferfpiegel, dr die 
Breite und y die Länge dieſes Streifens, jo hat man: 


= = [yır. Yıgz = —Y2 2g [yalıaz. 
Da nun auß der Proportion y:b= x —hy:h, — Ay für y der Werth 
(z — he) fi ergiebt, jo folgt: 
2 





b 
Rh — h 
& p A N hı . 
0,199 [ememe=, 195 [me—hann 
N) Re 





ne -V29 Ph (a — had) — % (ha, % — ha] 


= —** 

=% —* Eh — M + 2a). 

Beiſpiel. Welche Waffermafie fließt durch das Quadrat ABC D, $ig. 765, mit 
verticaler Diagonale AC von 1 Meter Länge, wenn der Edpunft A bis zum 
Wafleripiegel reiht? Die obere Hälfte des Duadrats giebt die Ausflußmenge: 

QG = %bV2g®—=%.1.4429. VY = 0,626 Eubitmeter 
and die untere: . 
s 


— Yu -1. 449 20 2821.00. 0 
— 7% 
Ss "= =1,181 (2 — 1,768 +.0,530) = 0,900 Eubifmeter, 
folglich fließt dur die ganze Mündung die Wafler- 
menge: 
Q = 0,626 + 0,900 = 1,526 Eubitmeter. 








8. 430.] Die Allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 963 


Kreisförmige Seitenöffnung. fr eine freisförmige Mündung $. 430. 

AB, Fig. 766, beftimmt fich die Ausflugmenge nur durch eine auf folgende 
Fig. 766. Weiſe zu ermittelnde Näherungsformel. Zerlegen 

wir den Kreis durch concentrifche Kreife in gleich) 
ſchmale Ringe und jeden Ring in lauter gleiche, 
als Rarallelogramme anzufehende Elemente. Iſt 
nun r der Halbmefler eines folchen Ringes, b deſſen 
Breite und n die Anzahl feiner Elemente, folglich) 
2ır 

n 
die Größe defjelben: 
2zrb 
nn. 
Iſt ferner A die Tiefe OG des Mittelpunttes C unter dem Waſſerſpiegel 
HR und @ der Wintel ACK, um weldyen ein Element K vom höchſten 
Punkte A des Ringes abfteht, fo hat man die Druckhöhe dieſes Elementes : 


KN=-(0G0—-CL=h-—-rcoe.9 
und daher die Ausflußmenge dieſes Elementes: 


arb 
n 





die Ränge eines Ringelementes, fo hat man 





K= 





V29(h— rcos.p). 


Nun ift aber: 
VRh-—rcos.o 


3 
— V k — Us = 008.9 — 1/s (7) cos. 9? — | 


3 

—Vh J — 1, = 608. 9 — Vel() (1 + cos.29) — ] 
daher folgt die Ausflugmenge eines Elementes: 

2xrb 3 
= — Von |ı — Ya 008. 9 — Us () (1 + c0s..29) — } 

Die Ausflugmenge des ganzen Ringes ergiebt fid), wenn man in ber 
BarentHefe ftatt 1,n.1—=n, ftatt cos. ꝙ die Summe aller Cofinus ꝙ 
von ꝙ =0bi8 9 — 27, und ftatt cos.2@ die Summe aller Cofinus 
29 von 29 — 0 bi 29 — 4r nimmt. Da aber die Summe aller 
Coſinus eines Vollkreiſes — Null ift, fo fallen diefe Eofinus ganz aus, 
und e8 folgt die Ausflußmenge fir den Ring: 


2 Vach 3 
n h 
— 2 
— D2arb V2gh 1 =— ls (5) — | 0 | 


61* 
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Sept man jet — ftatt d und ftatt r nad) einander —, m Ir bi ig 


fo erhält man die Ausflußmenge aller die ganze Kreisfliche —8 
Ringe, und es folgt zuletzt das Ausflußquantum des ganzen Kreiſes: 


HE HE) 





— (5) 
=arVaonlı — Un (5) —.. | oder genauer 
= ar! V2gh 1 — Ya (F)- 5/1024 () — ii j 


Reicht der Kreis bis zum Waſſerſpiegel, fo ift 
Q — 99) ar? V2gh — 0,964 F V2gh, 
wenn F = xr? den Inhalt der ganzen Kreisfläche bezeichnet. 

Üebrigens ift leicht zu erachten, daß man in allen den Fällen, wenn die 
Drudhöhe im Mittelpunfte gleich oder größer ift al8 der Durchmeſſer der 
Mündung, den Werth der ganzen Reihe — 1 ſetzen und 

0=F V2gh 
annehmen kann. Auch läßt ſich diefe Kegel auf andere Mundungen anwen- 
den, und alſo in allen den Fällen, wenn der Schwerpunkt einer Mündung 
mindeſtens ebenjo tief unter dem Wafferfpiegel liegt, als die Mündung hoch 
ift, die Tiefe % dieſes Punktes als Drudhöhe anjehen und 

Q—=FV2gh jegen. 

Anmerkung. Bezeichnet r den Halbmefler der treisförmigen Oeffnung ADBE, 
Big. 767, e den Kalbmefler irgend eines Ringes von der Breite do, fo flieht 


dur ein Element K, welches von dem Scheitel A um den Winkel 9 abfleht, die. 
Waflermenge: 


3g=2e . gap V2g(h—Ec0s. 9) = pre V2gh .(1— cos. #)" 39 


=g2g.V2gR [1-14 cos. P— Yo? ) +29. ]o * 


Betrachtet man zunächſt e als conſtant, fo giebt die Integration die Ausfluß⸗ 
menge durch die tingförmige Tlädhe : 


gq=e?re V2gh pw} 7- 608. P—Yı(E) (1 + cos. 29)]?» 
— 0% Vark[ar0- 18 (sin.2n —sin.0) 


— Yı($) &7—0+4 Ysin.4n—ein.0] 
= gg Vägh.2n[ 1 —Y($) ]- 
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Wird nun zwilhen den Grenzen — r und e = 0 Integrirt, fo folgt das 
geſammte Ausflußquantum für den vollen Kreis: 


Q= 2n vor fI- —V — — Yes In] 


— r — r 
ar Vazilı — Y(}) —...J=rVar[ı — Yaa 5) _.. ]- 
Für den oberen Halbkreis hat man die erfle Integration zwiſchen den Grenzen 
o= 3 ndo= — 7 auszuführen, dann folgt: 


1e60. 148 7608. Halt) (1-+ cos. 29) |?» 


7 


=e2g. vag 2 -2(8)] 
und daher folgt die Waflermenge Q, für den oberen Halbkreis DAE: 


a=Vara [[n-4-56)Jere-FVaRlı-24-n] 
In gleicher Weile ſindet man für den unteren Halbfreis, wenn man zwiſchen 


den Grenzen = 3 nd go = = integrirt:: 


Big. 767. „= "7 Vagh +4 -% )} 


A 

ebrigens gelten dieſe — für Q, Q, und Q, 
auch bei elliptijden Mündungen mit horizontaler 
Are, da die Ausflugmengen unter übrigens gleichen Ver⸗ 
hältniffien den Breiten der Mündungen proportional find, 
und die Breiten einer Ellipje den Breiten eines glei 
- hoben Kreijes proportional wachſen (f. analyt. Hülfslehren 

&. 12). 

Beiſpiel. Welde Waflermenge fließt ftündli dur eine Treisförmige Deff- - 
nung von 0,1 Meter Durchmefier, über deren oberem Rande der Waflerjpiegel 
5 Millimeter body fteht ? 

es ift bier: 


h a 11 
ferner 1 — Ya (= ge 0,974, folglich die Ausflußmenge per Stunde: 
n 
2 
Q=60.60 FIT 4,429 V0,058 . 0,974 = 28,590 Eubitmeler. 


Bewegte Ausflussgefässe. Die Ausflußgeſchwindigkeit ändert $. 431. 
fi, wenn ein vorher in Ruhe befinbliches Gefäß in Bewegung übergeht, 
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ober ein in gleichförmiger Bewegung befinbliches feinen Bewegungszuftand 
ändert, weil in biefem alle jedes Waffertheilchen außer feinem Gewichte 
auch eh duch feine Trägheit gegen bie Umgebung wirkt. 
—Bervegt man das Gefük AC, Big. 768, befhleunigt vertical auf« 
"wärts, während das Wafler durd die Bodendffnung F abfliegt, fo findet 
Sig. 768. eine Vergrößerung, und bewegt man es befchleu: 
nigt vertical abwärts, fo findet eine Verminde- 
rung ber Ausflußgefchiwindigfeit ftatt. Iſt die 
Acceleration p, fo drüdt jedes Waſſermaſſen⸗ 
element M nicht Bloß durch fein Gewicht Mg, 
ſondern auch durch feine Trägheit Mp, es ift 
folglich die Kraft eines jeden Elementes im 
erften Falle (9 + 2) M und im zweiten 
@—p)M, alſo ftatt g, 9 + zu fegen. 
Hiernad) folgt 





v. 
z=-utmh 
und ſonach für die Ausflußgefhmwindigfeit: 
=V?gtnn 


Steigt das Gefäß mıit der Acceleration g empor, fo ift 
0=V2.29h = 2Vgh, 
alſo die Ausffußgefchwindigkeit 1,414 mal fo groß als beim ftilftehenden 
Gefäße. Fällt das Gefäß durch fein eigenes Gewicht, alſo mit der Accele 
ration g, fo ift v — 0, dann fließt alſo fein Waffer aus. Bewegt ſich das 
Fig. 769. Gefäß gleichförmig auf⸗ oder abwärts, fo bleibt . 
e—=V2gh, feigt e8 aber verzögert, fo wird 
v—=V2(g—p)h, und fällt es verzögert, 
fofito=V2( +p) haus. 
Bervegt man das Ausflußgefäß horizontal 
oder unter einem ſchiefen Winkel gegen den 
‚Horizont, fo ftellt ſich (f. $. 380) der Wafler- 
fpiegel fchief gegen den Horizont und es findet 
daher auch eine Veränderung der Ausfluß- 
geihwindigfeit ftatt. 
Bei Umdrehung eines Gefäßes AC, 
Fig. 769, um feine verticale Age XX bildet 
der Wafferfpiegel einen paraboloidiſchen Trichter 
AOB, es fteht daher über der Mitte A des 
Bodens eine Heinere Drudhöhe MO, als nahe am Rande defielben, unb et 
fließt daher auch durch eine Mündung in der Are das Waſſer langſamer, 
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als durch jebe andere gleid) große Bodenöffnung F. Bezeichnet h die Drud» 
höhe MO in der Mitte M, fo wäre die Ausflußgefchiwindigfeit durch eine 
Mündung daſelbſt =V 29h; bezeidhnet aber y die Entfernung MF= NP 
einer Mündung F von der Are XX und @.die Winfelgefchtwindigkeit, fo Hat 
man, da die Subtangente TN des Barabelbogens OP der doppelten Abſeiſſe 
ON gleich ift, die entfprechende Erhebung des Waffers über der Mitte O: 
ON=1 TN=1%,PN.tang. NPT, 


folglich, wenn man noch fang. NP P—tang.p — 2. di. $ 380) ein⸗ 


führt, und die Umdrehungsgeſchwindigkeit von F, d.i. @y, durch «0 bezeichnet, 
= EP 
-ı-1ı 
0oN=x ay * 7 =. u 


Hiernach ift denn die Kusfufgefginigtit für die Mündung F: 
= V⸗ 4 7) —V⏑—— 
Big. 770. Diefe Formel gilt fiir jedes befiebig 
= geftaltete Gefäß, und aud) dann nod), 
wenn e8 oben verfchloffen ift, wie 
3.8. fir AG, Fig. 770, fo daß ſich 
der Trichter DOE gar nicht voll- 
ftändig bilden kann. Es iſt auch hier 
h die Tiefe MO der Mündung unter 
dem Scheitel O des Trichters, und © 
die Umdrejungsgefchtoindigkeit von ber 
Mündung. Sie findet bei den Reac⸗ 
tionsrädern und Turbinen in der Folge 
ihre Anwendung. 

Beifpiele. 1) Wenn das mit Waffer angefüllte Gefäß AC, Wig. 768, 
350 Kilogramm wiegt und mittelft eineß über Leitrollen K gehenden Geiles 


durch ein Gemwiht G von 450 Kilogramm aufgezogen wird, fo fteigt es mit 
einer Hcceleration : 





450 — 360 100 ı 
PS FW == Ye9 
und es ift deshalb die Ausflußgeſchwindigkeit · 
v=V2ig@+phk=V2.%.4h=VYygh. 
Wäre die Drudhöhe A — 1 Meter, fo würde folglich die Ausfluhgefgwins 


Digteit: 
3 3 
79 =5)/ 991 = 4695 Meter betragen. 


2) Wenn fi) das mit Wafler angefüfte Gefäh 40, Big. 770, jo umdreht, 
Daß e8 in der Minute 109 Umbrejungen macht, während bie Ziefe der Mündung 
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F unter dem BWafferfpiegel in der Mitte. 0,6 Meter und die Entfernung von 
der Age X X 1 Meter beträgt, jo if die Ausflußgeſchwindigleit: 


=Virhtwi= V: . 981.06 +.) = 11,02 Meter. 


Steht das Gefäk ſtill, jo ift 


= V2. 981.06 = 3,48 Meer. 


Zweites Eapitel. 


on der Eontraction der Waflerftrahlen beim Ausflufie 
des Waflers durch Mündungen in der bünnen Wand. 


8. 432. Geschwindigkeitscoefflcient. Die in dem vorſtehenden Capitel ent⸗ 
wickelten Ausflußgefege ſtimmen mit den Erfahrungen faft ganz überein, fo 
lange die Drudgöge in Anfehung der Mundungsweite nicht ſehr Mein ift, 
und fo lange ſich die Ausflugöffnung nad) innen allmälig erweitert und ſich, 
ohne Eden und Kanten zu bilden, an bie Boden» oder Seitenfläche des 
Gefäßes anfchließt. Die hierliber an glattpolirten metallenen Mundftüden 
angeftellten Verſuche von Midelotti, Eytelwein und Anderen, fowie 
auch die Verſuche des Verfaſſers haben nachgewieſen, daß bie effective oder 


Big. 771. 


wirklich ausfließende Waflermenge 96 bis 
99 Procent von dem theoretifch beſtimmten 
Waſſerquantum if. Das in der halben 
natürlichen Größe abgebildete Mundftitdd AD, 
Fig. 771, gab die effective Ausflugmenge, 
bei einer Drudhöhe von 10 Fuß, 98 Pros 
cent, bei 5 Fuß, 97 Procent und bei 1 Fuß, 
96 Procent bes theoretiſch beftimmten Aus» 
flußquantums (Verſuche mit größeren Mün- 
dungen f. Unterfucungen in bem Gebiete 
der Mechanik und Hydraulif, zweite Abtheil.). 
Damit der Ausfluß durch ein ſolches Mund- 


fiüct möglichſt ungeftört erfolge, muß die Abrundung deffelben nicht nad 
einem Kreife, fondern nad) einer Curve AD — BC erfolgen, deren Krünts 
mung von innen nad) außen (von A nach D) allmälig abnimmt. Da ferner 
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bei dieſem Ansfluffe der Strahl mit der Mündung gleihen Ouerfchnitt F 
bat, fo ift anzunehmen, daß diefe Verminderung ber Waflermenge aus einem 
Berlufte an Gefchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung oder Adhäſion 
bes Waflers an dem inneren Umfange ber Mündung und in der Klebrigkeit 
des Waflers feinen Grund hat. Wir nennen in der Folge das Verhältniß 
der effectiven Ausflußgefchtwindigfeit zur theoretifchen Gefchwindigleit vu V 2gh 
den Gefchmwindigkeitscoefficienten und bezeichnen benfelben durch p. 
Hiernach ift alfo die effective Ausflußgefhwindigkeit im einfachſten Falle : 
v=y9v—=pV2gh 
und die effective Ausflußmenge: 
Q=Fu=9Fr—=9pFV2gh. 
Führen wir für P ben mittleren Werth 0,975 ein, fo erhalten wir: 
Q —= 0,975 F V29h — 0,975 . 4429 FVR —= 4318 FVh. 
Einer mit der bite v ausfliegenden Waflermenge Q wohnt die 


ei Kraft er v? inne, vermöge welcher fie die mechanische Arbeit 
97 a zu * vermag. Da aber beim Niederſinken von der Höhe 


7 
—E 5 das Gewicht QY bie Arbeit Qyh—= Qy 38 verrichtet, ſo 
folgt, daß Ya ben Ausfluß das after den Arbeitsverluft 


v 
L=9r(,-Z)=U-m9r =U-09789 97.5 
d. i. 


L = 0,049 57 _ ode 4,9 Procent 


erleidet. Es wird aljo das auöflierene Waſſer durch feine lebendige Kraft 
4,9 Brocent weniger Arbeit verrichten, als durd; fein Gewicht beim Herab- 
finfen von der Höhe A. 


Anmerfung. Der Berfafler hat das dur) die Formel v = V2gAh ausge: 
drüdte Ausflußgeſetz auch unter jehr verſchiedenem, namentlich unter jehr hohem 
Drude von 100 Metern und unter jehr kleinem Drude von 0,02 Meter geprüft. 
Ein innen gut abgerundeted Mundftüd von 1 Gentimeter Weite gab bei den 
Drudhöhen: 


hy = 0,02 Meter | 0,50 Meter | 8,5 Meter 17 Meter 103 Meter 














9 = 0,959 0,97 0,975 0,994 | 0,994 
j. Eivilingenieur, Neue Folge, Band V, erfteß und zweites Heft. 
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Contractscoefficient. Fließt das Wafler durd, eine Mündung in 
der dünnen Wand, fo tritt unter übrigens gleichen Umftänden eine bedeu⸗ 


tende Verminderung der Ausflußmenge ein, indem die Wafferelemente in 


convergenten Richtungen durch die Mündung hindurch gehen und dadurd) 
einen zufammengezogenen oder contrahirten Wafferftrapl 
hervorbringen. Die von Mebreren, namentlich aud) die in der neuelten Zeit 
von dem Verfaſſer angeftellten Strahlenmeflungen Haben ergeben, daß ber 
Strahl in einer Entfernung, die ungefähr der halben Mundungsweite gleich 
fommt, die ftärffte Jufammenziehung und eine Dide hat, die 0,8 des Durch⸗ 
mefjerd der Mündung beträgt. ft F} der Querſchnitt des zuſammen⸗ 
gezogenen Waflerftrahles, jowie F der Duerfchnitt der Mündung, fo Hat 
man biernad): 
F, = (0,8)? F = 0,64 F. 


Mar nennt das Berhältniß z diefer Querfchnitte den Contractiong- 


coefficienten. Bezeichnet man ihn mit @, fo ift fonach der mittlere 
Werth für den Ausflug des Waffers durd) Miündungen i in der dünnen Wan 
o — 0,64 zu feßen. 

So lange man keine nähere Kenntniß über das Geſetz der Confraction ber 
Wafleritrahlen Hat, kann man annehmen, daß der durch eine freisrunde Deffnung 
AB, Fig. 772, fließende Strahl einen Rotationsförper AEEA bilde, 


‚ .„beffen Umfläche durch Umdrehung eines Kreisbogens A E um die Are CD 


des Strahles entiteht. Segen wir. den Durchmeſſer AA der Mündung — d 
Fig. 772. und die Entfernung CD des contrahir- 

ten Querſchnittes E.E von der Mündung 

—1/.d,fo erhalten wir für den Halbmefler 

MA=ME=r 
des Erzeugungsbogens AZ mitteld der 
Gleichung 
AN—=EN(@ME— EN 
oder 


= (? 2) 
7* 70 GT) 


den Werth: 
r=1,3 d. 
Mitndungen, nad) diefer Geftalt des contrahifen Bafferftrahfes geformt, 
geben fo ziemlid) die Ausflußgefchwindigteit : 
vd; = 0,97 v. 

Die Contraction des Waflerftrahles hat ihren Grund darin, daß nicht 
allein das Waſſer, welches unmittelbar über der Mündung befinblich ift, 
ausfließt, fondern aud) das zur Seite befindliche Wafler herbeiftrömt umd 
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mit zum Ausfluſſe gelangt. Es findet alſo ſchon im Inneren des Gefäßes 
eine Convergenz der Waſſerfäden, ähnlich wie fie die Figur andeutet, ſtatt, 
und es befteht die Contraction des Waflerftrahles in einer bloßen Forte 
fegung dieſer Convergenz. Bon dieſer Bewegung des Waflers in der Nähe 
der Mündung kann man ſich mit Hilfe eines gläfernen Ausflußapparates 
Überzeugen, wenn man fleine Körper, welche wenig leichter oder ſchwerer als 
Wafler find, wie z. B. Süägefpäne von Eichenholz, Stucke von Siegellad 
u. ſ. w, in das Waffer bringt und mit zum Ausfluffe gelangen läßt. 


Contrahirte Wasserstrahlen. $ließt das Wafjer durch dreifeitige, 
vierſeitige Mündungen u. |. w. indinnem Bleche, fo nimmt der Wafler- 
ſtrahl befondere Geftalten an. In die Augen fallend ift zumal die Um- 
kehrung des Strahles, oder die veränderte Stellung feines Querſchnittes in 
Hinficht auf den Querſchnitt der Mündung, vermöge welcher eine Ede diefes 
Querſchnittes mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen fommt. 
Hiernach bildet bei einer dreifeitigen Mündung 4B C, Fig. 773, der Quer: 
ſchnitt des Strahles in’ einem gemwiffen Abftande von der Mundung einen 
dreiftrahligen Stern DEF, bei einer vierfeitigen Mündung ABCD, 
Fig. 774, einen vierftrahligen Stern EF GH, ebenfo bei einer fünffeitigen 


Big. 778. Sig. 774. Big. 775. 
EN GB g# 
A c 
B r 
—24 
L 





D 


Mindung AB CDE, ig. 775, einen Stern FG HKL mit fünf Strah- 
len u. ſ. w. Diefe Querſchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von 
Big. 776. der Mundung ſehr verſchieden, fie nehmen 

auf einer gewiſſen Strede ab und auf 

einer folgenden wieder zu u. |. w.; es 

befteht daher der Strahl aus Blättern 

ober Rippen von veränderlicher Breite 

und bildet Dadurch, was namentlich beint 

Ausfluſſe unter fehr großem Drude 

zu beobachten ift, Bäuche und Knoten, 

ahnlich wie die Cacteen. Iſt die Mun— 

dung ABCD, Fig. 776, rectangulär, 

fo bildet in kleinerer Entfernung von 

der Mündung der Duerfchnitt zwar eben» 

falls ein Kreuz oder einen Stern, allein 


5.49. 


g. 435. 
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in größerer Entfernung nimmt berfelbe wieder mehr die Geftalt eines 
verwendeten Rechtecks EF' an. 

Den Ausfluß bei den verjchiedenartigften Mundungen hat Bidone beob- 
achtet; genaue Strahlenmefjungen bei quadratifchen Mundungen find aber 
nur von Boncelet und Les bros angeftellt worben (f. Allgemeine Maſchinen⸗ 
encyflopädie, Artikel „Ausfluß“). Die legten Meflungen haben auf einen 
Meinen Contractionscoeffictenten 0,563 geführt.  Waflermefiungen beim 
Ausfluffe durch Heinere Mitndungen führen aber auf größere Contractiong- 
coefficienten, fie weifen fogar nad, daß diefelben bei langgezogenen Recht⸗ 
eden größer find als bei Rechtecken, die fich mehr den Dundraten nähern. 


Ausflusscoefficient. Wäre beim Ausfluffe des Waflers duch Mun⸗ 
dungen in ber dünnen Wand die effective Geſchwindigkeit gleich der theore- 
tifchen v = V2gh, fo hätte man die effective Ausflußmenge: 

Q=aF.v—=aFV2gh, 
weil & F den Querſchnitt des Strahles an der Stelle der größten Zufam- 
menziehung, wo ſich die Waflerelemente in parallelen Richtungen bewegen, 
bezeichnet. ‘Dies ift aber keineswegs ber Fall, es zeigt fich vielmehr in der 
Erfahrung, daß Q nod; kleiner ald & F V2gh ift, daß man alfo die theo⸗ 
retiiche Waffermenge FV29% durch einen Eoefficienten multipliciren muß, 
der Heiner als der Contractiondcoefficient ift, um die effective Ausflugmenge 
zu erhalten. Wir müffen daher annehmen, daß beim Ausfluffe durch eine 
Mündung in der dünnen Wand noch ein gewiſſer Geſchwindigkeitsverluſt 
eintrete, deshalb aud) einen Geſchwindigkeitscoefficienten ꝙ einführen und 
daher die effective Ausflußgeichwindigteit 
v=9v—=9V2gh 

fegen. Hiernach ift alfo bie effective Ausflußmenge: 

9 =F.u=eF.9v—=oapyFv—=oapFYV2gh. 
Nennen wir endlicd) noch das Berhältnig der effectiven Ausflugmenge Q, 
zum theoretifchen ober hypothetiſchen Ausflußguantum Q den Ausfluß- 
coefficienten und bezeichnen wir ihn in der Folge durch ge, fo Haben wir: 


9 =uQ=uFv—urFV2gh 





und daher: 
BZ=09, 
d. 5. der Ausflußcoefficient ift das Brobuct aus dem Contrac⸗ 
tions= und dem Geſchwindigkeitscoe fficienten. 
Bielfältige Beobachtungen, namentlich aber auch die Mefjungen des Ver⸗ 
faflers, Haben darauf geführt, daß der Ausflußcoefficient fir Mündungen in 
der dünnen Wand nicht conftant ift, daß er bei Heinen Mündungen und 
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feinen Ausflußgefchwindigfeiten größer ift, als bei großen Mündungen und 
bei großen Geſchwindigkeiten, daß er auch bei langen und ſchmalen Mün- 
dungen bedeutend größer ausfällt als bei Mündungen, die fich einer regel⸗ 
mäßigen Form oder dem Kreife nähern. ° 

Für quadratifhe Mundungen von 1 bis 9 Duadratzoll Inhalt bei 7 bis 
21 Fuß Druckhöhe ift, nad) den Berfuchen von Boffut und Michelotti, 
der mittlere Ausflußcoefficient a = 0,610, für freisförnige von 1/, bis 6 
Zoll Durchmeſſer bei 4 bis 21 Fuß Drudhöhe aber fällt derſelbe — 0,615 
oder ungefähr 8/,; aus. Die einzelnen Beobachtungswerthe von Bofjut und 
Michelotti weichen unter einander nicht unbedeutend ab, doc, läßt fich aus 
ihnen eine Abhängigfeit von der Größe der Mündung und der Größe ber 
Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Berjuchen des Verfaflers ift bei einem 
Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoefficient fiir eine freisrunde Mündung 


von 1 Gentimeter Durcchmeflr . . . u = 0,628 


2, n 2. m 062 
„3 , ö 2. = 0,614 
„4 ., n 22.0 = 0,607. 


Dagegen bei einem ‘Drude von !/,; Meter fir diefelbe Miindung 
von 1 Gentimeter Durdhmeflr . . . a = 0,637 


„2 5 n ... = 0,629 
„3, n ... = 0,622 
4 .. = 0,614. 


Dan fieht aus diefen "Berfucherefultaten deutlich, daß det Ausflurßcoefficient 
zunimmt, wenn die Mündungsgröße und die Drudhöhe abnehmen. 

Nehmen wir für ge den mittleren Werth 0,62 und & — 0,64 an, jo 
befommen wir den Gejdjwinbigkeitscoefficienten beim Ausfluffe durch Min 
dungen in der dünnen Wand: 


— — 
PP, m, 


alſo ziemlich fo groß wie beim Aueftuffe durch abgerundete oder conoidifche 
Mündungen. 


Anmertungen. ]) Bernie von Buff (fe Boggendorff’s Annalen, Bd. 
XLVI.) zeigen, daß die Ausflußcoefficienten bei Heinen Mündungen und Heinen 
Drudhöhen oder Gefchwindigkeiten bedeutend größer find als bei großen und mitt: 
leren DMündungen und Geſchwindigkeiten. Eine Mündung von 2,084 Xinien 
Durchmeſſer gab bei 11, Zoll Drud u = 0,692, bei 35 Zoll aber „ = 0,644; 
Dagegen eine Mündung von 4,848 Linien Weite bei 41/, Zoll Drud a = 0,682 
und bei 29 Zoll u = 0,653. Aehnliches hat auch der Berfafjer gefunden. 

2) Beim Ausfluffe unter Wafler fallen, nad den Verſuchen des Berfaflers, 
Die Ausflußcoefficienten nahe um 1Y, Brocent Heiner aus als beim Ausfluffe 
in die Luft. 
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Versuche. Es läßt fi der Ansflußcoefficient 1, welcher einer 
gewiſſen Ausflußmlndung entfpricht, finden, wern man das Waflerguantum 
V Tennt, welches in einer gewiſſen Zeit i bei einer befannten Drudhöhe h 
durch den befannten Duerfchnitt F der Miindung ausftrönt; es ift nämlid: 


V=urFV2gk.t, 


— — n 
Ft.V2gh 

Um aber die beiden Factoren defielben, nämlich den Contractiond- und 
den Gefchwindigfeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf e8 entweder noch einer 
Ausmeffung des Strahlenquerfchnittee FR, = &« F, oder einer Beſtimmung 
der Ausflußgefhwindigkeit y — pv—gYV2gh mittels der Sprungweite 
des Strahles. Beide Meſſungen laſſen fich jedoch nur bei biinnen Strahlen 
mit Freisförmigen Querfjchnitten erträglid) genau bewerkitelligen. 

Der kreisfürmige Querſchnitt Fy eines Strahles beftimmt fich fehr ficher 
mit Hülfe eines in Fig. 777 abgebildeten, aus einem Ringe und vier [pig 

Sig. 777. zulaufenden Schrauben A, B, C, D beftehendeu 

Apparate. Die Schrauben find nad dem Mittel 
punfte des Strahlenquerjchnittes gerichtet und werden 
fo geftelt, daß ihre Spigen die Oberfläche des 
Strahles berühren. Nach diefem wird der Ring von 
dem Sfrahle abgezogen und es werben die Abftände 
der gegenüberftehenden Schraubenfpigen von einander 
gemeſſen; zulegt wird das Mittel d, dieſer Abftände 
als Durchmeffer des Strahles angenommen. Iſt noch d der Durchmeſſer 
des Mündungsquerfchnittes, jo hat man nun: 


alfo umgekehrt, 


u = 





und dann: 
4 


Mißt man die Sprungweite BO — b eines aus dem Mundſtücke SA 
horizontal ausfliegenden Strahles A B, Fig. 778, welche einer gewifien Höhe 
AC= a zukommt, fo hat man nad) $. 38 die Ausflußgeſchwindigkeit: 

gb? 
vd, — Fri 
mddanınny, = pr — pV2gh ift, fo erhält man dann: 
r1 b 
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u 


und hieraus: & = — = 
oO . 


Var 


ah 
b 





Fig. 778. 





Die Beitimmung von v ift jedoch noch ficherer, wenn man ftatt a und b 
die horizontalen und verticalen Koordinaten dreier Punkte der parabolifchen 
Ure AB des Strahles’ ausmißt, weil dann auch die Are des Mundſtückes 
eine umbelannte Neigung gegen den Horizont haben kann. Am einfachſten 
geht man zu Werfe, wenn man eine horizontale Schnur DF über dem 
Strahle ausfpannt, von drei gleichweit von einander abftehenden Punkten 
D, E, F derfelben Rothe herabläßt, und an diefen die Abftände DG, EH 
und FK der Are des Strahles von DF abmikt. Iſt DF = 2 die hori- 
zontale Entfernung der äußerften Punkte von einander, find ferner die Berticals 
abſtände DG, EH mb FK =, s, und %, und nimmt man F ale 
Coordinatenanfangspunft an, jo hat man die Koordinaten fiir den Punkt H: 


s,=@L=DE=!1,DF=S und y =LU=EH—-Dd=a-—:; 


ferner die für den Punkt X: 


%S=GM=DF=zewwy=MK=FK—D6d=m — 2. 
Nach 8. 41 ift nun, wenn = den Neigungswintel der Strahlenare in 6 


bezeichnet: 


y =xlang.a + 
Ya — Xaltang.e + 
Yı —2 tang. a = 


Ya — Xatang.u —= 


2 
9% 
207 cos. 0? 

2 


_ I ober: 
202 cos. a?” 


2 
x 
— _ und: 
2v] 608.0? 
2 
I 
2 v cos. a? 


und aud): 


Es folgt durch Divifion, da x, = 2zı ift: 


Yı — tang.. 


Y — lang. 


1/,; hieraus aber kang. — 


4yı — Ya, 
x 
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Set man in eine der vorigen Formeln 1 + tang. «? ftatt 





cos. 03 ’ und 


führt man ftatt fang. @ den legten Ausdruck ein, fo erhält man für die in 
Trage ftehende Ausflußgeichwindigkeit die Formel: 


v - V_— gx? — | / (1 + tang. a’) gx? 
! 2(y — x tang.a) cos. 2 (29 — 4yı) 
-\8. + (y m) 


Y — 9-2 Yı 
Der Geſchwindigkeitscoefficient ift hiernach: 


gt -— yE ten m. 
v V29% 8h (ya — 2Yı) 


Beiſpiele. 1) Bei einem Strahle, welcher aus einem gut abgerundeten 
Mundftüde von 1 Eentimeter Weite ohne Contraction ausfloß, wurden folgende 
Meffungsreiultate gefunden : 

x —= 2,480 Meter, 
Yı = 25 — 5 = 0,367 — 0,1135 = 0,1535 Meter, 
— 2% — & = 0,669 — 0,1135 — 0,5555 
und die Drudböße h —= 3,359 Meter. Hiernach ift ber Geſchwindigkeits⸗ 
coefficient: 





2,489 + 0,059? — 6,1539 0.960 
8.3,359. 0,2485 072.0 vο. 


Da feine Eontraction ftattfand, fo it « — 1 und daher a = 9. Hiermit 
ftimmen die in der Anmerkung zu $. 432 mitgetheilten Meffungsreiultate ganz 
gut überein. 


2) Mefiungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, welcher durch eine 
1 Gentimeter weite freisrunde Mündung in der ebenen dünnen Wand floß, gaben 
bei der Drudhöhe A — 3,396 Meter Folgendes: 

xz —= 270 Meter, 
Y=ı— = 02465 — 0,1115 = 0,1360 Meter und 
Y=2%— 3 = 0,66% — 0,1115 = 0,5505 Meter. 

Es folgt hieraus: 


-] / 2,70% + 0,012 -] TR _ 
9 Y 3.3,39 . 0,2805 57168.02006 — 8. 

Aus der gemefienen Ausflußmenge berechnete fi aber u = 0,617, daher ifl 
der Eontractionscoefficient « = = 0,631, womit auch die Strahlenquerfänitts- 


mefjungen gut übereinftimmen. 


Rectanguläre Seitenöffnungen. Die genaueften Berfuche über ben 
Ausflug durch größere rectanguläre Seitenmünbungen find in Meg von 
Poncelet und Lesbros angeftellt worden. Die Weiten diefer Mündungen 
waren 0,2 und in einigen fällen 0,6 Meter und die Höhen berjelben ſehr 
verfchieden, nämlich 0,01 bis 0,2 Meter. Um eine vollftändige Contraction 
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herbeizuführen, wurden zur Herftellung diefer Mindungen 4 Millimeter 
die Meſſingbleche verwendet. Aus den Ergebniffen diefer Verſuche haben 
diefe Erperimentatoren vermittelft Interpolation die am Ende des Para- 
graphen folgenden Tabellen für die Ansflußcoefficienten gefunden, die mar 
zur Berechnung der Ausflußmenge benugen kann. 

Iſt d die Breite der Ausflußöffnung XL, Fig. 779, und find A, und A, 
die Waflerftände EG und EL über der unterften und iiber der oberften hori— 
zontalen Kante der Mündung, jo hat man nad) $. 428 die Ausflußmenge: 


= 10 V20 (M* m). 
Führt man aber die Deffmungsföfe 6GL=a=h—h um bie 
mittlere Druchöhe EU=h— h + pn ein, fo hat man annähernd: 


a: 
= (1 _ a V2gh 
und daher die effective Ausflußmenge: 
A=r0=(1- ur uabV2gh. 


Big. 779. Segt man noch 


ar 
(1 am) 
fo erhält man einfad): 
= mabV2gn, 
und um mit diefer einfachen oder ge- 
wöhnlichen Ausflußformel rechnen zu 
tönnen, find in den folgenden Tabellen 
nicht erft die Werthe für w, fondern bie 
für 1, angegeben. 
Da das Wafler in der Nähe der 
Deffnung in Bewegung ift, fo fteht es 
unmittelbar vor der Oeffnung tiefer als 
in größerer Entfernung von der Wand, 
in welcher ſich die Mündung befindet; es find deshalb auch zwei Tabellen 
zufammengeftellt worden, die eine für die in größerer Entfernung von der 
Mündung und die andere für die unmittelbar an ber Miündungswand 
gemeffenen Drudhöhen. Man erfieht übrigens aus beiden Tabellen, daß, 
wenn aud) mit einigen Schwankungen, die Ausflußcoefficienten wachen, 
wenn die Deffnung niedriger und die Druckhöhe Heiner wird. 
Haben die Mindungen andere Breiten, fo bleibt, fo lange man feine 
anderen Verſuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, als die Coefficienten 
BWeisban’s Lehrbud) der Mebanit. L 62 
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diefer Tabellen ebenfalls anzumenden, um die Ausflugmenge zu berechnen. 
Daß man hierbei nicht auf große Differenzen ftößt, geht aus der Bergleichung 
der Coefficienten für die Mündungen 0,6 Meter mit denen für die Mün- 
dungen 0,2 Meter Breite, bei gleicher Drudhöhe u. |. w. hervor. Sind 
ferner die Oeffnungen nidjt rectangulär, jo beftimme man ihre mittlere 
Breite und mittlere Höhe und führe die diefen Dimenfionen entjprechenden 
Coefficienten in der Rechnung ein. Endlich ift e8 immer vorzuziehen, die 
Drudhöhe in einer größeren Entfernung vor der Mitndungswand zu mefjen 
und bie erfte Tabelle anzuwenden, da unmittelbar an der Mündung ber 
Waſſerſpiegel gekrümmt und weniger ruhig ift als mehr oberhalb der Mündung 
Beifpiele. 1) Welche Wafjermenge fließt dur) eine rectanguläre Oeffnung 
von 2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn der Wafjerfpiegel 11, Meter 
über der oberen Kante fteht? Hier ift: 
b=-023 a=0,l,h= ae ni gen Zn BR —= 155 Meter, 


daher die theoretiihe Ausflußmenge : 
Q = 0.1.02 V2g9 V1,55 = 0,02.4,429.1,245 — 0,1108 Eubitmeter. 
\ Nun giebt aber die Tabelle I fra = 0lun y=15 u, = 061l, 
daher ift die effective Ausflußmenge: 
Q, = 0,611 . 0,1108 = 0,0674 Eubilmeter. 
2) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und der Waflerftand A, — 0.045 


Meter beträgt, fo ift 
Q = 0,25.0,15.4,429. V 0,12 = 0,166. 0,3464 —= 0,0575 Gubitmeter 


Der Höhe 0,15 entjpridt für A, = 0,04 der Mittelmerth: 


= 0,582 F 0,603 — 0,5925 
und für A, = 0,05: 
du = vn 8 — 0,595; 


da nun aber Ag — 0,045 gegeben ift, jo fegen wir das neue Mittel 


0,5925 T 0,5950 — 0,594 
als Ausflußcoefficient ein und erhalten jo die geſuchte Waflermenge: 
Q, = 0,594.0,0575 = 0,08415 Eubilmeter. 


Anmerlung. Die Ausflußeoefficienten ändern fich nicht wejentlic, wenn man 
bei einer rectangulären Mündung die Breite mit der Höhe derjelben verwechjelt, 
wie aus folgenden Verſuchen des Herrn Les bros (}. deſſen Experiences hydrau- 
liques, Paris 1851) hervorgeht. 

Eine Mündung von 0,60 Meter Breite und 0,02 Meter Höhe gab für die 
Drudhöhe k = 0,30 bis 1,50 Meter: 

4, = u = 0,635 biß 0,622 
und dagegen, wenn man die Breite 0,60 Meter zur Höhe und die Höhe 0,02 Meter 
zur Breite made: 

4, = 0,610 biß 0,626, und 

u = 0,638 bis 0,627. 
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Tabelle I 
Die Ausflußcoefficienten (z,) für den Ausflug des Waflers durch rectanguläre 
Mündungen in einer dünnen verticalen Wand, nad) Boncelet und Lesbros. 
(Die Drudhöhen find oberhalb der Mündung an einer Stelle gemefien, wo das 


aſſer als ftillftehend angejehen werden kann. — Die Zahlenmerthe unterhalb 
der Sterne (*) find nur dur Snterpolation beftimmt worden.) 


















Drudhöhe oder ' 2 
„Alan de Mündungshöhen a in Metern. 
aſſerſpiegels 
von der oberen Mundungs⸗ 
Seite der Mündungsbreite db = 0,2 Meter. breite 
Mündung, b =0,6 Meter. 
in Metern 
hy. 0,05 | 0,08 | 0,02 | 0,01 | 0,20 | 0,02 
0,000 — — — — — — — — 
0,005 — — — — — 107061 — — 
0,010 — — | 0,607 | 0,630 | 0,660 0011 — 10,644 
0,015 — 10,93 | 0,612 | 0,632 | 0,660 |0,697 | — 10,64 
0,020 0,572 | 0,596 | 0,615 | 0,63+ | 0,659 | 0,694 — 0,643 
0,030 0,578 | 0,600 | 0,620 | 0,638 | 0,659 | 0,688 | 0,593 | 0,642 
0,040 0,582 | 0,608 | 0,623 | 0,640 | 0,658 | 0,683 | 0,595 | 0,642 
0,050 0,585 | 0,605 | 0,625 | 0,610 | 0,658 | 0,679 | 0,597 | 0,641 
0,060 0,587 | 0,607 | 0,627 | 0,640 | 0,677 | 0,676 | 0,599 | 0,611 
0,070 0,588 | 0,609 | 0,628 | 0,639 | 0,656 | 0,673 | 0,600 | 0,610 
0,080 0,589 | 0,610 | 0,629 | 0,633 | 0,656 | 0,670 | 0,601 | 0,640 
. 0,090 0,591 | 0,610 | 0,629 | 0,637 | 0,655 | 0,668 | 0,601 | 0,639 
0,100 0,592 | 0,611 | 0,630 | 0,637 | 0,654 | 0,666 | 0,602 | 0,639 
0,120 0,593 | 0,612 | 0,630 | 0,636 | 0,653 | 0,663 | 0,603 | 0,638 
0,140 0,595 | 0,613 | 0,630 | 0,635 | 0,651 | 0,660 | 0,603 | 0,637 
0,160 0,596 | 0,614 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,658 | 0,604 | 0,637 
0,180 0,597 | 0,615 | 0,630 | 0,634 | 0,649 | 0,657 | 0,605 | 0,636 
0,200 0,528 | 0,615 | 0,630 | 0,633 | 0,648 | 0,655 | 0,605 | 0,635 
0,250 0,599 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 | 0,606 | 0,634 
0,300 0,600 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,650 | 0,6 7 | 0,633 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,628 | 0,631 | 0,642 | 0,647 | 0,607 | 0,631 
0,500 0,608 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,64 | 0,644 | 0,607 | 0,630 
0,600 0,64 | 0,617 | 0,627 | 0.630 | 0,638 | 0,642 | 0,607 | 0,629 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 | 0,67 | 0,623 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,687 | 0,606 | 0,628 
0,910 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,685 | 0,606 | 0,627 
1,000 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,633 | 0,632 | 0,605 | 0,626 
1,100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 | 0,604 | 0,626 
1,200 0,604 | n,614 | 0,624 | 0,626 | 0.628 | 0,626 | 0,604 | 0,625 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 ' 0,624 ! 0,625 | 0,622 | 0,603 | 0,624 
1,400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 | 0,603 | 0,624 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620*, 0,619*| 0,615*| 0,602 | 0,623 
1,600 1 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 0,502*. 0,023 
1,700 0,602*| 0,610*| 0,617 | 0,616 0,615 | 0,612 | 0,602 0,622 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 , 0,614 | 0,612 | 0,602 | 0,621* 
1,900 0,601 | 0,603 | 0,614 | 0,613 : 0,612 0,611 | 0,602 | 0,621 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,613 | 0,612 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0,620 


8,000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,6 8 0,610 | 0,609 | 0,601 | 0,616 


Unmertung. Tabellen diejer Art für daS preuß. Fußmaß theilt der „Ange: 
nieur” Seite 482 mit. 


62” 
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Tabelle I. 


Die Ausflußeoefficienten (u,) für den Ausflug des Waſſers durch rectanguläre 
Mündungen in einer verticalen dünnen Wand, nah Poncelet und Lesbros. 


(Die Drudhöhen find unmittelbar an der Mündung gemefjen. — Die Werthe 
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unterhalb der Sterne (*) find nur durch Interpolation beftimmt worden.) 





Drudhöhe oder 








ae bei 
aflerjpiegels r g 
von der oberen Mündungs- 
Seite der Miündungsbreite 5b = 0,2 Meter. weite 
Mündung, db —= 0,6 Retır. 
in Metern n 
ho. 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,209 
0,766 | 0,783 | 0,795 0,586 
0,725*| 0,750*| 0,775* 0,587 
0,687 | 0,720 | 0,762 0,589 
0,674 | 0,707 | 0,745 0,590 
0,668 | 6,697 | 0,729 0,591 
0,659 | 0,685 | 0,708 0,592 
0,654 | 0,678 | 0,605 0,594* 
0,651 | 0,572 | 0,686 0,595 
0,647 | 0,668 | 0,681 0,596 
0,645 | 0,665 | 0,5477 0,597 
0,643 | 0,662 | 0,675 0,598 
0,641 | 0,659 | 0,672 0,599 
0,640 | 0,657 | 0,669 0,600 
0,637 | 0,655 | 0,665 0,601 
0,636 | 0,653 | 0,661 0,602 
0,635 | 0,651 | 0,659 0,002 
0,634 | 0,650 | 0,657 0,603 
0,633 | 0,649 | 0,656 0,603 
0,632 | 0,646 | 0,653 0,604 
0,632 | 0,644 | 0,651 0,605 
0,631 | 0,642 | 0,647 0,606 
0,630 | 0,640 | 0,645 0,607 
0,630 | 0,638 | 0,613 0,607 
0,629 | 0,637 | 0,640 0,607 
0,629 | 0,636 | 0,637 0,607 
0,623 | 0,634 | 0,635 0,607 
0,628 | 0,633 | 0,632 0,606 
0,627 | 0,631 | 0,629 0,606 
0,626 | 0,628 | 0,626 0,605 
0,624 | 0,625 | 0,622 0,604 
1,400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 0,6083 
1,500 0,602 |0,611 | 0,620 | 0,620*| 0,619*] 0,615* 0,603 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 0,602 
1,700 0,602* | 0.610*| 0,617 | 0,616 | 0,615 | 0,612 0,602 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 | 0,614 | 0,612 0,602 
1,900 0,601 | 0,608 | 0,614 | 0,613 | 0,613 | 0,611 0,602 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,614 | 0,612 | 0,612 | 0,611 0,602 
8,000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,608 | 0,610 | 0,609 0,601 





Mündungshöhen a in Metern. 
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Ueberfälle. Fließt das Waller durch Heberfälle oder Einfchnitte in 8. 138. 


einer dünnen Wand, wie 3.2. FB, Fig. 780, fo erleidet der Strahl an 
Sig. 780. drei Seiten eine Gontraction, wo⸗ 
durch ebenfalls eine Berminderung 
der Ausflußmenge herbeigeführt wird. 
Es iſt daher das Ausflußguantum 
für diefe Mündungen: 
)ı = 2/ubh V2gh 
zu feßen. Hier iſt aber die Drud- 
höhe EH = h oder der Wajlerftand 
liber der Weberfallsfchwelle Fnict unmittelbar an der Schwelle, fondern 
mindeftend 1 Meter vor der Wand, in welcher fich die Mündung befindet, 
zu meflen, weil der Wafferfpiegel vor der Mündung eine Senkung erleidet, 
die nach der Mitndung zu größer. und größer wird und in der Mündungs- 
“ebene felbft eine Größe GR von 0,1 bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, 
fo daß die Die FG des Waſſerſtrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 
der Drudhöhe oder des Waflerftandes beträgt. 

Ueber den Ausfluß des Waſſers durd) Heberfällle in dünnen Wänden 
find von Vielen Verfuche angeftelt worden, und es bieten deren Refultate 
eine große Mannigfaltigfeit, aber nicht überall die gewünfchte Ueberein- 
ſtimmung dar. Die Ergebnifle der Verſuche von Poncelet und Lesbros 
an Ueberfällen von 2 und 6 Decimeter Breite enthalten folgende Tabellen. 





1. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfäle von 0,2 Meter Breite, 


nad) Poncelet und Lesbros. 
0,10 | 0,15 | 0,20 0,22 


0,390|0,385 















Drudhöße % | 901 


in Metern. 0,02 | 0,03 


0,04 | 0,06 Ä 0,08 




















Ausfluß- 
coefficient 
u = hu. 


0,424 |0,417 |0,412 | 0,407 |0,401 |0,397 | 0,395 |0,393 

















2. Tabelle der Ausflußcoefficienten flir Ueberfälle von 0,6 Meter Breite. 


0,12 | 0,15 | 0,20 | 0,50 | 0,40 | 0,50 


0,60 






_ Drudhöhe n 
in Metern. 









0,06 | 0,08 | 0,10 












Ausfluß⸗ 
coefficient 
u = "au. 





0,412 |0,409| 0,406 0,403 _0,400|0,395|0,391| 0,391 |0,391 |0,390 
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Dei ungefähren Beftimmungen kann man hiernadh u, — 0,4 fegen. Ber: 
ſuche an Ueberfällen mit größeren Breiten gaben Eytelwein im Mittel 
bu = ?zu — 0,42 und Bidone u = % . 0,62 = 0,41 u. ſ. m. 
Die ausgedehnteften Verfuche find von d'Aubuiſſon und Caſtel aufgeführt 
worden. Aus ihnen folgert d'Aubuiſſon, daß. für Ueberfälle, deren Breite 
nicht mehr als den dritten Theil der Breite des Canales oder ber Wand 
beträgt, worin fi) der Ueberfall befindet, u im Mittel 0,60, alſo 
2/;u — 0,40 zu ſetzen fei, daß dagegen für Ueberfälle, welche über bie 
ganze Wand weggehen, oder mit dem Canale einerleiBreite haben, u — 0,665 
alfo u, = 0,444 angenommen werben müffe, daß endlich bei anderen Ber: 
hältniffen zwifchen der Ueberfall- und Canalbreite die Ausflußcoefficienten 
ſehr verfchieden, und zwar zwiichen 0,58 und 0,66 liegend, ausfallen. ‘Die 
1853 und 1854 in Hanswyk an Ueberfällen von 3 bis 6 Meter Breite 
und 0,1 bis 1,0 Meter Drucdhöhe angeftellten Berfuche gaben u — 0,64 
bis 0,65, alſo 2’, u = 0,427 bis 0,433. ©. die Zeitichrift des Ardit.- 
und Ingen. » Vereins für Hannover 1857. Die vom Berfaffer angeftellten 
Unterfuchungen über den Ausflug des Waſſers durch Ueberfälle bringen 


weiter unten ($. 444) die Veränderlichkeit diefer Ausflußcoefficienten auf 
Geſetze zurüd. 


Beilpiele. 1) Ein Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Meter Wajler: 
fand oder Drudhöhe giebt in der Secunde die Wafjermenge: 


Q = 0,393.bh V2gh = 0,893. 4,429 . 0,25. (0,15)% = 0,435 . 0,0581 
— 0,0253 Eubilmeter. 


2) Welche Breite hat man einem Ueberfalle zu geben, der bei einem Waſſer⸗ 
ftande von 0,2 Meter pro Secunde 0,25 Eubilmeter Waffer durchlaflen jo? 
Es ift: 
— Q _ 0,25 — 
= u V2ghe 04.4429 Vo ⏑—— 1,88 Meter.- 
Nimmt man nah Eytelmwein u, — 0,42 an, jo folgt: 
b= — — 1,50 Meter. 
0,42.4,429 V0,28 
Maximum und Minimum der Contraction. Bei dem Ausflufie 
des Waſſers durch Mündungen in einer ebenen Wand fteht die Are des 
Strahles rechtwinkelig auf der Wandfläche, und es ijt deshalb die Größe der 
Contraction eine mittlere; bildet aber die Are der Mündung oder des Strahles 
einen fpigen Winkel mit dem die Mündung enthaltenden Theile der Wand, 
fo fällt die Contraction Meiner aus, und ift der Winkel zwiſchen diejer 
Are und den inneren Randflächen der Deffnung ein ftumpfer, jo ftellt 
ſich eine nod) größere Contraction heraus. Den einen Fall repräfentirt 
Fig. 781, und den anderen Fig. 782. Jedenfalls hat diefe Verſchiedenheit 
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der Eontractton darin ihren Grund, daß dort bie von den Seiten zufließgenden 
Wafferelemente weniger, hier aber mehr von ihrer Richtung abgelenkt werden, 
wenn fie duch die Mündung gehen und zu einem Strahle ſich vereinigen. 

Die Contraction ift ein Minimum, d. h. Null, wenn durch allmälige 
Zufammenziehung der die Mündung umfafjenden Wand das Zufliegen von 
der Seite ganz verhindert wird, unddagegen ein Marimum, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, fo daf gewille Waflerelemente 
fi um 180° wenden müffen, um in die Mindung zu gelangen. Beide 

Big. 781. Big. 782. Big. 783. Big. 784. 
* B A B A B 





Fälle find in den Figuren 733 und 784 abgebildet. Im dem erften Falle 
ift der Ausflußcoefficient beinahe 1, nämlich 0,96 bis 0,98, und im zweiten 
hat er ſich bei den Meffungen von Borda, Bidone und von bem Verfaffer 
im Mittel — 0,53 herausgeftellt. 

In der Pragis kommen, durch convergente Wände Herbeigeführt, Berän- 
derungen ber Ausflußcoefficienten fehr oft vor, namentlich tritt der Fall bei 
Schügen ein, wenn dieſe gegen ben Horizont geneigt find, wie 3. B. Fig. 785 
vor Augen führt. Poncelet fand fiir eine derartige Schugöffnung den Aus» 
flußcoefficienten x = 0,80, wenn das Schugbret unter 450 geneigt war, 

Fig. 786. Big. 786. 





D ẽ D 

und dagegen g nur = 0,74 bei einer Neigung von 631/; Grad, d. h. bei 
einer Boſchung von 1/;. ir derartige Ueberfälle, Fig.'786, wo ebenfalls 
wie bei der Poncelet'ſchen Schüge nur an einer Seite Contraction eins 
tritt, fand ber Berfaffer u —= 0,70, alfo in = %/, u — 0,467 bei einer 
Neigung von 45°; und u = 0,67, alfo u, — 0,447, bei einer Neigung 
von 631/, Grad. 


8.440. 
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Nach M. Boileau (f. defien Traité de la mesure des, eaux courants) 
läßt fi) fir einen Ueberſall, welcher aufwärts und zwar fo geneigt ift, daß 
das Berhältniß feiner Berticalprojection zur Horiontalprojection 3, aljo 
der Neigungswinkel 711/, Grab beträgt, der Ausflufcoefficient — 0,973mal 
dem Ausflußcoefficienten für einen ſenkrechten Ueberfall fegen. ferner filgert 
Boileau aus feinen Verſuchen für fenkrechte, gegen den Strom ſchräg ge: 
ftelite Ucberfälle, daß bei der Schräge von 45 Grab der Ausflußcoefficient 
0,942, und bei der von 65 Grad gar nur 0,911 von dem Werthe des 
Ausflußcoefficienten des normalen Ueberfalles zu fegen ift, wobei natürlid) 
die Länge der ganzen Ueberfallfante als Dründungslänge angefehen wird. 

Beifpiel. Wenn das unter dem Winkel von 50 Grad geneigte Schugbrett, 
weldje quer über ein 0,75 Meter breites Gerinne weggeht, um 0,15 Meter ge: 
gogen wird, und ſich hierauf der Waflerjpiegel um 1,2 Meter über den Gerinn- 
boden ſtellt, jo läßt ſich die (vertical gemefjene) Oeffnungshöhe: 

a= 0,5. sin. 50° — 0,115 Meter, 
und die mittlere Drudhöhe: 

h=12— Y . 0115 = 1,1425 Meter 
ſetzen. 

Nimmt man den Ausflußcoefficienten u — 0,73 an, fo folgt die Ausflußmenge 
in einer Secunde: 

Q = 0/78 .0,75 . 0,115 „4,429 VT,1925 — 0,318 Gubitmeter. 


Contractionsscale. Die Contraction eines Wafferftrahles ift um 
fo größer, je mehr bie Richtung des von der Seite zuftrömenden 
Waffers von der Bewegungsrichtung des Strahles abweicht. Bei 
dem Ausfluffe dur) die Mundung C, Fig. 787, in der ebenen dünnen 
Wand beträgt der Winkel 5, um melden die Bewegungsrichtung der von 

Big. 787. 


der Seite zuftrömenden Wafferelemente von der Agen- oder Bewegungsrichtung 
des Strahles abweicht, den Rechtwintel (3): bei der Mündung A, welche 


von einer binnen Röhrenwand gebildet wird, mißt diefer Winkel d, 2 Rechte 
(); bei dem Ausfluffe durch ein coniſch divergentes Mundftüd B ift d zwi⸗ 
fchen 1/, ze und x, ferner bei dem Ausfluffe durch ein coniſch convergentes Anſatz ⸗ 
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ſtück D ift d zwifchen O und 5 und bei dem cylindriſchen Mundftüde E 


mit innerer Abrundung ift er — O Grad zu fegen. 

Um das Gefeg kennen zu lernen, nach weldem die Contraction mit dem 
Dinkel 5 abnimmt, hat der Verfafler an einer größeren Anzahl von Mund- 
ftiiden von 2 Centimeter Mündungsweite unter vericjiedenem Drucke (von 
1 bi 10 Fuß) eine ganze Reihe von Verſuchen angeftellt und die Ergebniſſe 
derfelben in folgender Tabelle zufammengeftellt: 


1571/40| 1350 |1121,0| 900 |671/,0| 450 Ja21,0|11y,0| 53,0 | 0“ 














d 1m 




















0,632 | 0,966 


| 

Diefe Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (u) an, welche 
den verfchiedenen Abweichungswinkeln 6 zukommen; die Contractionscoeffi- 
cienten find noch ein bis zwei Procent größer, da bei jedem Ausfluſſe auch 
ein Heiner Verluſt an Geichwindigfeit eintritt. Um bet dem intritte bes 
Maflers in die Anfagftiide D und E feinen Verluſt an lebendiger Kraft 
zu erleiden, wurden diefe Stüde bei der Einmündung abgerundet. Die 
Keibung, welche das Waſſer bei der Bewegung an den Wänden diefer Mund- 
ſtücke zu überwinden hat, wird im folgenden Capitel beftimmt werden. 


0,577| 0,606 0,684 |n,753| 0,882) 0,924 |0,949 





0,541 | 0,546 























u 





Anmerkung. Nah den Berehnungen des Herrn Prof. Zeuner (f. „Eivil- 

ingenieur”, Band II, Seite 55) läßt fi, den angegebenen Berjuchen zufolge, 
By Hı,n (1 + 0,33214 (cos. d)® + 0,16672 (cos. d)*) 

jegen, wenn a, ,„, den Ausflußcoefficienten für die Mündung in der dünnen ebenen 
Wand bezeichnet, wo die größte Ablenkung der Waflerfäden beim Ausfluſſe 
Yr 900 ift, und dagegen „4 den Ausflußcoefficienten für eine Mündung in 
der conifhen dünnen Wand ausdrüdt, wo die größte Ablenkung der Waflerfäden 
beim Eintritt in die Mündung = d iſt. 


Partielle Contraction. Wir haben feither nur den Tal fennen $. All 
gelernt, wo das Waſſer von allen Seiten her der Deffnung zufließt und 
einen ringsherum contrahirten Strahl bildet, und müflen nun nod) die Fälle 
in Unterfuchung ziehen, wenn das Waſſer nur von einer oder einigen Seiten 
ber gegen die Deffnung ſtrömt umd deshalb einen nur theilweije contrahirten 
Strahl hervorbringt. Um dieſe Contractionsverhältniffe von einander zu 
unterfcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen Seiten 
eontrahirt, die vollftändige, und den Fall, wenn der Strahl nur auf einen 
Theil feines Umfanges zufammengezogen ift, die unvollftändige oder par- 
tielle Contraction nennen. Die unvollftändige Contraction wird herbei- 
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geführt, wenn eine Mündung in der ebenen dünnen Wand durch andere 
Wände in der Richtung des Strahles auf einer oder mehreren Seiten ein« 
gefaßt ift. Yu Fig. 788 find vier gleich große Miündungen a, b, c, d im 
Boden 40 eines Gefüßes abgebildet. Die Contraction beim Ausflufie 
durch die Mündung a in der Mitte des Boden it vollftändig, weil bei ihr 
das Waffer von allen Eeiten zuftrömen ann; die Contraction beim Aus- 
fluffe durch d, e und @ ift aber unvollftändig, weil bei diefen das Waffer nur 
von drei, zwei ober einer Seite zuftrömen kann. Ebenſo ift, wenn eine 
vectanguläre Seitenöffnung bis zum Boden des Gefüßes geht, die Contraction 
partiell, weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfällt; wenn ferner 
die Schugöffnung bis zum Boden und bis an die Seitenwände des Gerinnes 
reicht, fo bleibt nur nod) an einer Seite Contraction übrig. 
Die partielle Contraction macht fi auf zweierlei Weife bemerklich. 
Erſtens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
ſie einen ftärkeren Ausfluß. 
Fig. 788. Big. 789. 





Reicht z. B. die Seitenbffnung F, Fig. 789, bis an den Boten CD, 
fo daß dafelbft eine ontraction nicht eintreten Tann, fo weicht die Are FG 
des Strahfes um einen Winfel HF von ungefähr 9 Grab von der Nor 
malen FH der Mündungsebene ab. Biel größer ftellt ſich aber noch die 
Schiefe des Strahles heraus, wenn zwei benachbarte Seiten der Mündung 
eingefaßt find. Iſt die Mündung an zwei gegenüber liegenden Seiten ein- 
gefaßt, umd die Contraction an denfelben aufgehoben, fo tritt naturlich eine 
folche Abweichung nicht ein, wohl aber nimmt der Strahl auf den nicht eins 
gefaßten Seiten in einiger Entfernung außerhalb der Mündung nod; mehr 
Ausbreitung an, als wenn diefe Einfaffung nicht vorhanden wäre. Wenn 
aud) durd) die partielle Contraction eine größere Ausflugmenge erzielt wird, 
fo muß man fie doc) in der Regel zu vermeiden fuchen, weil durch fie der 
Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Verſuche über den Ausflug des Waſſers bei partielle Gontraction find 
von Bidone und von dem Verfaſſer angeftellt worden. Sie haben gezeigt, 
daß die Ausflußcoefficienten mit dem Verhältniſſe des eingefaßten Theile 
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zum ganzen Umfange faft gleichmäßig zunehmen; doch ift leicht zu ermeflen, 
daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn ber Umfang beinahe oder ganz 
eingefaßt und die Contraction beinahe oder ganz aufgehoben ift. Segen wir 
das Berhältnig der Einfaffung zum ganzen Umfange = n, und verftehen 
wir unter x eine Erfahrungszahl, jo können wir, wenn auch nur annähernd, 
das Verhältniß des entiprechenden Ausflußcoefficienten u, der partiellen 
Contraction zum Auäflußcoefficienten u, bei vollftändiger Contraction: 
5 —=1+ %n, und folglid u. = (1 + xn) uso ſetzen. 
0 

Die Berfuche Bidone's geben für Heine kreisfförmige Miündungen 
x — 0,128 und fir quadratifhe « — 0,152; bie des Verfaſſers haben 
fr Heine rectanguläre Mündungen x — 0,134, fir größere (Poncelet= 
mündungen) bei 0,2 Meter Breite und O,1 Meter Höhe aber x = 0,157 
geliefert (ſ. die Zeitfchrift: „der Ingenieur“, Bd. 2). In der Anwendung 
kommen faft nur rectanguläre Mindungen mit Einfaflungen vor; wir werden 
für fie den mittleren Werth x — 0,155 annehmen und hiernad) 

u =(1 + 0155.n)W 

fegen. Bei einer rectangulären Seitenöffnung von der Höhe a und Breite 


b 
bitn—= Dar) wenn bie Contraction an einer Seite b wegfällt, 


wenn 3. DB. diefe Seite in der Ebene des Bodens liegt, ferner n = !' 
2atb 
2(a + b)’ 
wenn auf einer Seite b und auf beiden Seiten a die Contraction verhindert 
wird, wenn 3. B. die Mündung die ganze Breite des Reſervoirs einnimmt 
und bis zur Bodenebene reicht. 


Beilpiel. Weldes Waferquantum liefert eine 0,8 Meter breite, 0,2 Meter 
bobe verticale Schugöffnung bei einem Drude von 0,45 Meter über der oberen 
Mündungsfeite, wenn die Mündung bis zum Gerinnboden reicht und daher die 
Eontraction am Boden megfällt? | 

Die theoretiſche Ausflußmenge ift: 


Q = 02.08.4429 VO0,45 + 0,1 = 0,525 Eubifmeter. 
Nah der Poncelet'ſchen Tabelle ift bei vollftändiger Gontraction u = 0,607 
zu legen; nun bat man aber: 08 
n=508 00) 
daher ift für den vorliegenden Fall: 
An = (1 -+ 0,155 . 0,4) . 0,607 = 0,645 
und daß effective Ausflußquantum: 
Qı = 0,645 . 0,525 —= 0,339 Eubitmeter. 


wenn eine Seite a und eine Seite b eingefaßt find, und n — 


Unvollkommene Contraction. Die Contraction des Waflerftrahles $. 442. 
ift aud) nod) davon abhängig, ob das Waffer vor der Mündung ziem- 
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lich in Ruhe fteht, oder ob es mit einer gewiffen Geſchwindigkeit vor 
derjelben ankommt. Je ſchneller das Wafler der Ausflugöffnung zuftrömt, 
defto weniger ift der Strahl zufammengezogen, und befto größer fällt and) 
die Ausflugmenge aus. Die oben angegebenen umd unterfuchten Con— 
tractions- und Ausflußverhäftnifie beziehen fich nur’ auf den Fall, wenn fich 
die Mündung in einer großen Wand befindet, und daher angenommen 
werden Tann, daß das Wafler nur mit einer fehr Heinen Gefchwindigfeit der 
Mündung zufließt. Wir müffen nun aud) die Contractions- und Ausfluß- 
verhäftniffe kennen lernen, wenn der Mundungsquerſchnitt nicht viel Heiner 
ift als der Querſchnitt des zufliegenden Waſſers, und folglich das Waſſer 
ſchon mit einer beträchtlichen Gefdrindigfeit an der Mündung anfommt. 
Um diefe beiden Fälle von einander zu unterfcheiben, wollen wir die Con- 
traction bei ftilftehendem Oberwaffer die vollkommene und die bei bewegtem 
Oberwaſſer die unvollfommene Contraction nennen. Unvolltommen 
ft z. B. die Contraction beim Ausflug aus bem Gefäße AC, Fig. 790, 
Fig. 790. weil der Querfchnitt F der Mündung nicht viel 
Heiner ift al8 der Querſchnitt @ des anfommenden 
Waſſers oder der Inhalt der Wand CD, in welcher 
ſich diefe Mündung befindet. Hätte dagegen das 
Gefäß die Form AB C,D,, wäre alfo der Inhalt 
der Bodenfläcde C,D, viel größer al8 der Düne 
dungequerfchnitt F, fo würde der Aefluß mit 
vollkommener Contraction vor ſich gehen. Uebrigens 
unterſcheidet fid) der unvollkommen contrahirte 
Waſſerſtrahl nicht bloß durch feine größere Stärke, 
fondern auch dadurd) von dem vollfommen contrahirten Waſſerſtrahle, daß 
er nicht fo durchſichtig und kryſtallähnlich ift wie dieſer. 
Setzt man das Verhältniß wein | den Slächenräumen ber Mündung F 


und der Mundungswand G, atio # zZ =n, ben Ausflußcoefficienten bei 


vollfonmener Contraction — Up uns den bei unvollfommener Contraction 
= Hin, fo kann man mit großer enauigfeit, den vom Verfaſſer hierüber 
angeftellten Verſuchen und Rechnungen zufolge, fegen: 
1) für freisförmige Mündungen: 
Un = Wo [1 + 0,04564 (14,821" — 1)] und 
2) für rectanguläre Mündungen: 
Un = io [1 + 0,0760 (9 — 1)]*). 
Zur Erleichterung ber Rechnung in Fällen der Anwendung find die Cor- 





*) Berfuche über bie unvollfommene Gontraction des Waſſers u. |. w. Leipzig 1843. 
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vectionen — der Ausflußcoefficienten wegen Unvollkommenheit der 
0 


Contraction in folgenden Heinen Tabellen zufammengeftellt. 


Tabelle I. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für freisrunde Deffnungen. 





0,15 | 0,20 0,35 0,50 
































n | 0,05 | 0,10 0,35 | 0,30 0,40 | 0,45 
’ I 
—“ odo⸗ | 0,014 | 0,023 | 0,034 | 0,045 | 0,059 0078 0,092 Ä 0,112 | 0,184 
0 ! I 
— — — — — — 
n 0,55 0,60 | 068 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 ! 0,90 | 0,95 | 1,00 











0,260 0,303 | 0,351 0408 | 0,471 | 0,546 | 0,631 








—— | 0,161 0,189 0,293 
Mo | 


Tabelle II. 
Die Correctionen der Ausflugcoefficienten für rectanguläre Deffnungen. 

















| 
n | 005 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 050 
— | 0,009 ! 0,019 | 0,030 | 0,042 | 0,056 | 0,071 [0,8 0,107 |0,128 0.152 
v ı 
n 08 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 ooo | 0,95 11,00 
| 
Un — M , 


0,608 





0,416 | 0,473 [0,97 








0,319|0,866 





0,241 | 0,278 





0,178'0,208 
In diefen Tabellen ftehen oben verfchiedene Werthe von den Querſchnitts⸗ 


verhältniffen n = < und unmittelbar darunter die entfprechenden Zufäge 
der Ausflußcoefficienten wegen der Unvollfommenheit der Contraction. 3.2. 
für das Querſchnittsverhältniß » — 0,35, d. i. für den Yall, wenn der 
Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte der ganzen Mindungs- 
wand ift, hat man bei freisfürmigen Mündungen 


Un — fo __ 0,075, 
ko 


und bei rectangulären Münbungen — 0,088; es ift aljo der Ausflußcoef- 


8. 443. 
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ficient bei volllommener Contraction im erſten Falle um 76 Tauſendtel und 
im zweiten um 88 Tauſendtel größer zu machen, um den entſprechenden Aus⸗ 
flußcoefficicienten bei unvolltommener Contraction zu erhalten. Wäre der 
Ausflußcoefficient a, — 0,615, fo hätte man daher im erften Falle: 

ko, = 1,075 . 0,615 — 0,661, 
und im zweiten Falle: 

ko. = 1,088 . 0,615 — 0,669. 


Veifpiel. Welche Ausflußmenge giebt bie rectanguläre, 0,4 Meter breite. 
0.15 Meter hohe Seitenmündung F, wenn biejelbe in einer reciangulären Wand 
Big. m CD, Fig. 791, von 0,6 Meier Breite 
a und 0,3 Meter Höhe ausgeſchnitten ift, 
A B und die Drudjöhe EH = h im flil: 
ftehenden Wafler 0,6 Meter beträgt ? 

Die theoretijche Waffermenge ift: 

Q = 04.05.4429 V06 

= 0,206 Gubilmeter. 

Der Ausflußcoefficient bei volllom⸗ 
mener Contraction ift nach Poncelet: 


ko = 0,610, 
ferner das Querfnittsverhältniß: 
F _ 04.015 





"= 00.0898 


Hierfür folgt aus vorftehender br II.: 
7* =om+B (0,088 — 0,071) = 0,082, 
weßhalb der Ausflußcoefficient der unvolltommenen Gontraction im vorliegenden 
Falle Hoss = 1,082 . 0,610 = 0,860 zu fegen ift. 
Das effective Ausflußguantum ergiebt ſich demnach zu: 
Qı = 0,660 . 0,206 = 0,136 Eubitmeter. 


Ausfluss dem bewegten Wassers. Wir haben feither angenommen, 
daß die Druckhöhe im ftillftehenden Waffer gemefjen worden ift, und 
müffen num noch den Fall abhandeln, wenn nur der Waflerftand des beiveg- 
ten, der Mündung mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit zufliegenden Waſſers 
geineffen werden kann. Segen wir eine rectanguläre Seitenöffnung 
voraus, bezeid;nen wir deren Breite durch b und die Waſſerſtände in Hinficht 
auf die beiden horizontalen Kanten durd) AR, und Az, die der Geſchwindigkeit 
© des zufliegenden Waſſers entfpredjende Höhe aber durch %, fo haben wir 
die theoretiſche Ausflugmenge: 

Q= hdV29[lm + Br — (h + MN. 
Diefe Formel läßt ſich aber nicht unmittelbar anwenden zur Beſtimmung 
der Waffermenge, weil bie Gefärminbigtechtge . 
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wieder von Q abhängt, und die weitere Umformung auf eine complicirte 
höhere Gleichung führt; es ift daher weit einfacher, wenn nıan die effective 


Waſſermenge 
9 = mabV2gh 
jest, und unter a, nicht den bloßen Ausfluß-, jondern einen vorzüglich vom 
Duerfchnittsverhäftniffe abhängigen Coefficienten verfteht. Am häufigften 
fommt diefer Fall vor, wenn e8 darauf abgefehen ift, das in Gerinnen und 
Sanälen fliegende Waffer zu mefjen, weil e8 hier nur jelten möglich ift, das 
Fig. 792. Waſſer durch eine die Ausflugöffnung 
enthaltende Duerwand BC, Fig. 792, 
fo hoch aufzuftauen, daß die Mün⸗ 
dungsfläche F nur einen kleinen Theil 
ET von dem Querſchnitte des zufliegenden 
— S&KJæœ&  Wafferftromes ausmacht und baher 
REN die Gefchwindigfeit bes letzteren fehr 
Hein gegen die mittlere Geſchwindigkeit 
ausfällt. 
Aus den vom Berfafler hierliber angeftellten Verſuchen mit den Pon⸗ 
celet’jchen Mündungen, wobei die Drudhöhe ein Meter oberhalb der Miün- 
dungsebene gemeſſen wurde, hat fich ziemlich genau 





— 2 
Er — Et _ 0,841 5) — 0,641 .n? 
Ko F @ 
ergeben, wobei n —= G das Querſchnittsverhältniß, welches jedod) nicht viel 


über ?/, fein fol, ferner 1, den aus der Poncelet'ſchen Tabelle genom⸗ 
nıenen Ausflußcoefficienten bei vollfommener Contraction und u„ den der- 
ſelben Mündung im vorliegenden Falle entfprechenden Ausflußcoefficienten 
bezeichnet. Iſt b die Breite, a die Höhe der Mündung, b, die Breite und 
a, die Höhe des Waflerftromes und bezeichnet A die Höhe des Waflerfpiegels 
über der Mitte der Mundung, jo hat man hiernad) bie effective Ausfluß- 


menge: 
9% —=W.ab v + 0,641 (2)] V2gh. 
191 


Folgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Fällen der An⸗ 
wendung. 


0,10 | 015 





| 





0,05 






n 0,20 [05 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 

















0,079 | 0,103 | 0,130 0160 
Beijpiel. Um das dur ein 0,9 Meter breites Gerinne zugeführte Wafler- 


quantum zu finden, bat man eine Spundwand mit einer 0,6 Meter weiten und 


—— |0,002 | 0,006 0,068 
| 


Mo 





| 
0,014 | 0,026 | 0,040 
| 
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0,3 Meter hohen rectangulären Mündung eingejegt und dadurch das Waſſer jo 

aufgeftaut, daß es beim Eintritte des Beharrungszuftandes um eine Höhe von 

0,75 Meter über der Sohle und 0,5 Meter über der unteren Kante der Mündung 
‚ ftand. Wie viel Wafler ging dur das Gerinne? 

Die theoretiihe Waflermenge ift: 

Q=abYV2gh = 0,3.0,6.4,429V0,5 — 0,15 — 0,472 Eubilmeter. 

Der Ausflußcoefficient bei vollkommener Contraction läßt fi nad der Pon⸗ 

celet'ſchen Zabelle u, = 0,60 jegen, und da daS Querſchnittsverhältniß 
F 0,3 .06 
13* 09. 0,75 0,75 = 0,267 
ift, jo folgt der Ausflußcoefficient für den vorliegenden Fall: 
Kon = (1 + 0,641 . 0,2672) 0,60 — 1,046 . 0,60 — 0,628 
und das effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,628.0,472 = 0,296 Cubilmeter. 


\ 


g, 444. Die unvolllommene Contraction fonımt auch beim Ausflufje dur) Ueber⸗ 

fälle, wie ig. 793 vor, wenn der Uuerjchnitt F’ des über der Schwelle 
bei C wegfließenden Waflers ein an- 
jehnlicher Theil vom Querſchnitte & 
des zufließenden Waflers if. Die 
MIISS Ueberfälle können aber entweder nur 
i einen Theil der Breite des Reſervoirs 
oder Canales einnehmen, oder fie 
können über die ganze Breite bes 
Serinnes weggehen. In dem letzten 
Falle ift aud) die Contraction an den Seiten der Mündung Null, und es 
fließt alfo aus diefem Grunde mehr Waſſer dur), als bei den Meberfällen 
der erften Art. Auch fiber diefe Ausflußverhältniffe hat der Verfaſſer Ber- 
juche angeftellt, und aus den Ergebnifjen derjelben Formeln abgeleitet, wo⸗ 
durch fic mit ziemlicher Sicherheit mit Hitlfe des Querſchnittsverhältniſſes 


n= 2 der entfprechende Ausflußcoefficient berechnen läßt. 


It A die Drudhöhe ZH über der Ueberfallichwelle, a, die ganze Wafler- 
höhe, b die Breite des Ueberfalles und di die des zufließenden Waſſers, fo 
haben wir hier: 


Fig. 793. 
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F_n 
G — —— bi 
und 1) für die Poncelet'ſchen Ueberfälle: 
Ein — bo — F —_ 4 
= =ıme (3) — 1718 .n“, 
dagegen 2) für bie die ganze Gerinnbreite einnehmenden Ueberfälle: 


— — 0,041 + 0,3693 n°. 


n = 
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Es ift daher im erften Falle die Ausflußmenge: 
= hm.» |1 + vrıs (2) | V2oR 
und im zweiten Yalle: 
=. b [1,041 + 0,3693 (-)| V2gR, 


wo A den etwa 1 Meter vor dem Ueberfall gemeffenen Waflerflaon» 2.7 
über der Ueberfallichwelle F bezeichnet. 


In folgenden Tabellen find die Correctionen m für die einfachften 
0 
Werthe von 9 zufammengeftellt. 


Tabelle I. 
Correctionen ber Ausflußcoefficienten für die Boncelet’fchen Ueberfälle. 


n 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 


























An — Ho 0000 0000 0001 0,003 | 0,007 |0,014 |0,026 | 0,044 | 0,070 0,107 
Mo 


























Tabelle I. 
Eorrectionen für Meberfälle über die ganze Wand, oder ohne Seitencontraction. 


0,00 | 0,05 0,10 | 0,15 | 0,20 











0,25 | 0,30 





0,85 | 0,40 





0,45 | 0,50 


Un — Ho 
Ko 


Beilpiel. Um das in einem 1,5 Meter breiten Ganale fortgeführte Wafler- 
quantum zu beftimmen, bat man eine Spundwand mit einer nad) außen, abge: 
Ichrägten Kante eingezogen, und das Waſſer über dieſe megfließen lafjen. Nachdem 
das Steigen des Oberwaſſers aufgehört hatte, ergab ſich der Waflerftand über 
dem Gerinnboden 1,1 Meter und über der Schwelle 0,45 Meter; e8 war baber 
die theoretiihe Ausflußmenge: 

Q = %.1,5.44%9 .0,45”%° — 1,837 Eubitmeter. 
Der Ausflußcoefficient fält hier, da - = 2 = 0,409 ift, und nach 8.438, 
Tabelle 2, u, = % . 0,391 = 0,586 genommen werben kann, zu 
Kon = (1,041 + 0,3693 . 0,4098) . 0,586 — 1,103. 0,586 — 0,646 
aus, daher ift die effective Waflermenge: . 
Q, = 0,646.1,337 — 0,864 Eubilmeter. 
Weisbach's Lchrkud der Mechanik. I. 68 





0,045 0,086 0,183 





0,041 00% 








0,049 | 0,056 





0,064 | 0,074 





oꝛoo onie 
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Versuche von Lesbros. Eine große Anzahl von Berfuchen über den 
Ausflug des Waſſers dur rectanguläre Mündungen in der dünnen 
Wand mit verfchiedenartigen inneren und äußeren Emfaflungswänden (bei 
partieller und unvolllommener Contraction bes Wafferftrahles) find von dem 
Herrn Lesbros (ſ. deſſen Experiences hydrauliques sur les lois de l’öcon- 
lement de l’esu) ausgeführt worden. Wir theilen hiervon im Folgenden 
nur die Hauptrefultate der an einer rectangulären Mündung von 2 Deci- 
meter Weite angeftellten Verſuche mit. Die fo verfchieden eingefaßten 
Mündungen find in ber Fig. 794 durch bie Budjftaben A, B, C u. f. w. 
von einander unterjchteden, und zwar bezeichnet: 


Fig. 794, 





A eine gewöhnlihe Mündung ohne alle Einfafjung (wie in $. 437); 

B eine folhe Mündung innen an einer Seite mit einer verticalen Wand 
‚beffeidet, welche 2 Sentimeter von der einen Geitenfante der Mündung 
abfteht, und rechtwinkelig gegen die Mindungsebene gerichtet ift; 

C die erfte Mündung auf jeder Seite mit einer folhen Wand eingefaßt; 

Die Mündung A innen auf beiden Ceiten mit verticalen Wänden ein- 
gefaßt, “welche unter einem Winkel von 90 Grad gegen einander conver- 
giren und hierbei unter einem Winfel von 45 Grad, und zwar in dem 
Abftande — 2 Centimeter von den Seitenkanten der Mündung, an die 
Mundungsebene anftoßen; 

Edie Mündung A mit einer horizontalen Wand, welche quer über dem 
Ausflugrefervoir weggeht und genau bis an die untere Mündungskante 
reicht ; 

F die Mündung B, 

@G die Mündung C, und 

H die Mündung D mit einer horizontalen Wand wie in E, welche die 

>» Contraction an ber unteren Mündungsfante ganz aufhebt. 
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Zabelle der Ausflußcoefficienten für den freien Ausflug durch die 
Mündungen A, B, C u. ſ. w. 


— ———— 


Druckhöhe 


über der oberen 


Mün⸗ 
dungskante, 
oberhalb ‘der 
Mündungs- 

ebene 

gemeſſen. 


Meier. 
0,020 
0,050 
0,100 
0,200 
0,500 
1.000 
1,500 
2,000 
8,000 


Mündungshöhe. 


Meter. 


0,200 





Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 


A|B|I|C|D|E F lu 


0,572 
0,585 
0,592 
0,598 
0,603 
0,605 
0,602 
0,601 


0,601 


0,587 
0,593 
0,600 
0,606. 
0,610 
0,611 
0,611 
0,610 
0,609 





0,631 
0,631 
0,632 
0,631 
0,628 
0,627 
0,626 
0,624 


0,647 
0,646 
0,645 
0,642 
0,637 
0,635 
0,634 
0,634 
0,632 


0,589 
0,595 
0,601 
0,607 
0,611 
0,612 
0,611 
0,611 
0,610 


0,631 
0,632 
0,633 
0,633 
0,632 
0,627 
0,621 
0,615 
0,608 





0,599 
0,608 
0,615° 
0,621 
0,623 
0,624 
0,624 
0,619 
0,614 


0,622 
0,628 
0,633 
0,636 
0,637 
0,637 
0,636 
0,634 


0,663 
0,669 
0,674 
0,676 
0,676 
0,672 
0,670 
0,670 
0,669 


0,670 
0,668 
0,666 


0,665 
0,664 
0,662 


63* 


0,708 
0,680 
0,676 
0,672 
0,668 


-0,665 


0,690 
0,688 
0,687 
0,682 
0,680 
0,678 
0,674 
0,673 


0,636 
0,639 
0,643 
0,644 
0,642 
0,641 
0,640 
0,638 


0,678 
0,677 
0,677 
0,675 
0,671 
0,670 
0,670 
0,669 
0,668 
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Tabelle der Ausflußcoefficienten für den Ausflug durch die Mundungen 
4, B, Cu. f. w. mit äußeren Anfaggerinnen. 


Die Gerinne ſchloſſen ſich genau an die Mündungen an, die dadurch ihre 
Abſchrägungen an den Seiten und am Boden verloren. Sie waren ent- 
"weder horizontal und 3 Meter lang oder, und zwar bei den mit * bezeich- 
neten Verſuchen, um Yo ihrer nur 2,5 Meter betragenden Länge geneigt. 





evene gemenen. 
Mündungshöhe. 


se A|» e|eje|r|r|e|e 














0,020 (0,480 [0,489 [0,486 |0,.80\0,527) — | — | — | — lo,ass 
0,050 0,511 |0,517|0,531 |0,510|0,553|0,5090,546|0,528| — 0,520 
0,100 [0,542|0,545|0,563]0,538]0,574|0,534|0,569| 0,560 0,595|0,552 
0,200 0,574 0,578 0,591 |0,566|0,5920,562|0,589|0,589|0,617]0,582 
0,500. | 200) 0,599 0,602 0,621 |0,592|0,607 0,581 |0,608)0,591 |0,632)0,613 
1,000 0,601 /0,609|0,623]0,600|0,610 0,601 |0,615|0,601 |0,63810,623 
0,601 [0,810[0,627|0,602|0,610|0,604|0,617|0,604| 0,641]0,624 
0,601 |0,610[0,626|0.602|0,609|0,604|0,6170,604|0,642]0,624 
0,801 [0,609 0,624 |0,601 |0,608| 0,602] 0,616 0,602] 0,641)0,622 


2,000 


0,488| 0,555 |0,557 0,487 |0,585|0,483|0,579 
[0,577 [0,600 [0,603 0,571 [0,614|0,570 0,611 
0,624 [0,625|0,628|0,605|0,632|0,609|0,628 
0,631|0,633| 0,637 |0,617|0,645|0,623] 0,643 
‚0,625 0,630 |0,635 [0,626 |0,652|0,630 0,650 
[0,624 [0,627 |0,635 |0,628|0,651 |0,633|0,651 
0,619|0,622| 0,634 |0,627|0,650|0,632 0,651 
0,613|0,616|0,634|0,623|0,650|o,631 |0,651 
0,606 |0,609| 0,632 |0,618]0,643 0,628] 0,851 


0,020 
0,050 
0,100 
0,200 
0,500 
1,000 
1,500 
2,000 
3,000 


‚0,050. 
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Beifpiel. Welches Ausflukquantum giebt eine rectanguläre Mündung von 
2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn die untere Kante derjelben 
0,35 Meter unter dem Wafferjpiegel und mit dem Boden de Ausflußgefäßes 
in einerlei Höhe fteht, und zwar 1) beim freien Ausfluffe und 2) beim Ausflufie 
durch ein kurzes horizontales- Anfaggerinne? Man hat e8 hier mit der Mündung 
- E zu thun, wobei die Drudhöhe über der oberen Kante = 0,385 — 0,10 
— 0,25 Meter ift. Die Tabelle I. giebt für den Werth 0,20 Meter dieſer Höhe 
bei der Mündungshöhe —= 0,20 Meter, den Ausflußcoefficienten u = 0,621, 
und dagegen bei der Mündungshöhe — 0,05 Meter, u = 0,670; daher möchte 
für den erften Yall der Aufgabe 

A, = = ATIT + 0,670 = 0,645 zu ſetzen fein. 

Die Tabelle II. giebt hagegen bei der Waſſerhöhe 0,25 Meter Über der oberer 
Mündungstante dur Interpolation für „ die Werthe: 

0,566 + %, (0,592 — 0,566) = 0,570, und 

0,617 + 5%, (0,626 — 0,617) = 0,619, 
folgli ift für den zweiten Fall . 

k = 0,570 7 0,619 r 0,619 = 0,594 zu jegen. 

Der Querſchnitt der Mündung if: 

F= ab = 0,2%0.0,10 = 0,020 Quadratmeter, 
und die mittlere Drudhöhe ift: 
h = 0,850 — 0,050 = 0,300 Meter, 
folglich die theoretiihe Ausflußmenge: 
Q—=FV2gh — 0,02 V2.9,81.0,3 — 0,02 V5,886 
— 0,02.2,425 — 0,0485 Eubifmeter ; 
jowie die effective Ausflugmenge, im erften Falle: 
Q, = MumQ = 0,645.0,0485 — 0,0813 Eubitmeter, 
und dagegen im zweiten Falle, d. i. bei einem Anjatgerinne : 
9 = u Q = 0,594 .0,0485 —= 0,0288 Eubitmeter. 

Nah der Formel un — (1 + 0,1550) u, in $. 441 für den Wusfluß bei 
partieller Gontraction läßt fi, da hier vom ganzen Mündungsumfang %, = Y 
eingefaßt ift, un — u = (1 + 0,052) vo = 1,052 u, jegen. Nun ift aber 
für eine folde Mündung bei vollftändiger Kontraction nad) Tabelle I., $. 437, 
#o = 0,616, daher folgt hiernach: 

A, = 1,062.0,616 = 0,648 und 
Q, = uy Q = 0,648.0,0485 — 0,0814 Eubitmeter, 
aljo wenig größer alS nach der Lesbros'ſchen Tabelle. 


Herr Lesbros hat auch noch mittel8 der Mündungen A, B, Cu. f. w. 
Verſuche iiber den Ausfluß bei Ueberfällen, wobei der Waſſerſpiegel die 
obere Kante der Mimdung nicht erreicht, angeftellt,, und‘ es find die Haupt- 
ergebnifje derfelben in folgenden Tabellen zujammengeftellt worden. 
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I. Zabelle der Ausflugcoefficienten (2/; a) für den frejen Ausflug 
durch Ueberfälle oder Wandeinfchnitte. 


[$. 446. 





Druckhöhe 
über der 
Schwelle im 
ſtillſtehenden 
Waſſer gemeſ⸗ 
ſen. 





Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 





Meter. 
0,015 
0,020 
0,030 
0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 


0,421 
0,417 
0,412 
0,407 
0,404 
0,398 
0,895 
0,393 
0,390 
0,379 
0,371 


0,450 
0,446 
0,437 
0,430 
0,425 
0,418 
0,409 
0,406 
0,402 
0,396 
0,390 


0,450 | 0,441 | 0,396 
0,444 | 0,437 | 0,102 
0,435 | 0,430 | 0,410 
0429 | 0,424 | ol 
0,426 | 0419 | 0,411 
0422 | 0412 | 0,409 
0,420 | 0,405 | 0,408 
0,423 | 0,403 | 0,407 
0,424 | 0,403 | 0,405 
0,422 | 0,401 | 0,404 
0,418 | 0,398 | 0,403 


Te 

0371 | 0,305 
0,379 | 0,318 
0,333 | 0,337 
0,394 | 0,352 
0,398 | 0,362 
0,402 | 0,375 
0,405 | 0,382 
0,407 | 0,383 
0,108 | 0,383 
0,407 | 0,381 
0,106 | 0,373 


II. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/, u) fiir den Ausflug durd) 
Ueberfälle mit kurzen Anjaggerinnen. 





Drudhöhe 


über der 
Schwelle, im 
ftillftehenden 


Waſſer geme): 
fen. A 


Meter. 
0,016 
0,020 
0,030 
0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 


0,196 
0,234 
0,263 
0278 
0,292 
0,304 
0,315 
0,319 
0,321 
0,324 


Uusflußcoefficienten für die Mändungen: 


0,375 
0,368 
0,858 
0,361 
0,846 
0,843 
0,340 
0,335 
0,831 
0,328 
0,326 


0,388 
0,383 
0,373 
0,865 
0,360 
0,352 
0,345 
0,340 
0,338 
0,336 
0,334 


0,400 
0,395 
0,385 
0,379 
0,375 
0,371 
0,369 
0,867 
0,366 
0,364 
0,361 


0,314 
0,323 
0,829 
0,332 


0,316 
0,322 
0,326 
0,329 





0,234 
0,260 
0,285 
0,299 
0,318 
0,322 
0,329 
0,332 





0,313 


0,335 
0,341 
0,345 
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Die Vergleihung der Coefficienten in Tabelle I. und Tabelle IT. zeigt, 
daß die Ausflußmenge bei Mundungen mit dem kurzen Anfasgerinne Heiner 
ausfällt ald bei Mundungen ohne dieſes Gerinne, und zwar um fo feiner, 
ie Feiner die Druckhöhe ift; auch ift aus der Vergleichung zwijchen den 
Columnen unter C und C*, fowie unter E, E*, F, F* und G, G* in 
den Zabellen des vorigen Paragraphen zu erfehen, daß die geneigten Anjat- 
gerinne den Ausflug weniger ftören als die horizontalen. 


Anmerltung 1. Eine abweichende Theorie über den Ausflug entwidelt 
®. Boileau in feinem Traite sur la mesure des eaux courantes. Hiernach ift 
die Geſchwindigkeit des ausfließenden Waflers an allen Stellen des Querſchnittes 
eine und diejelbe, und zwar entipredend der Tiefe der oberen Begrenzungslinie 
des Strahles in der Ebene der Mündung unter dem Waflerfpiegel im Ausfluß- 
reſervoir. Diejelbe Formel wendet Boileau auch auf Ueberfälle an; wobei er 
natürlich tet die Kenntniß der Strahlhöhe in der Mündungsebene nöthig hat. 
Später, im 12. Bande der 5. Reihe von den Annales des mines, 1857, bat 
Herr Clarinval eine andere Formel für den Ausfluß durch Ueberfälle entwidelt, 
in welcher gar feine Erfahrungszahl x vorlommt, fondern ftatt 3, u der Factor 


a ı— 4 


— — worin A die Drudhöhe und a die Strahldide über der Ueberfall- 
V2(h?— a?) 
ſchwelle bezeichnen, einzufegen if. S. den „Eivilimgenieur“ Band V._ Ach halte 
die Begründung diefer Formel nicht für richtig. 

Anmertung 2. Herr %. Francis giebt in feinem Werte: „The Lowell 
Hydraulic Experiments, Boston 1855“, für den Ausfluß durch breite Ueber⸗ 
fälle folgende Formel an: 

Q = 3,33 (I — O,1nh) hPls Eubilfuß engl., 

worin A die Drudhöhe über der Schwelle, 3 die Länge der legteren und n ent» 
weder O oder 1 oder 2 ift, je nachdem die Kontraction des Waflerftrahles an beiden, 
an einer, oder an feiner Seite aufgehoben if. Da für das engliide Maß 

V29 = 8,085 
ift, jo hat man folglich hiernach: 

8,33 __ 

Y,u = 308 ” 0,415. 

Die Verſuche, worauf ſich diefe Formel gründet, find an 10 Fuß breiten Ueber: 
fällen und bei 0,6 bis 1,6 Fuß Drudhöhe angeftellt worden. Die Ueberfallfante 
wurde durd eine ſtromabwärts abgefchrägte eijerne Platte gebildet, das Reſervoir 
hatte eine Breite von 13,96 Fuß, und die Schwelle Stand 4,6 Fuß über dem 
Boden defielben. Siehe den „Eivilingenieur“, Band II., 1856. 

Bakewell's Verſuche über den Ausfluß durch Ueberfälle (f. polytechn. Gentral- 
blatt 18. Jahrgang 1852) liefern zum Theil ziemlich abweichende Rejultate. 

Anmerfung 3. An den Schügen der Hammerräder zu Remfcheid hat Herr 
Rönthen u —= 0,9% biß 0,93 gefunden. S. Dingler's Journal, Bd. 158. 
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Drittes Capitel. 
Von dem Ausfluffe des Waflers durch Möhren. 


Kurse Ansatzröhren. Läßt man das Waffer durch eine kurze An- 
fagrögre atisfliegen, fo treten ganz andere Berhäftniffe ein, als wenn es 
durch Miündungen in der binnen, oder durch nad) außen abgeſchrägte Mitn- 
dungen in ber diden Wand ausfließt. Iſt die Anfagröhre prismatiſch und 
ihre Länge 21/, bis 3mal fo groß als ihre Weite, fo giebt fie einen uncon- 
trahirten und undurchfichtigen Strahl, welcher eine kleinere Sprungweite und 
daher auch eine Hleinere Geſchwindigkeit hat, als der durch eine Mündung in 
der binnen Wand unter übrigens gleichen Umftänden ausfließende Strahl. 
Hat alfo die Röhre XL mit der Mündung F, Fig. 795, gleichen Duer- 
ſchnitt, und ift aud) die Drudhöhe von beiden eine und diefelbe, fo erhält 

Big. 79. 


man in ZR einen trüben und uncontrahirten, alfo dickeren und in FH 
einen Haren und contrahirten, alfo ſchwächeren Strahl, und es läßt fi auch 
Big. 796. wahrnehmen, daß die Sprungweite 
ER Heiner iſt als die Sprungweite 
DH. Dieſes Ausflußverhältniß tritt 
aber nur dann ein, wenn die Röhre 
die angegebene Länge hat; ift bie 
Rohre kürzer, vielleicht nur fo lang 
als weit, fo legt fid; der Strahl KR 
Fig. 796, gar nicht an die Röhren: 
wand an, es bleibt bie Röhre gan; 
ohne Einwirkung auf den Ausfluf, 
und der Strahl fällt wie beim Ausfluſſe durch Mündungen in der binnen 
Wand aus. 
Zuweilen findet: auch bei Röhren von größerer Ränge ein Ausfüllen der 
Röhre durch den Strahl nicht ftait, nämlid, dann, wenn dem Waſſer feine 
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Gelegenheit gegeben worben ift, mit der NRöhrenwand in Berührung zu 


kommen; verfchließt man aber. in diefem Falle die äußere Mündung durch 


die Hand oder durch ein Brett auf einige Augenblide, fo bildet fich nachher 
ein die Röhre vollfommen füllender Strahl, und e8 findet ein ſogenannter 
voller Ausfluß ftatt. Die Kontraction des Waflerftrahles findet aud) 

Fig. 797. beim Ausflug durch Röhren ftatt, 
nur fällt hier der contrahirte Theil 
in das Innere der Röhre. Man 
kann fic) hiervon überzeugen, wenn 
man fich gläferner Anfagröhren, 
wie KL, fig. 797, bedient, und 
Heine Körper im Waffer ſchwimmen 
läßt, denn man bemerkt in diefem 
Falle, daß nur in der Mitte bes 
Duerfchnittes F, nahe hinter der 
Eintrittöftelle X, nicht aber am Umfange deſſelben progreffive Bewegung 
vorhanden ift, daß hier vielmehr nur eine wirbeinde Bewegung ftattfindet. 
. &8 ift aber die Capjllarität oder die Adhäſion des Waſſers an der Röhren⸗ 
wand, welche bewirkt, daß das Wafler das Ende FL der Röhre ganz aus- 
füllt. Das aus der Röhre fließende Waller hat nur den der Atmofphäre 
gleihen Drud. Da nun der contrahirte Duerfchnitt F, nur & mal jo groß 
als der Duerfchnitt F’ der Röhre, und deshalb die Gefchwindigkeit v, in ihm 


— mal fo groß ift, als die Ausflußgefchrwindigfeit v, fo muß auch ($. 427) 


der Drud des Waſſers in der Nähe von Fi, Heiner als beim Austritte, oder 
al8 der Atmofphärendrud fein. Bohrt man bei Fi ein enges Loch in die 
Röhre, jo findet auch wirklich fein Ausflug durch daffelbe, fondern vielmehr 
ein Einfaugen von Luft ftatt, auch hört endlich der volle Ausflug und die 
Einwirkung der Anfagröhre ganz auf, wenn man das Loch weiter madjt, 
oder mehrere Töcher anbringt. Ebenſo kann man aud) das Waffer in der 
Röhre AB zum Steigen und zum Ausfluß durch die Röhre KL bringen, 
wenn man die erftere bei F} in die legtere einmitnden läßt. Der volle Aus⸗ 
fluß hört bei der einfachen cylindrifchen Röhre ganz auf, wenn die Druckhöhe 
eine gewifje Größe erreicht, fiehe $. 466, Kapitel IV. 





Cylindrische Ansatzröhren. lieber den Ausfluß des Waflers durch 8. 448, 


furze cylindrifhe Anfagröhren find von Vielen Berfuche angeftellt 
worden, doch weichen die Reſultate derfelben ziemlich viel von einander ab. 
Namentlich find e8 die Boſſut'ſchen Ausflußcoefficienten, welche durch ihre 
Kleinheit (0,785) von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. 
Aus den Berfuchen von Michelotti mit 11/, bis 3 Zoll weiten Röhren 


4 
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und bei 3 bis 20 Fuß Drudhöhe folgt im Mittel diefer Ausflußcoefficient 
#= 0,813. Die Berfude von Bidone, Eytelwein und d’Aubuiffon 
weichen hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt fi) aber, namentlich) aud) 
den Verſuchen des Verfaſſers entſprechend, der Ausflußcoefficient für kurze 
eplindrifche Anfagröhren u — 0,815 fegen. Da wir denfelben für 
runde Mundungen in ber dunnen Wand 0,615 gefimden haben, fo folgt, 
daß unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniffen durch kurze Anfag- 
vöhren 95/415 — 1,325 mal fo viel Waffer ausfliegt als durch runde Mun⸗ 
dungen in der diinnen Wand. Uebrigens wachjen biefe Ausflußcoefficienten, 
wenn bie Nöhrenweite Heiner wird und nehmen auch wenig zu bei Abnahme 
der Druchöhe oder Ausflußgeichtoindigfeit. Nach den bei einem Drude von 
0,23 bis 0,60 Meter angeftellten Verſuchen des Berfaffers ift für Röhren, 
welche 3 mal fo lang als weit find: 





bei | 1 2 3 4 Gentimeter Weite 


0,843 








„= 0,832 jo | 0,810 

Diefer Tabelle zufolge nehmen alfo die Ausflußcoefficienten merklich zu, 
wenn die Röhrenweite Meiner wird. Ebenſo fand Buff bei einer 2,79 Finien 
weiten und 4,3 Linien langen Röhre die Ausflußcoefficienten allmälig von 
0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöhe von 33 bis 12/; Zoll 
nad) und nad) herabſank. 

Beim Ausfluffe des Waſſers durch Furze parallelepipedifhe An- 
fagröhren fand der Verfaſſer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhren KL, Fig. 798, inwendig theilweife einger 
faßt, ftogen fie 3. B. mit der einen Seite an den Boden CD des Gefäßes 
an, und wird dadurch eine partielle Contraction herbeigeführt, fo fteigt, nad 
den Verſuchen des Verfaſſers, der Ausflußcoefficient nicht anfehnlich, wohl 
aber fließt das Waſſer an verſchiedenen Stellen des Duerfchnittes mit ver» 

Fig. 798. Fig. 79. 
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ſchiedenen Gefchwinbigkeiten, und zwar auf der Seite C fchneller aus, als 
auf der gegenüberliegelden. 

Wenn die innere Stirnfläche einer Anfagröhre nicht in die Wandfläche 
fällt, jondern vorfteht, wie E, F, G, Fig. 799, fo nennt man biefe Röhre 
eine innere Anjagröhre Iſt die Stirnfläche diefer Röhre mindeftens 
Ysmal jo breit als die Röhre weit, wie z. B. Z, fo bleibt der Ausfluß- 
coefficient derſelbe, als wenn die Stirnfläcdhe in der Ebene ber Wand läge, 
ift aber die Stivnfläche ſchmaler, wie 3. B. F und @, fo fällt der Ausfluß⸗ 
evefficient Heiner aus. Bei einer fehr ſchmalen faft verfchwindenden Stirn- 
fläche wird derjelbe den Berfuchen Bidone's und des Verfaſſers zufolge 0,71, 
wenn der Strahl die Röhre ausfüllt; dagegen 0,53 (vergl. $. 447), wenn 
er ſich gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im erften Falle (F) 
ift der Strahl ganz zerriffen und befenfürmig divergirend, im zweiten (G) 
aber ſtark zufanımengezogen und ganz kryſtallrein. 


Widerstandscoefllcient. Da das Wafler ohne Contraction aus ber 8. 49. 
prismatischen Anfagröhre tritt, jo folgt, daß bei dem Ausfluffe durch diefe 
Mundftlide der Contractionscoefficient & — Eins und der Geſchwindigkeits⸗ 
coefficient 9 — dem Ausflußcoefficienten ge ift. Eine mit der Gefchwindig- 


feit v ausftrömende Waflermenge Q beſitzt die lebendige Kraft = v2 und 
3 

Tann dadurch die mechanische Arbeit 5 Qy (I. 8. 76) verrichten. Nun iſt 

aber bei dem Ausfluffe die theoretifche Geſchwindigkeit gleich 5 daher ent- 


2 
ſpricht der ausfließenden Waſſermaſſe die Leiftung * 5 Oy, und es 
verliert ſonach die Waſſermenge Q durch den Ausfluß die mech aniſche Arbeit: 


1 v22 1 v2 
ICHruerKiäuir WErkl 
Beim Ausfluffe durch Mündungen in der dünnen Wand ift p im Mittel 
gleich 0,975, daher beträgt hier der Arbeitsverluft: 


1\ ,.1]7% v? . 
(Gr) rn er; 
beim Ausfluffe durch kurze cylindrifche Anfäge ift dagegen p = 0,815 und 
es ftellt fich der ent|prechende Verluſt an Arbeit zu: 


1 V v? v2 
(Gun) 112597 = 008, 07. 
d. i. nahe 1Omal fo groß heraus, wie beim Ausfluffe durch Mündungen in 


der dünnen Wand. Bei Benugung ber lebendigen Kraft bes ausfliegenden 
Waſſers ift es folglich befier, da8 Wafler durch Mundungen in der dünnen 
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Wand als ducd) prismatiiche Anfagröhren ausfließen zu laſſen. Wenn man 
aber die inneren Kanten, womit die Röhre an die Gefäfgwand ftößt, abrundet 
und dadurch einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße in die Röhre 
hervorbringt, fo wird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und zugleich 
der Arbeitsverluft auf 81/, Procent herabgezogen. Bei kilrzeren, genau ab⸗ 
gerumbeten ober nad) ber Form des contrahirten Waſſerſtrahles gebildeten 
Mundftäden ift a = 9 — 0,975 und daher der Arbeitöverluft wie bei 
Mündungen in der dlinnen Wand 5 Brocent. 


Dem Arbeitsverlufte (Gi _ ı) 5 Oy entfpricht eine Drudhöhe 
1 v Au 
6 — ) 5 man kann ſich daher auch vorſtellen, daß durch die Hin— 


derniſſe des Ausfluſſes die Druchhöhe den Verluſt — ı) 5 trleide, 
und annehmen, daß nach Abzug dieſes Verluſtes der übrigbleibende Theil der 
Drudhöhe auf bie Erzeugung ber Geſchwindigkeit verwendet werde. Dieſen 
mit dem Quadrate der Ausflußgeſchwindigkeit proportional wachſenden Ber- 


luſt z (4 _ 1) 2 ann man Widerftandshöhe und den Coef- 


ficienten * — 1, womit die Geſchwindigkeitshöhe zu multipliciten iſt, um 


bie Wiberftandshöhe zu erhalten, den Widerftandscoefficienten nennen. 
Wir werden in der Folge diefen, auch das Verhältniß der Wiberftandehöhe 
zur Drudhöhe ausbrüdenben Coefficienten durch den Buchſtaben & bezeichnen, 
alfo die Wiberftandshöge felbft durch # = & 5 ausbrüden. Durch die 
Formeln 
1 
{= Fi 1 und 
1 
Pyırı 
Big. 800. läßt ſich aus dem Gejchwinbigfeits- 
coefficienten der Wiberftandscoeffis 
cient, und aus dieſem wieber jener 
berechnen. 
Bei derſelben Ausflußgeſchwin⸗ 
digteit v iſt die Druckhöhe für eine 
Mundung X, Fig. 800, welcher 
der Geſchwindigtkeitscoefficient ꝙ 


4, v . > 
entfpriht, A — PILIU und bie 
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Druckhöhe der Mündung L, durch welche das Wafler mit der theoretifchen 
„2 

Geſchwindigkeit ausfließt, hı = 57 folglich muß die erfte Mündung um die 


. nl _ı\7 irdie Wider— 
Größe KL=e—=ı —h (5 i) 29:2, welche wir die Wider⸗ 


ſtandshöhe genannt haben, tiefer liegen als die letztere. Wenn beide einen 
gleichen Querſchnitt F' haben, und das Waſſer durch beide ohne Contraction 
ausfließt, ſo iſt auch die Ausflußmenge Q — Fv für beide Mündungen 
eine und dieſelbe. 

Beiſpiele. 1) Welche Waſſermenge fließt unter einer Druckhöhe von 1,2 Meter 


durch eine 0,050 Meter weite Röhre aus, welcher der Widerftandäcoefficient 5 = 0,4 
entipricht ? es ift 


1 
= vıa — 0,845, daher: 


v— 0,845 ..4429 V1,2 = 4,098 Meter, ferner: 
⸗ F' = 3,14 . 0,025? = 0,00196 Quadratmeter, 
folglich das geſuchte Ausflußquantum: 
Q = 0,00196 . 4,098 —= 0,00803 Eubilmeter = 8,03 Liter. 


. 2) Wenn eine Röhre von 50 Millimeter Weite unter einem Drude von 0,5 Meter 
pro Dlinute 300 Liter Waſſer liefert, jo ift ihr Ausfluß- ober Geſchwindigkeits⸗ 
coefficient: 

0,300 


= — — — — — — — t — — I 0,814. 
FV2gh 60. 8,14. 0,0252. 4,429 Vo,5 


2 
Hieraus folgt der Widerftandscoefficient: £ = (az) — 1 = 0,509, und 


der durch die Hinderniſſe der Röhre bewirkte Berluft an ‚Drudgöße: 


_, a Q (Si) 
= 2 = 0,509 . 0,051 (2) = 0,086 . (—o0j55) = 9170 Meter. 


Schiefe Ansatzröhren. Sciefangefegte oder [chief abgefchnit- 
tene Anſatzröhren geben ein kleineres Waſſerquantum als rechtwinkelig 
angejegte oder rechtwinkelig abgefchnittene Anfagröhren, weil die Richtung 

Gig. 801. des Waſſers in denſelben eine Aenderung erleidet. 
| Die hierüber in nicht unbedeutender Ausdehnung 






SUULE: 5? angeftellten Berfuche haben den Verfaſſer auf 
NS N —— n Folgendes geführt. Iſt o der Winkel LEN, 
—— welchen die Röhrenaxe KL, Fig. 801, mit der 
Normale KN zur Ebene AB ber Einmlindung 
einschließt, und bezeichnet & den Widerftandscoef- 
ficienten für die winfelrecht abgefchnittene Röhre, jo hat man den Wider⸗ 
ftandscoefficienten der ſchiefen Anſatzröhre: 
— £ + 0,303 sin.ö + 0,226 sin. 6%. 
Nehmen wir fir & den mittleren Werth 0,505 an, fo erhalten wir: 
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bei do — 0 | 10 | 20 | 30 40 | 50 bo Grad. 
den Widerftandscoeffi- | 
cienten &, = 0,505 | 0,565 | 0,685 | 0,713 | 0,794 | 0,870 
den Ausflußcoefficienten 
u = 0,815 | 0,799 | 0,782 | 0,764 | 0,747 | 0,731 | 0,719 


Hiernach ift 3. B. der Widerftandscoefficient einer kurzen Anſatzröhre bei 
20 Grad Arenabweichung & — 0,635 und der Ausflußcoefficient 


1 
= — — 0,782 
——— 


dagegen bei 350 Arenabweichung der erſtere — 0,753 und der letztere — 0,755. 

In der Regel find diefe jchiefen Anfagröhren länger, als wir feither an- 
genommen haben, auch müſſen diefelben länger fein, wenn fie vom Wafler 
vollfonmen ausgefüllt werben follen. Die vorftehende Formel giebt nur 
denjenigen Theil des Widerftgndes an, weldyer dem Röhrenſtück an der Ein- 
mündung entjpricht, das dreimal fo lang als die ganze Nöhre weit ift. ‘Der 
Widerftand, welchen das übrige Röhrenftid der Bewegung des Waflers ent- 
gegenfegt, wird in der Folge angegeben. 





Beijpiel. Wenn die Einmündungsebene AB eines horizontal liegenden Teich- 
gerinnes KL, Fig. 802, fowie die Innenfläche des Teichdammes 40 Grad gegen 
den Horizont geneigt ift, jo fchließt die 
NRöhrenare mit der Normale dieſer Ebene 
einen Winkel von 50 Grad ein, und «3 
ift daher der Wiberftandscoefficient für 
den Ausfluß durch das Einmündungs- 
ftüd diefer Röhre, &, = 0,870, und 
wenn nun dem übrigen und längeren 
Röhrenftüde der Widerſtandscoefficient 
0,650 entſpräche, fo wäre der Widerflandscoefficient für die ganze Röhre 

& = 0,870 + 0,650 = 1,520 
und daher der Ausflußceoefficient 





] 1 
FFyr 1520 V250 
Bei 4 Meter Drudhöhe und 0,3 Meter Röhrenweite ergäbe fi folglih Die 
Ausflugmenge per Secunde: 


Q = 0,630 . 8,14 . 0,152. 4,429 V4 — 0,394 Gubilmeter. 


— 0,630. 


Unvollkommene Contraction. Miündet eine kurze cyliudrifche An⸗ 
fagröhre KL, Fig. 803, in einer ebenen Wand AB ein, deren Inhalt 
G den Querſchnitt Fer Röhre nicht vielmal übertrifft, jo kommt 
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das Waſſer mit einer nicht zu vernacjläffigenden Gefchwindigkeit an der 
Einmündungsftelle an, und es tritt deshalb nur mit unvollkommener Con- 

Fig. 808. traction in das Rohr, weshalb wieder die Aus- 
flußgejchwindigfeit eine größere ift, als wenn 
das Wafler als ftillftehend vor dem Eintritt in 
die Röhre angenommen werden kann. Iſt wieder 


. —n das Berhältniß des Röhrenquerjchnittes 
zum Inhalte der Wandfläche, ferner u, ber 
Ausflußcoefficient bei volltommener Contraction, wo der Null gleich ges 
fegt werden kann, fo hat man, den Berfuchen des Verfaſſers zufolge, den 
Ausflußcoefficienten bei unvollkommener Kontraction oder dem Querſchnitts⸗ 
verhältniffe 9 zu fegen: 

En — E — 0,102% + 0,067n3 + 0,046n8, oder 


Lo 
En = W (1 + 0,102n + 0,067n? + 0,046 n?). 


Nimmt 3. B. der Röhrenquerfchnitt den fechöten Theil der ganzen Wand» 
fläche ein, fo ift: 
uy, = to (1 + 0,102. 1/5 + 0,067 . 36 + 0,046 . Yare) 
— u (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019, 
oder to — 0,815 gelegt: 
u, = 0,815 . 1,019 = 0,830. 





Etwas genauer giebt die Correctionswerthe — folgende, zum Ges 
0 
brauche bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Gorrectionen der Ausflußcoefficienten wegen der unvollfonımenen Con- 
fraction, beim Ausfluffe durch kurze cylindrifche Anfagröhren. 
























































n | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
Ha — Hg‘ | 
— o, oob0, o13) 0,020 |0,027 oozs 0,043|0,052|0,060|0,070|0,080 
0 
n | 0,55 [o | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 
— ooo 0,102|0,114|0,127|0,138|0,152 |0,1660,181 0, 1980,227 
0 
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Beim Ausfluffe durch Kurze parallelepipedifche Röhren find diefe 
Eorrectionen ziemlich die nämlichen. 

Diefe Coefficienten finden ihre Anwendung vorzüglic, beim Ausflufle des 

Waſſers durch zufammengejegte Röhren, wie z. B. in dem durch die Fig. 804 

Fig. 804. dargeftellten Falle, wo die kurze An⸗ 

“ fagröhre KL in einer weiteren kurzen 

Anfagröhre GK und diefe wieder in 

dem Gefäße AC einmundet. Hier 

ift beim Cintritte des Waſſers aus 

der weiteren Röhre in die engere uns 

volltommene Contraction vorhanden 

und baher der Ausflußcoefficient nad} 

der Iegten Regelgu beftimmen. Segen 

wir den diefem Ausflußcoefficienten entſprechenden Widerftandscoefficienten 

= $,, ben Wiberftandscoefficienten fir den Eintritt aus dem Gefäße in die 

weitere Röhre = $, H Drudhöhe = h, die Ausflußgeſchwindigleit — 6 


und das Berhältnig ri Eger Rohrenquerſchnitte — n, alfo die Geſchwindigkeit 
des Waſſers in der weiteren Röhre = nv, fo u die Formel: 
(ne)? 
heut te di 


I=U+mt+h) 5 und es ift daher: 


= 20h . 
———— 


Beiſpiel. Welche Waſſermenge liefert der in ig. 804 abgebildete Apparat, 
wenn die Drudhöhe A — 1,5 Meter, die Weite der engeren Röhre 50 Millimeter 
und die der weiteren 80 Millimeter beträgt? Es ift: 


n= (%)? = 0,39, daher gg = 1,059 . 0,815 — 0,863 
und ber entſprechende Widerftandscoefficient: 





ıu 
4= (o85) — 1 = 0,348. Run hat man ferner: 


& = 0,505, 125 = 0,89 . 0,505 = 0,077, daher: 
1+nm7 +9 =1+ 0077 + 0843 = 1,42 
und die Ausflußgeſchwindigkeit: 
0 MOVIE _ 4559 Meer. 
Vı2 
Hieraus folgt die Ausflußmenge pro Eecunde: 
Q= 3,14 . 0,025° . 4,552 — 0,00892 Cubilmeler = 8,92 Liter. 
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Conische Ansateröhren. Conifhe Anfagröhren geben andere $. 452. 


Ausflußmengen als prismatiſche ober cplindrifche Anfagröhren. Die Röhren 
heißen convergent, L, $ig.805, oder bivergent, X, Fig. 805, je nachdem 
die Ausmündung Heiner oder größer al bie Einmündung ift. Convergenten 
Röhren kommen größere und divergenten Röhren fommen kleinere Ausfluß- 
Fig. 808. coefficienten zu, als chlindriſchen 
B Röhren von derjelben Weite ber 
Ausmündung. Eine und diefelbe 
conifche Röhre giebt allerdings, wenn 
das weitere Ende die Ausmündung 
bildet, mehr Waffer, ald wenn man 
v ” das engere Ende zur Ausmilndung 
macht, aber fie giebt nicht in dem 
Berhältniffe mehr, in weldem die weitere Mündung die engere übertrifft. 
Wenn daher Mande, wie z. B. Benturi und Eytelwein, fir conifd) 
divergente Röhren größere Ausflugcoefficienten angeben, als für coniſch con» 
vergente, fo ift zu berlichjichtigen, daß fie immer den engeren Querſchnitt als 
Mündung behandeln. Den Einfluß der conifchen Form der Röhren auf die 
Ausflugmenge führen folgende, unter Drudhöhen von 0,25 bis 3,3 Meter 
angeftellte Verſuche mit einer 9 Centimeter langen Röhre AD, Fig. 806, 
vor Augen. Die Weite biefer Röhre betrug 2,468 Centimeter an einem 
. Ende DE und 3,228 Gentimeter am an« 
Big. 806. deren Ende AB, und der Convergenz- 
wintel, d. i. der Winkel AOB, unter 
dem die gegenüberliegenden Seiten A.E und 
BD eines Längenarenſchnittes zufammen- 
laufen, war 40° 50°. Beim Ausfluffe 
durch bie engere Mündung war der Aus- 
flußcoefficient 0,920 ; bei dem Ausfluffe durch 
die weitere Mündung aber 0,553; und wenn man die engere Einmündung 
als Querſchnitt in die Rechnung einführt, ergab er ſich daher zu 0,946. 
Der Strahl war im erften Falle, wo die Röhre als conifch comvergentes 
Mundftücd gebraucht wurde, wenig confrahirt, dicht und glatt, im zweiten 
Falle aber, wo fie als coniſch divergentes Munbdftüd diente, war er ſtark 
divergent, zerriſſen und ſtark puffirend. Ueber den Ausflug durch conifch 
divergente Möhren haben noch Benturi und Eytelwein erperimentirt. 
Beide Hydraulifer haben diefe conifchen Röhren an cylinbrifche und conoi- 
difche, nad) der Form des contrahivten Wafferftrahles geformte Mundftüde 
angejegt. Durch eine ſolche Verbindung, wie Fig. 807 (a. f. ©.) darſtellt, 
wo das divergente Ausmündungsftüd KZ innen 12 und außen 211/; Linien 
weit und 813/,, Zoll lang war, wobei der Convergenzwinfel 5% 9’ maß, 
Beisbad's Fehrduh der Meganit, L 64 


A 
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fand Eytelwein u —= 1,5526, wenn er das engere Ende ald Mündung 
behandelte, und dagegen u — 0,483, wenn er, wie recht, das weitere Ende 
als Mündung anſah. Allerdings fließt durch diejes 


.. „1,5526 
combinirte Mundftüd 0.615 


K 
J durch die einfache Mündung in der dünnen Wand, und 
—— — 1,9 mal fo viel, als durch die kurze cylin⸗ 
driſche Anfagröhre. Bei großen Geſchwindigkeiten und bei größerer Diver: 
genz ift es übrigens gar nicht möglich, felbft durch vorhergegangenes Zuhalten 
der Röhren, den vollen Ausflug herbeizuführen. 

Auch fand der Berfaffer für eine kurze conifch divergente Anfagröhre 
von 4 Gentimeter Yänge, 1 Centimeter innerer und 1,54 Gentimeter äußerer 
Meite, wobei der Divergenzwintel 8 Grad 4 Minuten maß, bei 0,4 Meter 
Druckhöhe, je nachdem die Röhre innen abgerundet war oder nicht, entweder 

u = 0,738 oder u — 0,395. 


Die ausführlichften Verſuche über den Ausflug durch conifch conver- 
gente Anfagröhren find von d’Aubuiffon und Caſtel angejtellt 
worden. Die hierzu in Anwendung gefommenen Röhren waren von großer 
Mannigfaltigkeit, verjchieden in den Yängen, Weiten und in den Convergenz- 
winfeln. Am ausgedehnteften waren die Verfuche mit Röhren von 0,0155 
Meter Weite in der Ausmündung und von 2,6 mal fo großer, d. i. von 
0,04 Meter Länge, weswegen wir ihre Ergebniffe aud) in folgender Tabelle 
hier mittheilen. Die Drudhöhe war durdgängig 3 Meter. Die Ausfluß- 
mengen wurden durch ein bejonderes Aichgefäß gemefjen, um aber außer 
den Ausflußcoefficienten auch noch die Geſchwindigkeits- und Contractions- 
coefficienten zu erhalten, wurden die gegebenen Höhen entfprechenden Sprung- 
weiten der Waflerftrahlen gemeffen und hieraus die Ausflußgefchwindigfeiten 
(ſ. 8. 436) berechnet. 


Das Berhältniß 


Tig. 807. 
— 2,5 mal jo viel, als 








v 
V2gh 
Geſchwindigkeit V 29% gab den Geſchwindigkeitscoefficienten @, fo- 


. DER Q . 
wie das Perhältnig — — der effectiven Ausflußmenge Q zur theorettichen 
h s577 ff flußmenge Q zur theoretiſch 








der effectiven Geſchwindigkeit v zur theoretifchen 


Ausflugmenge FV 29h auf den Ausflußcoefficienten g führte und 
das Verhältniß zwiſchen beiden Coefficienten, d. i. 5’ endlih den Con» 


tractionscoefficienten & beſtimmte. 
Diefe Beitunmung ift aber bei großen Ausflußgejchwindigfeiten nicht hin⸗ 
reichend genau, weil hier der Widerftand der Luft zu groß ausfällt. 
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Tabelle 


der Ausfluß- und Gejchtwindigfeitscoefficienten für ben Ausfluß durch 
conifch convergente Röhren. 



























Gonvergenz;:| Ausfluß- Seihtwin- Convergenz⸗ Ausfluß- Bejmwin- 
winkel coefficienten digleitscoef⸗ winkel coefficienten bigteitßcoef- 
"I fcienten. " oe ficienten. 















130 24 


10 36 0,866 0,867 140 28°. 0,966 
30 10° 0,895 0,894 16 86 0,971 
4° 107 0,912 0,910 190 28° 0,970 
50. 26’ 0,924 0,919 210 0° 0,972 
70 597 0,930 0,982 280 0/ 0,974 
g0 5" 0,934 0,942 290 587 0,975 
100 20° 0,938 0,951 400 20/ 0,980 
190 4° 0,942 0,955 480 50° 0,847 0,984 


Man erficht aus diefer Tabelle, daß die Ausflußcoefficienten bei einer 
Röhre von 131/50 Seitenconvergenz ihr Dlarimum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gefchwindigfeitscoefficienten immer größer und größer aus: 
fallen, je größer der Convergenzwinkel ift. Wie in vorfommenden Fällen 
der Praris diefe Tabelle zu gebrauchen ift, mag folgendes Beifpiel ehren. 


Beilpiel. Welche Waflermenge liefert eine kurze coniſche Anjagröhre von 
0,04 Meter Weite in der Ausmündung und von 10 ®rad Eonvergenz bei einem 
Drude von 5 Meter? Nah des Verfaſſers Verſuchen giebt eine cylindriſche 
Nöhre von diefer Weite u = 0,810, die Röhre von d'Aubuiſſon aber gab 
u = 0,829, alſo um 0,829 — 0,810 = 0,019 mehr; nun ift aber der Tabelle 
zufolge für die Röhre von 1009 Konvergenz; = = 0,937, daher möchte e8 an: 
gemefien jein, für die gegebene Röhre « = 0,937 — 0,019 = 0,918 zu jegen, 
wonad dann die Ausflußmenge: 

Q0=0,918. 3,14. 0,022.4,429 V5 — 0,0114 Eubilmeter —= 11,4 Liter 


folgt. 


Reibungswiderstand. Lange prismatifche ober cylindrifhe An- 
fagröhren verzögern den Ausflug um jo mehr, je länger diefelben find; es 
ift daher anzunehmen, daß die Röhrenwände durd) Reibung, Adhäfion oder 
Klebrigkeit des Waſſers an benfelben der Bewegung des Waflers in den 
Röhren ein Hinderniß entgegenfegen. Vernunftgründen und vielfachen Beob- 
achtungen und Meflungen zufolge läßt fid) annehmen, daß diefer Reibungs- 
widerſtand ganz unabhängig ift vom SDrude, daß er aber direct wie bie 

64* 
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Länge Z und amgetehrt wie die Weite d derſelben wächſt, daß er alſo dem 
Verhalmiſſe - proportional iſt. Außerdem hat ſich auch noch herausgeſtellt, 


daß dieſes größer iſt bei größeren und kleiner bei kleineren 
Geſchwindigkeiten des Waſſers, und daß es beinahe mit dem Quadrate der 
Geſchwindigkeit v des Waſſers ſelbſt wächſt. Meſſen wir dieſes Hinderniß 
durch die Höhe einer Waſſerſtule, die nachher von der ganzen Druchhöhe 
abzuziehen ift, wm die zur Erzeugung ber Geſchwindigkeit nöthige Höhe zu 
erhalten, fo können wir dieſe Höhe, die wir in der Folge Reibungswider> 
ſtandeͤhohe nennen wollen, ſetzen: 
iv. 


Hierin ift unter & eine Erfahrungszahl, welche wir ben Reibungscoeffi- 
cienten nennen können, zu verftehen. Man verliert aljo hiernach durch die 
Reibung des Waflers in der Röhre um fo mehr an ‘Drud oder Druckhöhe, 


je größer das Berhältniß = der Länge zur Weite und je größer die Ge 


2 
ſchwindigkeitshöhe 35 iſt. Aus der Waſſermenge Q und dem Röhrenquer⸗ 
ſchnitte 


folgt die Geſchwindigkeit: 


und daher die Reibungshöhe: 


Er ic 


Um durd) das Fortleiten einer —*— Waſſermenge Q in einer Röhre 
möglichft wenig Berluft an Drudhöhe oder Gefälle zu erhalten, ſoll man 
die Röhre möglichft weit und nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Weite beanfprucht z. B. zur Ueberwindung der Reibung nur (1/,)’ — sa mal 
jo viel Gefälle als die einfache Weite. 

Iſt der Querſchnitt einer Röhre ein Rechte von der Höhe a und ber 
De b, fo ji man hat 

1: Umfng ,, 2(a+b) _a+ b 
am Tordt = 3 Inhalt? ab Lab 
inufeen, weshalb folgt: 








lat) 


*655 24b 29 


v 
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Mit Hülfe diefer Formel für den Röhrenreibungswiderftand laſſen fid) 
num auch die Ausflußgefchwindigfeit und das Ausflußquantum finden, welches 
eine Röhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einem gegebenen 
Drude fortleitet. Uebrigens ift es vollfommen glei), ob die Röhre XL, 
Fig. 808, horizontal ift, fällt, oder fteigt, wenn nur unter der Drudhöhe 

Gig. 808. die Tiefe RL des MRittel- 
punftes Z der Röhren- 
mündung unter dem 
MWaflerjpiegel HO des - 
Ausflugrefervoird ver⸗ 
ftanden wird. 

Iſt A die Drudhöhe, A, die Widerftandshöhe für das Einmündungsſtück 
und A, die Widerftandshöhe für den übrigen Theil der Nöhre, fo hat man: 


v? v3 
h-kr)=,.heh=,. th th 


Bezeichnet &o den Wiberflanbscoefficienten für das Einmündungsftüd, und 
& den Coefficienten des Reibungswiderſtandes der übrigen Röhre, ſo iſt zu 


ſetzen: 





ee 
+ + "Er, 
oder: 

.33 
und: 


om Vi 
\ 1T68668 
Aus der letzteren Formel ergiebt ſich die Waſſermenge Q = Fr. 
Bei ſehr langen Röhren fällt 1486 ſehr Hein gegen J aus, weshalb 
dann einfach 


2 
h= J 5 ſowie umgekehrt, 


v — Vi 8.200 - 29% folgt. 


Der Reibungscoefficient ift, wie die Ausflußcoefficienten, nicht ganz $. 455. 
conftant, er ift bei Heinen Gejchwindigkeiten größer und bei großen Ge- 
ſchwindigkeiten Heiner, d. h. der Reibungswiderftand des Waflers in den 
Röhren wächlt nicht genau mit dem Duadrate der Gefchwindigfeit, fondern 


® 
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auch noch mit einer anderen Potenz der Geſchwindigkeit. Prony und 
Eytelwein haben angenommen, daß die durch ben Reibungswiberftand ver- 
Iorene Drudhöhe wie bie einfache Gefchwindigfeit und wie da8 Quadrat 
derſelben wachſe, und für fie den Ausdrud: 


h= (@v + Bo) Z, 


wo & und B Erfahrungscoefficienten bezeichnen, feftgejegt. Um dieſe Coef⸗ 
ficienten zu bejtimmen, haben die genannten Öydraulifer 51 Verſuche benutzt, 
welche zu verfchiedenen Zeiten von Couplet, Boſſut und du Buat über 
die Bewegung des Waſſers durch lange Röhren angeftellt worden find. 
Prony fand hieraus: 


h = (0,0000693v + 0,0013932 v2) 2 
Eytelwein: 
kh = (0,0000894v + 0,0011213 v2) 2 


d'Aubuiſſon nimmt an: 
h = (0,0000753v + 0,001370 ve) - 7 Meter. 


Noch genauer an die Beobachtungen ſchließt ſich eine von dem Verfaſſer 
aufgefundene Formel an, 7 die Form 
BN\N! v 
“+ Vo 429 
bat und fich auf die VBoransfegung gründet, daß der Reibungswiberftand wie 
da8 Quadrat und wie die Duadratwurzel aus dem Cubus der Gefchwindig- 
feit zugleich wächſt. Man hat alfo hiernach den Widerftanbscoefficienten 


ß 
— & — 
und die Reibungswiderſtandshöhe einfach 
ie 
37 5 u ſetzen. 


Zur Ermittelung des Widerſtandscoefficienten & oder der Hülfsconſtanten 
& und ß find aber von dem Verfaſſer nicht nur bie fchon bei den Prony'⸗ 
ihen und Entelwein’fchen Beftimmungen zu Grunde gelegten 51 Berfuche 
von Couplet, Boſſut und du Buat, fondern auch nod) 11 Berfuche 
vom Berfaffer und 1 Verſuch von einem Herm Gueymard in Grenoble 
benugt worden. Die älteren Berfuche erſtrecken fi) nur auf Geſchwindig⸗ 
feiten von 0,043 bi8 1,930 Meter, durch die Verſuche des Verfaſſers iſt 
aber die legte Grenze der Gefchwindigfeiten bis auf 4,648 Meter hinaus- 
gerücdt worden. Die Weiten der Röhren waren bei den älteren Berfuchen 
27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, und die neuen Berfuche wnrden an 


v 
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Röhren von 33, 71 und 275 Millimetern angeftellt. Mit Hülfe ber Me- 
thode der Heinften Quadrate ift num aus den zu Grunde gelegten 63 Ver⸗ 
ſuchen gefimden worden: 


E = 0,01439 4 Marl 


Vv ' 
oder: 


2 
h= (0,01439 + 9009711) E. 5 Meter, 


vVe 24 
oder für das preußiſche Maß: 
0,016921\ 0? 
h= (001439 + ——) — 
Ve /4 
Anmertung 1. Bei Berüdfihtigung anderer Verſuche von Herrn Profeſſor 


Zeuner, angeftellt an einer Zinfröhre von 25 Millimeter Weite bei 0,1856 
bis 0,4287 Meter Geſchwindigkeit, ift 


ct = 0,014312 + 


DR, 
. 29 Fuß. 


0,010327 
Vv 


zu jegen, wenn v in Metern gegeben if. (Siehe „Eivilingenieur”, Bd. I, 1854.) 


Anmerkung 2. Neuere Berjuche über die Bewegung des Waſſers in Röhren 
unter großen und fehr großen Geſchwindigkeiten find 1856 und 1858 vom Berfaffer 
angeftellt worden. Siehe „Givilingenieur”, Band V, Heftl und 3, jowie Band IX, 
Heft 1. Die Ergebniffe diefer Verſuche enthält folgende Tabelle. 











. Mittlere Geſchwindigkeit . _ 
Bezeichnung der Röhren. Weite der des Waſſers in der Reib ungs- 
Nöhre (d) Röhre (v) coefficient 7 






8,51 Meter. 0,01815 
1018 , 0,01865 


Engere Slasröhte . . . . 
Weitere Glasröhre . . . . 


1,03 €tm. 
143 „ 



















Engere Meifingröhre . . . [1,04 , 864 „ 0,01869 
Desgl., fürzer gemadt . . | 1,04 1232 „ 0.01784 
Desgl., unter jehr hohem 

Duke . .. 2020. 1,04 20,9 „ 0,016% 
Weitere Meffingröhre. . . | 143 „ "866 „ 0,01719 
Desgl., abgekürzt 1,48 1240 _ 0,01736 
Desgl., unter jehr hohem . 

Drude > 2 2220. r,48 2159 „ 0,01478 
Meitere Zintröhte . . » - 1247 „ 319 , 0,01962 
Desgl., fürgerr . . .... 247 473 „ 0,01838 

noch kürzer . . 2... 247 „ 624 „ '  0,01790 

nod fürder .. 2... 2,47 918 , | 0,01670 
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Die Werthe in der legten Golumne weilen von Neuen nah, daR der Wider: 
ftandäcnefficient & für die Reibung des Waſſers in Röhren abnimmt, fowohl 
wenn die Geſchwindigkeit (v), als auch, jedoch weit langjamer, wenn die Röhren 
weite (d) eine größere wird. Uebrigens ift bei großen Geſchwindigkeiten die 
Uebereinftimmung der Yormel 0.094711 

= 439 „I 
& = 0,01439 + Vs 
mit diejen neuen Erfahrungsgrößen noch eine leibliche, 3.8. » — 9 Meter, giebt 
= 0,01439 + 0,00316 = 0,01755, 


ıaumdv— 16 Meter 


$. 496. 


& = 0,01439 4 0,00237 = 0,01676, 
wa3 mit den nahe entiprechenden Werthen in der legten Tabelle recht gut über: 
einftimmt. 
Anmerkung 3. Herr de Saint-Venant findet, daß die befannte Formel 
für den Widerftand des Waflers in Röhren fih noch mehr an die Erfahrungen 


2 d, 
anschließt, wenn man die Reibungshöhe nicht v2 ober „ jondern v7 propor: 


tional wachſend annimmt. (Siehe deſſen „Memoire sur les formules nouvelles 
pour la solution des probl&mes relatifs aux eaux courantes.“) Es ift 


hiernach: 
h= -%. 0,00029557 0" — 0,00118228 5 .0'% — 0,023197 OF. 15 55 Meter 


zu jegen. Die Annahme eines gebrochenen Exponenten der Potenz von v ift gar 


nicht neu; ſchon Woltmann ſetzte vo” ftatt v2, und Eytelmwein bradte vhs 
ftatt v2 in Vorſchlag (fiehe den vom Berfaffer bearbeiteten Artikel „Ausflug“, 
Band I., Seite 554, der allgemeinen Mafchinenencyclopädie von Hülffe). 

Anmerkung 4 Neue und jehr ausführliche Verfuche über die Bewegung des 
Waſſers in Röhrenleitungen find von Herrn H. Darcy angeftellt worden. (©. den 
Rapport der Akademie ver Wifjenichaften zu Paris in den „Comptes rendus etc.“, 
Tom. 38, 1854, sur des recherches experimentales relatives au mou- 
vement des eaux dans les tuyaux.) Herr Darcy folgert für die Fülle, wo 
die Geſchwindigkeit v des Waflers nicht unter 0,2 Meter ift, aus diejen Berjuden 
die Formel: 


0,00000647\ 7 
_ y. ⸗ 
h= (0,000807 + ) nt 
000 N) 
⸗ 0,01989 + st 2 5 Meter, 
wonad der Widerftandscoefficient 
0,0005078 


ct = 0,01989 + 77 zu jegen wäre. 


ebenfalls fann dieſe Formel bei Heinen Geſchwindigkeiten nit ausreichend 
genau fein. 


Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Tabelle der Widerſtand s⸗ 
coefficienten zufanmengeftellt worden. Man erfieht aus ihr, daß aller- 
dings die Veränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend ift, da diefer 
Goefficient für 0,1 Meter Geſchwindigkeit — 0,0443, für 1 Meter = 0,0239 
und für 5 Meter = 0,0186 ausfällt. 
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Tabelle ber Reibungscoefficienten bes Waſſers. 





Zehntel Meter. 
e|ojJıl2|s|“|s|s| | e|s 


0| — [0,0448] 0,0356| 0,0317| 0,0294| 0,0278| 0,0266| 0,0257| 0,0250[0,0244 
1 | 0,0239] 0,0234| 0,0280] 0,0227| 0,0224| 0,0221] 0,0219| 0,0217] 0,0215l0,0218 
2 | 0,0211| 0,0209] 0,0208] 0,0206] 0,0205| 0,0204] 0,0208] 0,0202| 0,02010,0200 
8 |0,0199| 0,0198] 0,0197] 0,0196] 0,0195| 0,0195] 0,0194] 0,0193] 0,0193I0,0192 
4 | 0,0191} 0,0191| 0,0190] 0,0190| 0,0189] 0,0189] 0,0188] 0,0188] 0,018710,0187 


Ganze Meter. 


Dan findet in diefer Tabelle den einer gewiſſen Gefchwindigfeit ent- 
fprechenden Widerftandscoefficienten, wenn man die ganzen Meter in ber 
erften Bertical- und die Zehntel in der erften Hortzontalcolumne aufjucht, 
von der erften Zahl horizontal und von ber legten vertical fortgeht bis zur 
Stelle, wo ſich beide Bewegungen begegnen. 3.2. ift für v — 1,3 Meter, 
& = 0,0227, fir v = 3,8, & = 0,0201. 


Für das preußifche Fußmaß läßt ſich fegen: 





















































v|oı | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 K 0,8 [os814 
t [90070 0,0522 | 0,0458 | 0,0411 | 0,0383 | 0,0862 | 0,0846 00808 0,0322 
rl ı lv |ıy | 2 | 8 | 4 | 6 | 8 20 Fuß. 















0,0263 0,0213] 0,0204 





[4 00810 00000 0,0252 002 0,0229 














00102 0,0182 


Anmertung. Eine ausgedehntere und bequemere Tafel giebt der „Ingenieur“, 
Seite 442 und 448. . 


Lange Röhren. In Anjehung der Bewegung des Waflers in langen 8. 457. 
Röhren oder Röhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur 


Löfung vorkommen. 
1) Es ift die Länge J und Weite d der Röhre und das fortzuflihrende 
Waflerquantum Q gegeben, man fucht die entſprechende Drudhöhe Hier 


hat man zunächſt bie Gefchwindigkeit 


_2_29 _ Q 
’— m a 1,2732 - 23 


zu berechnen, dann ben dieſem Werthe entjprechenden Reibungscoefficienten & 
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in einer der legten Tafeln aufzufuchen, und zulegt die Werthe d, 2, v, & und 
&0, wo &, den Wiberftandscvefficienten fiir das Einmündungsſtück bezeichnet, 
in der erften Hauptformel 


r=(1+6+85)5 
zu ſubſtituiren. 


2) Es ift die Länge und Weite der Röhre, fowie die Drudhöhe oder das 
Gefälle gegeben, und die Waſſermenge zu beftimmen. Hier ift zunächft 
die Gejchmwindigfeit durch die Formel 


V2gh 


Vıra+s-} 


zu finden; da aber der Wiberftandscoefficient nicht ganz conftant ift, fondern 
fi) mit v etwas ändert, jo muß man v vorher fchon annähernd Tennen, um 
danach & ermitteln zu können. 


Aus v folgt dann: 


vu 


== 0,7854 d?v, 


3) Es ift die Waffermenge, die Drudhöhe und die Länge ber Höhre 
gegeben, und die nöthige Weite der u zu beftimmen. 


_ 49 — W.4 
Dar = a = (—E) I fo Sat man: 


. 
= (146 — — —— ober: 
20. (Utz + eg, oe: 


2gh- (75) s=(+Wd+E; 
daher ift die Röhrenweite: 


— — — — 
VA ä. (40\ 
I= 2gh () 


2 
Set man (+) — 1,6212; 1 + & = 1,505 und * = 0,051, fo 
erhält man: 
5 I 
d —= 0,6075 V (1505.44 +$) % Meter. 


Auch diefe Formel ift nur als Näherungsformel zu gebrauchen, weil in 
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ihr die Unbelannte d und auch der von der Gefchwindigkeit v — = 


abhängige Coefficient & mit vorlommen. 


Beiſpiele. 1) Welche Drudhöhe beanſprucht eine 50 Meter lange und 0,15 
Meter weite Röhrenleitung, wenn biejelbe in der Minute 1 Eubitmeter Waſſer 
fortleiten jo? Hier if 


1 
— — 
v= 1,9732 ʒ = 0943 Meter, 
daher läßt fih Z = 0,0244 — 0,48 (0,0244 — 0,0239) = 0,0242 ſetzen, und 
es folgt nun die Drudhöhe oder das totale Röhrengefälle: 


h= (1, 505 4 0,0242 I 0.081 . 0,9432 — 0,434 Meter. 


2) Welche Waflermenge wird eine Nöhrenleitung von 20 Meter Länge und 
0,05 Meter Weite bei 1,6 Meter Drudhöbe liefern? Es ift: 
4429 VI6 6,608 


ı=—- Va mr 
V + 8 05 1,505 + 400 & 


Borläufig 5 = 0,020 angenommen, N erhatt man: 
6,603 


vu —— — 1818 Meter; 
V 1,505 + 8,0 
für v = 1,8 Meter ift aber ridtiger Z = 0,0215, daher hat man genauer: 
5,603 5,608 


vB a nn — 1,762 Meter, 
V 1,505 + 400 . 0,0215 YV 10,10 


woraus das Waflergquantum 
Q =B,14 . 0,0252 . 1,762 — 3,95 Liter folgt. 


3) Weldde Weite muß man einer 40 Meter langen NRöhrenleitung geben, die 
bei 1,5 Meter Drudhöhe in jeder Minute 1,2 Eubitmeter Waſſer liefern ſoll? 
es if: 


d = 0,607 Vussare. 0, (45) 15 = 0607 / 0,0004 4 +.0,0107 t. 


Seht man vorläufig & —= 0,02, fo erhält man: 
d = 0,607 0004 + 0,000214, oder annähernd: 
d = 0,607 V’0,000214 —= 0,112 Meter, alfo genauer: - 


d = 0,607 V/ 0,0004 . 0,112 + 0,000214 = 0,116 Meter. 
Diejer Weite entſpricht ein Querſchnitt: 
F = 0,7854 . 0,116? = 0,0106 Quadratmeter, 
daher eine Geſchwindigkeit: 
-2L_ 12 _— 
‚=7 =D. 0.0106 1,89 Meter. 


Hierfür ift aber der Widerftandscoefficient & = 0,0213, daher folgt nunmehr: 
d = 0,607 V 0,0804 . 0,116 + 0,0107 . 0,0213 = 0,118 Meter. 


Anmerkung 1. Verſuche mit 65 und 117 Millimeter meiten ordinären Holz - 
röhren haben dem Berfafler den Widerftandäcoefficienten 1,75 mal jo groß 
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gegeben, wie bei den Metallröhren, auf welche fi) die in den Xabellen des 
vorigen Paragraphen angeführten Werthe beziehen. Während alfo im Beir 
ſpiel 1. für die Gefcmindigfeit von 0,943 Meter bei Metallröhren | = 0,0242 
it, mälffen wir ihn bei Soljröpren 0,0242 . 1,75 = 0,044 ſehen, und bie im 
Beifpiel 1. erforderliche Drudböge wirde fid) unter Worausjefung hölerner 
Röhren zu 
50 
= (1,505 + 00424 5) 0,051 . 0,943? — 0,709 Meter 


berechnen, während fie bei metallenen Röhren nur zu 0,484 Meter fid ergab. 

Nah den Verſuchen Darcy’s wächſt der Widerftandscoefficient £ überhaupt 
fehr bedeutend mit der Raubigkeit der Rohrenwand und fteigt bei jehr rauhen 
Wänden auf das Zwei bis Dreifage. Dielelbe Erfahrung hat in der neueften 
Zeit aud) der Verfafler gemadht. 

Anmerkung 2. Einen nit unbeveutenden Einfluß übt no die Temperatur 
auf den Widerftand des Waflers in Röhren aus. Hierauf Bezug habende Ber: 
ſuche find von Berfiner (f. defien „Qandbud} der Medanit“, ®b. IL) und in 
der neueften Zeit don Seren Geh. Rath Hagen (f. defien „Wbhandlungen über 
den Einfluß der Temperatur auf die Bewegung des Waflers in Röhren“, Berlin, 
1854) angeftelt worden. Dur die allerdings nur an jehr engen Röhren 
(4 = 0,108— 0,227 Zoll) angefteliten Verſuche des Lehteren hat ſich ergeben, 
daß unter übrigens gleihen Berhältnifien die Geſchwimdigteit des Waſſers in 
Nöhren nicht ohne Grenze mit der Temperatur defelben zunimmt, fondern daß 
& für jede Röhre eine geiwifie Temperatur giebt, wo dieſe Geſchwindigleit ein 
Marimum ift, Für die Verſuche außerhalb dieſes Magimums findet Hagen folgende 
Formel: h= mir-1s. v1 und: 

m = 0,000038941 — 0,0000017185 V?, 
wo die Temperatur € in R.-Graden und die Drudhöhe A, die Länge 7, der 
Röhrenhalbmefier r und die Gejhwindigfeit v in Zollen außzubrüden find. 


v 
$. 458. Conische Röhren. ®ei einer coniſchen Röhre AD, Fig. 809, 
läßt ſich der Reibungswiberftand auf folgende Weife finden. Es jei der halbe 
Gig. 809. Convergenzwinkel der Röhrenwann ACL—BCL=Ö, 
der Durchmeſſer A B der Einmündung — d, der Durch-⸗ 
meſſer DE der Ausmindung — d, ferner die Länge 
KL der Röhre — I und die Ausflußgeſchwindigkeit 
(iDB=v . 
In einen Abftande KM — x von der Ausmündung 
ift der Durchmeſſer der Röhre: 
NO=y=DE+ 2KMtang.ö 
=d+ 2ztang.d 
und daher die Geſchwindigkeit «0 dafelbft, da fid) 
Legen ft: 
vr fegen läßt: 
a? v 
Wr 
(i + 7 tang.8) 


uv— 
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Für ein Element NOPR bes Röhrenftlides von ber Fänge 





_ nn _ MO _ 
0P=NR= c8.ö 08.0 
ift daher die Widerftandshöhe der Reibung : 
02 w? 0x v 
okh=$ —. — = —— 5 
ycos.d.29 yoos.8 (1 +77 tang.d) 29 
0x v2 


d cos. Ö (1 + tang. 8) "9 


und e8 folgt die —2— für die ganze Röhre: 
— * v⸗ 0x 
29 294 


° (1+- + T = fang. 5) 008.0 ” 
Nun iſt aber 
— 


14 X tang. 5* c08. 6 


2% -5_ /2% 
fl + 7 tang. 6) (7 tang. 8) 


d 2x 4. 
"Enid (1 + 7 tang. 8). ‚ daher ergiebt ſich: 


een er 


1 +2 — = lang. 8) cos. Ö 
d 21 ui 
nd v — ( + — 7 ang. 6) | oder: 


Bzık 4] = lt) 


dad + 2ltang. d den Durchmeiler d, der Einmündung ausdrüdt. 
Es ift folglich die gefuchte Widerſtandshöhe: 


irre -(z) = Ykenee.0[1 — (&) ]5-- 


Iſt die Einmündung viel weiter als bie Ausmundung, ſo kann man 


(2) — Null ſetzen und erhält hiernach: 


R/ —— 1 Ecosec.8 I; 

— RBgnd2g ° 29 

*) Dieſer Ausdruck iſt nur annähernd genau, inſofern er einen für alle Quer⸗ 
Schnitte zwiſchen A und K conftanten Werth des Widerflandäcoefficienten Z 


vorausſetzt. 


450. 
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es hängt alſo in dieſem Falle der Reibungswiderſtand gar nicht von der 
Länge der Röhre ab. 


Beifpiel Bei dem Mundflüde AK, Fig. 810. einer Feuerjprige if der 
Eonvergenzwintel des Ausmündungsftüdes BR, 24, = 5% und der des Ein: 
mündungsftüdes A B, 20, S 18, ferner die Weite der Ausmünbung d = 15 
Willimeter, die Weite der Einmündung d, — 39 Millimeler und die ganze 
Länge des Gußftüdes AR — 3 = 160 Millimeter. Welde Größe hat der 
WiderftandScoefficient deſſelben? ° 

Sei BE= und AB = 1, fo haben wir: 


4 +4=1un tang. d. + ztang.d, = 





4, Der: 


2 
4 +1, = 160; 0,0497 1, + 0,15842, — 12, woraus 
1, = 116 Millimeter und I, — 44 Millimeter folgt. 
Fig. 810. Die Weite bei B, wo die Regelfläden zufammenftoßen , it: 
n d=d+21,tang.d, =15+2.116.0,0497 =25 Millimeter, 
wofür wegen der Abrundung diefer Stelle 28 Millimeter gefegt 
fein möge. Nun folgt für das Yusmündungsftüd : 





RB @] ma = B = @] ' domẽ 21.06 

und für das Einmundungsſtüch: 

li 3) mr li #1 ’ San =4; 

daher ift für das ganze Mundftüd die Widerftanbsföhe: 
1 - 
41-6 
= : 5 [2 +47 &] = 2,68% Er 

Nimmt man £ = 0,02 an, fo folgt: 














Fr} 
h= 0054 29° 


d. i. beinahe 5Y, Procent der Geſchwindigleitshöhe, womit auch 
die angeftellten Verſuche übereinftimmen. 


Röhrenleitungen. Cine Rößrenleitung mindet entweder unter Waſſer 
ober im freier Luft aus. Beide Fälle find in den Figuren 811 und 812 
abgebildet. Im erften Falle ift als Drudhöhe h der Niveauabftand RC 
beider Wafferfpiegel von einander, im zweiten aber bie ſenkrechte Tiefe RO 
der Ausmindung O unter dem Waſſerſpiegel I de Zuflußapparates anzu- 
nehmen. Behält nun die Röhre überall eine und diefelbe Weite d, fo finden 
in beiden Fällen die im $. 457 entwidelten Formeln ihre unmittelbare Ans 
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wendung, verengert oder erweitert fich aber die Röhre an einer Stelle, fo bat 


man e8 mit verfchiedenen Röhrengefchwindigkeiten zu Kan und es iſt daher 
ig. 81l. Big. 812. 





der Reibungswiderftand für jede Röhre beſonders zu berechnen. Einen fen 
Gall bietet 3. B. die Wafferleitung in Fig. 812 mit einem fpringenden 
Strahle dar, wo das Mundftüd O enger ift al8 die Zuleitungsröhre BLM. 
Segen wir, wie gewöhnlich, die Ausflußgefhwindigfeit S v, die Weite der 
Ausmündung O — d, die Weite der Röhre aber — dı, fo haben wir die 
Geſchwindigkeit des Waſſers in derfelben: 


d\2 
u, = ã DV. 
Bezeichnet noch 2, die Tänge der Röhre BLM und $, den Reibungscbeſ⸗ 


ficienten, ſo folgt die entſprechende Reibungehohe: 


I, vo. 
aba (2); 29 
Iſt nun nod) do der Bierftanbscoefficient für das Einmündungsftüd 


K und & der für das Ausmündungsftüd O, fo folgt der Druckhöhen⸗ 
verluft, weldjen das erſtere verurfacht, 


— 8 ?— *55. 
eb —0— 29 


dagegen der, welcher aus der Bewegung durch das zweite entſpringt, 
v 


h=$, 
und hiernacd hat man num das ganze wefalle: 
222 4 d\+ 92 
= tmt+h+m=|ı+()+&a(z) +2]; 


und hieraus die Ausflußgefchwindigfeit: 
2gh 


+ (+) (+ 
6 14) \a, 

Die Mund- oder Ausgußſtücke müſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß dem Waſſer einen möglichft Heinen Widerftand darbieten, 
jondern aud) da8 Ausftrömen in möglichft parallelen Fäden bewirken, damit 
biefelben beim Auffteigen einen lang zufammenhängenden Strahl bilden, ber 





vv — 
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durch die Fuft weniger geftört wird als ein gleich anfangs zerriſſener Strahl. 
Aus diefem Grunde zieht man die Furzen cplindrifchen oder wenig conifchen 
Mundftüde mit abgerundeter Einmündung den Ausmündungen in ber dünnen 
Wand oder den nad) der Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformten 
Mundſtücken vor, obgleich, fie einen etwas größeren Geſchwindigkeitsverluſt 
verurfachen als diefe. Die Knoten und Bäuche, welche der aus den letzteren 
Mündungen kommende Strahl bildet oder zu bilden fucht, geben der äußeren 
Luft mehr Gelegenheit zum Eindringen als ein cylindriſcher Strahl. 


Springende Strahlen. So fange der aus einer horizontalen Mün— 
dung K, Fig. 813, ſenkrecht abwärts fliegende Strahl KLN noch ein Con- 


Big. 813. 


tinuum bildet und nicht von der Luft zer- 
tiffen wird, nimmt defien Querſchnitt L 
immer mehr und mehr ab, wenn der Ab- 
fand ZKL—xvon der Mundung wächſt. Iſt 
e die Ausflußgefchwindigkeit und v die Ger 
ſchwindigleit in Z, fo hat man: 
e?—2gr + ec; 

undbegeichnet Pdie Querſchnitteflache der Aus- 
mündung, ſowie X die Querſchnittoflache des 
Strahles in Z, fo gilt auch die Gleichung: 

F=YovePRe= Mo, 
und es folgt ſchließlich die Gleichung: 

Y?(c? + 292)=Fes, ober: 

Fre? 
®+2g9x2 
für die Geftalt des die fogenannte New« 
ton’fde Cataracte bildenden Wafler- 
ſtrahles KN (fiefe Newtoni Principia 
Philosophiae, Tom. II, Sect. VID. Iſt 
der Querfchnitt der Mündung X ein Kreis 
vom Durchmeſſer d, fo bildet der Duer- 
ſchnitt Z einen Kreis vom Durchmeſſer y, 
für welchen hiernach 


Y= 





Ueber die innere Beſchaffenheit Her fal- 
Ienden Waſſerſtrahlen find von Savart 
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Verſuche angeftellt worden, fiehe Poggendorff's Annalen der Phyſik, 
Bd. 33. 

Bei dem aus einer horizontalen Mündung M ſenkrecht auffteigenden 
Strahle MS nimmt dagegen der Querſchnitt O mit der Entfernung 
MO =x von der Mündung M allmälig zu; denn es ift hier die Ge⸗ 
ſchwindigkeit des Waflers in O: 

v — Ve? — 29x, und daher 


F?c? 
2 — — — 
c?— 2gx’ 
folglich, für den Querſchnittsdurchmeſſer y in O: 
j c? d* ber — 
—— 9 2g8'’ Oder Yy — u HE 


4 2 
Vı _ 
7 
2 
Bezeichnet man die Geſchwindigleitshöhe -5 durch A, fo iſt einfach uud 


allgemein: 
d » 


" Wz: 
IH; 


Diefe Formel verliert jedoch in ihren Grenzen ihre Richtigkeit; ihr zu- 
folge wäre 3. ®. beim fteigenden Strahle fir z — h, alfo im Scheitel S, 
der Durchmeſſer des Strahles 

yAen-ı — 55 * Ro 
Dies ift jedod) nicht der Tall, weil die einzelnen Waflerfüden, aus welchen 
der Strahl befteht, an der hödjften Stelle nicht ganz in Ruhe find, fondern 
daſelbſt in Richtung radial- auswärts eine Heine Gefchwindigfeit haben. 
Wenn der Waflerftrahl 
dig. 814. AOC, Fig. 814, in 
einer gegen den Horizont 
geneigten Richtung aus- 
jtrömt, jo bleibt die 
Formel 
d 


y— — ur 
Vız: 
h 


noch) anwendbar, wenn 
| man nur darin ftatt * 
& die. BVerticalprojection 
NO bes Strahles AO 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 65 
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einfegt. Tritt der Strahl unter dem Neigungswinfel & aus der Mündung, 
fo ift die größte Steighöhe BC: 


[ —— B2 (sſin. c)?ꝰ (f. $. 41), 


| daher der Durchmelfer deijelben (im Scheitel C): 


8. 461. 


d 


— — d — 4 
Vi _4 — 1 — (sin.0)? Vcos 
h 


Im niedergehenden Strahltheile C.D wird y wieder allmälig Heiner und 
Heiner, und beim Auffallen auf die Horizontalebene AD, von der er aus⸗ 
gegangen ift, würde y wieder — d fein, wenn bie Luft feine Störungen in 
der Bewegung bes Strahles hervorbrächte. 





Die Steighühe s eines vertical fpringenden Wafferftrahles ift nur bei 
Heinen Ausflußgeichwindigfeiten (c) nahe gleich der Gefchwindigfeitshöhe 


h= 5 bei größeren Ausflußgeſchwindigkeiten fällt dagegen in Folge des 

Widerſtandes der Luft die Steighöhe s namhaſt kleiner aus als die Geſchwin⸗ 
2 

digkeitshöhe 5 Aus den vom Verfaſſer angeſtellten Verſuchen (ſ. die 


Verſuche über die Steighöhe ſpringender Waſſerſtrahlen bei verſchiedenen 
Mundſtücken im 5. Bande der Zeitſchrift des Vereins deutſcher Ingenieure) 
find folgende Thatſachen über fpringende Wafferftrahlen hervorgegangen: 
.1) Der Widerftand der Luft ift bei Heinen Ausflußgefchwindigfeiten von 
1,5 bis 7,5 Meter, oder bei Steighöhen von !/; bi8 3 Meter fo flein, daß 


3 
bier die Sprunghöhe s ohne merklichen Fehler der Gefchwindigfeitshöhe 5 


des ausſtrömenden Waſſers gleichgeſetzt werden kann. 
2) Wenn die Geſchwindigkeitshöhe nicht über 24 Meter iſt, ſo läßt ſich 


das Verhältniß der Steighöhe s zur Geſchwindigkeitshöhe A — 5 ſetzen: 


s_ 1 
Rh at+tßh+yk 
wobei &, B und Y für jede Mündung befonders zu beftimmende Erfahrungs- 
coefficienten bezeichnen. 

3) Bei Wafferftraflen, welde aus Mlündungen in der dünnen Wand 
emporjpringen, läßt fich die Konftante « —= Eins fegen, folglich auch an- 
nehmen, daß der Wideritand beim Durchgange durch die Mündung bei einer 
Heinen Gejchwindigfeit ziemlich Null ift und erſt bei größeren Ausfluß- 
gefhwindigfeiten meßbar wird. Hiernach ift alſo auch der Wiberftandscoef- 
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ficient & für diefe Mündungen nicht conftant, fondern wächſt von Null an 
allmälig mit der Geſchwindigkeit und der $. 435 angegebene Werth $ = 0,97 
fann nur al8 ein mittlerer angejehen werden. 

4) Bei gleicher Ausflußgejchwindigkeit wächſt die Steighöhe mit der Dide 
des Strahles oder der Weite der Ausflußminbung es iſt folglich der Wider- 
ftand ber Luft bei dien Strahlen Kleiner als bei ſchwachen. Die Steighühe 
it deshalb nicht allein bei großen Drudhöhen, fondern aud) bei ftarken 
Strahlen größer als bei Heinen Druckhöhen und bei ſchwachen Strahlen. 

‘ 5) Unter übrigens gleichen Verhältniſſen jpringen die Wafferftrahlen aus 
freisförmigen Miündungen höher als die aus quadratifchen oder anders ge- 
formten Mündungen. 

6) Bei gleicher Ausflußgeſchwindigkeit und gleicher Mitndungsweite jpringen 
die ohne Kontraction ausfließenden Waflerftrahlen höher als die contrahirten 
Waflerftrahlen, und zwar nicht allein, weil diefe Strahlen im Ganzen dünner 
find als jene, fondern auch, weil fie durch ihre abwechſelnden Zuſammen⸗ 
ziehungen und Anſchwellungen dem Eindringen der Luft in größerem Maße 
ausgeſetzt ſind. 

Unter übrigens gleichen Umſtänden und Verhältniſſen und bei nicht ſehr 


kleinen Ausflußgeſchwindigkeiten erreichen die durch kurze conoidiſche und“ 


längere conifche Anfagröhren mit innerer Abrundung ausfliegenden Strahlen 
die größten Steighöhen. 

Mariotte folgert aus feinen Verſuchen über die Steighöhe |pringender 
Strahlen (f. die Meining’fche Ueberfegung von Mariotte’8 Grundlehren 
der Hydroſtatik und Hydraulit), an Miündungen in der dünnen Wand von 
4 und 6 Linien Durchmeſſer und bei Drudhöhen von 51/, bi8 35 Fuß, 


daß die zur Erlangung der Steighöbe s nöthige Drud» oder Geſchwindigkeitshöhe 


h=3 + 5 Pariſer Fuß 
ſein müſſe, wonach folglich 
—214 = —= 1 + 0,0033 8 zu jegen wäre. 
Die viel ausgedeh cteren und ſehr mannigfaltigen Verſuche des Verfaſſers, 
welche derſelbe bei Druckhöhen von 1 bis 24 Meter angeſtellt hat, geben 
Sig. 816. dagegen fr Kreismündungen in ber dünnen Wand, 
Fig. 815, 
von 10 Millimeter Durchmeſſer: 


1) 2 — 1 + 0,011578% 4 0,00058185 Ah? 
und von 14,1 Millimeter: 
2) = = 1 + 0,007782% + 0,00060377 R2. 
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Big. 816. Für ein kurzes conoidifhes Mundſtück AB, 
B Fig. 816, von 10 Millimeter Weite der Ausmündung fand 


4 der Verfaſſer: 
A 


3) » = 1,0272 + 0,000476% + 0,00095614 h?, 


ferner für ein coniſches Mundftüd ABC, Fig. 817, von 0,145 Meter 
Länge und 10 Millimeter Weite an der Mundung C bei 30 Millimeter 
Weite der gut abgerundeten Einmündung A: 
Fig. 817. Sig. 818, h 
1 9 ;- 1,0453 + 0,000373 A 
+ 0,000859 At. 
u Bei dem Mundftiide AB, Fig. 818, 
welches aus demjenigen ABC, Fig. 817, 
duch Abnahme von BC entftand und 
eine Mundungsweite von 14,1 Milli 
meter bei 105 Millimeter Länge hatte, 
ergab fid: 


ö) je 1,0216 + 0,002393 A 
+ 0,00082676 A”), 


Mit Hülfe diefer Formeln ift folgende 
Tabelle der Steighöhen fpringender 
Wafferftrahlen berechnet worden: 










ad 1) Sprunghöhe s 








a) .„ s=..|292 14,32 
dad) .  8=..)289 14,10 
aꝛd ,„ = 2,85 14,32 
ad ,„ s= 2,91 16.67 


Beilpiel. Wenn an einem Springbrunnen die Leitungsröhre Z = 100 Meter 
lang und d, = 0,05 Meter weit und das coniiche Mundftüd defielben d = 12 
Millimeter weit ift, wie hoch wird bei einer Drudhöhe h, von 15 Meter der 
Strahl jpringen, vorausgefegt, daß aufer der Reibung alle übrigen Röhrenwider 
fände Mein genug find, um fie vernachläſſigen zu können? Es ift hier, wenn man 

os (EY_ (121 _ 1 __10 

6=05; 6 =0,08; (5) = (5) =00088 und = 05 = 200 

*) In obigen unter I—B angegebenen Formelnfind s und in Metern zu nehmen. 
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fest, “ Höhe h, ve der Ausflußgeſchwindigkeit ennpricht: 


— der Formel 5 iſt date bie bei ruhiger Luft zu erwartende Steighöhe: 


12,85 
= O0 FODOOE. KFOORETE = 1,1008 = 11,61 Meter 


_ Piösometer. Die Drudv erlufte, welche das Waſſer in einer Röhren $. 462. 

leitung ABCDE, ig. 819, durch Verengungen, Reibung u. ſ. w. erleidet, 

Fig. 819. kann man durch die Waf- 
ferfäulen meſſen, welche fi 
in ſenkrecht aufgefegten 
Röhren BE, CM, DO 
erhalten, die man, wenn fie 
lediglich zu dieſem Zwecke 
dienen, Piszometer nennt. 
(©. $. 413.) 

Iftv die Geſchwindigkeit 
des Waſſers an der Stelle 
B. Fig. 819, wo ein Piözo- 
meter einmündet, J die Länge, d die Weite des Röhrenſtückes AB, h die 
Drudhöhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waſſerſpiegel, ift ferner 
&o der Widerftandscoefficient fir den Eintritt aus dem Reſervoir in bie 
Röhre und & der Reibungscoefficient,, jo hat man für den, ben Drud in B 
meſſenden Piözometerftand: 


ı 
-=h-(1+6 487 
Dagegen ift bei der Länge I, und dem Gefälle A, bes Röhrenſtückes BC, 
der Piözometerftand in C: 
I v 
a=h+h—-(1+6+84+83);, 
Es folgt daher die Differenz der Piögometerftände: 
I, v2 x 
u —-s=h—6- .- 
und umgelehrt, die Widerftandshöhe des Röhrenſtückes BC: 
= —=h +3 — 2 = Öefälle des Röhrenftüdes 
plus Differenz der Piözometerftände 
Dan erfieht Hieraus, daß die Piszometer dazu dienen können, bie Wider- 
ftände, welche das Wafler in den Nöhrenleitungen zu überwinden hat, zu 
meſſen. Befindet fi) in der Röhre ein befonderes Hinderniß, hat fic 3. B 
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ein Heiner Körper in berjelben feſtgeſetzt, fo wird dieſes fogleich burdh das 
Sinken bes Piszometerftandes angezeigt und bie Größe des erzeugten Wider⸗ 
ftandes ausgebrüct werben. Die Wiberftände, welche durch Regulirungs— 
apparate, wie Hähne, Schieber u. ſ. w, von welchen im folgenden Capitel 
die Rede iſt, erzeugt werden, laſſen ſich ebenfalls durch Piszometerſtãnde 
ausdrücken. So ſteht z. B. das Piözometer in D tiefer als das in C, nicht 
allein wegen ber Reibung des Waſſers in dem Röhrenſtücke CD, ſondern 
auch wegen der Verengung, welche der Schieber S in der Röhre hervorbringt. 
Iſt bei völlig geöffnetem Schieber die Differenz NO ber Piögometerftände 
— h,,.bei eingeftelltem Schieber aber — hs, fo giebt die neue Differenz 
oder Senkung hg — A, die Widerftandshöhe, welche dem Durchgange bes 
Waſſers durch den Schieber entſpricht. 

Endlich läßt ſich auch aus dem Piszometerſtande die Ausflußgeſchwindig⸗ 
keit des Waſſers berechnen. Iſt der Piszometerſtand PQ — z, bie Länge bes 
legten Röbrenftüdes DE — 1 und bie Weite defielben — d, fo hat man: 


et 
742g’ 
und daher bie Ausflußgeichteinbigfeit: 
207 _ d 298 
v= — 1, 
. te 7 
d 


Beifpiel. If bei der Leitung in Fig. 819 der Piszometerſtand PQ = 5 
= 0,5 Meter, die Länge der Röhre DE, vom Piözometer bis zur Ausmündung 
gemeflen, 2 = 50 Meter, und die Röhrenweite 0,08 Meter, jo folgt bei dem 
Widerſtandecoefficienten & = 0,025 die Ausflußgefchwindigteit:: 

v—= 4499 1/08, 0,8 
j 50 "0025 = 0,613 Meter 

und die Ausflügmenge: 

Q = 8,14 . 0,04% . 0,618 = 0,00308 Eubifmeter — 3,08 Liter. 


Anmerkung. Die Bewegung des Waſſers in einer Röhrenleitung BCD, 
Dig. 820, kdann ſehr leicht durch Luft geftört werben, welche fi) entweder aus dem 


Fig. 820. 





Wafler entwidelt, oder von außen in die Röhre einbringt. Damit keins von 
beiden eintrete, muß bei ber Anlage der Röhrenleitung dafür gejorgt werben, 
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daß der Drud an jeder Stelle C derfelben den Atmofphärendrud übertreffe, alfo in 
jedem Piözometer eine Wafjerfäule CE fiehe. Die Höhe diefer Waflerfäule ift: 
i 2 
=h—-(IH6+ 22), 
wenn A, die Drudhöhe CO in 6, I, die Länge des Röhrenflüdes BC und v 
die Geſchwindigkeit des Waſſers in der Röhre bezeichnet. Es ift aljo nöthig, daß 
n> (tat) 


fei, daß 3. B. der Wafierftand im Zuflußreferboir mindeſtens die Geſchwindigkeits⸗ 
höhe des Waſſers in der Röhre übertreffe. Außerdem iſt zu befürchten, daß die 
Nöhre in einem Wirbel Luft nachſauge. 


1+ 0 +29 
Auch läßt ſich h, > 7 h jegen, wenn A das ganze Röhrengefälle 
ct 
d 
AK und I die ganze Röfrentänge BCD bezeichnet. 
Um das Anfammeln von Luft in der Nöhre mit Sicherheit zu verhindern, ift 
e8 ſehr zweckmäßig, diejelbe fteigend zu legen, weil dann die Luftblaſen vom n flie: 
Kenden Wafler mit fortgenommen werden. 


Biertes Capitel. 


Bon den Sindernifien in der Bewegung des Waſſers 
bei Gefhwindigkeits- und Nichtungsveränderungen. 


Plötzliche Erweiterung. Beränderungen in dem Querſchnitte $. 463, 
„einer Röhre oder eined anderen Ausflußrefervoirs geben auch Veränderungen 


in der Gefchwindigfeit des Waſſers. Die Geſchwindigkeit ift dem Quer⸗ 
Schnitte des Waſſerſtromes umgelehrt proportional; je weiter das Gefäß ift, 
defto Heiner ift die Geſchwindigkeit, und je enger das Gefäß, defto größer die 
Geſchwindigkeit des durchfliegenden Waſſers. Aendert ſich der Querfchnitt 
eines Gefäßes plöglich, wie 3. DB. bei der Röhre ACE, Fig. 821, fo tritt 
auch eine plögliche Geſchwindig⸗ 
feitSveränderung ein, und hiermit 
ift wieder ein Verluſt an leben- 
diger Kraft und eine entjprechende 
Abnahme an Drud verbunden. 
Diefer Berluft läßt ſich genau fo 
berechnen, wie der Arbeitöverluft 
beim Stoße unelaftifcher Körper. 
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(ſ. $. 359). Jedes Wafferelement, welches aus der engeren Röhre BD in 
die weitere Röhre DG- tritt, ftößt gegen die langfamer gehende Waſſermaſſe 
in diefer Röhre und geht nad) dem Stoße mit diefer vereinigt fort. Genau 
fo ift e8 aber auch bei dem Zuſammentreffen fefter und unelaftiicher Körper, 
auch diefe Körper gehen nach dem Stoße mit einer gememfchaftlidden Ges 
Ihwindigfeit for. Wenn wir nun gefunden haben, daß der Arbeitsverluft 
beim Stoße diefer Körper 
(v1 — v3)? Gi @& 


L= . 12 
29 Gh +& 
ift, jo können wir hier, da das ftoßende Waſſerelement G, unendlich Mein iſt 
gegen bie geftoßene Wafjermafle G,, ſetzen: 


(vd — %)” ' 
L= —7 Gı 
und folglich den entfprehenden Berluft an Drudhöhe: 
h— (vi — vo’ 
29 


Es entfteht alfo durd) die plögliche Geſchwindigkeitsver— 
änderung ein Drudhöhenverluft, welcher durd die diefer Ber- 
änderung entfprehende Geſchwindigkeitshöhe gemefjen wird. 

ft nun Fi} der Querfchnitt der einen Röhre A C und F der Querfchnitt 
der anderen Röhre CE, welche mit der erſteren ein, Ganzes bildet, die Ge⸗ 
Ichwindigfeit des Waſſers in der erſten Rohre = — v, und bie in der anderen 
, = u, jo hat man: 


_ Fr 
‘ v = Fr 
daher den Drudhöhenverluft beim Uebergange aus einer Röhre in die 
andere: 
F 3 9? . 
-(5-:)% 


und den entiprechenden, fchon von Borda gefundenen Widerſtands⸗ 


coefficienten: 
F' 1 2 
(7 )" 


Die gefundene Druckhöhe 


—— 


kann natürlich nicht ſpurlos verloren gehen, "man muß vielmehr annehmen, 
daß die ihr entfprechende medjanifche Arbeit auf die Zertheilung und die 
ſchwingende Bewegung ber vorher ein Continuum bildenden Waifertheile, 
zumal auf die Wirbelbewegung in W, W verwendet wird. 

Die hieritber angeftellten Verſuche bes Berfaffers ftimmen mit der Theorie 
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gut überein. Damit die Röhre DE vom Waſſer ausgefüllt werde, ift es 

Fig. 822. nöthig, daß fie nicht jehr furz und nicht 
fehr viel weiter jet als die Röhre A C. 
Diefer Berluft verfchwindet, wenn, wie 
Fig. 822 repräfentirt, durch Abrundung 
der Kanten ein allmäliger Uebergang 
aus der einen Röhre in die andere her- 
beigeführt wird. 

Beifpiel. Wenn der Durchmefler der einen Röhre in der Zufammenjegung 
von Fig. 821 noch einmal fo groß ifl als der der anderen Röhre, fo ift F 
= (2/4)? = 4, daher der Widerftandscoefficint £ = (4 — 1)? = 9 und die 
entiprechende Widerftarbshöhe für den Uebergang aus der engeren Röhre in bie 
weitere gleich 9 . u Iſt die Geſchwindigkeit des Waffers in der letzteren Röhre 


gleid 2 Meter, jo folgt die Widerftanvshöhe 9 . 0,051 . 22 — 1,836 Meter. 





Verengung. Cine plögliche Gejhwindigfeitsveränderung tritt $. 464. 


auch dann ein, wenn das Wafler aus einem Gefäße AB, Fig. 823, in eine 
engere Röhre DE tritt, zumal wenn an ber Eintrittöftelle C.D ein Dia⸗ 
phragma figt, deſſen Deffnung noch Heiner iſt als der Duerfchnitt des 
Rohres DG. Iſt der Inhalt der Verengung — Fi} und « der Con⸗ 
tractionscoefficient, fo hat man den Querſchnitt Fy des contrahirten Wafler- 
ſtrahles = a Fi, und ift dagegen F der Querjchnitt des Rohres und v die 
Ausflußgefhwindigkeit, fo findet man die Geſchwindigkeit des Waſſers im 
contrahirten Duerfchnitte F5 durch die Formel 
v = ar, U, 

daher den Druchöhenverluft beim Uebergange aus Fy in F oder aus v, in v: 
BZW _(E 1) 


und dem entfprechenden Widerftandscoefficienten: 


el) 





Ohne Diaphragma erhält man eine bloße Anfagröhre, Fig. 824, daher 
iſt hie F— Fı und 
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1 3 
= F — i) 


a = 


fowie umgekehrt: 
1 
ı+vE 


Nimmt man & — 0,64 an, fo erhält man: 
1 — 0,64\? 
EI Caerr 

Dur ben Widerftand beim Eintritt in die Röhre und durch die Reibung 
des Waflers im äußeren Röhrenſtücke fteigert ſich aber & auf 0,505 (8. 449). 

Berfuche über den Ausflug des Waflers durch eing Anſatzröhre mit 
verengtem Eintritte, wie Fig. 823 vorftellt, haben den Verfaſſer auf 
Volgendes geführt. Der Wiberftandscoefficient fiir den Durchgang durch 
ein Diaphragma und für den Anſchluß an die weitere Röhre kann durch die 


Yormel 
= m F\ 1) 
ausgedrüdt werden; es ift aber zu fegen: 









= | 0,1 os 091 1,0 








= [one 0,614| 0,612 0,598| 0,596 








ooio 0,607 0000 0,603} 0,601 





und folgt: 


= au: 50,99| 19,78] 9,612] 5,256] 3,077 














1er 1,169 om 0,480 











Hiernad) ift 3. DB. in dem Falle, wenn der verengte Querfchnitt halb fo 
groß ift al8 der Querfchnitt der Röhre, der Widerftandscoefficient & = 5,256, 
d. h. der Durchgang durch diefe Verengung nimmt eine Drudhöhe in Ans 
fpruch, welche 51/, mal fo groß ift als die Geſchwindigkeitshöhe. 


Beifpiel. Welche Ausflugmenge giebt der in Fig. 823 abgebildete Apparat, 
wenn die Drudhöhe 0,5 Meter, die Weite der freißförmigen Verengung 40 und 
die der Röhre CE glei 50 Millimeter ift? Hier hat man: 


F _ (DO 064. — 
7 = (5) = 0,64; daher « = 0,604, und 


100 
64. 0,60, 


Set mnnnkh=(1-+ 5 7’ fo erhält man die Ausflußgeſchwindigkeit: 


to — 1) = 2,82. 
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29h _ 05 _ h 
ir: 4,429 55” 1,66 Meter, 


und folglid das Ausflußquantum: 
Q = 3,14 . 0,0259. 1,66 = 0,00825 Eubitmeter = 8,25 Liter. 


v — 





Einfluss der unvollkommenen Contraotion. Bei den im letzten 8. 465, 


Paragraphen betrachteten alle, wo das Waffer aus einem großen Gefäße 
kommt, konnte die Contraction als eine vollkommene angejehen werben; ijt 
aber der Querfchnitt des Gefäßes oder des an einer Berengung anfommenden 
Waſſerſtromes nicht jehr groß in Anjehung auf den Querſchnitt F}, Fig. 825, 
der Berengung, jo ift die Contraction eine unvollfommene und daher 
auch der entiprechende Wiberftandscoefficient Heiner als in dem oben unter- 
fuchten Falle. Gelten wieder die vorigen Bezeichnungen, jo hat man aud) 
hier die Widerftandshöhe oder die durch den Durchgang durch F} verzehrte 


Druckhöhe: 
F 2 9? 
lm 1) 29° 


nur find file & veränderliche, und zwar um fo größere Zahlen einzufegen, 


je größer das Verhältniß z zwifchen dem Querſchnitte ber Verengung und 
dem Duerfchnitte @ der Zuleitungsröhre AB if. Befindet fid) das Dia- 
Fig. 826. 





phragma CD in einer gleichweiten Röhre AG, Fig. 826, fo findet ganz die⸗ 
ſelbe Beſtimmung ſtatt, nur hängt hier der Coefficient & von fi ab. 


F 
Nach den vom Berfaffer hierüber angeftellten Verſuchen hat man in der 
Formel 
F 2 
(m!) 


für die Widerftandscoefficienten zu fegen: 


\ 
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bei a = | 91 | 02 0,8 | 04 | 05 | 0,6 | 07 |o. | 09 | 10 
“= hauesan as Ion iz ori» —8 
und es folgt: 
it = [225,9 ala 7,801 8,753 |1,796 |0,797 [0,20 hosı)oooo 
Diefe Verluſte werden Meiner, wenn man dich Abrundung der 
ig. 827. Kanten die Contraction vermindert 


ober aufhebt, und fie laſſen ſich faft 
ganz beſeitigen, wenn man, wie 
Fig. 827 repraſentirt, ein ſich all« 
malig erweiterndes Durchgangsſtuck 

MN einfegt. . 
Beifpiel. Welche Drudhöhe wird erfordert, damit der in fig. 828 abgebildete 
. Apparat in der Minute 0,3 Eubitmeter Wafier liefert, 
Fig. 828. wenn das Diaphragma die Weite von 40 Millimeter, 
die Ausffugröhre D G@ dielenige von 50 und der untere 
Theil DO des Gefäßes eine jolde von 80 Millis 

meter hat? Hier ift 


a = (= ‚25, daher nad) obiger Tabelle: 
I 
16° 





«= 0897; fen & = (5) = 
1 
folglich: 
26 9 

—E u) 211 

Da die erforderliche Ausflußgeſchwindigkeit 
08 ___006  _ 
= Hr Im.” 2,55 Meter 
fein muß, jo folgt die erforderlige Drudhöhe zu: 
A=(+9 Er = 0,061. 3,11. 2,55% = 1,08 Meter. 
9.466. Druckverhältnisse in cylindrischen Röhren. Mit Hilfe ber 
Fig. 829. Borda'ſchen Formel laſſen ſich auch die 
Drudverhäftniffe in einer Ausflußröhre 
mit verjchiebenen Weiten, wie z. B. ACH, 
Fig. 829, ermitteln. Iſt pı der hydrau⸗ 
liſche Drud und v, die Geſchwindigkeit des 
Waſſers in Fi, ſowie p der Drud*)undvdie 
Geſchwindigkeit deſſelben in F, ſo hatman: 
*) Unter p und p, find hier die totalen Drucke zu verſtehen, d. h. die durch 
die Piözometerhöhen dargefellten, vermehrt um den Drud der Atmofphäre. 
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— v2 

7 + + (m — m) 37 vp — + — 5 und daher: 
. Bot) _p_ Mm ober: 

vr, 29 y 9 

mn _Pp_(F_,\” 

Y y F; 9 


Bezeichnet nun A die Höhe des Waſſerſpiegels über der horizontalen Are 
des Rohres AG und p, den auf dem Waflerfpiegel laſtenden Druck (Atmo- 
jphäre), fo iſt: 

po |, Mm)! =| = \|+2 pP, 
14 tr ty 147 —1 + 
Setzt man den hieraus folgenden Werth von Pr in die vorlegte Formel ein, 


fo ergiebt fi: 
F_ 
Fı 


i „+ PD 2 





P_P_9 
’ Y 


In dem Falle, wo das Waſſer in die freie Luft ausfließt, aljo der Quer⸗ 
ſchnitt F dem Waſſerbarometerſtande d unterworfen, und wo auch der 
obere Wafjerfpiegel demfelben Atmofphärendrude auegeſert iſt, hat man 


2 —_ m —_ b, daher: 
Y Y 


App — a — ___ 
Y F ? 
146 -1) 

Da ber hydraulifche Trud pı, fowie der Waſſerdruck itberhaupt, niemals 
negativ werden kann (vergl. 8, 427), jo wird das der Rechnung zu Grunde 
gelegte Ausflußverhältnig nur fo lange wirklich ftattfinden, als obiger Aus- 


druck einen poſiti ven Werth für © fiefert, d. h. fo lange die Bebingung 
erfüllt ift: | 


3 
| 2 , 1+(2-1) 
b 2 — — h, oder: — < — 
1 (z 1) bg 1) 
+7 F, 


. Wenn die Drudhöhe % die durd) diefe Formel angegebene Grenze über⸗ 
fteigt, fo trifft die gemachte Vorausfegung nicht mehr zu, daß das Wafler 
beim Ausfliegen durch DG den Duerfchnitt F gänzlid) ausfülle, eg 
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fließt vielmehr das Wafler aus der Röhre A C fo aus, als ob die Röhre 
D@ gar’ nicht vorhanden wäre, und zwar mit der theoretifchen Ausfluß- 
gefchwindigfeit v —= V2gn. 

Die gefundene Bedingung für den Ausflug mit gefülltem uerfchnitte 
findet aud) ihre Anwendung bei ber Röhre CE, Fig. 823, mit Diaphragma, 
nur ift hier & Fi, anftatt Fi einzujeben, daher für den vollen Ausflug 


——— 


J 


Läßt man das Diaphragma weg, hat man es alſo bloß mit einer kurzen 
cylindriſchen Anfagröhre CE, Fig. 824, zu thun, ſo hat man Fi F 
und daher: 


+6) 


— zu jegen. 
2 2 F — Ba] 
Führt man & — 0,64, aljo - — 1 = 0,5625 ein, fo ergiebt ſich für 


diefe Röhren die Grenze des Ausfluffes mit gefüllten Querſchnitte: 
h_1+03164 , .h 
DS a0 ty u. 
Nimmt man d 10,336 Meter an, fo folgt, daß bei Trudhöhen über 
1,17 . 10,336 — 12,09 Meter der volle Ausflug durch eine kurze cylin⸗ 
drifche Anfatröhre aufhört. 

Hiermit ftimmen auch die Ergebniffe der Verfuche des Verfaſſers voll- 
fommen überein (ſ. den betr. Aufjag im 9. Bande des „Civilingenieur“, 
über den Ausflug des Waflers unter hohem Drude). 

Beim Ausfluffe des Waflers in einen luftverdiinnten Raum ift diefe 
Grenze des vollen Ausfluffes ſchon früher erreicht. Iſt der Waflerbarometer- 


ſtand in dieſen Raume ß, alfo 8 = * ſo giebt die allgemeine Formel: 


— —— — zu fordern. 


— 1 nen de *) 
F_| 
2 — (+ — 8) 
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die Bedingungsgleichung für den vollen Ausfluß: 


N 2 
h+b—8__"\r =) 
5) 
Fi 
und bei einem kurzen cylindriſchen Anfagrohre: 
k+b—Bß < 117. 


Wäre 3. DB. in einem Condenſator der Waflerbarometerftand BE — 1 Meter 
gegeben, jo wiirde ein cylindrifches Einfprigrohr nur dann mit gefülltem Quer⸗ 
ſchnitte von dem Injectionswafler durchſtrömt werden, wenn +b<1,178-+B, 
db. h. wenn A -+ 10,336 Heiner als 2,17 Meter wäre. Dies würde ein 
negatives A, d. h. ein Anſaugen des Waflers aus einer Tiefe von mindes 
fiend 10,336 — 2,17 = 8,166 Meter bedingen. Sest man k— 0 
voraus, fo würde voller Austritt durch ein Anfagrohr an die Bedingung 
gefnitpft fein: 
—— < 1,17; oder ß > 3, 55 
Wenn das Waſſer durch eine ſich allmälig erweiternde Röhre ACE, 
Fig. 830, fließt, jo tritt ein Verluft an lebendiger Kraft nicht ein, und 
man hat daher: 


P1 = +2, on 


—— 


Da ferner die Gleichung re 


d. h. ß > 4,76 Meter. 





ro folgt: 
v. m —P 
Til un y 


q 
Sett man diefen Werth für 5 in die vorhergehende Gleichung ein, ſo 


erhält man allgemein: 


23-[@)- 164852) 


oder für den Sal w wider y =p —=bil: 


—— 
— b — — 114. 
G 


$. 467. 
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Als Bedingung für den Ausflug mit gefülltem Querſchnitte hat man 
daher bei allmäliger Querſchnittserweiterung 


h 1 
<a . 
) 

Druckverhältnisse in conischen Röhren. Das Ausfluß- und 

Drudverhältniß bei einercplindrifchen Röhre CE mitoderohne Diapkragma 

erleidet folgende Mobificationen, wenn noch ein befonderes Mundſtück oder 

eine andere Röhre EGHE, Fig. 831, an diefe Röhre angeſchloſſen if. Es 

Fig. 831. begeichne F’den Querſchnitt, v die 

Geſchwindigkeit und p den Drud 

des Waffers an der Ausmiündung 

HK, ferner F, den Querfchnitt 

iv der Einmündung, «F, den Duer- 

ſchnitt des contrahirten Waſſer⸗ 

ſtrahles, fowie v, die Gefchwins 

B bigleit und m den Drud des 

N Waſſers in demfelben; ebenfo fei 

Fs der Röohrenquerſchnitt an der Etelle, wo ſich ber Wafferftrahl wieder an 

bie Röhre anlegt, endlich bezeichne ez die Geſchwindigkeit und ps den Drud 
des Waſſers an eben biefer Stelle. 

Dann hat man: 


zu fordern. 


m_2 ‚vu 
= —- + —— und daher: 
vr 7 + 29 * 
M_m_ua—m)_P 24 u ala) 
vr r g g 
, landet 
r 29 j 
oder, da a Fıv, = Fan, = Fe ift, alſo 
Fv 


Fv 
% 8 wdy— Fr gefegt werden Tann, 


m_Pp 2 F 3 
rt li- 6 29° 
Nun ift aber gie die zur Erzeugung der Ausflußgefchtwindigfeit varige 


Trudhöhe 
Dt an aa er) 


daher folgt auch: 
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2 F? /{F\? 1 2 1 
. 1 — — — — — 
M_2ı @F\F3 + 6) r—Pı Fr Zr 
Zee ee er Em. 
af FM F? aF, FR 





n-@+n) 
pı p @Fı F. F? Fi » 


yı 1 Te 
| Bra) 


ober beim Ausfluffe in die freie Luft: 
ar (+) 
_ePARr \R'M n 


1 1 1\? 
Bra) © 
Damit ein voller Ausflug erfolge, muß hiernach 


e — D 


1 1 1\2 

h rt (@r-5) | 
<a TI nn 
— —— —t — 
af, F, (5 7) 


ı +? 


oder 





b_(_2 -4)+- (4-2) sin 
F? &F' 1 F 2 F' * b &F' } F' 2 in. 
Mit Hülfe der vorſtehenden Formeln laſſen ſich nun auch die Ausfluß- 
verhältniſſe der coniſchen Röhren ABDE, 319.832 und Fig. 833, angeben, 
Tig. 832. Tig. 833. 


wenn man in benfelben flatt F, den Querfchnitt der Röhre an der Stelle, 
wo ſich der Strahl anlegt, einflihrt. Bezeichnet d die Hälfte des Divergenz- 
winkels ACB der einen oder des Convergenzwinkels der anderen Röhre, 
und jegt man voraus, daß die Länge Fr F, des MWirbels gleich) der Min- 
dungsweite AB = dı fei, fo läßt fich die Weite der Röhren an der Stelle, 
wo ſich das Waſſer an die Röhrenwand anlegt, fegen: 
da = dı 4 2d,tang.d —= (1 + 2tang. 6) d, 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanit. I 66 
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und daher das Duerjchnittsverhältniß : 
| BR _(a\_ 


wobei da8 Pluszeichen für die divergente Röhre in Figur 832 und das Mi- 
nuszeichen flir die convergente Röhre in Fig. 833 in Anwendung zu bringen 
ft. Z. B. fir d — 21%, Grad iſt 2tang.d —= 0,0873 und 
= — (1 + 0,0878)? entweder — 1,182 oder 0,833 ; 
1 
daher die Ausflußgefchwindigfeit im erften Yalle: 


ET Yo rue) 2gkh 
ı + (m) (m) F) ı r 0,514 (£) 
und dagegen im F 


no 2gh = / Fe 
W ı+(z - 35) (7) 1 + 0,131 


Der entiprechende Ausflußcoefficient 
1 


. % + 0514 (#)) 


der divergenten Röhre ift natürlich anſehnlich Heiner als der Ausflußcoefficient 
1 


— V 1 + 0,131 5) 


der convergenten Röhre. 
Wären z. B. die Röhren drei Mal fo lang als in der Einmündung weit, 
jo hätte man im erften Falle: ' 


a | 
(7) — (1 + 6tang.d)* = 1,262* — 2,536, und 
1 
1 
— — — 0,659, dagegen im zweiten Falle: 
u V2,306 geg z F 
—3X 0 
6) — (1 — 6tang.d)—= 0,738* — 0,296 und 
1 
1 
— — — 0,981 (vergl. $. 452). 
r 1,0387 (gl. 5 / 


Damit der Ausflug durch diefe Röhren mit gefülltem Querſchnitte er- 
folge, muß 
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F F'\? 
»_ tor 5) 
b Sarr/f + (2)] 
aF, F, F3 
fein, alfo im erften Falle, wo | 
F 1,593. _ F 1,593 _ 
ar = 064 == 2,490 und F, = 1,182 = 1,348 ft, 
h 1 + 11422 2,304 


Sen 20T a mo 
Es darf alſo die Druckhöhe hr noch nicht 10,336 . 0,592 —= 6,119 Meter erreichen. 


Knieröhren. Befondere Hinderniffe ftellen fich der Bewegung des 8. 468. 
Waflers in Röhren entgegen, wenn biefelben gekrümmt find oder gar 
Kniee bilden. Diefe Widerftände laſſen ſich nicht mit Sicherheit theoretifch 
beftimmen und mußten daher, wie jo viele andere Ausflußverhältniffe, auf 
dem Wege der Erfahrung unterjucht werben! 

Bildet eine Röhre ACB, Fig. 834, ein Knie, fo trennt ſich der Strahl 
in Folge der Centrifugalfraft des Waſſers von der inneren Fläche des zweiten 
Röhrenftüdes; es hört, wenn dieſes Stüd kurz ift, der volle Ausflug auf, 
und es fällt deshalb auch die Ausflußmenge Heiner aus als bei einer gleich 
langen geraden Röhre. Iſt aber das äußere Stüd CB der Knieröhre ACB, 

Gig. 834. Fig. 835. 





Fig. 835, länger, fo bildet fi hinter dem Knie C ein Wirbel S, und es 
tritt bei wieder gefiilltem Duerfchnitte eine verminderte Ausflußgeſchwindig⸗ 
feit v ein. Dieſe Verminderung der Ausflußgejchwindigfeit ift genau fo zu 
- beurtheilen wie der Widerftand, welchen Verengungen in Röhren bewirken. 
Iſt F der Querfchnitt der Röhre und F, der Querſchnitt des contrahirten 
Strahles bei S, jo hat man den Contractiongcoefficienten defjelben: 

Fi 


ü zZ — 


umd daher den entſprechenden Widerftandscoefficienten : 


—— 


66 * 


1044 Siebenter Abſchnitt. Viertes Kapitel. [8. 468. 


Der Contractionscoefficient & und folglich aud) der entfprechende Wider: 
ftandscoefficient & hängt von dem Bricol- oder halben Ablentungs- 
winkel = ACD=BCE=1,BCF, Fig. 834, ab, und es ift 
nad) den Verſuchen, welche der Verfaſſer an einer Röhre von 3 Centimeter 
Weite hierüber angeftellt hat, 

— 0,9457 sin.ö? + 2,047 sin. öt 
zu feßen. 

Folgende Heine Tabelle enthält eine Reihe von nad) diefer Formel be- 
rechneten Widerftandscoefficienten für verfchiedene Bricolwinkel : 

70 


do ⸗ 30 40 





10 | 20 45 | 50 | 55 | 60 | 65 











1,861 | 2,158] 2,431 








0,740 | 0,984 





1,260 





1,556 





= 


Man erfieht hieraus, daß durch die Kniee der Iebendigen Kraft des Waflers 
in Röhren bedeutende Berlufte erwachſen. Iſt 3. B. das Knie ein recht⸗ 
winfeliges, alſo d — 45°, fo hat man hiernad) den durch dafjelbe herbeis 
geführten Drudhöhenverluft: 


2 2 
h=!8. 3, = 0084 5 


29 
alfo ziemlich gleich der Geſchwindigkeitshöhe. 

Bei engeren Röhren fällt & namhaft größer aus, z. B. für eine Knieröhre 
von 1 Gentimeter Weite und 90 Grad Ablenkung ift & — 1,536 gefunden 
worden. ©. des Berfaffers Erperimnentalhydraulif. 

Stoßen an ein Knie ACB, Fig. 836, noch andere Kniee ohne längere 
Zwifchenröhre, wie 3. B. aus Fig. 837 und Fig. 838 zu erfehen ift, fo 


Tig. 886. Fig. 837. Fig. 838. 


0,046 010 0,364 

















treten ganz befondere, jedoch Leicht erflärliche Ausflußverhältniffe ein. Das 
zweite Knie BDE, Fig. 837, welches den Strahl nad) derfelben Seite 
hin ablenft, wie das erfte ACB, bringt feine weitere Contraction. des 
Strahles hervor, e8 ift daher auch bei vollem Ausfluffe hier & nicht größer 
als für ein einfaches Knie ACB. Lenkt aber das Knie BDE, Fig. 838, 
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den Strahl auf die entgegengejegte Seite, fo ift Die Contraction eine doppelte, 
und daher auch der Widerftandscoefficient doppelt fo groß als bei einfachen 
Knie Wird endlich BDE fo an ACB gefegt, daß DE rechtwinkelig auf 
die Ebene A BD zu ftehen kommt, jo ftellt fich & ungefähr 11/, mal fo groß 
heraus als bei dem Knie ACB allein. 
Beifpiel. Wenn die im Beilpiel 1, 8. 457, berechnete Röhrenleitung von 
Fig. 839. 50 Meter Länge und 0,15 Meter Weite 
jweirechtwinfelige Kniee enthält, Fig. 839, 
fo beträgt die für ein gefordertes Lie— 
ferungsquantum vom 1 Eubilmeter per 
Minute nöthige Druckhöhe: 


n=(1,505-4-0,0242° +9 0,984) 
=( ‚D06-+- ’ 0,15 .Y 2g 
—=11,54.0,051.0,9432 = 0,528 Meter. 





Kropfröhren. Gekrummte Röhren geben unter übrigens gleichen 8. 469. 
Berhältniffen viel Heinere Widerftände als unabgerumbete Knieröhren. Auch | 
fie veranlaffen in Folge der Eentrifugaltraft des Waſſers eine partielle Con- 
traction des Waſſerſtrahles ABD, Fig. 840, fo daß, wenn fi) an bie 
krumme Röhre keine längere gerade Röhre anſchließt, der Duerfchnitt F} des 
Strafles bei feinem Austritte Heiner ift al8 der Querfchnitt F' der Röhre. 

Endigt fi aber der Kropf ABD, Fig. 841, in einer längeren geraden 
Röhre DE, fo bildet fich wieder ein Wirbel F, und es findet auf Unkoſten 


Fig. 840. Fig. 841. 





ber lebendigen Kraft des Waflers wieder ein voller Ausflug des Waſſers 
ftatt. Iſt der Contractionscoefficient a — 0%, jo haben wir aud den 
Goefficienten des Kriimmungswiderftandes: 
= (--ı) 
— (- — 1). 
Der Gontractionscoefficient & hängt von dem Verhältniſſe * der halben 


Röhrenweite BM—= EM a, Fig. 840, zu dem Krummungshalbmeſſer 
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CM = r ber Roͤhrenaxe ab und läßt fid) annähernd auf folgende Weiſe 
theoretiſch beftimmen. Iſt v die Geſchwindigkeit des Waflers bein Eintritte 
in den Kropf und v, bie des zufannnengezogenen Waſſerſtrahles, ſo hat man 


ar, =vF, daher v1 — no und demnach die den Drud in BE 
1 
meſſende Drudhöhe: 


v! — v? F\? v2 


Diefe Höhe mit 1. und Y multiplicirt, ergiebt den Drud des Waflerftrahles 
bei E auf die Flächeneinheit nad) allen Richtungen hin: 


= -[@)-157-[@)- 15 


Da nun die Gentrifugalfraft des Waſſers an der converen Rähremmanbung 
den Drude p entgegenmwirkt, fo ift es möglich, daß fie denfelben hier ganz 
aufheben kann. Im dieſem alle wird aber auch die äußere Luft eindringen 
und fi der Strahl ganz von der converen Seite lo8ziehen, wie aus den 
Vig. 840 und 841 zu erfehen ift. ‘Die entrifugaltraft eines Wafler- 
prismas von der Yänge BE — 2a und den Querſchnitte 1 ift bei dem 
Krümmungshalbmeſſer CM = * 


= m 2ay, 

jegt man daher p — g, fo folgt die Bedingung bes Losreißens: 
1 —1— 4a 
a2 og! 


daher der Contractionscoefficient: 


a V——_ 
I r+4a’ 


und der Widerftandscoefficient bei vollem Ausfluffe: 


— 


Da bei dieſer Entwickelung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Krummungshalbmeſſer zu Grunde gelegt wurde, jo kann fie natür— 
(ih auch nur auf eine annähernde Beftimmung von & und & führen. 

Aus den Verfuchen des Berfaflers und aus den Beobachtungsrefultaten 
Du Buat’s hat aber der Verfaffer für den Widerftandscoefficienten beim 
Durchgange des Waſſers durch Kröpfe folgende empirische Formeln abgeleitet: 

1) Fur Kröpfe mit Freisförmigem Querſchnikte: 


7.4 
&— 0,131 + 1,847 (2) 
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2) für Kropfröhren mit rectangulären Querſchnitten: 
& = 0,124 + 3,104 ()" 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet wotden: 



































Tabelle J. 
Coefficienten des Krümmungswiderſtandes bei Röhren mit kreisförmigen 
Querſchnitten. 
= — [oı|o2 |os | 04 | 05 | 06 | 07 | o8 | 09 | 10 
= as: 0,138 |0,158 | 0,206 | 0,294 }0,440 |0,661 | 0,977 |1,408 1,978 





























Zabelle II. 
Soefficienten des Krlimmungsmwiderftandes bei Röhren mit rectangulären 


























Querſchnitten. 
—201 0208 | 0,4 | 05 los lor |os |o9 | ıo 
t= [0,124 [0,135 |o,ıs0 |0,250 0.08 os 1,015 | 1,546 |2,271 [3,228 





























Hiernad) fieht man, daß bei einer runden Röhre, deren Krünunungshalb- 
meffer zweimal fo groß ift al8 der Nöhrenhalbmefler, der Widerftands- 
coefficient — 0,294, und bei einer Röhre, deren Krummungshalbmeſſer 
mindeftens zehnmal fo groß ift als der Halbmefler des Querſchnittes, diefer 
Coefficient — 0,131 ausfällt. 

Um die Contraction des Waſſers in einer frunmen Röhre ABD, 
Fig. 842, zu verhindern, ift der Querfchnitt der Röhre allnrälig fo zu ver- 
engern, daß der Duerfchnitt DZ = Fi der Ausmlndung zum Querſchnitte 


1 
BE = F der Einmündung im Verhältniffe «& = — — zu fliehen 
g hältniſſ Ve+ı 8 





kommt. 


Big. 843. 
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Stößt an den Kropf BD, Fig. 843, noch ein anderer an, welcher den 
Strahl nad) derſelben Seite noch weiter ablenkt, bildet z. B. die Röhrenare 
einen Halbkreis wie BDE, Fig. 844, fo ändert fid) die Contraction nicht, 
es behalten aljo auch & und & nahe denfelben Werth wie bei der Röhre in 

- Fig. 843, welche nur einen Quadranten einnimmt; ſchließt ſich dagegen ein 
Kropf DE, Fig. 845, an, welder nad) der entgegengefegten Seite ablentt, 
fo bilbet ſich vor diefem ein Wirbel F, und es tritt in demfelben eine zweite 
Zufammenziehung des Strahles ein, wodurch der Widerftand (£) nahe vers 
doppelt wird. 

Fig. 845. Big. 846. Big. 847. 





Der Widerſtand des fliegenden Waflers in Kropfröhren Täßt ſich durch 
Erweiterung der Kröpfe wie. B.DE, Fig. 846, fowie buch dünne Scheide- 
wände in denfelben wie Sin B.D.E, Fig. 847, vermindern, denn im erften 


Falle wird die Geſchwindigkeit v und im zweiten das Verhältniß = und 
folglich auch der Widerftandscoefficient & Kleiner. 


Beifpiel. Wenn die Röhrenleitung BLM, Fig. 848, im zweiten Beijpiele 
Fig. 848. des $. 457 noch fünf Kröpfe zu je 900 
enthält, und der Krümmungshalbmefjer 
einesjeben 0,05 Meter beträgt, jo hatman: 
<=% 
r 
und nad) der erſten der obigen Tabellen, 
den entſprechenden Widerftandscoeffiz 
dienten: % = 0,294; folglich für alle 
fünf Rröpfe, 5% — 1,47 und daher die 
Geſchwindigkeit des ausfließenden Waſſers flatt 





5,608 
v= Z— = 1762 Meer, 
Vo10 


0 58 
Vi0,10 + 147 

fo daß num bie Ausflugmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,025° . 1,647 = 3,23 Liter folgt. 


= 1,647 Meter, 


=: 
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Schieber, Hähne, Klappen. lm den Ausfluß des Waflers aus $. 470. 


Röhren und Gefäßen zu reguliven, werden fogenannte Obturatoren, und 
zwar Schieber, Hähne, Klappen und Bentile angewendet, wodurch fich 
Derengumgen erzeugen Laffen, welche dem Durcgange des Waſſers Wider: 
ftände entgegenfegen, die ſich auf ähnliche Weife wie die in den letten Para- 
graphen abgehandelten Berlufte beftimmen laſſen. Da aber bier das Waſſer 
noch befondere Richtungsänderungen, Zertheilungen u. |. w. erleidet, jo laffen 
fid) die Coefficienten « und & nicht unmittelbar beftimmen, fondern es war 
zu deren Srmittelung die Ausführung befonberer Berfuche nöthig. Solche 
Berfuche find von dem Berfafler ebenfalls angeftellt worden*), und die 


„Hauptergebniſſe derjelben find in folgenden Tabellen enthalten : 


Zabelle LI. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch Schieber 
oder Schubventile im parallelepipediſchen Rohre. 


Querſchnittsverhältniß = 10) 0,9|0,8|0,7!0,86| 051! 0,4] 03] 0,2|0,1 





























Widerftandscoefficient £ = om 0,09|0,39| 0,95 | 2,08] 4,02|8,12| 17,8] 44,5| 198 





























Zabelle I. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durh Schieber 
im cylindriihen Rohre. . 












































Relative Stelle = | 0 | | %| AI HI AI A| % 

Ouefänitoegani= [1.00 0,948 [oa 0,740 | 0,609 |0,466 |0,315 |0,159 
, ® 

MWiderflandscoefficienti=| 0,00 | 0,07 | 0,26 | 0,81 | 2,06 Ion 17,0 | 97,8 




















*) Berjuche über den Ausfluß des Waſſers dur Schieber, Hähne, Klappen und 
Bentile, 'angeftelt und bereänet von Jul. Weisbach, oder unter dem Titel 
„Unterfuhungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulif” u. |. w., Leipzig 1842. 
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Tabelle IL 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waflers durch einen Hahn 
im parallelepipedifhen Rohre. 









































Stellwinkel d —=| 5° | 10% | 150 | 200 | 260 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500 | 550 66 
Querſchnitts⸗⸗ __ . 

verhältnig | — hans — — —Vooooo—o»»——— 0 
Widerftands- | _ 

coefficient |= [oo 0,31 [0,88 |1,84 m aas 11,2 |20,7 |41,0|95,3 | 275 | & 





























Zabelle IV. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch einen Hahn 
im cylindrijhen Rohre. 


Stellwintel d = 100 350 














15° 20° 





0,850 | 0,772 | 0,692 | 0,613 | 0,535 | 0,458 

















Querſchnittsverhältniß — | 0,926 






































Widerflandscoefficient = | 0,05 | 0,29 | 0,75 | 1,56 | 3,10 [5 | 9,68 
Stellwintel d - 400 450 509 550 600° | 65° |821/,° 
Oueighitserhuntze 0,385 | 0,315 | 0,250 | 0,190 | 0,137 | 0091| 0 

















Miderftandscoefficient = | 17,3 | 81,2 | 52,6 | 106 | 206 | 486 | ) 








Tabelle V. 
Die Widerflandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch Dreh: 
Happen oder Drosfelventile im parallelepipedifhen Rohre. 
































Stellwintel d —| 5 10° 15° 20° 25° | 300 | 35° 
Querjchnittöverhältnig—| 0,918 | 0,826 oau 0,658 | 0,577 [os 0,426 
MWiderftandscoefficient =| 0,28 | 0,45 | 0,77 | 1,34 | 2,16 | 3,54 | 5,7 
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Stellwintel d - 40°. | 450 800 | 55° | 60° | 65° 





zo | 00 











Duerfänittsverhältnik = | 0,357 | 0,293 | 0,234 














0,181 | 0,184 





004] 0000| ) 


774 | 158 | 368 


Biberndscffint = 927 — 24,9 | 42,7 














Tabelle VI. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch Dreh— 
flappen im cylindriſchen Rohre. 

































































Stellwinkel 4 =| 5° 10° 15° 200 250 300 | 850 
Oualgritsrerhante 0,913 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 | 0,500 | 0,426 
Widerftandscoefficient = 0,24 | 0,52 | 0,% | 1,54 | 2,51 | 3,91 | 6,22 
Stellwintel d -| 400 | 450 | 6500 | 550 | 600 | 65° | 700 | 900 
Ouefgnitssrhätnig=| 067 0,298 02940181 0,134 | 0,094 | 0,060 | 0 
























18,7 | 32,6 | 58,8 | 118 | 256 | 751 | « 





Widerftandscoefficient - 10,8 

















Mit Hülfe der in den vorftehenden Tabellen aufgeführten Widerſtands⸗ 
coefficienten kann man nicht nur den einer gewillen Schieber-, Hahn- oder 
Klappentellung ent|prechenden Drudhöhenverluft angeben, fondern auch be⸗ 
ſtimmen, welche Stellung diefen Apparaten zu geben ift, damit die Ausflup- 
geichwindigfeit oder der Widerftand ein gewiffer werde. Allerdings wird aber 
eine folche Beftimmung um fo ficherer, je mehr diefe regulirenden Vorrich⸗ 
tungen den bei den Verſuchen angemwendeten gleichen. Uebrigens gelten die 
in den Tabellen angegebenen Zahlenwerthe nur für den Fall, wenn das 
Wafler nad) dem Durchgange durch die mittel8 diefer Apparate hervor: 
gebrachten Verengungen da8 Rohr wieder ausfüllt. Damit diefer volle Aus- 
fluß bei ſtarken Verengungen noch eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche 
Länge haben. Die Duerfchnitte der parallelepipedifchen Röhren waren 
5 Gentimeter breit und 2?/, Centimeter hoch, und die Duerjchnitte von den 


g. 471. 
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cplindrifchen Röhren hatten eine Weite von 4 Centimetern. Bei bem 
Schieber, Fig. 849, entfteht eine einfache Verengung, deren Querſchnitt 
Fig. 840. Fig. 850. Fig. 851. 





bei dem einen Rohre ein bloßes Rechteck Fi, Big. 850, bei dem zweiten 

aber einen Mond Fi}, Fig. 851, bilde. Bei den Hähnen, Yig. 852, 

ftellen fich zwei VBerengungen und auch zwei Richtungsabänderungen heraus, 
Fig. 862. Sig. 858. 





deshalb find auch Hier die Wiberftände fehr groß. Die Duerfchnitte der 
größten Berengungen haben ganz eigenthümliche Geftalten. Bei den Dreh: 
Happen, Fig. 853, theilt fi der Strom in zwei ‘Theile, wovon jeder 
durch eine Verengung hindurchgeht. Die Querfchnitte diefer Verengungen 
find bei der Drehklappe im parallelepipedifchen Rohre rectangulär und im 
cylindrifchen mondförmig. — Zur Anwendung ber oben’ mitgetheilten Ta⸗ 
bellien wird durch folgende Beifpiele hinreichende Anleitung gegeben werden. 


Beilpiele 1) Wenn in einer cylindriſchen Röhrenleitung von 0,08 Meter 
Weite und 160 Meter Länge ein Schubventil angebradt ift, und dafjelbe um 3, 
der ganzen Höhe gezogen wird, aljo 5/ derjelben verjchliekt, welche Waſſermenge 
liefert die Röhre unter einem Drude von 1,2 Meter? 

Der Widerftandscoefficient für den Eintritt in die Nöhre läßt fi nad dem 
Brüheren Z, = 0,505 und der WiderflandScoefficient für den Schieber nah Ta: 
belle IL, $. 470, &, = 5,52 ſetzen, es folgt daher die Ausflußgeſchwindigkeit: 

4,429 V12 J 4849 


Visos +52 +04 17025 42000 
Setzt man den Reibungscoefficienten vorläufig £ —= 0,025, jo erhält man: 


4,80 = 0,642 Meter. 
V 57,025 


v — 
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Nun entſpricht aber der Geſchwindigkeit = 0,64 Meter genauer 5 = 0,0262, 
daher ift ſchärfer: 
4,849 


— 759,425 
und die Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,048 . 0,629 —= 0,00315 Eubitmeter — 3,15 Liter. 


2) Eine Röhrenleitung von 0,1 Meter Weite liefert bei. einer Drudhöhe von 
1,6 Meter in der Minute 0,3 Eubilmeter Wafler. Welde Stellung bat man 
dem in derjelben angebradgten BDrofjelventile zu geben, damit das YAusfluß: 
quantum nachher nur 0,2 Eubifmeter beträgt? 

Die Geſchwindigkeit ift anfänglich: 

0,3 _ 
= 0 354. om” 0,637 Meter 
und nad eteiem Berihluß der Klappe: 
vi = % . 0,637 —= 0,425 Meter. 
Der Busfubcefiien für den erften Fall des Ausfluffes ift: 
v 0,637 


— 0,629 Meter 


= — —— — 0, 114, 
“ 29h 4,429 VI,6 
daher der Widerftanbscoefficient: 


der Ausflußcoefficient für den zweiten Fall ift: 

kı = Yu = % . 0114 = 0,076, 
daher der Widerftandscoefficient: 

1 

L — 0,076% — 1 — 172. ⸗ 
Demnach darf der Coefficient des vom Droſſelventile zu erzeugenden Widerſtandes 

d-172 — 76 896 
betragen. Run giebt aber Tabelle VI., $. 470, die Widerſtandscoefficienten für 
d glei 55% und 60% hezüglih zu Z = 58,8 und £ = 118; man darf daher 
annehmen, daß bei einer Stellung unter dem Wintel 

96 — 58,8 

ıI= + 68,8 bo 6680 
das gewünſchte Ausflußquantum erhalten werde. Berückſichtigt man noch, daß 
bei dem Geſchwindigkeitswechſel von 0,687 Meter auf 0,425 Meter der Reibungs⸗ 
coefficient der Nöhrenleitung von 0,0263 in 0,0290 übergeht, jo hat man nod 
genauer den Werth des der Drofielflappe zugehörigen Widerflandäcoefficienten: 


:290 
172 - 76 =N - 4= 88 
und demnach den geſuchten Stellmintel: 
88 — 58,8 
— 0 —_— It OD 0 — 0 
d = 55 + = 


Ventile. Bon bejonderer Wichtigkeit ift die Kenntniß der durd) Ven⸗ 
tile hervorgebrachten Widerftände. Auch über diefe find vom Berfafler 
Berfuche angeftellt worden. Am häufigften fommen die ſogenannten Kegel- 


8. 472. 
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und nächſtdem die Klappenventile, wie in den Figuren 854 und 855 
abgebildet find, zur Anwendung. Bei beiden geht das Waſſer durch die von 


dig. 854. Fig. 855. 





einem Ringe RG gebildete Oeffnung; das Kegelventil KL, Fig. 854, hat 
einen Stiel, womit e8 in einer Yührung liegt, die ihm nur einen Ausfchub 
in der Arenrichtung geftattet; das Klappenventil oder bie Bentilflappe KZ, 
Fig. 855, hingegen öffnet ſich drehend wie eine Thür. Dan fieht leicht ein, 
daß bei beiden Apparaten dem Waller nicht nur durch den Bentilring, fon- 
dern auch durch die Ventilflappe ein Hinderniß entgegengejegt wird. 

Bei dem Kegelventile, womit die Verfuche angeftellt wurden, war das 
Berhältniß zroiichen der Apettur im Bentilringe zum Querſchnitte der ganzen 
Röhre: 0,356 und dagegen das Verhältniß zwifchen der Ringfläche um das 
geöffnete Ventil herum zu dem Nöhrenquerjchnitte — 0,406 ; e8 läßt fid) 


daher im Mittel 2 — 0,381 fegen. Indem man den Ausfluß bei ver: 


jchiedenen Ventilftellungen beobachtete, ergab fih, daß der Widerſtandscoef⸗ 
ficient zwar abnahm, wenn der Bentilj hub größer wurde, daß aber diefe 
Abnahme ſchon Höchft unbedeutend ausfiel, wern der Ventilſchub die halbe 
Weite der Apertur übertraf. Für biefen Stand war & = 11, alfo bie 
Widerſtandshöhe oder der Drudhöhenverluft: 


vu 
Fr 
wenn © die Gefchwindigfeit des Waflers in der vollen Röhre bezeichnet. 
Diefe Zahl fann man auch benuten, um die anderen Querjchnittsverhäftnifien 
entfprechenden Widerftandscoefficiententzu beftimmen. Segen wir allgemein 


F 2 
= (Zr 0 Fi 1) , 
jo erhalten wir für den beobachteten Fall: 


Fi — 
7 = 0381 und = (O1: — )=1, 


1 1 
lm — — ⸗ 0 0,608 


0381 (1 + Vıı) 4317. 0,381 
und endlich allgemein den Widerftandscoefficienten : 


u? 
*z65*1 


daher: 


8. 472.) Bon den Hinderniflen in der Bewegung zc. 1055 


F 2 F > 
t= (sr -1) — (1,85 - 3-1 


St 3. B. der Querſchnitt der Deffnung die Hälfte von dem der Röhre, jo 
fallt hiernach der Widerftandscoefficient 

= (1,645 ..2 — 1)? = 2,29? — 5,24 
au. 

Bei dem Klappenventile war das Querſchnittsverhältniß zwiſchen der. 
Durdgangsöffnung und der Röhre, d. i. 4 — 0,535 ; wie aber die Wider- 
ftandscoefficienten mit der Größe der Eröffnung abnehmen, führt folgende 
Tabelle vor Augen. 

Tabelle 
der Widerftandäcoefficienten für die Ventilklappe. 


MWiderftandscoefficient 90| 62 | 42 | 30 


Deffnungswintel 350 |400| 45015001 5509| 600} 650170° 























20 3,2 | 2,3 | 1,7 























4|9,5 | 6,6 | 4,6 





Mit Hilfe diefer Tabellen laſſen ſich die Widerftandscoefficienten für Klap⸗ 
pen aud) dann nod) annähernd berechnen, wenn das Querjchnittsverhältnig 
7 ein anderes fein ſollte. Es ift derjelbe Weg zu betreten, welchen man 
bei den Kegelventilen verfolgt hat. 

Beijpiel. Eine Drudpumpe liefert bei jedem Riedergange des Kolben in 
5 Secunden 0,1 Eubifmeter Wafler; die Weite des Steigrohres, in welchem das 
kegelfbrmige Steigventil fist, beträgt 0,15 Meter, der innere Durchmefjer des 
Bentilringes 90 Millimeter und der größte Durchmeſſer des Ventil 115 Milli- 
meter. Welden Widerftand hat das Waller beim Durchgange durch dieſes Ventil 
zu überwinden ? - 

Das Querſchnittsverhältniß zWiſchen Bentilfig und Steigrohr iſt: 


—— ) = 086 


und das Berbältnik der tingförmigen Berengung zum Röhrenquerjänitte: 
1— (= 15 _ 041, 


daher da8 mittlere Querjehnittäverhältniß: 


2 — 0,36 F 0,41 — 0,386 
und der entſprechende Wiberftand3coefficient: 
1,645 2 

—E u) a 


Da die Geſchwindigkeit des Waflers in dem Rohre 
0 


5314. 0m = 1,132 Meter 


1056 Siebenter Abſchnitt. Viertes Capitel. B 473. 
beträgt, jo berechnet ſich die Widerftanbspöhe für das Ventil zu: 
=; = = 10,7 . 0,051 . 1,132? = 0,70 Meter. 


29 
Die pro Secunde gehobene Waflermenge hat ein Bewidt von — Al. on = 2% Rilo- 


gramm, daher ift die mechaniſche Arbeit, welche beim Durhaange des Waflers 
durch das Ventil in jeder Secunde conjumirt wird, glei) 20. 0,70 — 14 Meter: 
tilogramm. 


8.473. Zusammengesetzte Gefässe. Die vorſtehenden Lehren über den 
Wiberftand des Waſſers beim Durchgange deffelben durch Berengungen finden 
ihre Anwendung auch noch bei dem Ausfluſſe durch zufammengefegte 
Gefäße. Der in Fig. 866 abgebildete Apparat AD ift durch zwei, bie 

Fig. 856. Mündungen Fı und F. enthaltende Scheidewände ab- 
getheilt und bildet deshalb drei commumicirende Gefäße. 

Wären die Scheibewände nicht vorhanden und die Kanten 

bei den Uebergängen aus einem Gefäße in das andere 

abgerundet, jo hätte man, wie bei einem einfachen Gefäße, 

die Ausflußgefchtwindigkeit durch F. 





Vi+ß 
infofern à die Tiefe FH der Deffnung unter dem 
Waflerfpiegel und & den Wiberftandscoefficienten für 
den Durchgang durch die Ausflußöffnung F bezeichnen. 

Da aber nad) dem Durdjgange des Waflers durch die Mündungen Fı 
und F die Querſchnitte & F, und « Fz plöglich in die Querſchnitte @ und 
@ı der Gefäße CD und BC übergehen, und nad) $. 464 die daraus er- 
wachjenden Be 


(ee 
5) — 


betragen, p hat man: 
tet )+ (5 
und daher ie Ausflußgefchtoindigfeit: 


und 





V2gh 


Vra+@- +5) 





v— 





—— 


$. 473.] Von den Hindernifjen in der Bewegung 2c. 1057 
Bei dem zufammengefegten Ausflußapparate, welden Big. 857 veprär 
ſentirt, findet ganz daſſelbe Verhältniß ftatt, nur ift hier noch die Reibung 
Big. 887. des Waſſers in dem Communications⸗ 
- rohre CE zu berüdfichtigen. Iſt 3 
die Länge und d die Weite dieſes 
Rohres, ferner & der Reibungscoef 
ficient und v, die Geſchwindigkeit bes 
Waſſers in demfelben, fo hat man 
| die Höhe, welche das Wafler beim 
Uebergange von AC nad) GL ver- 

liert: 


1 a IIe 
n-bed-frei]i 
oder, da die Geſchwindigkeit u, —= ee v zu fegen ift, 


nee 


Zieht man nun biefe Höhe von der ganzen Drudhöhe 7 ab, fo bleibt die 
Drudhöhe im zweiten Gefäße: A; = h— h, und man hat daher für die 








Ausflußgeſchwindigleit D durch die Mundung Fi 


| — nn = nr. Vh- —— 96 . 


mus 


j u V2gh 


⸗——— —— — — — jiolgt. 
1 2 I] (aF\? 
Vıra+f+(t-1)+c3]&) 
Diefe Beftimmung wird bei dem Apparate, welchen Fig. 858 repräfentirt, 
J ſehr einfach, weil man die Querſchnitte 
Big. 858. @, Gr, @s der Gefäße unendlich, groß 
ſetzen kann in Anfehung der Mundungs - 
querſchnitte F, Fi, Fs- Bezeichnen a, &, 
und & die Contractiongcoefficienten für 
die Mundungen F, Fı und F, fo geht 
5 bei dem Durchgange des Waſſers duch 
F, die im contrahirten Querfchnitte vor⸗ 


Handene Geſchwindigkeit zu in biejenige 





Pe Ti — = O über, und es beträgf daher der dieſem Uebergange entfprechenbe 
Berluft an Druckhöhe: 


Weisbah'e Yebrbub der Mecanit. I. 67 
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— 1 vi 
= OB 29 „)= 0; Er Er 
Ebenſo ift die zweite Niveaudifferenzg O, M oder die Wiberftandshöhe für 
den Durchgang durd) Fa: - . 
_[eF\ ” 
lm) 30 


VEIT 


V u m) + — 


und das Ausflußquantum: 


Hiernach folgt: 





——— 
"Vr + (a) 55 (+ (en) 
Van 





VHS 


Es ift Teicht zu ermeflen, daß zufammengefegte Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, al8 einfache unter übrigens gleichen Berhältnifien. 


Beifpiel. Wenn bei dem Apparate, Fig. 867, die totale Drudhöhe oder die 
Tiefe des Mittelpunttes der Mündung F' unter dem Wafferfpiegel des Gefäßes 
AC 2 Meter beträgt, die Mündung 0,2 Meter breit und O,1 Meter bo, der 
die beiden Reſervoirs verbindende Lutten aber 4 Meter lang, 0,3 Meter breit 
und 0,15 Meter Hoch ift, welches Ausflugquantum wird die Mündung F' geben? 

Der Querſchnitt der Röhre CE ift 0,8 . 0,15 = 0,045 Quadratmeter, der 
Umfang 2 (0,3 + 0,15) = 0,9 Meter, daher kann man bie möhlere Weite d 


diefer Röhre zud = 4 5 —= 02 Meter annehmen, alfo iR z =5= 20 


zu jegen. Den Reibungscoefflcienten £ = 0,025 geſetzt, folgt: = = 08. 


Man erhält daher, wenn man den Eoefficienten des Eintrittswiderftandes in 
die prismatiſche Röhre zu (0 = 0,505 annimmt: 
2 
1+ (2-1) + 77= 140506 + 0,5 = 2,008. 
Da * _ — 0,284 ift, fo folgt der Widerſtandscoefficient für 
den ganzen Qutten zu: 2,005 . 0,2842 = 0,162; wenn nun der Widerflands: 
coefficient für den Durchgang dur 7’ zu 0,07 angenommen wird, fo erhält man 
die Ausflußgeihwindigfeit: _ 
44420 V2 
YV 1,07 + 0,162 
Das Ausflußquantum beträgt daher bei einem Contractionscoefficienten von 0,64: 
Q = 0,64 ..0,2..0,1. 5,643 = 0,072 Eubitmeter —= 72 Liter. 


— 5,643 Meter. 


8. 474.] Bon dem Ausfluſſe de Waſſers zc. 1059 


Sünftes Capitel. 


Bon dem Ausfluffe des Waſſers unter veränderlichem 
Drude. 


Prismatische Gefässe. Erhält ein Gefäß, aus welchem das Waller $. 474. 
durch eine Boden- oder Seitenöffnung abfließt, von anderer Seite her feinen 
Zufluß, fo tritt allmäliges Sinken des Waſſerſpiegels und ſchließliche Ent- 

(eerung des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge Qı größer ober 


Fleiner ift, ald das Ausflugguantum Q —= uFV 2 aB fo fteigt oder ſinkt 
der Waflerfpiegel jo lange, bis die Druckhöhe A — * * geworden iſt, 


worauf Druckhöhe und Ausflußgeſchwindigkeit unverändert bleiben. Es 
handelt ſich nun hier um die Ermittelung der Abhängigkeit, in welcher die 
Zeit zu der Veränderung des Waſſerſpiegels und nach Befinden ber Ent- 
feerung von Gefäßen gegebener Form und Größe fteht. 

Den einfachften Fall bietet der Ausfluß aus einem prismatiichen Gefäße 
dar, welcher durch eine Deffnung im Boden erfolgt, wenn dabei ein Zufluß 
von oben nicht ftattfindet. Iſt = die veränderliche Drudhöhe FP, jowie F 
der Duerfchnitt der Mündung und G derjenige des Gefäpes A C, Fig. 859, 
jo hat man für die Geſchwindigkeit v des ſinkenden Waflerfpiegels: 


3 2 
Tig. 859. Gv= ur J 29%; daher: x =; =) . 


Anfängli, wo z — % ift, betrage die Geſchwindig⸗ 
feit des Waeſſerſpiegele c, alsdann hat man auch: 


=, 62)" 


Da Weg 0 P=s=h— x des Waſſerſpiegels 
in einer gewiſſen Zeit dritckt ſh daher aus durch: 
c? — v3 ct — v? 


en 


Diefe Formel, verglichen mit $. 14 IV., ergiebt, daß die Bewegung ber 
Wafleroberfläche eine gleichförmig verzögerte ift, und ba das Maß ber 


3 
Verzögerung p — () 9 iſt. 





h—ir=s= 


67° 
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Bei diefer Bewegung wird die Geſchwindigkeit v zu Null nach der Zeit: 
2 2 
und zwar ergiebt fih v — 0 für — 0; db. je jene Zeit 4 ift die zum 
vollftändigen Entleeren des Dein erforderliche. Dan kann auch jchreiben: 
2G 2Gh _2V 


= uFV29 uFrV2ach 8 
und demgemäß fagen, daß zum Ausfluffe der Waflermenge 7 —= Gh durch 
die Bodenöffnung F’ unter einer von A bis O abnehmenden Drudhöhe genau 
doppelt fo viel Zeit erforderlich ift, als die gleiche Wafjermenge bei ber 
unveränderlichen Drudhöhe A gebraudt. 
Da der Ausflußcoefficient mit der Abnafıne des Drudes größer wird, fo 
hat man bei Berechnungen diefer Art einen mittleren Werth von u ein⸗ 


* ‚zuführen. 


8. 475. 


Beiſpiel. In welder Zeit entleert fi ein parallelepipediicher Kaften von 
3 Quadratmeter Querſchnitt dur eine freisrunde Bodendffnung von 0,05 Meter 
Durchmefler, wenn das Waſſer anfänglid 1,2 Meter über dem Boden fteht? 

Theoretifh wäre die Ausflußzeit: 

t= a ER an — 757 Secunden = 12 Winuten 37 Secunden. 
Am Ende der halben Ausflußzeit ift die Drudhöhe z = (Y)? h= 0,3 Meter; 
für ſolche Drudhöhe ift der Ausflußcoefficient für eine Mündung in dänner Wand 
u — 0,613 anzunehmen, daher beftimmt fi die Ausflußzeit zu: 


ses — 1235 Secunden = 20 Minuten 35 Secunden. 


Communicirende Gefässe. Da bei einer anfänglichen Drudhöhe hı 


die Ausflußzeit 
20Vh 


NS unVa 
und bei einer anfänglichen Druckhöhe A, dieſe Zeit . 
_2GVr 
 uFV29 


it, jo folgt durch Subtraction die Zeit, innerhalb welcher die Drudhöhe 
aus A, in " on oder ber Waflerfpiegel um A, — Az fintt: 


am yaz (V — Vi) = 0452 7 (Um — VR). 


Es ift umgefehrt die einer gegebenen Ausflußzeit ent|prechende Senkung 
s — N — hz des Waflerfpiegeld durch die Formel: 





$. 475.] Bon dem Ausfluffe des Waflers zc. 1061 
— _ aV29.F \® 
hy = (vi — ) 


oder 





GE m er) 

zu beftimmen. | 
Diefelben Formeln finden aud) dann noch ihre Anwendung, wenn ein 
prismatijches Gefäß CD, Fig. 860, durch ein anderes Gefäß AB, in welchem 
Fig. 860. das Waſſer einen unveränderlichen Stand hat, 
gefüllt wird. Iſt der Querfchnitt der Com⸗ 
municationsröhre oder der Mündung — F, 
der Querſchnitt des zu füllenden Gefäßes 
— 6 und der anfänglidie Niveauabftand 
00, zwiſchen beiden Waflerfpiegeln — 7, 
jo Hat man, da hier der Wafferfpiegel G im 
zweiten Gefäße gleichförmig verzögert fteigt, 
ebenfalls die Zeit zum Füllen oder die Zeit, 
innerhalb welcher der zweite Wafferfpiegel in das Niveau HR des erften 


fommt: 
‚_ 26 Vh 


 aFV2g 
und ebenfo die Zeit, in welcher der Niveauabfland O, O—=h, in ,O—h, 
übergeht, aljo der Wafleripiegel um 0,05; = s = hı — ſteigt: 


-&_(Vm — V). 


 #FV2g 


Beiſpiele. 1) Um wie viel finki der Wafferjpiegel in dem Gefäße des legten 
Beiſpiels ($. 474) binnen 5 Minuten? 
F __0,026% . 8,14 _ 


efith,=12, t=5.6 = 300, G = 7757777000068, 
nimmt man no « = 0,605 an, fo folgt: 

_ u Fi\a_ 300 . 0,00065\2 

= (Vh — uV2g 35) = (V12 — 0,605 . 4,429 —,—) 


Big. 861. = (1,095 — 0,261)? —= 0,696 Meter, 
daher die gejuchte Senkung: 
s = 12 — 0,696 = 0,504 WReter. 

2) Welche Zeit braucht das Wafler, um in der 
0,5 Meter weiten Nöhre CD, Fig. 861; zum Weber: 
laufen zu gelangen, wenn es mit einem Gefäße AB 
durch eine kurze, 0,04 Meter weite Röhre communi- 
cirt, und der fleigende Wafferjpiegel CF anfänglich 
um OH = 2 Meter unter dem unveränderlichen 
Waſſerſpiegel und um OC = 15 Meter unter 
dem Rande der Röhre fteht? 
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Es if Sir wenn # = 0,81 angenommen wird (vergl. 8. 448): 
2. 0,259 . 3,14 
IS ya Mh — Vi) = gar am sur al? Vo 
= 87,11. (1,414 — 0,707) = 61,6 Secunden. 





$. 476. Wenn das erfte Gefäß AB, Fig. 862, aus welchem das Waffer in das 

andere läuft, feinen Zufluß hat, und fein Querſchnitt Gi auch nit als 

Sig. 862. unendlich groß angefehen werben kann 

in Hinficht auf den Querſchnitt G des fol⸗ 

genden Gefäßes CD, fo hat man die Be: 

ftimmung zu mobificiren. Iſt der veränder- 

liche Abftand GC O, des erften Wafferfpies 

gel8 von dem Niveau ZR, in welchem 

beide Waflerfpiegel bei Beendigung des 

Ausfluſſes ftehen, = x, und der Abftand 

@O des zweiten Waſſerſpiegels von eben 

diefer Ebene—y, fo hat man die veränders 

liche Drudhöhe — = + und die entfprediende Ausflußgeſchwindigkeit 
— V2g(z + 3), ober, da das Wafferquantum G,2 — Gy ift, 


@ 
-Ves(ı+ 2)» 
Die Geſchwindigkeit, mit welcher ber Waflerfpiegel im zweiten Gefäße fteigt, 


iſt nun: 
F ur 
9 == V 20 (1 +5)» 
folglich die entfprechende Retardation: 
— (kV 4 
——— 
und die u 
EV 
20W ___2aVy 
erVor(ı +8) 20(1 + 9 
Führen wir ftatt = und y den anfänglichen Niveauabftand Ah ein, fegen 
wir alfox + y= h, ober (1 + a) y= h, jo erhalten wir: 





y= 
@ 
14 


8. 477] Bon dem Ausfluffe des Waſſers ꝛc. 1063 
und die Zeit, binnen welcher die beiden Wafferfpiegel in ein Niveau fommen: - 
204 Vr 260 Vh 

t =——n- SRG + GO) VaR 
er (1 + =) Vag +F(@ +6) V29 
a 


Die Zeit, innerhalb welcher der Niveauabftand von A auf A, finkt, ift 
dagegen : 
286, (Vr— Vh) 
t= — ꝰt2. 
#F(G + G) V29 
Beifpiel. Wenn aus einem Kaſten von 1,2 Quadratmeter Querſchnitt das 
Waſſer durch eine 30 Millimeter weite Röhre in einen Kaften von 0,4 Quadrat: 


meter fließt, und der anfänglice Niveauabftand in beiden Käften 0,9 Meter 
beträgt, jo kommt das Waſſer in beiden Gefäßen in gleiches Niveau nad) der 
Zeit: 


2.12.04 V09 091 
= 987 00°. 518. 18.708 — Don — 222 Secunden, 
Wandeinschnitt. liegt das Wafler durch einen Wandeinſchnitt $. 477. 
oder Ueberfall DE aus einem prismatiſchen Gefäße ABC, Fig. 863, 
welches feinen Zufluß erhält, fo ift die Ausflußzeit auf folgende Weife zu 
Fig. 863. ermitteln. Bezeichnen wir den Querſchnitt 
des Gefäßes durch GE, die Breite EF des 
Einſchnities durch d und die Höhe DE deſ- 
felben durch A, und theilen wir die ganze 
Ausflußmindung durch Horigontalen in lau⸗ 
ter ſchmale Streifen, jeden von der Breite 


b und Höhe i - Bei conftantem Drude ift 
die Ausflugmenge auf die Secunde bezogen, 
Q= hub V2gm. 
Divibiren wir hiermit in den Inhalt = einer Waſſerſchicht, fo erhalten 
wir die entſprechende Ansflußzeit: 


Gh IM, 


T und Vag® 2undVag 
Um nun die Ausflußgeit für ein Wafferquantum G (k — Aı) zu erhalten, 
oder um die Zeit zu beftimmen, innerhalb welder der Waflerftand über der 


Schwelle von DE—= h auf DE, — hy herabfinft, fegen wir A, nt 
und führen in ber legten Gleichung ftatt A% nad) und nad) die Werte 
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HEN." 


ein, fo erhalten wir durch Summiren die gefuchte Zeit: 
30h  . K% 


= Jund Vag m (mtr G +23 +. n%] 


Ic _ [(1-%» + 2%» + 3%» + .-- n %) 
ZunAbV2g 
— (1% + 2-% + 3-% +... m-%)] 
oder |. „Ingenieur“, Arithmetil ©. 88: 
3 Gh" nu ri mr! ) 





A — —— — ——— — — ———— — 


— Dun *5 Vg\- ht —% * 1 


y u — Y y, (= =) 
= mNh— nk) = . 
ub * 9 a ub * 29 Vn VrR 

Setzt man hı — 0, fo wird.t — w; damit alfo das Wafler bis zur 
Schwelle abläuft, ift eine unendlich lange Zeit erforderlich. 


Beijpiel. Aus einem Refervoir von 40 Meter Länge und 12 Meter Breite 
fließt das Wafler dur einen Wandeinſchnitt von 0,2 Meter Breite aus, nad) 
welcher Zeit ift der 0,36 Meter hohe Waflerftand über der Schwelle bis auf 
0,16 Meter herabgefunten? Es ift: 

3.40.12 1 _ 1 —_ 140 , 0838 — 1399. 
u .02.4429 \YVoıs YVos6) Eu A 
Nimmt man ven Ausflußcoefficienten « = 0,60 an, jo folgt: 

= = — 2257 Secunden = 87 Minuten 37 Secunden. 

Anmerkung. Bezeihnet allgemein x die Höhe des Waflerfpiegels Über der 
Schwelle in einem beliebigen Augenblide, jo fließt in der Zeit dt durch den 
Wandeinſchnitt das Wafler 4, u5 V 29x23. dt. Wird der Wafferjpiegel Bier: 
dur um dx gejentt, jo hat man: 

arz = YubV2ga?.2t, 


t= 





oder 


u g 
Hieraus folgt . Integration zwilchen den Grenzen x = hund z = Ä.: 


mn BE (2) 
— ub Vag\Ym Vh 
wie oben. 
Fur eine rectanguläre Seitenöffnung von der Breite a und dem Querſchnitte 


F, für welche die Drudhöhe (über dem Schwerpunkte) anfänglid A und am Ende 
des Ausfluſſes A, if, hat man nad) 8. 428 annähernd: 


Grx = uF [: — Yos (=)] V2gx . dt, oder: 


8. 478.] Bon dem Ausfluffe des Fall ꝛc. 1065 





Dec en 
= or Var (> dcH+ —) 


Es folgt daher sus Integration: 


1 1 
t= vr - Vn — - al 
* Vi; | 1 * — Vrẽ 
Wird Ah, = 5 ‚ lo geht die Deffnung in einen Wandeinjchnitt über, und es 


ift nun die Formel für dieſen anzuwenden. 





Keil- und pyramidenförmige Gefässe. Bildet das Ausflußgefäß $. 478. 

ABF, Fig. 864, ein horigontales, dreifeitiges Prisma, fo findet man 

Fig. 864. die Ausflußzeit auf folgende Weile. Theilen 
wir die Höhe CE = hin n gleiche Theile, 
und legen wir durch die Theilpunkte Horizontal- 
ebenen, fo zerlegen wir das ganze Wafferquan- 
tum in lauter gleich dide Schichten von gleicher 
Länge AD ==! und von oben nad) unten zu ab⸗ 
nehmenden Breiten. Iſt die Breite D.B ber 
oberen Schicht — d, fo hat man die Breite 
D,B, einer anderen Schicht, welche um CE, — x Über ber in ber unteren 


Kante Tiegenden Mündung F fteht, y — =, und ihr Volumen — yl - 2 


= . Nun ift aber die Ausfiugmenge, auf die Zeiteinheit bezogen: 


Q=urFV2gsz, 


daher folgt dann die Fleine Zeit, innerhalb welcher der Wafjerjpiegel um 
h 
7 ſinkt, 





—2 ur I — tl _. 
nurFV2g 


Da endlich die Summe aller =, von x -=- bi x —= " genommen, 


Ya 
=() 7 * = ?/nh 
ift, jo Hat man die Zeit zum Au uſ des ganzen Waſſerprismas: 


— I 1,3), ı — Yabih 
nur V2g urV2g urVagh 
— — 
t /s ur ’ 


gs . 


d. i. 
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wenn V— Y/;bIh das ganze Waflervolumen und ce — V2gAh bie an- 
fangliche Ausflußgeſchwindigkeit ift. Es braucht alfo Hier das Waſſer um 
1/, mehr Zeit, als wenn die Ausflußgeſchwindiglkeit unveränderlich c wäre. 

Bildet das Gefäß ABF, Fig. 865, ein aufrechtſtehendes Umdrehungs- 


Fig. 865. paraboloid, jo Hat man für das Verhältniß 
' zwiſchen den Halbmeſſern KM —y und CD—b: 
y_V: 
» vr 


und daher das Verhälmiß des Horizontalabſchnittes 

G duch) X zur Örundflihe ADB — G: 
A_E_: 4: 
E97 Poli a=T 
. r . h_4: 

daher iſt der Inhalt einer Waſſerſchicht = 61 — 

Die volftändige Uebereinftimmung biefes Ausdrudes mit dem fir das 
dreifeitige Prisma gefundenen geftattet daher auch hier 





= 4, Y,@h 
TR aFVagn 
u fegen, ober, da hier V — !/; @h ift G. 127, Beiſp.), auch 
[, 
t= are 


Diefe Formel Lägt fih in vielen anderen Fällen zur angenäßerten Ber 
ſtimmung der Ausflußzeit namentlich, auf das Ausleeren von Teichen 
anwenden. Sie gilt überhaupt auch in allen den Fällen, wenn bie Horizon- 
talſchnitte wie bie Ahftände von dem Boden wachſen. 

Big. 866. Hat man es endlich mit einem pyramiden« 
förmigen Gefäße ABF, Fig. 866, zu tun, 
fo iſt 

** 
&A:@= x: h%, und daher Gi = 
ferner der Inhalt der Schicht Hi Rı : 


und die Zeit zum Ausfluffe berjelben: 
* @ 
=: uF V2ge = “ac. 
J— 9 nuFh V29 


Da aber die Summe aller <% von = — H bis æ = genommen, 


— —* — Yanık 


8. 479.) Bon dem Ausfluffe des Waflers zc. 1067 


ift, fo folgt die Zeit zum Leeren der ganzen Pyramide: 
G Gh’ _ I, Gh 


_—_ hr — 1, — I, 
nurFh V2g Li L uFV2g Pur V2gh 
oder U, @h = 7 gelegt: 


= 8 
Is Eure 

Da bei diefem Ausfluffe die anfängliche Ausflußgeſchwindigkeit von c 
allmälig bis Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit 1/, größer, als wenn die 
Geſchwindigkeit unveränberfich — c bliebe. 

Beifpiel. In welcher Zeit wird fi ein Teich, deſſen Waflerfpiegel 8 Hectaren 
groß ift, leeren, wenn daS an der tiefften Stelle einmündende Fiſchgerinne 4 Meter 
unter dem Wafleripiegel fteht, und eine Röhre von 0,4 Meter Durchmefler bei 
15 Meter Länge bildet? 

Ohne Berüdfihtigung der Widerflände wäre die Ausflußzeit: 


— — — . . 50.43 _ 
t IR 5 Varh Ya. Ya 033 314.440 VE 191675 Secunden. 
Nun ift aber der Widerftandscoefficient für den Eintritt in das innen etwa 
um den Wintel von 459 abgeihrägte Teichgerinne (j. $. 450): 
&£ = 0,505 + 0,3827 = 0,832, 
und der Weibungbcoefiicien! für diejes Gerinne: 
0,020 2 v2 15 vo 


—= 0,02 — = (0 75 > 
r "29 g 04 29 
daher folgt der vollfländige Ausftußcoefficient für baffelbe: 
— — — 0622, 
Vı+ 5 + 0,75 
und die in Frage ftehende Ausflußzeit: 
191675 


t= 622 — 308159 Secunden —= 85 Stunden 36 Minuten. 





Kugel- und obeliskenförmige Gefüsse. Mit Hülfe der im lebten $. 479. 
Big. 867. Paragraphen aufgefundenen Formeln kann man nun 
Eur uch die Ausflußzeiten für viele andere Gefäße, z. B. 

Fig NR, fur kugel⸗, obelisfen-, pyramidenförmige u. ſ. w. 

E30 .]B finden. 

—— — 1) Für das Leeren eines gefüllten Kugelſeg⸗ 
mente® AFB, fig. 867, deflen Halbmeſſer 
0CA=(F=r ws PO B iſt, erhält man: 

am (10r — 3%) h% 


—4 _9 — 
“ ur V2gh J "ur V2gh ur urFVag 
alfo für das Leeren einer vollen — wo h = 2r iſt, 
_16x#r? V2r 


— 15uFV2g 
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und für das einer halben Kugel,woh—=r, 


_1MarVr 
D ISUP 15uF V2g 
Es ift nämlich Hier die ber Tiefe FG, — * entipredjende Horizontal- 
ſchicht H, RB, = Gh: 
2nurch ahx? 


naar a) = n , 





folglich bei der Ausflußgefchwindigkeit v = V 29x bie Zeit zum Ausfließen 
derfelben 


— 2arh _ ah, m 


nuF V2g nurFV2g 
Da ber erfte Theil dieſes Ausdrudes mit der Formel fir das Leeren des 
prismatifchen und der zweite Theil mit derjenigen für das Leeren des pyra⸗ 
midalen Gefäßes libereinftinmt, wenn man nur das eine Mal 2xrh flatt 
bi und das zweite Mal ch? ftatt @ fegt, fo erhält man mit Hülfe ber 
Differenz für die im vorigen Paragraphen gefundenen Ausleerungszeiten 
eines prismatifchen und eines pyramidalen Gefäßes: 
9. _ bh 
=’ ur ur Vagh 2gh 


und 
t=°’- ah 
u F V 2gh 
auch die oben angegebene Ausleerungszeit des Kugelfegmentes. 


2) Für das obelisten- oder pontonföürmige Gefäß ACK, Fig. 868, 
Fig. 868. laffen fi, da daſſelbe aus einem Parallel- 

| epipede AEK, aus zwei Prismen BEN 

"und DEN und einer Pyramide CEN 
(vergl. $. 124) zufammengefett if, die obi- 
gen Formeln ebenfalld anwenden. Es fei b 
die obere Breite A D, b, die umtere Breite 
KL, ferner I die obere Länge AB und I, 
die untere Länge KN und endlih Ah bie 
Höhe OF des Gefüge. Dann hat man 

für die Fläche des Waſſerſpiegels A C: 
b=bhtrb(t —h) + 1b —b)+A— W)6b— bb) 

und davon bildet d, Z, die Bafis des Parallelepipebes AEK; ferner find 
di (E — I) und I, (db — b,) bie Orundflächen der beiden Prismen BEN 
und DEK und es ift (¶ — 1) (b — b,) die Bafis der Pyramide CEN. 





8. 479.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers ꝛc. 1069 
Nun ift aber die Ausflußzeit für das Parallelepiped: 
_ 2b Vr 
 pFVag' 
ferner die Ausflußzeit für die beiden dreifeitigen Prismen: 
„-y,bl-W+hB—1 VR 
u F V2g 
und endlich die Ausflußzeit für die Pyramide: 
—————— 


41 


u =»; 
ur v2g 
e8 folgt daher die Ausflußzeit fiir das ganze Gefäß: 
mh +4 + 
—[305 4 +10, d—1) + 104 6&—b,)+ 6 —1,)(b—b.)] VR 
ı 1 1 1 1 1 15uF V29 
2Vr 


=[3bl + 85,1, + 2(b1, + — 


=; fo hat man es mit einer abgelürzten Pyramide zu 


thun. Segen wir fiir dieje die Grundfläche dl! = G und die Grundfläche 
bl, = Gi, fo erhalten wir: 
2 Vh 


t=8G +86 + Van) ur va 


Uebrigens ift leicht zu ermeſſen, daß diefe Formel auch für jede drei- und 
vielfeitige Byramide gilt. 


Beifpiel. Ein obelisfenförmiger Waflerkaften ift oben 2 Meterlang, 1,2 Meter 
breit und 1,6 Meter tiefer, nämlich im Niveau der 30 Millimeter weiten, 0,09 Meter 
langen horizontalen Anfagröhre, 1,5 Meter lang und 0,8 Meter breit; wie viel 
Zeit braucht das anfangs den Kaften ganz füllende Wafler, um 1 Meter zu finlen? 

Die Zeit zur gänzlihen Entleerung bis zur Anjagröhre beträgt, « = 0,82 
angenommen: 

2 V16 


t=[3.12.2+8.08.1,5-+-2(1,2.1,5+0,8.2)] 15.0,82. 0,0159. 8,14 .4,429 


2,530 
0,0386 
Im Niveau 1,6 — 1 = 0,6 Meter Über der Röhre ift 


12“34 = .(@2 — 15) = 1,5 + 0,1875 — 1,6875 Meter und 


= 28,6 — 1547 Secunden. 





bh + 2 . (12 — 08) = 08 + 0,15 — 0,95 Meter. 
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Es iſt daher die Zeit zur gänzlichen Entleerung des Gefäßes, wenn daſſelbe nur 
bis zu dieſem Niveau gefüllt iſt (0,6 Meter über der Anſatzröhre): 

— [3 . 0,95 . 1,6776 +8.08.1, 


2 V0,6 
+2(0985.15 +08. 1,6875)] 15-088 _ 0,0182 . 3,18. 4428 
1,549 
9 —— — — 
=] ‚959 0.0386 801 Secunden. 


Die Differenz; * — t, = 1547 — 801 = 746 Secunden — 12 Minuten 26 Se: 
cunden giebt daher die Zeit, binnen welcher der anfänglih bi8 zum Rande des 
Gefäßes reihende Wafleripiegel um 1 Meter gejentt wird. 


5. 480. Ungesetzmässige Gefässe. Iſt die Ausflußzeit für ein ungeſetz⸗ 
mäßig geformtes Gefäß AFR, Fig. 869, zu finden, fo hat man eine 
Fig. 869. 





Annäherungsmethode, 3. B. die Simpfon’fche Regel, anzuwenden. Hat 
man die ganze Waflermaffe in vier gleich Hohe Schichten getheilt, und die 
den Horizontalfchnitten Go, Gı, Ga. Ga, Cs entfprechenden Druckhöhen 
durch Ay, Ai, Aa, hy, hy bezeichnet‘, jo ergiebt ſich die Ausflußzeit durch die 
Simpfon’fche Regel: 
hi (7 ‚ich, 2% , 46, . 
 12ur V2g\Vm Vn Vm Vm Va 
Bei Annahme von ſechs Schichten erhält man: 

ho — he Go 461, 2% ,4G 2% Hat 
ner et Ver tr ve) 

IBerVio(Vr Vn Vn Vm vn” v1," 


Das Ausflugquantum iſt im erften Falle: 
—h 
vr tin +2 +ıh + GM), 
im zweiten: 
Vai -. ++ ON) 


It die Geftalt und Größe des Ausflußgefäßes nicht bekannt, fo kann 
man burd) die in gleichen Yeitintervallen beobachteten Waflerftände Ar, Aı 
u. |. w. die Ausflußmenge 9 gleichwohl berechnen. ft & die ganze Ausfluß- 
zeit, jo bat — bei Boden- und Seitenöffnungen: 


y—#EtV29 (m + aVm + 2Vm +4Vm + Va)» 














8. 481]. - Don dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1071 
und für Ueberfälle oder Wandeinſchnitte: 


v= 2, Vao(Vn? + aVm5 +2 Vu} + aVa} + VA). 


Beiſpiel. Im welcher Zeit finkt der Waſſerſpiegel eines Teiches um 2 Meter, 
wenn daß Teichgerinne einen halben Kreis von 0,5 Meter Weite und 20 Meter 
Zänge bildet, und die Waflerjpiegel folgende Inhalte haben: 

G, bei 6 Meter Drudhöhe 60000 Quadratmeter 


G „55. u 49000 " 
Gy v 5 " ” 41000 ” 
G; „45 . „ 32000 " 
G, " 25000 .n 


Es if F= ,, 0,252 3,14 = 0,098 Quadratmeter gleich dem Inhalte eines 
vollen Kreile von 0,357 Meter Durchmeſſer. Setzt man, mie im Beifpiel zu 
8. 478, den Widerftandäcoefficienten für den Eintritt glei) 0,832 und den für 





die Reibung gleich 0,026 3 — 0,025 — 1,4, jo hat man den Ausfluß⸗ 
coefficienten: 
u= — — — 0,557. 
Vı+ 082 +14 

Nun hat man: 

G 60.000 G, 49 000 

\ ho V 6 hi V55 - 

G, __ 41000 G; __ 32.000 

—L = <—— = 192330; —: = —— = 15087; 

Ya» V5 Vmn  Va5 

G, __ 25000 

= — = 12500; 
Vrn Va 


daher folgt die Ausflußzeit: 


2 _ 
= 13-0557.0008 an; (24500 + 4.208954 2.19230-4-4.15087 412500) 


— Zar — 150938 Secunden = 42 Stunden 16 Minuten. 

Das Ausflußquantum ift: 

— % 5 (60000 + 4 . 49000 + 2 . 41000 + 4 . 32000 4 25.000) 
= 81 833 Qubilmeter. 





Zu- und Abfluss. Erhält das Gefäß während des Ausfluffes von 8. 481. 
unten noch Zufluß von oben, fo wird die Beſtimmung der Zeit, inner- 
halb welcher der Waflerfpiegel auf eine gewiſſe Höhe fteigt oder finkt, viel 
‚verwidelter, jo daß. man fid) meift mit einer angenäherten Beſtimmung be 
grügen muß. Iſt das Zuflußquantum pr. Secunde Qı > uFV2gh, fo 
findet ein Steigen, und ift 9, < uFV2gR, fo findet ein Sinken des 
Waſſerſpiegels ftatt. Uebrigens tritt hier alle Mal Beharrungszuftand ein, 
3 
wenn die Drucdhöhe entweder auf k — * * angewachſen oder dahin 
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berabgefunfen if. Die Zeit 7, innerhalb welcher die veränderliche Druckhöhe 
“x um bie Meine Größe & wädhft, ift beftimmt durch die Gleichung: 


H&=Qr— uFV29:.r, 
und dagegen die Zeit, innerhalb welcher der Waflerjpiegel um & finkt, durch: 


HE=urV3ga.r — Qi. 
Man hat daher im erften Falle: 
Gı 6 


T ZZ — — — 
Qı — uF J 29% 
und tm zweiten: 


Gı$ 


uFV2gx — a 
Durd) Anwendung der Simpfon’fhen Regel erhält man fo die Ausfluf- 
zeit, innerhalb welcher ber Wafferfpiegel fintend aus G@, in Gı, G, ... und 
die Drudhöhe aus * in A, As, ... übergeht: 


== 








Au — — 46 4 2 G, 
ur N 29h —Qı uF J 29hk. — Qı 
4 —— 4 ex | 
uFVY2gn—Qı BFY2gu—Q)' 





oder einfacher, wenn man gı durch Y % bezeichnet, 
Fu V29 


M—u —h, = Ah 2G; 


er 7 tn VE" r 
———— 


Iſt das Gefäß prismatiſch und vom Querſchnitte G, fo ergiebt ſich bei 
einem Zufluſſe Q, in ber Zeiteinheit die Formel für die Bewegung bes 
Waflerfpiegels wie folgt*). Bei einer Drudhöhe = über der Bodendffnung 
folgt die Ausflugmenge Q = uFY2gx; daher ändert fid) das in dem 
Gefäße enthaltene Waflerquantum in der Zeiteinheit um 

Qa— A=uFV292 — Q=urFV29 (Vz — Vrk), 
wenn man wieder Q, = uF V2 gk voraußfegt, wo unter % biejenige 
Drudhöhe verftanden werden kann, bei welcher Beharrungszuftand. vorhanden 
fein würde, d. 5. bei welcher durch. die Deffnung F' gerade ein Quantum 
Waſſer gleih Q, austreten würde. Aendert fi) nun der Waflerftand in 
der Zeit Ot um Oz, fo hat man zur Beftimmung der Berhältnifie diefer 
Aenderung: 


*) ©. des Berf. Erperimentalhybraulit 8. 9, XII. 


— — — — 


8.481.) . Bon dem Ausfluffe des Waflers zc. 1073 
2 =(Q — Q) dt —=urFV2g (Vz — Vr) dt, ober: 


1 t_._1__ or 
urV2g Ve—Vr 


Da nun 0 
J [75 0% /z v: = 0 
Iran — — Vz + vr” 
2 5 + 2 VR Log. nat. (Ve_ Vo 
ift, fo hat man zwifchen den Grenzen z — h und x — I, für die zur 
Senkung erforderliche Zeit: 


G ox 
—— 
— — —— 0) 


— nn nu VE = ME VE, fofoigt 


daraus, daß der Beharrungszuftand erft unendlich ſpät eintritt. 
Fließt das Wafler durch einen Wandeinfchnitt aus, fo ergiebt fi), wenn 


man Q, — ?/;ub V 2gk® fett: 








[= 





ER rog.naı VE ZVE) (m+VmR+R) 
— (Vn-VFGAVIXANI) 


(Vk —Vn) — — 
4 V12 are. tang. u, © Va +VR) —— —— 

Je nachdem x NR, oder das zufließende Waſſerquantum 9, 2/,u b V2gh° 

ift, findet entweder ein Steigen oder Fallen des Waflerfpiegels ftatt. Der 

Beharrungszuftand tritt ein, wenn Aı = % ift, die entjprechende Zeit t 

fällt aber unendlich groß aus. 


Beilpiel. In welcher Zeit ſteigt das Waſſer in einem 5 Meter langen und 
2 Meter breiten parallelepipediſchen Kaſten von Null auf 0,5 Meter Höhe über 
der Schwelle eines 0,15 Meter breiten Wandeinſchnitis, wenn in jeder Secunde 
0,2 Eubitmeter Waffer zufließen? 

Da hier h = 0 ift, jo hat man nad) der legten Formel: 


_ 6 h+VhE+k — V5h, 
i=; Q, |20o. nat. (Vm_Vry + VI2 are. tang. 7 ve] 


Nun iſt =5.2= 10; Q, = 02h, =05,b = 0,15, u = 06 und 


0,2 % 
E= (goB015 a) =, 


Meisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 68 
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daher folgt die geſuchte Zeit: 





10 . 0,827 1,327 +V0414 1, Yı5 ) 
t= ! Lo nat. IT 0 — VYl2are. tang. — — 
3.0,2 ⸗ (Vo,5 — V0,327)2 9 2V0,827+ V05 
0 
— 13,783 (3,877 — 3,464 a . 3,14) — 13,783 (3,877 — 1,565) = 32Secumden. 


8. 482. Schleusen. Eine nügliche Anwendung der oben abgehandelten Lehren 

läßt fi auf das Füllen und Leeren der Schleufen machen. Man unter- 
jcheibet zweierlei Schleu⸗ 
fen (Scifffahrtsjchleu- 
fen), nämlich einfade 
und doppelte. Die ein- 
fahe Schleufe, Figur 
870, befteht aus einer 
Kammer B, welchedurd 
das Oberthor ZF vom 
Oberwaſſer A und durd) 
das Unterthor RS vom 
Unterwafler C getrennt 
wird. Die Doppelte 
Schleuſe, Fig. 871, 
hingegen befteht aus zwei 
Kammern mit dem 
Oberthore KL, Mittel 
thore HF und Unter 
thore RS. 

1) Segen wir den mittleren Horizontalen Querſchnitt einer einfachen 
Schleujenlammer — @, den Abftand O0, der Mitte der Schutz⸗ 
Öffnung im Oberthore von der Oberfläche ZR des Oberwafjerd — Ahı umd 
den Abftand O, Os von der de Unterwafferd — As umd endlich den Inhalt 
der Schugöffnung — F, fo erhalten wir die Zeit des Füllens bis zur Mitte 
der Mündung, wobei die Drudhöhe conftant ift: 

h — _ Ch 
uFV2gh 
umd die Zeit zum Füllen des übrigen Raumes, wobei ein allmäliges Ab- 
nehmen der Druckhöhe ftatt Hat: 


Tig. 870. 








—E 2 
uF 2gh 
es ift folglich die Zeit zum Füllen der einfadhen Schleuſe: 
(2hı + h,) 6 


t — ti 4 = — 
uUFV29M 


$. 482.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1075 


Befindet fi) die Mündung im Unterthore ganz unter Waffer, jo nimmt 
beim Xeeren die Drudhöhe allmälig von OO, — hı + h, bis Null ab, 
es ift daher die Zeit des Leerens oder Ablaſſens: 

_26 Yh +, 
urVag 

Steht hingegen ein Theil der Mitndung aus dem Unterwaffer hervor, fo 
hat man zwei Ausflußmengen, eine über und eine unter Waſſer ausfließend, 
zu berückſichtigen. Seten wir die Höhe des Theiles der Mündung über 
dem Waſſer — a, und die Höhe des Theiles unter dem Wafler — a,, 
fowie die Breite der Mündung — b, fo erhält man die Ausflußzeit durch 
den Ausdrud: 


2G (h + h) 


ab Vas (a Vn + "—-Z2+%VMm + r) 


2) Bei den doppelten Schleufen (Fig. 871) nimmt die Druckhöhe 
in der vom Oberwaſſer abgefchlofienen Kammer während des Ausfluffes in 
die zweite Kammer immer mehr und mehr ab. ft 6 der horizontale Quer⸗ 
ſchnitt der erften Kammer und finkt die anfängliche Drudhöge OO, = hı 
in diefer Kammer auf X O, — x herab, während das Waſſer in der zweiten 
Kammer bis zur Mitte der Schutz⸗ ober Ausflugöffnung, und zwar um 
0; 0, = hs fteigt, jo hat man die ent|prechende Zeit ($. 475): 


2G 
= my; VYm Ve) 


Nun ift aber das Wafferquantum: 
G (hı — ) — Gi hs, 


t= 


daher: 


sh — < 


Sl vn-Vn 3) 


- (Vom -— VGh — Gh). 


Die Zeit, in welcher das Waſſer in der zweiten Kammer fo body fteigt, 
wie in der erften Kammer, nach welcher aljo das Wafler in beiden in einerlei 
Niveau kommt, ift nad) $. 476: 

„= _ 26H Ve __2HVeVGh — Gh 
EF+G) VE HFa+a)Va 
68* 


und: 


5.489. 
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und die ganze Füllungszeit: 


nr ( Gh Ven—G Gh) 


Beifpiel. Welde Zeit ift zum Füllen und Wblafien folgender einfaden 
Schleuſenlammer nöthig? Mittlere Schleuſenlänge — 60 Meter, mittlere Breite 
= 8 Meter, aljo G = 480 Quadratmeter; Abftand des Mittelpunftes der 
Schutzoͤffnung im Oberthore von jedem Waflerjpiegel S 1,5 Meter, Breite jeder 
Deffnung 0,8 Meter, Höhe der Oeffnung im Oberthore 12 Meter, im Unterthore 
(ganz unter Waſſer) 1,5 Meter. Nimmt man u —= 0,615, fo folgt die Zeit zum 
Füllen der Rammer : 

— 2. 16 416 
uF V2gh, 0,615 . 0,8. 1,2. 4,429 V1,5 
=675 Secunden = 11 Minuten 15 Secunden, 
und die Zeit zum Entleeren: 
26 VYn tr __ 2.0 Vis +15 
ur V2g 0615 .08.15.4,429 























t= = 510 &ec.= 8 Min. 80er. 


Hydraulischer Versuchsapparat. Mittels eines in Fig. 872 
abgebildeten hydrauliſchen Berſuchsapparates kann man nicht allein 
Sig. 872. 
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durch mehr als 100 Berfuche die wichtigften Erſcheinungen des Ausfluffes 
vor Augen führen, fondern aud) die hauptſächlichſten Gefege derjelben in 
Zahlen nachweifen. Dieſer Apparat beiteht in einem Ausflußgefäße ABC 
mit drei Mündungen F\, Fa, Fz, deren Mittelpuntte von dem mittleren 
Waflerfpiegl WW um Höhen abftehen, welche ſich zu einander wie die 
Duadratzahlen 1, 4, 9 zu einander verhalten. In diefe Mündungen laſſen 
ſich die verfchtedenartigften Mundftüde und Röhren einjegen, und damit dies 
ohne Störung durch das Wafler gefchehen könne, hat man befondere Ber- 
fchliegungsflappen Z,, H,, deren Stiele K,, A, durch Stopfbüchſen in der 
Rüdwand des Apparates hinducchgehen, angebracht. In dem oberen und 
weiteren Theile AB des Apparates befinden fich noch zwei zugeipigte und 
nad oben gerichtete Zeiger Zı und Zs, welche als Anhaltepunfte bei den 
Berfuchen dienen, indem der Durchgang des finkenden Waſſerſpiegels durd) 
diefe Spigen den Anfang und das Ende eines jeden Verfuches beftimmt. 
Das ausfließende Waller fängt man in einem Gefäße auf, das vor dem 
folgenden Verſuche auf das Ausflußrefervoir gefegt wird und durch ein mit 
einem Stöpfel verjehenes Loc) feinen Inhalt in das Refervoir zurüdführt. 

Um mit Hülfe dieſes Apparates die Ausflußcoefficienten g verfchiedener 
Mundftüde und Röhren zu finden, hat mar mitteld einer guten Secunden⸗ 
uhr die Zeit zu beobachten, innerhalb welcher während des Ausflufjes der 
Waflerfpiegel von der einen Spige bis zur anderen finft, oder die Druck⸗ 
"höhe A, in die Drudhöhe As übergeht; ift dann noch F' der Querfchnitt der 
Ausflugmindung und G der Inhalt des fintenden Waſſerſpiegels, fo hat 
man den Ausflußcoefficienten (f. $. 475): 


„24 (Vr, — Vr) 
Ft V29 
und die entjprechende mittlere Druckhöhe: 


—F (Ur + — — 


Zu dieſem Apparate gehört noch eine Sanımlung von Mundſtücken und 
Röhren, nämlich quadratifche, rectanguläre, kreisförmige und trianguläre 
Mündungen in dünnem Blech, mit oder ohne innere Einfaffung, Turze 
cylindrifche .und coniſche Röhren, längere gerade Röhren von verjchiedenen 
Weiten, Kropf» und Knieröhren u. ſ. w., welche fi) in die verſchiedenen 
Ausflußlöher Fi, Fr, Fs einjegen laſſen. Mittels diefes fo ausgerlifteten 
Apparates kann man in wenig Stunden faft alle Erjcheinungen und Gefeße 
des Ausfluffes vor Augen führen; man Tann an demfelben nicht nur die 
vollfommene und unvolllommene, die vollftändige und unvollftändige, fondern 
auch die verjchiedenen Grade der Contraction der Waflerftrahlen ftudiren, 
ferner die Reibungd-, Knie- und Krümmungswiderſtände in Röhren, ſowie 
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auch den Hydraulifchen Druck des Waflers, durch Springen und Anfaugen u. ſ. w. 
fennen lernen. Immer wird man auf recht leibliche, zum Theil 
aber aud) auf Überrafchend gute Uebereinftunmung mit den mitgetheilten 
Erfahrungsgrößen (u, 9, a, 5) ſtoßen. Bei unferem Apparate ifl 
G = 0,125 Quadratmeter, die gewöhnliche Mündungs- und KRöhrenweite 
ungefähr 1 Gentimeter und für die untere Mündung A, — 0,96 und 
h, = 0,84 Meter. (Eine ausführliche Beichreibung diejes Apparates und 
der mit demjelben auszuführenden Verfuche u. |. w. enthält die Erperimental- 
hydraulik des Verfaſſers.) 

Ein Beiſpiel, wie gut die Beobachtungen an dieſem Apparate mit den 
bekannten Verſuchen im Großen übereinſtimmen, iſt folgendes. Für eine 
kurze cylindriſche Anſatzröhre im unteren Loche wurde t == 33, für eine 


längere Glasröhre mit dem Längenverhältniffe rn = 124 aber £ = 56 
Secunden gefunden; hieraus berechnet fid) fir die eine: 

u, = 0,815 und $, = — 1= 0,504 
und für die andere: 

ts = 0,480 ml, — 1 = 3,332, 


2 
es folgt hiernad): 
a — &ı = 3,332 — 0,504 = 2,828 
und daher der Reibungscoefficient der Röhre: 
2,828 


= 16 -W=i = 0028. 


Nach der erften Tabelle in $. 456 ift für die mittlere Geſchwindigkeit 
v — 1,84 Meter, mit welcher das Wafler aus der Röhre ausfloß, 
& = 0,0215, alfo die Uebereinftimmung eine ganz gute. Bei diefen Ber- 
fuchen läßt fid) auch auf das Ueberzeugendfte nachweifen, daß die Ausfluß- 
geſchwindigkeit durch Röhren nicht von der Neigung derfelben, fondern nur 
von der Drudhöhe der Ausmündung abhängt. Es fällt z. B. die Ausfluf- 
zeit gleich groß aus, die lange Röhre mag im mittleren oder im unteren 
Loche fteden, wenn nur die Ausmündung derfelben gleich tief unter dem 
Waflerfpiegel im Reſervoir fteht. 

Diefer Ausflußapparat hat neuerer Zeit noch vielfache Ergänzungen 
erhalten, jo daß es möglich ift, mit demjelben auch Verſuche über ben Aus- 
fluß des Waſſers unter conftantem ‘Drude, fowie auch ſolche über den Aus« 
fluß der Luft, ferner Verjuche über den Drud, Stoß und die Reaction des 
Waſſers u. |. w. anzuftellen. 


Schlußanmerkung. Die Literatur über den Ausfluß des Waſſers und über 
die Bewegung des Waflers in Röhren wird am vollftändigften mitgetheilt in der 
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„allgemeinen Maſchinenencyklopädie, Band 1, Art. Ausflug“. Bon den neueren 
Schriften ift hier nur anzuführen: „Serfiner, Handbuch der Mechanik, Band 2, 
Prag 1832”; ferner „d’Aubuisson’s Traite d’Hydraulique à l’usage des 
Ingönieurs. II. edit. 1840%. Die erfte Ausgabe ift auch deutfch erichienen. 
„Eytelwein’3 Handbuch der Mechanik fefter Körper und der Hydraulik, dritte 
Auflage, 1842*; ferner Scheffler’3 „Principien der Hydroftatif und Hydraulik, 
Braunſchweig 1847". Wegen ihrer praktiſchen Haltung haben die älteren hydrau⸗ 
liſchen Schriften von Bojjut und du Buat immer einen großen Werth. Für 
den Unterriht und für das praktiſche Studium der Hydraulik iſt beſonders geeig⸗ 
net: „Die Experimentalhydraulik, eine Anleitung zur Ausführung hydrauliſcher 
Berfuche im Kleinen, von 3. Weis bach, Treiberg 1855. Werner ift zu em- 
pfehlen: „Rühlmann’s Hydromechanik, Leipzig 1857*. Der neueren Werke 
von Lesbros, Boileau, Francis u. f. w. ift oben ($$. 487, 439 und 446) 
gedacht worden. Noch ift zu empfehlen: Rankine’s Manual of applied 
Mechanics, fowie Cours de M£canique appliquee II., par Bresse. Von 
den hydrauliſchen Verſuchen des Verfaflers find bis jegt erft zwei Hefte erſchienen, 
und zwar: 

1) Berſuche über den Ausfluk des Waflers durch Schieber, Hähne, Slappen 

und Bentile, und 
2) Verſuche über die unvollkommene Eontractiondes Waſſers beim Ausfluſſe u. |. w., 
Leipzig 1843. 

Mehrere neue Abhandlungen des Verfaſſers über Hydraulit enthält der Civil⸗ 

Ingenieur, die Zeitſchrift des deutſchen Ingenieurvereines u. ſ. w. 


Schötes Capitel. 


Bon dem Ausfluffe der Luft und anderer Flüſſigkeiten 
aus Gefäßen und Nöhren. 


Ausfluss von Quecksilber und Oel. Die allgemeine Formel 8. 484. 


v=V2gh (f. $. 424) 
für die Ausflußgefchwindigkeit v des unter dem durch die Höhe A gemefjenen 
Drude ausfließenden Waſſers gilt (f. $. 426) auch bei anderen Flüffigfelten, 
3. B. Quedfilber, Del, Alkohol u. ſ. w., und läßt fi) fogar auch auf den 
Ausflug der Puft und anderer Inftförmigen Flüffigkeiten anwenden, wenn deren 
Preſſung nicht groß ift. Bezeichnet y das ſpecifiſche Gewicht der Flüſſigkeit und 


p ben Druck derfelben auf die Flächeneinheit, fo hat man ebenfalld A =, 
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und daher auch v= V: g y 


Mit man den Drud durch ein Biszometer, deffen Füllung, z. 2. 
Duedfilber, das fpecififche Gewicht 9, hat, fo beträgt der Stand deflelben, 
d. i. die Höhe feiner Flüſſigkeitsſäule: 





hı = 2, 
Yı 
es ift alfjo p — hı Yı, und daher aud) 


V V> ım= = ' 2g& hı, 


wenn 5 = das Verhältniß der Dichtigkeit der Piszometerfüll ung zur 


Dichtigkeit der ausſtrömenden Flüſſigkeit bezeichnet. 

Die Uebereinſtimmung der Ausflußgeſetze der verſchiedenen Flüſſigkeiten 
erſtreckt ſich nicht allein auf die Geſchwindigkeit, ſondern auch auf die Con⸗ 
traction der Flüſſigkeitsſtrahlen; die Queckſilber⸗, Del-, Luftſtrahlen u. |. w. 
beim Ausfluffe durd) eine Mündung in der dünnen ebenen Wand find ebenfo 
und faft in demjelben Verhältniſſe contrahirt wie die Waflerftrahlen. Einige 
Berfuche, welche der Berfafler iiber den Ausfluß des Duedjilbers, Rüböles 
und der atmofphärifchen Luft angeftellt hat, weifen diefe Uebereinſtimmung 
volftändig nad) (ſ. Polytechn. Centralblatt, Jahrgang 1851, Seite 386). 
Diefe Verſuche gaben : 

1) Für eine freisrunde Mündung in der bünnen ebenen Wand von 
6,5 Millimeter Durchmeſſer, bei den Druckhöhen 91,5 Millimeter und 329 
Millimeter die Ausflußcoefficienten : 


| für Waffer | Queckfilber | Rübdl 


M =0709 0,670 0,674 


Es läßt fich hiernach erwarten, daß die Kontraction der Queckſilber⸗ und 
Rübölftrahlen noch wenig ftärker ift als die der Wafferftrahlen. 

2) Ferner gab ein kurzes innen gut abgerunbetes con oidiſches Mundftüd 
vor der Ausmündungsweite d — 6,6 Millimeter und der doppelten Länge 

— 2d) folgende Ausflußcoefficienten: 













Ruböl 






für Waffer Quedfilber 
bei 121/,0&. Temp. | bei 39° C. Temp. 
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3) Eine kurze cylindrifhe Anfagröhre ohne alle Abrumdung von 
der Weite d = 6,76 Millimeter und der dreifachen Länge (! —= 3 q) führte 
auf folgende Werthe: 








für Wafler QDuedfilber 





bei 121/,0&. Zemp. | bei 399 &. Temp. - 


u — 0,885 0,900 | 0,363 0,604 





Aus diefen Verſuchen ergiebt fi), daß beim Ausfluffe durch kurze Mund» 
ftüde und Röhren das Duedfilber nur wenig fehneller ausfließt als das 
Waller, dagegen das Rüböl eine viel Heinere, jedoch mit der Temperatur 
anfehnlich wachjende Gefchwindigfeit hat als das Wafler. Der erhebliche Unter- 
ſchied zwifchen der Gefchwindigfeit des Ruböles und des Waflers hat jeben- 
falls in der großen Klebrigkeit des Deles an der Röhrenwand feinen Grund. 

4) Beim Ausfluffe durch eine 6,64 Millimeter weite und 86mal fo lange 
Ölasröhre (I) und beim Ausfluffe durd) eine 6,78 Millimeter weite und 
85mal fo lange Eifenröhre (IL) ergaben fid) folgende Werthe der Wider- 
ftandscoefficienten &: 








Rubbl 









für Waſſer Queckſilber 











bei 60 C. Temp. | bei 320 C. Temp. 





Den letzten Verſuchen zufolge iſt ſowohl in einer Glas⸗ als auch in einer 
Eiſenröhre der Widerſtandscoefficient des Queckſilbers wenig größer, dagegen 
aber der Widerſtandscoefficient des Rüböles viele Mal größer als der des 
Waſſers. Auch iſt aus der letzten Tabelle zu erſehen, daß der Widerſtands⸗ 
coefficient des Ritböles um fo mehr abnimmt, je höher die Temperatur oder 
der Ylüffigkeitsgrad defjelben iſt. Endlich wird auch durch diefe Verſuche 
dargethan, daß die Widerftandscoefficienten der Reibung für die Eifenröhre 
weit größer find als fitr die glattere Glasröhre. 


Ausflussgeschwindigkeit der Luft. Unter der Borausfegung, daß $. 488. 


die Luft während des Ausfluffes ihre Dichtigkeit nicht ändert, 
läßt ſich die befannte Grundformel für den Ausflug des Waſſers aus Gefäßen 
auch auf den Ausflug der Luft anwenden. Iſt daher p der Drud ber 
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äußeren Luft, fowie pı der Drud und y, das fpecififche Gewicht der Luft 
im Inneren des Reſervoirs AB, Fig. 873, fo kann man die Ausfluß ⸗ 
geſchwindigkeit der letzteren (ſ. $. 426) fegen: 


Big. 873. V @-—») V pi » 
= Vs TE — Vagttlı . 
® ’ Y N 2) 


Nun ift aber (nad) $. 420), wenn p den Drud 
in Kilogrammen auf ein Quadratmeter Fläche, 
y das Gewicht eines Cubifmeters Luft und € die 
Temperatur derfelben bezeichnen, für atmofphärifche 
Luft: 
pP _1 + 0,00367.1 
se Ts —17991 (1 +0,00367t), 


daher folgt: 
Va=-V?-vru VI + 0,003671t, 
1 
oder wenn man nod) 0,00367 durch Ö erfegt, 


V?=0. Vi + dt, und 
= sy9(ı-2 
v—=89,39 Vzs«a + 9(1 2 


—=396 V a+s (1 25 Dieter, 


oder, für preuß. Maß, 


v=159,6 V 29(1 +5) (1 -2) 
= 1361 Va + a1(1 -2) duß 


IR d der äußere Barometerſtand, und % der Manometerſtand (M), jo hat 
man aud): 





„= 3= h 
=; 4 — alſo 1— —— 
und folglich de Ausfrimungsgefömtubigteit der Luft: 


0=396 Va + er 


= 1361 Va +9 my) Fuß, 


‚oder annähernd, bei Meinen WBG indem man 
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————-1— * ſetzt, 

Vı + h 2b 

v = 396 ( 6235) 14 DE Meter 
— 1361 ( — 5) Var? + DE Fuß. 


Anmerkung. Wegen des gewöhnlichen Feuchtigkeitszuſtandes der aimo⸗ 
ſphäriſchen Luft iſt es rathſam, in der Praris d = 0,004 anzunehmen. 





Ausflussquantum. Iſt F die Größe der Ausſtrömungsöffnung, fo 8. 486. 
hat man die effective Ausflußmenge, gemefjen unter dem inneren Drude 
p, werrb + kh: | 


y, -r=r\/22(1- 2) S _ 2\= rV3s2 Vı-2 


—r V2s2 ver 


3. 2. für atmofphärifche Luft: 


u | /a+5s)R.. 
V,= 396 F Ir Eubikmeter 

_ | [a HSDn.. 

—1361 F u Cubikfuß. 


Dieſes Luftquantum auf den äußeren Luftdruck p oder db rebucirt, 
beträgt: ’ 


VE 


z. 2. flr ati — 


V= 396 F V (1 + 6% ( 4 ;) > Cubikmeter 
— 1261 F J (1 489 ( 4 ;) = Eubitfuß, 


Beifpiel. In einem großen Behälter ift Luft von 120 Grad Wärme ein: 
geſchloſſen, welcher ein Quedfilbermanometerftand von 0,10 Meter eutiprict, 
während der äußere Barometerftand 0,750 Meter beträgt; melde Windmenge 





8. 487. 
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wird aus dem Behälter dur eine 40 Millimeter “weite kreistunde Mündung 
frömen ? 
Die theoretiſche Ansflußgeſchwindigkeit ift: 


v = 3% V (1 + 0,00367 . 120 50T 163,2 Meter, 


ferner der Querichnitt der Mündung: 
F = 0,022 . 3,14 = 0,00126 Quadratmeter, 
daher die theoretiiche Ausflugmenge, gemefien unter dem inneren Drude: 
y,= Fo = 1632 . 0,0126 = 0,206 Eubilmeter; 
dagegen gemefien unter dem äußeren Drude: 


‚= HR vs, = = - 0,206 = 0,233 Eubitmeter. 





b 


Ausfluss nach dem Mariotte’schen Gesetze. inter der Bor- 
ausjegung, daß bie Luft beim Ausftrömen aus Gefäßen keine Temperatur- 
veränderung erleidet, läßt fich annehmen, daß fie fic) hierbei nach dem 
Mariotte’fchen Geſetze (f. $. 414) ausdehnt, und daher and) vorausfegen, 
dag das Luftquantum Y beim Uebergange aus ber Preffung 9, in bie 


Preffung p die Arbeit Vp Log. nat. 3 verrichte (ſ. $. 415). Setzt man 


2 
nun dieſe Arbeit der Arbeit 5 Yy gleich, welche das Luftquantum Yy 
bei dem Ausfluſſe in Anſpruch nimmt, fo erhält man folgende Formel: 
v? Pi 
— Vy = Log. nat. — - Pp, oder 
29 Y g. N pp pm 
"_27n 9 


29 9°» 
wonach die Ausflußgefchwindigfeit 


v —V 22 In.” folgt. 


’ 





1+6t 
Noch ift, wie oben, für Determaß 3 = 7.000135 ° daher hat man auch 
v= 396 \ (1 + öt) In.” — 396 Ve +6HIn. 2 Meier, 


ſowie 


v—1261 / (1 + öt) Im. 7 — ar Ya + — —⏑—⏑—« — + 5) 1m. TR au uß, 


wobei b den Barometerftanb ii äußeren und h den Panama der 
inneren Luft, ferner £ die Temperatur der legteren und d — 0,00367 ben 
befannten Ausdehnungscoefficienten der Luft bezeichnet. Nun folgt die theo⸗ 
retiiche Ausflugmenge pr. Secunde: 
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V=Fı=F \ 29 8 In. 
Y p 
— 396 F J (1 + 84) Im.” Eubitmeter, 


oder reducirt auf den inneren Drud: 


n=PLv=rr\V22m® 
Pi 7 











Pı 
— 8— p b+h 
_ b V b+he.. 


Iſt der Ueberdruck der inneren Luft oder ſchr klein, ſo kann man 


) 





b 
(f. „Ingenieur“, Seite 81), und daher auch annähernd 


| /._Pp h\h 
jegen, während nad) der erfteren Ausflußformel (f. $. 486) 
— | /,..? h\h. 
Es führt alfo die Annahme, daß ſich die Luft beim Ausftrömen nach dem 


Mariotte'ſchen Gefege ausdehne, anf eine Heinere Ausflugmenge, als die 
Annahme, daß fie fich beim Ausfluffe genau fo wie Wafler verhalte, alſo gar 


micht ausdehne. Diefe Differenz vermindert ſich jeboch mit 2 und es ift 


endlich bei ſehr Heinen Werthen von . in beiden Fällen: 


’ 


V=F V: 34 — 396 F \ (1 +60) > Cubikmeter 


Arbeit der Wärme. ‘Der in $. 415 gefundene logarithmiſche Aus 8. 488. 
drud für die beim Comprimiren oder Ausdehnen eines gemilfen Luftquantums 
erforderliche oder ausgeübte mechanische Arbeit hat nur unter der Voraus⸗ 
jegung feine Gültigkeit, daß bei diefer Volumen⸗ oder Dichtigkeitsveränderung 
die Temperatur der Luft unverändert bleibe. Dies fann fo lange angenommen 
werden, al8 die Bolumenänderung fo langfam ftattfindet, und die Wandungen 
bes Gefäßes für die Wärme fo durchläffig find, daß eine Ausgleichung der 
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Temperatur im Innern des Gefäßes mit der der äußeren Umgebung ſtatt⸗ 
finden kann. Treffen diefe Borausfegungen nicht zu, geht alfo die Bolumen- 
änderung fehr fchnell vor fi, und find die Gefüßwände fo fchlechte Wärme- 
leiter, daß man von einer Wärmetransmiffion durch diefelben abftrahiren 
kann, fo findet mit jeder Bolumenveränderung ber Luft außer der Spannungs- 
änderung aud) eine Temperaturveränderung ftatt, und zwar eine Erhöhung 
derfelben bei einer Compreffion und eine Erniedrigung bei einer Ausdehnung. 

Diefe Erfcheinung ift in der Verfchiebenheit der ſpecifiſchen Wärmemengen 
s, und s,, d. h. derjenigen Wärmemengen begründet, welche ein Kilogramm 
Luft gebraucht, um fih um 19 E. zu erwärmen, je nathdem die Luft dabei 
ihre Spannung p oder ihr Volumen v unverändert behält. Wenn die 
Wärmemenge, welche zu diefer angegebenen Erwärmung der unter conftantem 
Drude ftehenden Luft durd) s, — 0,2377 ausgedrüdt ift, fo beträgt die 
Wärme, welche die in ein conftantes Volumen eingeſchloſſene Luft erfordert, 
8 — 0,1687, und man nimmt gewöhnlich das Verhältniß diefer Wärme: 


mengen k = * = 1,42 an*). 


“ Die Entwidelungen der mechanifchen Wärmetheorie ergeben nun folgendes 
Berhalten der Luft: Wird ein gewifles Volumen V atmofphärtfche Luft von 
der Spannung p, dem fpecifiichen Gewichte 7 und der Temperatur i einer 
Bolumenänderung von P zu V, unterworfen, jo nimmt diefe Luft, unter der 
Boransfegung, daß die Gefäßwände für die Wärme undurchdringlich find, 
alfo weder eine Zuführung noch Abführung von Wärme eintreten kann, eine 
Temperatur 2, an, jo baß die Beziehung ftattfinbet: 

l + ö ti :V k—1 rn k—1 
1 + 6t =(7 * 


unter x jenes Verhältniß * der ſpecifiſchen Wärmen verſtanden. 


Unter Berückſichtigung dieſer Temperaturänderung behält nun die in 
8. 419 aus dem Mariotte'ſchen und Gay-Luſſac'ſchen Geſetze gefundene 
Gleichung 





mn_1+6u — 
» 1+6di y 
auch fernere Se und es folgt daraus: 


= 2)- 0)". 


a 2 ‚m 
ET): 








*) Das Weitere hierüber gehört in das Gapitel über die Wärme, |. Th. IL 
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Wenn nun in dem Cylinder AC, Fig. 874, durch den Kolben EF 
anfänglich ein Luftprisma von der Höhe EB — 1 von der Spannung p 
Fig. 874. und dem fpecifiichen Gewichte 7 abgeſperrt ift, und 
diefer Luftmaffe durch ſchnelles Aufichieben des 
Kolbens um x plötzlich das ſpecifiſche Gewicht Yz 
und die Spannung p, mitgetheilt wird, jo ift 


—_„.lre\_ I )- 
= (5) 


Um ben Kolben aus diefer Tage um das Heine 
Wegelement 9% fortzufchieben , ift bei dem Quer⸗ 
fhnitte F des LKolbens die mechaniſche Arbeit 
erforderlich 


Fp,öx = Fp — 5 0x. 
Die Gefammtarbeit, welche nöthig ift, um den 
Kolben aus ber Tage EF in diejenige E, Fr}, alfo um die Größe? — 1, 
zu verfchieben, wenn Z,.B mit 2, bezeichnet wird, beftimmt ſich daher zu: 


I—Iı 


A, — 92= For [0-2 dx 
= (en) 


Um das comprimirte Luftquantum AE, au weiteres Emporfchieben 
des Kolbens um den Weg !, in a ben Raum R zu drüden, in welchem bie 


Preflung 
— 2) — (2) 
vorhanden ift, wird noch die Arbeit 


1% 
4 = Fl, = Fran 


erfordert, wobei die äußere Luft während bes ganzen Kolbenmweges mit der 
Preffung p nachfchiebt, und hierbei die Arbeit A, —= Fpl auf den Kolben 
überträgt. Es ift daher fchließlich die ganze mechanifche Arbeit: 


A=A+A aan GT -1+W 
=; l(;) -:) 


0 














wofür man auch, da 
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ſchreiben Tann: 


i—1 


le) =) } 
A=r91,—|(%) en 
Nach dem Mariotte’fchen Gefege allein wurde die Arbeit zum Com⸗ 
primiren in 8. 415 zu A= Vp. Log. nat. gefunden, es entipricht 
diefer Werth der VBorausfegung, daß k —= 1 ift, d. h. 
1 +6. ( —X 
1+d6 V 
woraus folgt, daß bei einer Volumenveründerung von V auf V, die Tem⸗ 


peratur & fich nicht ändere. 
Würde k — oo vorausgejett, jo hätte man 


| (0) (= 1 


d. h. man würde e8 I einer incompreffibeln Flüffigfeit zu thun haben, und 
die Formel für die Arbeitsleiftung fiele dann 


A= rn (© 1)=V.(m — y) aus. 


MWird umgekehrt das Tuftvolumen 9, von ber Preſſung p, durch plötzliche 
Ausdehnung auf dad Volumen 
I 


7 — V (2 
p 
und auf die Dichtigfeit 


FI 
_.f{2\ 
| r=n(2) 


zurüdgeführt, fo verrichtet es die mechanifche Arbeit : 


le) ]=nntl-@)"] 


Beijpiel. Wie groß ift der zu einem Kolbenhube erforderliche Arbeitsaufwand 
bei dem im ®Beilpiele zu $. 415 angegebenen Gebläfe, deſſen Kolben 1 Meter 
Durchmeſſer und 1,5 Meter Hub bat, wenn bei einem Barometerftande von 
0,750 Meter die Manometerfpannung im Windregulator 0,800 Meter beträgt? 

Da der Drud p der äußeren Luft bier pro Quadratmeter 

0,750 . 13600 = 10200 Kilogramm 
und das Volumen 
V= 05°. 314.15 = 1,1775 Eubilmeter 
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beträgt, jo folgt die gejuchte Arbeit: 
0,43 


1,42 1,42 
A=1,1775.10200 - 5 [( ) _ ı] — 12010,5. 3,381 (1,06670,206 — 1) 


— 788,1 Meterfilogramm. 
Die logarithmiſche Formel (ohne Berüdfihtigung der Temperaturerhöhung) gab 
in den angeführten Beilpiele: 
A = 775,14 Meterlilogramm 
und für ein incompreffibeles Fluidum (Waſſer), weldhes von der Prefiung 750 Milli- 
meter auf 800 Millimeter zu bringen ift, hätte man die Arbeit: 


A=Pp e — 1) = 1,1775 .10200( an — i) — 800,7 Meterkilogramm. 


Ausfluss der Luft mit Berücksichtigung der Abkühlung. 8. 489. 


Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen gefundenen Formel für die Arbeit, 
welche die Zuft bei ihrer Ausdehnung verrichtet, Tann man nunmehr aud) 
die Ausftrömungsgefchmindigfeit der Luft beftimmen, da angenommen, werden 
muß, daß die bei der Ausdehnung des Luftvolumens V, auf V frei werbende 
Arbeit zur Erzeugung der Gefchwindigfeit 9 verwendet wird. Wenn in einer 
gewiflen Zeit das Luftquantum V, vom fpecififchen Gewichte y, und der 
Preflung 9, mit der Geſchwindigkeit u zum Ausfluffe in einen Raum 
gelangt, deſſen Prefiung p fein mag, fo hat mo man m die frei werdende Arbeit 


Anl! -(@)"] 


gleich der zur Erzeugung diefer Geſchwindigkeit erforderlichen mechanifchen 
Arbeit 





2 


vi 
Yıyı 29 


zu fegen, und erhält daraus: 
“_m,k _f,_(? 
al )' "en 


= 
— pr, k [,_(2 | 
-Va2.&-@) 


Die ausſtrömende Luft hat die äußere Prefiung p, das ſpeeifſche Gewicht 
Yı — Yı (2 » und die Temperatur: 


or Om Le ee 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 
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Das theoretifche Luftguantum, welches durch eine Mündung F ausftrömt, 
iſt pro Secunde daher: 


nor Va) 


Reducirt man diefes Luftguantum auf den inneren Drud p, und das 
Binde Gewicht Yı, jo erhält man: 


= rer Varna 


—*— findet man das Volumen 9, welches dieſe Luftmenge unter J 
äußeren Drucke p annimmt, wenn die innere peut ihr unverändert 


verbleibt, für welchen Fall alſo einfach 222 Fr zu: 


Ppı pı I1-(2)7 
nr) 298 — (2 


— | /o,Pı nr Pı — 
—FV2Z29* * 5— *16 )* 7 
In dieſen Formeln kann man wieder wie e ie 
298 „= — 396 V1 t fir Metermaß und 
V»2 — 1261 Vı + dt fie Fußmaß fegen. 


mn _bd+ h 
Set man — r — 





‚ wo b den Barometerſtand und A den Mano⸗ 


k—1 
meterftand bebeutet, jo fann man, wenn der Kürze wegen. mit * 


bezeichnet wird, aud) jchreiben : j 
Ve 


In den meiften Fällen der Praris ift . nur Hein, alddann kann man mit 





hinreichender Genauigkeit fegen : 


(= (1 + ,)= I+n2+ „eu (+) und 


(+ EN n. ezueZd 2) 


„2 [(i + ** 1 2 + "Zer2?6ß)]. daher 
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FEIN 


"|: „ar tee (2) 


—n "100805 — 0,0085 (;.) | 
VETEI]-6-eH)VF 


Dies eingeführt, giebt da8 Volumen: 
(10028? ph 
r=(1-0028 Ar a. 
h \ / her: 
=(1 — 0,028 +) 396 F\/(1 +6 7 — @ubifmeter. 


Bei Anwendung auf Gebläfes, Wetter- und Lüftungsmafchinen in <Uys, 


und daher kann man in allen den Fällen ganz einfach das mMareihe Aus⸗ 
flußquantum, gemeſſen unter dem äußeren Drucke und bei der inneren 
Temperatur, | 


V=F 297 — = 306 F Y 14 DE — Qubikmeter 


fegen. 


Beifpiel. Für den im Beilpiele zu $. 486 behandelten Fall, wo b — 0,750 
und A= 0,10 Meter, ferner t = 120° und F = 0,00126 Quadratmeter ift, hat 
man nad) der legteren Formel die Ausflußmenge, gemefien unter dem äußeren 
Drude: 


V = 396 . 0,00126 V (1 4 0,00867 . 120) nu — 0,219 Eubitmeter, 


während nad der Waflerformel, ohne Berückſichtigung der Dichtigfeitsänderung, 
V = 0,233 Eubilmeter fi ergab, und die logarithmiſche Formel in 8. 487, 
welche auf die Temperaturveränderung nicht Rüdfiht nimmt, 


7=396.0,00126 |/ (1 40,00567 . 120) Log. nat. =” = 0,212 Eubitmeter, 


In el 


So 


giebt. 


Ausfluss der bewegten Luft. Die gefundenen Ausflußformeln 8. 490. 
jegen voraus, daß. die Preffung 9, ober der Manometerſtand % an einer 
Stelle gemefjen worden fei, wo die Luft in Ruhe befindlich ift, oder eine ſehr 
Schwache Bewegung hat; mißt man aber pı oder A an einem Orte, wo bie 
69* 
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Luft in Bewegung ift, communicirt 3. B. das Manometer M, mit der in 
einer Leitungsröhre OF (Fig. 875) befindlichen Luft, fo hat man bei 
Beitimmung der Ausflußgefchwindigfeit aud) nod) die lebendige Kraft der 
ankommenden Luft zu berüdfichtigen. 


Iſt ce die Gefchwindigfeit der vor der Manometermindung vorübergehenden 
Luft, jo hat man demnad) zu Kin 


k p\ 
— =NNn; ren I -(@ |. 
Bezeichnet F den Querfchnitt der Mündung und G ben der Röhre oder 


des an der Danometermündung vorbeigehenden Stromes, jo ift das aus- 
ftrömende Luftquantum I, Yı = @cyı = FvYy;, daher folgt: 


C FYys F 2): 
Pi 


und nach Einführung dieſes Werthes: 


— — 


Es ergiebt ſich daher die geſuchte Ausflußgeſchwindigkeit: 




















pı k p i—1 
‚In — Lola 


oder annähernd, wenn 9, nicht viel größer als p * und k 1,42 geſetzt 
wird: 





— 728 





Es ſtellt ſich alfo auch Hier, genau wie beim Ausfluſſe des Waflers aus 
Gefäßen, die Ausflußgefchwindigfeit um fo größer heraus, je größer das 
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Verhältniß # zwiſchen dem Querſchnitte der Mündung und dem der Röhre 
oder des anfommenden Luftſtroms ift. Man erficht auch hieraus, daß unter 
Big. 875. Übrigens gleichen Berhältniffen 
M a "M, der Manometerftand pı um 
fo Heiner ausfällt, je enger 
die Leitungsröhre oder je größer 
die Geſchwindigkeit der durch 
fie fortgefügrten Luft ift. 
Bezeichnet wieder b den Ba⸗ 
rometerftand und % den Mano- 
meterftand in der Röhre vom Duerfchnitte @, fo findet man ganz ähnlich) 
wie im vorhergehenden Paragraphen das theoretiſche Ruftquantum, gemefjen 
unter dem äußeren Drude und ber inneren Temperatur: 


h 
a+sy, 
5 Gubitmeter. 


F 
1-(5)- 
Bezeichnet noch Po die Spannung im Windrefervoir, wo die Luft noch in 
Ruhe ift, fo hat man nad) der Formel in 8. 489 auch: 


= VA * [ı _ (2) 
Vorl: — 
und man erhält, wenn man dieſen Werth von v dem oben gefundenen gleich 
feßt, zur Beſtimmung von p5 die Gleichung: 














1° _,_ Frei _,_ (EN 
oe 


annähernd. 


Beijpiel. Ein auf einer 0,10 Meter weiten Winbleitung figendes Quedfilber- 
manometer fteht auf 60 Millitneter, während der Wind am Ende der Röhre 
durch eine 50 Millimeter weite kreisrunde Düfe ausftrömt; welches Windquantum 
ſtromt per Secunde aus, vorausgeſetzt, daß der äußere Barometerftand 0,760 Meter 
und die Temperatur der Luft in der Windleitung 10 Grad beträgt. 

Es ift hier das ausftrömende Luftquantum, von der Prefjung 0,760 Meter 
bei 100 €.: 


(1 + 0,00887 . 10) u 
V=39.0,0952.314 |) ——__ 7% _ 0,229 Gubifmeter. 


5) 





8. 491. 
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Für die entjprehende Spannung p, im er bat man: 


1-(2) y =[1— 2) Ju £) (2 )"” oder 
G6 I ” = au > 00 
daher it 2 Fr (1 — 0,0235 u = 0,9765, und = 5 Gegen = 1,084 p, ſo⸗ 


wie auh db + A, = 1,084d, und folglid) der Manometerftand im Nejervoir: 
h, = 0,084 . 0,760 = 0,064 = 64 Millimeter. 





Ausflusscoefficienten. Die EContractionserfcheinungen, melde 
wir beim Ausfluffe des Waſſers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden ſich 
auch beim Ausftrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflußöffuung in 
einer binnen Wand ausgefchnitten, jo hat der durch fie gehende Luft⸗ oder 
Windftrahl einen Heineren Querjchnitt al8 die Mündung jelbft, und es iſt 
deshalb auch die effective Ausflußmenge Y, Heiner als das theoretifche Aus: 
flußquantum Y oder das Product Fu aus Querſchnitt F der Mundung 
und theoretifcher Geſchwindigkeit y. Diefe Verminderung der Ausflußmenge 
hat, wie man am ausftrömenden Rauche beobachten kann, hauptfächlich ihren 
Grund in der Contraction des Luftftrahles, und wir können daher auch, wie 


bei den Waſſerſtrahlen (ſ. $. 433), das Verhältnig « — 2 zwifchen dem 


Querſchnitte Fy des Luftitrahles und dem Duerfchnitte 7° der Mundung 
den Contractionscoefficienten, 


ferner das Verhältniß 9 —= = zwiichen der effectiven Ausſtrömungsge⸗ 


ſchwindigkeit v, und der theoretifchen Ausflußgeſchwindigkeit v (f. $. 435) 
den Gefhwindigfeitscoefficienten, 
und das Verhältniß u — n — an — 49 der wirklichen Ausfluß— 
menge V, zur theoretiſchen Ausflugmenge 9 
den Ausflußcoefficienten der ausftrömenben Luft 
nennen. | 
Jedenfalls ift bei dem Ausfluffe der Luft durch eine Mündung im der 
dünnen ebenen Wand wie bei dem bes Waſſers der Geſchwindigkeité⸗ 
coefficient @ nahe = Eins, und daher auch, fo lange als befondere Mei: 
jungen der Luftftrahlen nicht vorgenommen worden find, der Ausflußcoef⸗ 
ficient u =09 beruft dem Contractionscoefficienten & gleich zu 
jegen. Die älteren Berfuche, welche über den Ausflug der Luft durch 
Mündungen in ber dünnen Wand angeftellt worden find, weichen ſehr von 
einander ab. Die von Buff nad der Waflerformel berechneten Verſuche 
von Koch geben flir Kreismündungen von 3 bis 6 Linien Durchmeſſer, bei 
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0,2 bis 6,2 Fuß Waflermanometerhöhe, u — 0,60 biß 0,50, dagegen liefern 
die hiernach berechneten Berfuche von d’Aubuiffon bei 0,027 bis 0,144 
Meter Waflermanometerhöhe an Kreismündungen von 1 bi8 3 Centimeter 
Durchmefier, u — 0,65 bis 0,64. Terner fand Poncelet durch die Be- 
rechnung der Pecqueur'ſchen Verſuche nach berfelben Formel für eine 
Mündung von 1 Eentimeter Durchmeffer, unter dem Ueberbrude von 1 Atmos 
iphäre, alfo 10 Meter Höhe Wafferfäule, a = 0,563, und für eine folche 
von 1,5 Gentimeter Weite u — 0,566. Die in großer Ausdehnung ans 
geftellten, und mittel® der legten Ausflußformel 


_ h V pı A 
v-r(1 0,0028 3) 29 75 


berechneten Verſuche des Verfaſſers haben folgende Reſultate geliefert. 
1) bei der Mundungsweite d— 1 Centimeter, und dem mittleren Pref- 
fungsverhältnifie : 


== 10 | 1,09 | 1,43 | 1,65 | 1,89 | 2,15 





«= | 0,555 0,724 








0,754 | 0,788 





0,589 | 0,692 





2) bei der Mündungsweite d — 2,14 Centimeter, für 





irrt _ 105 | 1,09 | 1,86 | 1,87 | 201 











a = | 0,558 | 0,573 | 0,634 | 0,678| 0,723 

















3) bei der Mundungsweite d —= 1,725 Centimeter, für 


Sr =| 108 | 1a 


1,68 
u = | ‘0,563 








0,631 | 0,665 








4) bei der Mündungsweite d —= 2 Centimeter, für 


b+h_ 
=] m 





1,39 





„=| 0578 | 0,1 








Es wählt alfo hiernach der Contractionscoefficient beim Ausflufje durch 
eine Mündung in ber dünnen Wand anfehnlich mit der Drudhöhe. Bei 


$. 492. 
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Anwendung der Waflerformel wird aber diefe Veränderlichkeit bedeutend 
herabgezogen. Dieſe Formel giebt nämlich das theoretifche Luftquantum 


v=r\22# Vı rk \V:,2 + \ye 
Iyb 77 Ib p 


nahezu in dem Verhältniſſe 3 größer, als die von dem Verfafſer zu 
Grunde gelegte, daher müſſen die nach erſterer berechneten Werthe von p 
Fr mal fo groß fein, wie diejenigen, welche aus der Ietteren Formel 

1 
refultiren, 3. B. für = 2 find fie V!/s — 0,707 mal fo groß. Bei: 


fpielsweife ift nach der umftehenden erften Tabelle für d = 1 und = = 32, 


— EL = 0,771 und daher müßte bei Zugrundelegung 
der älteren Yormel u — 0,707 .0,771 = 0,555 fich ergeben, wie es 
nad) den Pon celet'ſchen Berjuchen ſehr nahe der Fall iſt. 

Bei den Ausfluß durd) eine Kreismlndung von 1 Centimeter Durd- 
meffer in einer conifch convergenten Wand von 100 Grad Convergenz 
wurde für 


_ th 
—X 








1,31 | 1,66 


mM = 





0,762 | 0,793 


gefunden. 


Ebenfo bei einer ſolchen Mündung in der conifch divergenten Wand 
von 100 Grab Divergenz, für 


Er _ 1,30 E 1,66 


u= | 0,589 | 0,668 





Die Veränderlichkeit des Contractionẽcoefficienten A für den Aus 
fluß der Luft durch eine Mündung in ber dünnen Wanb, erftredt fich der 
befannten Formel 

1 


J—— (1. 8. 449) 
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. zufolge auf den Ausflug durch kurze cylindrifche Anfagröhren. Nach 
den oben angeführten Verfuchen von Koch ift z. 2. für folche Röhren von 
3 bis 4 Linien Weite und 4» bis 6facher Länge, bei 0,3 bis 6,2 Fuß 
MWafjermanometerhöhe, u — 0,74 bis 0,72, wogegen d’Aubuiffon für 
ſolche Röhren von 1 bis 3 Centimeter Weite und der 3⸗ bis Afachen Länge, 
bei 0,027 bis 0,141 Meter Wafferbarometerftand, u = 0,92 bis 0,93 
und Boncelet fr cylindrifche Höhren von 1 Centimeter Weite und der 
21/g= bi8 10fachen Weite, bei dem doppelten Atmofphärendrude, u —= 0,632 
bis 0,650 gefunden hat. 

Die von Berfaffer angeftellten Verſuche Haben dagegen auf folgende Re- 
fultate geführt: 

1) Eine kurze cylindrifche Anfagröhre von 1 Centimeter Weite und 
3 Sentimeter Länge, gab für 





> -| 1,06 | 1,10 | 1,80 


u = 0,730 | 0,771 | 0,830 








2) Eine ſolche Röhre von 1,414 Centimeter Weite und ber dreifachen 
Fänge, führte für 





+ -| 141 | 1,69 


aufa=| 0,813 | 0,822 


3) Eine folhe Röhre von 2,44 Sentimeter Weite und der dreifachen 
Länge, gab für j 





b * h —= 1,74; u ='0,833. 


Die Zunahme des Ausflußcoefficienten beim Wachfen der Preſſung ift 
durch das gleichzeitige Wachſen des Contractionscoefficienten erHlärlich. 

Die Anfagröhre (1) mit ſchwach abgerundeter Einmündung gab 
im Mittel den Ausflußcoefficienten u — 0,927, aljo viel größer als bei 
einer folhen Röhre ohne Abrundung. 

4) Ein kurzes innen gut abgerunbetes Mundftüd von 1 Gentimeter 
Weite und 1,6 Centimeter Länge gab für 


er — | 1,88 | 1,59 | 1,86 | 2,14 


u | 0,979 | 0,986 | 0,965 | 0,971 | 0,978 


1098 Siebenter Abſchnitt. Sechstes Capitel. [$- 492. 


Da biefer Coefficient, wie erforderlich, der Einheit fehr nahe kommt, fo iſt 
dadurch der Vorzug der Ausflußformel 


h 
Q=urV2,2.% 
Yı 


vor den anderen Formeln dargethan. 

Die ältere Formel giebt natürlich bei hohem Drucke viel Kleinere Werthe, 
und bagegen bie Iogarithmifche Formel (f. $. 487) viel größere, die Einheit 
fogar überfteigende Werthe von g. 

Eine kurze conifhe Röhre mit innerer Abrundung gab ziemlich 
diefelben Werthe für [, dagegen eine kurze conifche Röhre ohne Ab- 
vundung von 1 Centimeter Mundungsweite, 4 Centimeter Ränge und 7° 9 
Convergenz für 


2) 


Sp =| m | 1m | 10 





u | 0,910 | 0,922 |} 0,964 


Nach Buff und Koch ift für eine folhe Röhre von 2,72 Linien äußerer 
Weite und 60 Geitenconvergenz, bei 0,3 bis 6,2 Fuß Waffermanometerhöße, 
u = 0,73 bis 0,85, und nad) d’Aubuiffon, bei einer ähnlichen Röhre 
von 1,5 Centimeter Mündungsweite, unter 0,027 bis 0,144 Meter Waller 
drudhöge, u — 0,94, bei Zugrundelegung der älteren oder fogenannten 
Wafferformel. | 

Das vollftändige längere Diifenmundflüd AC, Fig. 817 aus $. 461, 
d. i. eine coniſche Röhre, von 14,5 Centimeter Länge, 1 Sentimeter Weite 
in ber Ausmündung, und 3,8 Centimeter Weite in der übrigens gut ab- 
gerundeten Einmündung, bei nahe 6° Seitenconvergenz gab für 

—X 
d 


1,08 | 1,45 | 2,16 





u =) 0,982 | 0,960 | 0,984 

Dur) Berfuche über das Einftrömen der Luft in Gefäße fanden die 
Sranzofen Saint-Benant und Wangel für ein kurzes, inwendig 
nad) einem Biertelfreife abgerundetes Mundſtück, nad der neueren 
Formel berechnet, u — 0,98, und für eine Mündung in der dünnen 
Band, u — 0,61. 


Sind die Preffungen Hein, ift, wie 3. B. bei der gewöhnlichen Gebläfeluft, 
. < 1/g, fo läßt fich dem Vorſtehenden zufolge, bei Anwendung der neueren 
Ausflußformel 
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vr \/22 .& = 396 u F \ (1 + 0,004 .t) 5 Cubikmeter 


im Mittel ſetzen: 
1) für Mundungen in der dünnen Wand, u = 0,56, 
2) für kurze cylindrifche Anfagröhren, u = 0,75, 
3) für ein gut abgerundetes conoidifches Mundftüd, u = 0,98, 
4) fir eine conifche Röhre von circa 60 Seitenconvergenz, u —* 0,92. 
Beiipiel. Wenn bei einem Gebläfe die Mündungen der beiden coniſchen 
Düfen zufammen 20 Quadratcentimeter Inhalt haben, wenn ferner bei einer 
Temperatur von 15 ®rad der Manometerftand im Regulator 80 Millimeter und 


der Außere Barometerftand 740 Millimeter mißt, jo läßt fi das effective Aus- 
flußquantum, gemefjen unter dem äußeren Drude, jegen: 


v= 89 u F Vu + 0,0012) 2 — 396. 0,92 . 0,002 1,0622 = 0,246 6hm. 


Reibungscoefflcient der Luft. Bewegt ſich die Luft durch eine 8. 493. 
lange Röhre CF, Fig. 876, fo hat fie einen Reibungswiderſtand wie 


Gig. 876. 





das Waffer zu überwinden, auch Läßt ſich diefer Widerſtand durch die Höhe — 
einer Luftſäule meſſen, welche der Ausdrud | 


angiebt, worin, genau wie bei den Wafferleitungen, I die Länge, d die Weite 
der Röhre, v die Gefchwindigfeit und & den durch Verſuche zu beftimmenden 
ee eenter der Luft bezeichnet. 

Die Berfuhe von Girard über die Bewegung der Luft durd) Rühren 
führen auf den Widerftandöcoefficienten & = 0,0256, und die von d'Au⸗ 
buiffon liefern im Mittel & = 0,0238, wogegen nad) Buff's Verſuchen 
im Mittel & — 0,0375 zu ſetzen iſt. Dagegen findet wieder Poncelet 
aus den „sonen der Berfuche von Pecqueur bei dem Preſſungsver⸗ 


hättniffe = 2, u = 0,0237. 
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Die nad der neueren Formel berechneten Verfuche des Berfafiers gaben 
folgende Refultate. 


1) Eine Meffingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter Ränge 
gab für Gefchwindigkeiten von 25 bis 150 Meter, & allmälig abnehmend 
von 0,027260 bis 0,01482, und 

2) eine Glasröhre von berfelben Länge bei ziemlich denfelben Geſchwin⸗ 
digfeiten lieferte & —= 0,02738 bis 0,01390. 

3) Eine Meffingröhre von 1,41 Centimeter Weite und 3 Meter Länge 
führte auf & = 0,02678 bis 0,01214, und 

4) eine dergleichen Glasröhre auf $ — 0,02663 bis 0,009408. 

5) Eine Zinkröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Meter Länge 
gab endlich bei Geſchwindigkeiten von 25 bis 80 Meter & = 0,02303 bis 
0,01296. 

Es ift Hieraus zu folgern, daß nur bei mäßigen Windgeſchwindigkeiten, 
von circa 25 Meter, der Widerftandscoefficient & — 0,024 geſetzt werben 
kann, daß er aber um fo Heiner angenommen werden muß, je größer bie 
Geſchwindigkeit des Windes in der Röhre iſt. 


Annähernd läßt fi) aud) für Metermaß & — 7, und für Fußmaß 


Im Ganzen verhält fich alſo die Luft bei der Bewegung in Röhren ebenfo 
wie das Wafler. 

Auch der Wiberftand, welchen Kniee und Kröpfe in ben Röhren ber 
Bewegung ber burchftrömenden Luft entgegenfegen, ift ähnlich wie beim 
Waſſer zu beurtheilen. 

Bei ben Berfuchen des Berfaffers gab ein rechtwinkeliges Knie von 
1 Centimeter Weite & = 1,61, und ein folches von 1,41 Centimeter Weite 
& —= 1,24; ferner ein nad) einen Kreisquabranten gebogener Kropf gab 
bei der erfteren Weite & — 0,485 und bei ber Iegteren & — 0,471. 


Bewegung der Luft in langen Röhren. Mit Hilfe bes Corf- 
ficienten & des Reibungswiberftandes einer Röhre, wie BF, läßt fi num 
auch die Ausflußgeichtwindigkeit und Ausflugmenge bei gegebener Fänge und 
Weite derjelben u. j. w. beftimmen. 

Iſt Az der Stand des Manometer® M, am Ende ber Röhre CH, 
Fig. 877, unmittelbar vor dem Mundftüd F, deſſen Widerftandscoefficient 


= * — 1 fein möge, und bezeichnet d die Weite der Röhre, ſowie dı 
1 
die Weite der Mündung Fi, fo hat man nad) dem Obigen die Ausflugmenge: 





fowie umgekehrt fir den Manometerftand Az: 


Pı e=|ı _ (3 1 ( 2 
d d 29 \wu Fı 
Die Differenz der Duedfilberfäulen A, — As der beiden Manometer M, 


und M, am Anfange und Ende der Windleitung von der Tänge Z wird nun 
Big. 877. 





durch die Reibungsiwiderftände, welche einer Luftfäule r 7 47 ent|prechen, 
aufgezehrt, e8 ift daher: 

pı u — ho £ L ka 

yı bb >79 29 
werm v die Geſchwindigkeit des Luftſtroms in diefer Röhre und d den 
Durchmeſſer der letzteren bezeichnet; daher hat man: 


9 h__f, __ (4\* *565 ı 

yı =|ı G)] STATE Var Era 
3 

v — (3) vi, und u. = * eingeführt, 


2er) 


und e8 * daher die — 





V F. 


J 






ran 


Cubikmeter. 





æ dẽ 
4 
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Iſt endlich der Stand A des Manometers M im Refervoir AB befannt, 
jo Haben wir, wenn wir den Widerftandscoefficienten für den Eintritt bei C 


durch &o bezeichnen, und 2: —=1 + $ı einzufegen, da hier beim Eintritt 
E 


in die Röhre die Drudhöhe 5, 7 verloren geht, 


ler) 


folglich die Ausflugmenge 


nV +8 BaN ern +6 


(1 + 0,04%) * 


—V——— 


Je nachdem der Einmündungspunkt um s höher ober tiefer liegt 
als die Ausmündungsftelle, hat man in dem Zähler der Wurzelgröße zu 


P, 2 noch s zu abdiren oder fubtrahiren. 


Yı 

Beilpiel. In dem NRegulator am Kopfe einer 100 Meter langen, 0,1 Meter 
weiten Windleitung fteht das Quedfilbermanometer auf 0,075 Meter, während 
der äußere Barometerftand 0,750 Meter beträgt; es ift ferner die Mündung3- 
weite des coniſch zujammengezogenen Röhrenendes d, — 0,05 Meter und die 
Temperatur der comprimirten Luft im NRegulator = 20° E., weldies Wind: 
quantum liefert die Leitung ? 

Es if bir F, = — 3,14 = 0,00196 Quadratmeter, 

75 


(1 + 0,0041) — : = 1,08 755 = 0,108, 
1 1 


=. 1=m-1=0m, 
0 
mn; (3)=(5) — 0,0625, 


1 1 
u Beer 


daher folgt die gejuchte Windmenge: 


/ 0,108 _ 
‚=3%. 0,00196 (0,778 7 24) 0,0625 f 1,188 = 0,154 Cubifmeter. 


Ausfluss unter abnehmendem Drucke. Wenn ein Windreſer⸗ 
voir feinen Zufluß erhält, während durch eine Mündung in demfelben 






ad? 


—= 396 — Cubitmeter. 


—1= 0,188, 
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ununterbrochenes Ausſtrömen ftatt hat, fo nimmt die Dichtigkeit und Span- 
nung allmälig ab, und es fällt daher aud) die Ausflußgejchwindigfeit wäh- 
rend des Ausfluffes immer Meiner und Heiner aus. In welchem Berhältnifie 
nun diefe Abnahme zur Zeit und zur Ausflußmenge in derfelben fteht, Täßt 
fi) auf folgende Weife ermitteln. 

Es fei das Volumen des Reſervoirs P, der anfängliche Manometerftand 
— h,, und ber Manometerftand am Ende einer gewillen Zeit t, — Äh, 
ſowie der äußere Barometerftand — d. Dann ift das auf den äußeren 
Drud reducirte Tufte oder Windguantum im Refervoir anfangs 


_V/6b+M) 
— b 


und am Ende der Zeit t 
— 76 — m) 


und folglich das innerhalb der Zeit ; ausgefloffene und unter dem Außeren 
Drucke gemeſſene Windquantum: 


CAMAM. TCAæMGA. 
1 — b b — 
Nun hat man aber auch 


Y, =eurFt \ 297 , 


wenn © dem mittleren Manometerſtande während der Ausflußzeit # ent- 
fpricht, daher folgt 
— _ Mh) — 
ur \ 29 dr er\/ 292: 
Yı Yı 
Terner ift, wenn Aug — mo und h, — n0 geſetzt wird, der Mittelwerth 
ao 
E ua. = ,.1%4 rt tm) — (124 n—%) 


— — mh Tr) = (Vr- V%) 
— Y 2 25 — —6 
_2 —— 200 —Vh) _2 10) 
— 7 _—(f. Ingenieur ©. 88); daher 
folgt die gefuchte Ausflufzeit 
‚2 —— Vr) _ Tr (V#- V®)- 
Diele Beim Sat Übrigens nur 8* eine hinreichende Genauigkeit, 
wenn das Ausflußreſervoir (9) groß, oder die Ausflußmundung, ſowie die 
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Prefiungsdifferenz Hein ift, wo die Abkühlung der Luft im Refervoir während 
des Ausfluffes unbedeutend ausfällt. 


Beijpiel. Der 15 Meter lange, 2 Meter weite cylindriſche Windregulator 
eines Gebläfes ift mit Wind angefüllt, deſſen Manometerfland 0,250 Meter und 
defien Temperatur 608. beträgt. Wenn nun der Wind durd eine 30 Millimeter 
weite Kreismündung in einen Raum ausftrömt, defien Barometerftand 0,740 Meter 
beträgt, in welcher Zeit fintt der Manometerftand auf 0,2 Meter herab und 
welches ift die entſprechende Ausflugmenge? 

Es ift das Volumen des Regulators: 

V= 3.14.15 = 47,1 Eubitmeter, 
daher das ausgeſtrömte Luftquantum, auf den äußeren Drud bezogen: 
250—200 


V, = 47,1 rn. — 3,182 Eubifmeter. 


0,250 0,200 _ 
hr - v3 70  V 0,730 — 9.062 und 
V * — 396 VI + 0,004 . 6 = 4007, 
1 


daher iſt die Ausflußzeit, wenn u = 0,95 geſetzt wird: 
— — 2.471.006 47,1 . 0,062 — 82 21,8 Secunden 
0,95 . 0,015% . 3,14. 4007 0,268 en. 
Anmerfung. Eine allgemeinere Theorie des Ausfluffes der Luft und des 
Wafjerdampfes wird im zweiten Theile abgehandelt. 


Schlußanmerkung. Berjuhe über den Ausfluß der Luft find angeftellt 
wordenvonoung, Shmidt, Lagerhjelm, Kod, d'Aubuiſſon, Buff, 
und in neuerer Zeit von Saint-Benant, Wangel und Pecqueur. In Betreff 
der Verſuche von Young und Schmidt ift nachzuſehen in Gilbert's Annalen 
2b. 22, 1801, und 3b. 6, 1820, und inPoggendorff’s Annalen, Bd. 2, 1824, 
in Betreff derjenigen von Koch und Buff aber inden Studien des Götting'ſchen 
Vereines bergmännifcher Freunde, Bd. 1, 1824; Bd. 3, 1833; Bd. 4, 1897 und 
BD. 5, 1888; ferner in Poggendorff’8 Annalen, Bd. 27, 18386 und Bd. 40, 
1887. Nähftdem aud in Gerſtner's Mechanik, Bd. 3, und in Hülſſe's all- 
gemeiner Maſchinenencyclopädie, Artikel „Ausfluß”. Die Lagerhjelm'ſchen 
Verſuche werden behandelt in dem ſchwediſchen Werke Hydrauliska Försök af 
Lagerjhelm, Forselles och Kallstenius, 1 Delen, Stodholm, 1818. Die Ber- 
ſuche d'aubuiſſon's lernt man kennen in den Annales des mines, Tome ll, 
1825; Tome 13, 1826; Tome 84, 1827, dann aber au in d'Aubuiſſon's 
Traite d’Hydraulique. Ueber die Berfudhe von Saint-Benant und Wanpgel 
fiehe Comptes rendus hebd. des seances de PaAacadémie des sciences, 
& Paris 1839. Bon den neueften in Frankreich angeftellten Verſuchen handelt 
Boncelet in einer Note sur les exp6eriences de M. Pecqueur relatives 
& l’&coulement de l’air dans les tubes etc. der Comptes rendus und hiervon 
im Auszuge das polytechniſche Eentralblatt, Bd. 6, 1845. Aus diefen Berfjuchen 
folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem Ausfluſſe denjelben Belegen folge, wie 
das Wafler. Die meiften diefer Verſuche find mit jehr engen Mündungen an- 
geftellt worden, weshalb fie wohl ſchwerlich den Anſprüchen der Praxis Genüge 
leiften. Leider findet auch unter den Ergebniffen aller diefer Verſuche nicht die 


Ferner iſt: 
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erwünjchte Nebereinftimmung ftatt, namentlich weichen aud) die von d'Aubuiſſon 
gefundenen Ausflußcoefficienten von denen, welche fih aus den Koch'ſchen be=- 
rechnen laſſen, bebeutend ab. Bergleichende Berjuche über daB Aus- und Ein- 
firömen der Luft und über den Ausfluß des Waflers rapportirt des Verfaſſers 
Experimental: Hydraulit. Die Rejultate der neueften, im größeren Maßſtabe 
vom Verfaſſer ausgeführten Verſuche Über den Ausfluß der Luft werden im 
5. Bande des Givilingenieurs mitgetheilt. 


Siebentes Capitel. 


Bon der Bewegung des Waffers in Canädlen 
und Flüffen. 


Fliessende Wasser. Die Lehre von der Bewegung des Waffers in $. 496. 
Canälen und Flüſſen macht den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus. 
Das Wafler fließt entweder in einem natürlichen oder in einem künſt⸗ 
fihen Bette. Im erften Falle bildet es Ströme, Flüffe, Bäche, im zweiten 
Sanäle, Gräben und Gerinne. Bei der Theorie der Bewegung der flie- 
Kenden Wafler kommt auf diefen Unterjchied nichts, oder nur wenig an. 
Das Flußbett befteht aus dem Grundbette oder der Sohle und aus 
den beiden Ufern. Durch eine Ebene winkelvecht gegen die Bewegungs- 
richtung des fließenden Waſſers ergiebt fich der Querſchnitt deffelben. 
Der Umfang deffelben ift da8 Duer- oder Breitenprofil, welches wieder 
aus dem Waffer- und dem Luftprofile befteht. Eine Verticalebene in 
der Richtung des fließenden Waſſers giebt ben Längendurchſchnitt und 
das Rängenprofil beflelben. Unter Abhang eines fließenden Waflers 
Sig. 878. versteht man den Neigungswinfel feiner Ober- 
fläche gegen den Horizont. Um dieſen auf eine 
beftimmte Länge eines fließenden Waflers an- 
zugeben, dient da8 Gefälle, welches der Ber- 
ticalabftand der beiden Endpunkte im Waſſer⸗ 
. Spiegel einer beftimmten Flußftrede ift. Röfche 
ift da8 Gefälle für die Rängenerftredung =1. Fiir die Flußftrede AD = |, 
Fig. 878, ift BC das Grumdbette, DH — h das Gefälle und der Winkel 
DAH == õô der Abhang; die Röfche aber iſt 
sin.d = , oder annähernd d = 2. 
Weis bach' s Lehrbuch der Mechanik. L 70 
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Unmerlung. Das Gefälle der Bäche und Flüſſe ift jehr verfchieden. So hat 
3. B. die Elbe auf eine deutjche Meile Erftredung von Hohenelbe bis Podiebrad 
57 Fuß, von da bis Leitmerig 9 Fuß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 und 
von Mühlberg bis Magdeburg 2,5 Fuß Gefälle. Gebirgsbähe haben auf die 
Meile ein Gefälle von 40 biß 400 Fuß. Näheres hierüber fiche: „Bergleichende 
hydrographiſche Tabellen u. j. wm. von Stranz.” Ganäle oder andere fünftlidhe 
Maflerleitungen erhalten viel Kleinere Gefälle. Hier ift die Röſche meiftens unter 
0,001, oft 0,0001 und nod Kleiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 


Verschiedene Geschwindigkeiten eines Querprofilles. Die 
Geſchwindigkeit des Waſſers in einem und demſelben Querprofile iſt an 
verſchiedenen Stellen ſehr verſchieden. Die Adhäſion des Waſſers an dem 
Bette und der Zuſammenhang der Waſſertheile unter einander bewirken, daß 
die den Bettwänden näher liegenden Waſſertheile in ihrer Bewegung mehr 
aufgehalten werden und daher langſamer fließen, als die entfernteren. Aus 
dieſem Grunde nimmt bie Geſchwindigkeit von der Oberfläche nad) dem 
Bette zu ab, und es ift diefelbe am Boden und nahe den Ufern am Heinften. 
Die größte Gefchwindigfeit befindet fi) bei geraden Flußftreden meift in der 
Mitte oder an derjenigen Stelle in der freien Oberfläche des Waflers, wo es 
die größte Tiefe hat. Man nennt diejenige Stelle, wo das Waſſer die größte 
Geſchwindigkeit hat, den Stromftrich, umd die tiefite Stelle im Bette die 
Stromrinne. 

Bei Krlimmungen ift der Stromſtrich in der Regel nahe dem concaven 
Uer. 

Die mittlere Gefhwindigfeit des Waſſers innerhalb eines Quer: 
profiles ift nad) $. 423: 

9 __ Baflerquantum pr. Secunde 
FT Fndalt des Ouerfhnittes 

Außerdem läßt ſich die mittlere Geſchwindigkeit auch noch aus den Ge⸗ 
ſchwindigkeiten cı, c2, Cs u. |. w. der einzelnen Theile des Querprofiles und 
aus den Inhalten Fi, Fa, Fs u. f. w. der legteren berechnen. Es ift 


nämlich: 
Fici — Facꝛ Fic,. +», 
und daher auch: 
BR IL + Ro + —. 
F FB 
Außer der mittleren Geſchwindigkeit führt man auch die mittlere Waf- 
fertiefe, alfo diejenige Tiefe @ ein, welche ein Querprofil an allen Stellen 
haben müßte, damit e8 ebenfo viel Inhalt erhielte, als es bei den veränder- 
lichen Tiefen a), Qs, as u. f. w. wirklich Hat. Es ift alfo hiernach: 
a — F _ Inhalt des Querſchnittes 
b Breite des Querſchnittes 
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Sind die den einzelnen Breitentheilen bi, da, bz u. f. w. entfprechenden mitt- 
Fig. 879. leren Tiefen ai, @, a; u. f. w., Fig. 879, 
jo hat man: 
F=ab +0ob+---, 
und daher aud): 
4 — Abı +%b-+--- 
bi + bb +--- 
Endlich) iftdie mittlere Geſchwindigkeit auch 
Ab +%aboa +--- 
ab Fb +... ' 
und bei gleicher Größe der Theile di, da u. ſ. w.: 
„aa taa +: 
4u+@+-- 

Ein Fluß oder Bach ift im Beharrungszuftande, wenn durch jeden 
feiner Querſchnitte in gleicher Zeit eine gleiche Waflermenge fließt, wenn 
alfo Q oder das Product Fe aus dem Inhalte des Duerprofiles und aus 
der mittleren Geſchwindigkeit auf die ganze Flußſtrecke eine unveränberliche 
Zahl ift. Hieraus folgt nun das einfache Geſetz: bei der permanenten 
Bewegung des Waffers verhalten fih die mittleren Ge— 
hwindigfeiten innerhalb zweier Querprofile umgekehrt 
wie die Inhalte dieser Profile. 

Beilpiele 1) An dem QDuerprofile ABCOD eines Ganals, Fig. 879, bat 
man gefunden: 

DBreitentheile: d, — 1,1 Meter, d, = 1,6 Meter, bʒ = 1,2 Meter, 

mittlere Tiefen: a, — 0,6 Meter, a, = 0,9 Meter, a, = 0,7 Meter, 

mittlere Gejchwindigteiten: c, — 0,7 Meter, c; = 1 Meter, c; — 0,9 Meter, 


daher hat man den Anhalt dieſes Brofiles: 
F=11.06-+16.09-+ 12.07 = 294 Quadratmeter, 
ferner die Waflermenge: 
Q=11.06.07+16.09.1+12.07.09 = 2,658 Cubikmeter, 
alfo die mittlere Geſchwindigkeit: 
— _ 2658 _ 
=-;= rm 0,904 Meter. 

2) Wenn ein Graben pr. Secunde 0,25 Eubilmeter Wafler mit einer mittleren 
Geſchwindigkeit c von 0,4 Meter fortführen joll, jo hat man ihm ein Querprofil 
bon = —= 0,625 Quadratmeter Anhalt zu geben. 

3) Wenn ein Fluß an einer Stelle bei 200 Meter Breite und 3 Meter mitt: 
lerer Tiefe eine mittlere Geſchwindigkeit von 0,6 Meter bat, fo wird er an einer 
anderen Stelle, bei 140 Meter Breite und 3,2 Meter mittlerer Tiefe, die mittlere 


Geſchwindigkeit haben: 





— 20.3, 0,6 = 0,804 Meter. 
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Mittlere Geschwindigkeit. Wenn man die Waffertiefe an irgend 
einer Stelle eines fliegenden Waſſers in gleiche Theile theilt, und die ent- 
ſprechenden Geſchwindigkeiten als Drdinaten aufträgt, fo erhält man eine 
fogenannte Stromgejhwindigfeitsfcala AB, Fig. 880. Obwohl 
es als ausgemacht anzufehen ift, daß das Geſetz diefer Scala oder der Ge: 
ſchwindigkeitsveründerung durch irgend eine Curve, wie 3. B. nad) Gerſtner, 

Fig. 880. durch eine Ellipfe u. ſ. w. ausgedrückt wird, fo 
läßt fi) doch auch, ohne einen großen Fehler 
befürchten zu müffen, eine gerade Linie fubftituiren, 
bi oder annehmen, daß die Gefchwindigfeit nad) der 
e, Tiefe gleichmäßig abnehme, weil die Abnahme der 

Geſchwindigkeit nad; unten immer nur eine mäßige 

iſt. Aus den Verſuchen von KZimenes, Brün- 
nings und Funk ergiebt fi, daß die Geſchwindigkeit in dem mitt: 
leren Berpenditel M 


- 





cm — 0,915 © 
ift, wenn co die Geſchwindigkeit an der Oberfläche oder die Darimalgejchwir: 
digfeit bezeichnet. E8 nimmt alfo hiernad, die Geſchwindigkeit von oben bit 
zur Mitte M um 
co — m (1 — 0,915) on = 0,085 © 
ab, und es läßt fich folglich die Geſchwindigkeit unten oder amt Fußpunkte 
des Perpendikels, 
c. — co — 2.0,085 c, = (1 — 0,170) o = 0,83 60 

fegen. Iſt nun die ganze Tiefe AB — a, fo hat man, bei Annahme einer 
der geraden Linie entfprechenden Gefchwindigfeitöfcala für eine Tiefe AN = 
unter dem Waller, die entjprechende Gejchwindigfeit: 


% % 
v0 — (& — 1 — 0,17 =) Co.» 


Sind ferner noch co, Cı, €... die Oberflächengeſchwindigkeiten eines 
ganzen Duerprofiles von nicht fehr veränderlicher Tiefe, fo hat man bie 
entjprechenden Gefchwindigfeiten in ber mittleren Tiefe: 

0,915 c., 0,915c,, 0,915 ca, 
und daher die mittlere Gefchwindigkeit im ganzen Ouerprofile: 
e = 0,915 atatar m 

Nehmen wir endlich an, daß die Geſchwindigkeit vom Stromftriche aus 
nad) den Ufern zu ebenſo abnehme wie nach der Tiefe zur, fo fünnen wir 
wieder die mittlere Oberflächengefchwindigfeit 

“trat: tom 


n = 0,915 & 
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jegen, und erhalten jo die mittlere Geſchwindigkeit im ganzen Quer— 
profile | 
ce = 0,915 . 0,915... = 0,837 60, 
d. i. 83 bis 84 Procent der Marimal- oder Stromftrichgefchwinbigteit. 
Prony leitet aus den allerdings nur in Heinen Gräben angeftellten Ber 
ſuchen du Buat's und für diefe Fälle vielleicht noch genauer 
2,372 + © 750 + % 
3153 + 6% 997 Lu, @ dub 
ab. Für mittlere Gejchwindigfeiten von 1 Meter folgt hiernad): 
c=0,81 &. 
Fließt das Waffer nicht frei, fondern ift e8 durch eine Verengerung des 
Duerprofiles geftaut, jo fällt c noch größer aus. 


Beifpiel. Wenn im Stromftriche eines Fluſſes die Geſchwindigkeit 1,2 Meter 
und die Tiefe 2 Meter beträgt, jo hat man die mittlere Gejchwindigkeit in dem 
entiprechenden Perpendikel: 

Cm = 0,915 . 1,2 = 1,098 Meter, 


co Meter = 


die am Boden 
= 083.12 = 0,996 Meter, 
und die Pas n 0,6 Meter unter der Oberfläde 


(1 — 017° zZ) 12 — 0,051) 12 = 1,189 Meter. 


Die mittlere — des ganzen Querprofils iſt 
c = 0,837 . 1,2 = 1,004, 

oder nah Prony: 

2,372 + 1,2 


‘= 515 + 12 


12 = 0,985 Reter. 


Anmerfung. Ueber diefen und über die nächftfolgenden Gegenftände wird 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Mafchinenencyklopädie, Artikel „Bewegung 
des Waſſers“. Neue Verſuche und neue Anfichten hierüber findet man in fol- 
gender Schrift: Lahmeyer, Erfahrungsrefultate über die Bewegung des Waſſers 
in Zlußbetten und Ganälen, Braunſchweig 1845. Nah Baumgarten’s Beob- 
achtungen (ſ. Annales des Ponts et Chaussees, Paris 1848, ſowie polytechnijches 
Gentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt obige Yormel bei größeren Geſchwindigkeiten 
(über 1,5 Meter) zu große Werthe, und es ift für ſolche 

_ 2,372 + 6, 
= 3155 + 0,8 co Meter 
zu jegen. 

Die Marimalgeihwindigkeit des Waflers kommt immer etwas unterhalb der 
Oberfläche des Wafler vor, was jedenfalls feinen Grund in dem Wiberftande 
der Luft hat. Bon der Stelle ver Maximalgeſchwindigkeit an nimmt die Geſchwindig⸗ 
.teit mit dem Quadrate der Tiefe ab, wonach aljo die Geſchwindigkeitsſcala einer 
Barabel entiprit. Ebenſo joll nah Boileau (ſ. deſſen Trait& sur la mesure 
des eaux) vom Stromſtriche aus die Gejchwindigkeit mit dem Quadrate des Ab⸗ 
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ftandes von diejer Stelle abnehmen. Bezeichnet c, die Geſchwindigkeit im Strom: 
ftricde, jo ift hiernadh die Geſchwindigkeit im Horizontalabftande x: 

ee =0 — ur, 
wobei „ eine allerdings bei verſchiedenen Flüſſen verſchiedene Erfahrungszahl 
bezeichnet. 


8. 499. Vortheilhafteste Querprofle. Der Widerftand, welchen das 
Bette der Bewegung des Waflers in Yolge der Adhäſion, Klebrigkeit oder 
Reibung entgegenfegt, wächft mit der Berührungsfläche zwifchen dem Bette 
und dem Wafler, und alfo auch mit dem Umfange p des Waflerprofiles 
oder des im Bette Tiegenden Theiles vom Duerprofile. Da aber durch ein 
Duerprofil um fo mehr Wafferfäden hindurchgehen, je größer der Inhalt 
eines folchen ift, jo wädhft der Widerftand eines Waſſerfadens auch umgekehrt 
wie der Inhalt, und daher im Ganzen wie der Quotient * aus dem Um⸗ 
fange des Waſſerprofiles und dem Inhalte F' des ganzen Querprofiles. 

Damit nun diefer Reibungswiderftand eines fliegenden Waffers 
möglichft Hein ausfalle, hat man dem Duerprofile diejenige Geftalt zu geben, 


bei welcher 5 möglichft Mein iſt, für welche alſo der Umfang p bei 


gegebenem Inhalte ein Minimum, ober der Inhalt bei gegebenen Umfange 
ein Marimum werde. Bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen, wie 3. B. 
bei Röhren, ift p der ganze Umfang der vom Duerprofile gebildeten Yigur. 
Nun hat aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die regel: 
mäßige, und unter allen regelmäßigen Figuren wieder diejenige, deren Seiten- 
zahl die größere ift, bei gleichem Inhalte den Heinften Umfang, daher fällt 
auch bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen der Reibungswiderftand um jo 
feiner aus, je mehr ihr Duerprofil einer regelmäßigen Figur fid) mähert, 
und je größer die Seitenzahl derfelben iſt. Daher ift der Kreis, als eine 
regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in diefem Yale das dem 
Heinften Reibungswiderftande entjprechende Duerprofil. Bei den oben offenen 
Wafferleitungen ift das Berhältniß ein anderes, meil die obere Seite bes 
Duerprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in Berlihrung ift, bie, fo 
Lange fie fich in Ruhe befindet, dem Waſſer feinen oder nur einen fehr klei⸗ 
nen Widerftand entgegenjegt. Wir müſſen alfo aud) bei Beurtheilung dieſes 


Reibungswiderftandes in dem Quotienten 4 die obere Seite oder das for 


genannte Luftprofil außer Acht laſſen. 

Bei Anwendung von Canälen, Gräben und Gerinnen fommen in ber 
Regel nur rectanguläre und trapezoidale Querprofile vor. Eine dur 
den Mittelpuntt M des Quadrates A C gehende Horizontale EF, Fig. 881, 
theilt fowohl den Inhalt als auch den Umfang in zwei gleiche Theile, daher 
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bleibt dann das, was flir das Quadrat gilt, auch für diefe Hälfte richtig, 

Fig. 881. und es entjpricht ſonach unter allen rectangulären 
Duerprofilen das halbe Quadrat A E, oder das⸗ 
jenige Rechteck, welches doppelt fo breit als hoch 
ift, dem kleinſten Reibungswiderftande. 

Ebenſo wird das regelmäßige Sechseck ACH, 
Fig. 882, durch eine Horizontale OF in zwei gleiche 
Trapeze zertheilt, wovon jedes, wie das ganze Sechseck, 
den größten relativen Inhalt hat, und es ift folglich 
unter allen trapezoidalen Duerprofilen das halbe regelmäßige Sechseck oder 
da8 Trapez ABOF mit Böſchungswinkeln AFM —= BCM von 60° 
dasjenige, bei deſſen Anwendung der Heinfte Reibungswiderſtand eintritt. 

Ebenfo liefern das halbe regelmäßige Achteck ADE, Fig. 883, das 
halbe regelmäßige Zehned u. f. w. umd endlich der Halbfreis ADB, 
Fig. 884, unter gegebenen Umftänden die vortheilhafteften Querprofile für 


Big. 882. Big. 888. Fig. 884. 








Canäle. Das trapezoidale oder halbe regelmäßige Sechsed giebt noch einen 
Hleineren Widerftand als das halbe Quadrat oder Rechteck mit dem Seiten» 
verhältnig 1 : 2, weil das Sechseck einen Fleineren relativen Umfang hat 
als da8 Quadrat. Das halbe regelmäßige Zehned führt auf eine noch) 
Heinere Reibung, und dem Halbkreife entfpricht allerdings das Minimum 
der Reibung. Nach dem Halbkreife und nad) dem Rechtecke werben nur die 
Profile von Gerinnen aus Holz, Stein oder Eifen gebildet, nad) Trapezen 
hingegen conftruirt man die Querprofile von ausgegrabenen und gemauerten 
Canälen. Andere Formen werden wegen Schwierigkeiten in der Ausflihrung 
nicht leicht angewendet. 


In den Fällen, wenn Canäle nicht ausgemauert, fondern in ber loderen $. 500. 
Erde ober in Sand ausgegraben werden, ift der Böſchungswinkel von 60° 
zu groß ober die relative Böſchung cotang. 60% — 0,57735 zu Hein, weil 
die Ufer noch nicht hinreichende Stabilität erhalten; man wird daher genö- 
thigt, trapezoibale Duerprofile anzuwenden, bei welchen die Neigung der 
Seiten gegen die Bafis noch Heiner als 609, vielleicht nur 45% oder fogar 
noch Meiner ift. Bei einem trapezoibalen Duerprofile AB CD, Fig.885 (a.f.©.), 
welches mit dem halben Quadrate gleichen Umfang und Inhalt hat, ift bie 
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relative Böfchung — */,; und der Böſchungswinkel nur 36052’. Theilt 
man die Höhe BE diefes Profiles in drei gleiche Theile, fo hat die Baſis 
BC deren 2, die Parallele AD, 10 und jede der Seiten A B= CD, 5 Theile. 
In vielen Fällen macht man die Böſchung = 2, deren Winfel 26034 
beträgt, und zuweilen macht man fie noch größer. 

Jedenfalls läßt fi) der Böfchungswintell BAE — 0, Fig. 886, oder 


die Böſchung = — cotang. 0 al8 eine gegebene und von der Natur des 


Erdreiches, worin ber Canal ausgegraben wird, abhängige Größe anfehen, 

und es find daher nur noch die Dimenfionen des den Fleinften Widerftand 
Fig. 886. i 
E 





gebenden Querprofiles zu beſtimmen. Setzen wir die untere Breite BC =b, 
die Tiefe BE a und die Böſchung — v, fo erhalten wir fitr den 
Umfang des Profiles: | 


AB+BC+CD=pr=b+2Va’ +V2a=b + 2aV1 + V, 
fiir den Inhalt deflelben: 


F=ab+ vaa=a(b + va), 
und daher umgekehrt: 
b=— — va, 
a 


und das Verhältniß: 


LESIGBVVMAGAM 


a 
Führt man ſtatt a, a + ein, wo z eine kleine Zahl bezeichnet, fo läßt ſich 


2 = —_ +24 2@V#ti-) 
% 
a 





a+x F 
2) - 


1 
a 
1 3 — 2⸗ 2 
=. +3 We FH -)+l 9 -3>t+5 
feßen. ° 
Damit nun diefer Werth nicht allein für einen pofitiven, fondern auch für 
einen negativen Werth von © größer ausfalle, als der erfte Werth 


2+2@V#Fi-)) 
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damit alfo 2 z zum Dinimum werbe, ift nöthig, daß das Glied mit dem 
Factor & —5* daß alſo 
2yv 1 — v 1 


F yo 
wonach für die gefuchte Canaltiefe a folgt: 
F 
+1 — 
oder, da v = cotang.d und Yv? + 1— = iſt: 


F sin. 0 
2 — c08.0 


Hiernad) ift alfo die einem gegebenen Böfchungswintel 0 und einem 
gegebenen Inhalte entjprechende zwedmäßigfte Form des Querprofiles 
beſtimmt durch die Formel 


„VE und und D= 7 — a cotang. 0. 


Es ift folglich die obere Breite AD des Ouerprofiles: 
bi =b + 323vo = z + u cotang. 6, 


a! = 


a? = 


und das Berhältnig: 


» _b 2a 2 — c08.0)a__ 2 


_1ı,( _%. 
FTrrTEmnd at Find a 


Beifpiel. Welde Dimenfionen find dem Duerprofile eines Canales zu geben, 
defien Ufer 409 Böſchung erhalten jollen, und der beftimmt ift, bei einer mittleren 
Geſchwindigkeit von 0,6 Meter ein Waſſerquantum Q —= 2 Eubilmeter pro Se: 
cunde abzuführen? 


gr 2 = 7 = 8, 838 Duadratmeter, daher die erforderliche Tiefe: 


8,333 . sin. 409 , 
4= — — = 1,817 Meter; 


— — 1,317 . cotanq. 400 = 0,96 Meter, 
die Bölchung jederfeits va = 1,317 . cotang. 40° = 1,57 Meter, 
die obere Breite im Waflerfpiegel: d, = 0,96 + 2. 1,57 = 4,10 Meter, 





die untere Breite: 5b = 


der waflerbenegte Umfang: p = 0,96 + ge — 5,06 Meder . 
und das den Reibungswiderftand beftimmende Berhältnik: 
? _2 _ _2_— 159 


FTtıaı 17 7 
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Bei dem Querprofile in Form eined halben regelmäßigen Sechgeds, wo 9 — 60° 
ift, fällt a = 1,39 Meter, b = 1,60 Meter, db, = 8,2 Meter, p = 4,8 Meer 


aus, daber if * = 1,44. 


Tabelle der vortheilhaftesten Ouerproflle.. ‘Die Dimenfionen 
der, verjchiedenen Böſchungswinkeln und einem gegebenen Querſchnitte ent: 
fprechenden, zwedmäßigften Ouerprofile giebt folgende Tabelle an. 





Dimenfionen der Querprofile. 
Relative — — —— — — —Ouotient 





Boſchungs⸗ 
intel Boſchung Abſolute Obere 
wintel . Tiefe a, | tere | Boſchung | Breite | 
Breite b. 8 F VF 
va. b+2va. 

— — _| 2,838 

900. 0 (0,707 VYrlıa4aVFr| 0 1414 VF Yr 
— — 2,632 

600 0,577 _ 0,760 VF 0,877 VF |0,439 VF 1,755 VF VE 
_ _ 2,704 

45° | 1,000 10,740 VF lo,613 VF |0,740 VF |2,092 YF VE 
— — 2,771 

409 1,192 0,722 VF 0,525 VF |0,860 VF 2,246 VF VE 
— — —| 2,828 

36052 | 1,333 [0,707 VF lo,arı VF \o,933 VF |2,857 VF VE 
_ _ 2,870 

850 1,428 |o,697 VE 0439 VF |o,995 VF 2,430 VF Vr 
8,012 

300 1,732 |0,664 VF |0,856 VF |1,160 VrF 2,666 VF VE 
— _| 314 

26034 | 2,000 (0,686 VF |0,300 VF |1,272 VF 2844 VF 7 
— 2,507 

Halbtreis — (o7reVFr| — — [1596 VF VE 


Man erfieht aus dieſer Tafel, daß allerdings beim Halbkreife der Quotient 


P am Heinften, nämlid) = YE ift, daß er beim halben Sechseck größer, 





F 


beim halben Duabrate und beim Trapeze von 36% 52’ Böſchung aber noch 
größer ausfällt u. ſ. w. 


“m. WR 


— m ur m 


— Se | 


-—_.- m -.. yarn — U Va — 1 "zB — vn 


8. 502.) Bon der Bewegung des Waſſers zc. 1115 


Beijpiel. Welde Dimenfionen find einem Querprofile zu geben, welches bei 
5 Quadratmeter Inhalt eine Uferböjhung von 350% Hat? Nach der vorſtehenden Tafel 
ift die Tiefe: 

. a = 0,697 V5 = 158 Meter, die untere Breite 
b= 0,439 V5 — — 0,982 Meter, die abfolute Böſchung 
va = 0,995 Vs = 2,225 Meter, die obere Breite 
db, = 5,492 Meter und das Berhältniß: 


»v 2870 
F _Y5 


Gleichförmige Bewegung. Die Bewegung des Waſſers in Betten $. 502. 


ift auf einer gewiſſen Strede entweder gleichförmig oder ungleihförmig; 
gleihförmig, wenn die mittlere Geſchwindigkeit in allen Querſchnitten diefer 
Strede ſich gleichbleibt, und alfo auch die Inhalte der Querſchnitte gleich 
find ; ungleichförmig hingegen, wenn die mittleren Gejchwindigfeiten und aljo 
auch die Inhalte der Querſchnitte fich verändern. Zunächſt ift von der gleich- 
fürmigen Bewegung die Rebe. 
Bei ber gleichförmigen Bewegung des Waſſers auf einer Strede ADI, 
Fig. 887, wird das ganze Gefälle HD = h nur auf bie Ueberwindung 
Fig. 887. der Reibung des Waſſers im Bette verwendet, 
weil das Wafler mit derjelben Geſchwindigkeit 
fortfließt, mit welcher es zuftrömt, alfo eine 
Gefchwindigfeitshühe weder gebunden noch frei 
wird. Meilen wir nun bdiefe Reibung durd) 
die Höhe einer Waflerfäule, jo können wir 
folglich das Gefälle diefer Höhe gleichfegen. 


Die Reibungswiberftandshöhe wächft aber mit dem Quotienten 5 ‚mit? und 


mit dem Quadrate der mittleren Geſchwindig8ei c ($. 454), daher gilt denn 
die Formel: — Ip e 
worin & eine Erfahrungszahl ausbrüdt, Dache der C oefficient bes Rei⸗ 
bungswiderſtandes zu nennen iſt. 

Durch Umkehrung folgt 


= 2gh. 


Es kommt alfo bei der Beitimmung des Gefälles aus der Länge, dem 
Duerprofile und ber Geſchwindigkeit, fowie umgelehrt, bei der Ermittelung 
der Gefchwindigfeit aus bem Gefälle, der Länge und dem Querprofile, auf 
die Kenntniß des Reibungscoefficienten & an. Nach den Eytelwein’fchen 
Berechnungen der 91 Beobachtungen von. du Buat, Brüninge, Funk 
und Woltmann ift & = 0,007565, und babher: 


— ip c? 
h = 0,007565 F 37 
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Sest man g — 9,809 Meter oder 31,25 Fuß ein, fo erhält man für 
Metermaß: 


h = 0,0003856 m. und e ⸗ so, /&*, 
F- p 
dagegen für das Fußmaß: 


h — 0,00012103 ir, c? und c = 90,9 \ Eh 
F pi 


“ip __ ald _4l * 
Bei Röohrenleitungen iſt 7 daher giebt dieſe Formel 
für Röhren: 
h = 0,03026 Li Lad 
rd 2g’ 
während wir richtiger ($. 455) für diefe bei mittleren Geſchwindigkeiten: 
. l ec? 
h= 0,025: 5 


gefunden haben. Es iſt alſo, wie zu erwarten ſtand, die Reibung in Fluß— 
betten größer, als in metallenen Röhrenleitungen. 

Beijpiele. 1) Welches Gefälle ift einem Eanale von der Länge Z — 1000 
Meter, unteren Breite 5b = 1 Meter, oberen Breite d, = 3,6 Meter und der 
Tiefe a = 1,2 Meter zu geben, wenn ex ein Waflerguantum Q = 1,5 Gubil: 
meter pro Secunde abführen ſoll? 

Eitp=1+2YV122 + 132 = 4538 Mir, F= 12.28 = 2% 


Quadratmeter und c = 2 — 0,54 Meter, daher daß geſuchte Gefälle: 
h — 0,0008856 —— 0,542 — 0,185 Meter. 


2) Welches Waflerquantum liefert ein Canal von 2000 Meter Länge bei 0,8 
Meter Gefälle, 1,5 Meter Tiefe, 1,2 Meter unterer und 5 Meter oberer Breite! 


PD _12+2V5 FI 608 _ 
dier it = I, 31 = 76571, 


daher die Geſchwindigkeit: 


| oo _ 
c = 50,9 1,299 . 2000 = 0,89 Meter 


und das geſuchte Waſſerquantum: 
Q = Fc= 465 . 0,89 = 4,139 Eubitmeter. 


Reibungscoefficienten. Auch bei Flüffen, Bächen u. |. w. zeigt fid 
der Widerftandscoefficient, wofür wir im vorigen Paragraphen den mittleren 
Werth 0,007565 angegeben haben, nicht conftant, fondern, wie bei Röhren, 
bei Heinen Geſchwindigkeiten etwas zu⸗ und bei großen etwas abnehmend. 
Dean Hat alfo zu jegen: 


hl (1 + *) oder di (1 + 7z) ober dergleichen. 


N 


it 


be ; ee 
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‚Der Berfaffer der ſchon in der Anmerkung zu $. 498 angeführten Schrift 
findet aus 255 zum großen Theil von ihm angeftellten Berjuchen für das 
preuß. Maß: 





& = 0,007409 (1 + 
umd es folgt hiernad) für das Metermap: 


0, ——) 


& = 0,007409 (1 + =). 

Man fieht, daß diefe Formeln bei einer Gefchwindigfeit c — 2,8 Meter 
den oben angegebenen mittleren Widerftandscoefficienten £ — 0,007565 
wiedergeben. Zur Erleichterung der Rechnung dient folgende Tabelle der 






















































































Widerftandscoefficienten: 
Geſchwindigkeit e | 0,1 02 os 0. 05|086| 07| 08| 09| Meter. 
Widerſtandscoef⸗ 
ficient £ = 0,0 |1175/0958|0885|0849|0828|0813]0803|0795}0789 
Geſchwindigkeit c 1 | 1,2 | 1,5 2 | 8 | 4 | 5 Meter. 
Widerflandscoef- 
fiient £ = 0,0 | 0784 | 0777 | 0771 | 0768 | 0755 | 0752 | 0750 
Tür das preuß. Fußmaß gilt folgende Tabelle: 
Geſchwin⸗ 15 
Digit c | 08] 04 | 05] 06 on 08| 09 BEE 1: Is J 10 | a5 
Wider: 
ftand&coef- 
ficient 


& = 0,0 [1202|1096|1017|0971|0938|0914|089410879|0833[0810|0787|0769| 0761 10755] 0750 


Diefe Tabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen den Fällen, 
wenn die Gejchwindigkeit c gegeben ift und das Gefälle gefucht wird, und 
wenn die Formel Nr. 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung kommt. 
Iſt aber die Gefchwindigfeit e unbelannt oder die zu fuchende Größe, fo 
geftattet diefe Tabelle nur dann eine unmittelbare Anwendung, wenn man 
jchon einen Näherungswerth von c hat. Am einfachiten geht man zu Werke, 
wenn man erft annähernd ce durch eine ber Formeln 
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— Fh _ /Fh 
c = 50,9 v® Meter oder c —= 90,9 7 Fuß, 


beſtimmt, dann hieraus, mittels der Tabelle & ermittelt, und den fo erhaltenen 
Werth in der Formel 
c? h F 


— = — » —, oder: 
29 8 bp 


c -Vi, -2gh einjekt. 
Aus der Geſchwindigkeit c folgt dann auch noch das Waſſerquantum mit- 
tel8 der Formel Q —= Fe. 
Iſt endlich das Wafferquantum und Gefälle gegeben und, wie e8 bei An- 
legung von Canälen oft vorkommt, das Querprofil zu beftimmen ſo fege 











» __ m _Q.. j 
man m = Vr (j. Tabelle $. 501) und ce — F in die Formel: 
Ip c? , 
kh —= 0,007565 F'2 jchreibe aljo: 
mi Q? 
h = 0,007565 Du FR' und beftimme hiernach: 
— mĩ V⸗ 
F=( , Ich sd i. für Metermaß: 


F= 0,0431 me ‚ oder für Fußmaß: 
F= 0,0271 GE 


Hieraus folgt nun annähernd: 


e=-- 





F ’ 
nimmt man diefem Werth entfprechend, & aus einer ber Tabellen, jo Läßt ſich 
r= ( "2gh 


genauer berechnen, und es ergeben fich hieraus auch fchärfere Werthe fit 
e= x und p — mVF, 
fowie für a,b u. f. w. 


Beijpiele. 1) Welches Gefälle erfordert ein Canal von 500 Meter Länge, 
0,6 Meter unterer, 8 Meter oberer Breite und 1,2 Meter Tiefe zur Fortleitung 
einer Waflermenge von 1,7 Eubitmeter pro Secunde? 

Es iſt = 06 + 2V1L22 + 122 = 8,99, F=12.18 = 216, 


1,7 
c= 3,16 = 0,79 Meter, 
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daher: = 0,007409 (1 + = 9)” 0,00796 und 


500 . 3,994 0,792 
h = 00078 216 2.981 
2) Welche Waflermenge liefert ein Bad von 12 Meter Breite, 11, Meter 
mittlerer Tiefe und 15 Meter Wafferprofil, wenn er auf einer Länge von 250 Meter 
0,25 Meter Gefälle Hat? | 
12.15 .. 0,25 


Es ift annähernd: ce = 50,9 7 = 1,76 Meter ; 
und hiernad) genauer: 
t = 0.007409 (1 +" 


Man erhält demnach ſchärfer: 


15.025 2.981 
e = VE 0.007656 280.15 ‚754 Meter. 


Die entiprehende Waſſermenge beträgt daher: 

0=12.15. 1,54 = 31,57 Eubilmeter. 

3) Man will einen Graben von 1200 Meter Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 0,3 Meter eine Waflermenge von 0,4 Eubitmeter pro Secunde 
fortführt. Welche Dimenfionen find dem Querprofile deffelben zu geben, wenn 
es die Form eines halben regelmäßigen Sechsecks erhalten ſoll? 

Hier it m = 2,632 (j. Tabelle 8. 501), daher annähernd: 


F= 0,0431 ren — 0,842 Quadratmeter, und 





— 0,235 Meter. 


0,05853 


76 = 0,007656. 





0,3 
0,4 
c= 088 = 0,475 Meter. 
0,06853\ __ u 
Hiernad it £ = 0,007409 (1 + 0.475 ) — 0,0083, und daber: 


1%00 . 0,16 \% 


F= (0,0083 . 2,632 3 g97 05) > 0878 Ouadrameier. 


Es ift hiernach zu ſetzen: 
die Tiefe: a = 0,760 V0,873 = 0,71 Meter, 
die untere Breite: 5 — 0,877 V0,873 — 0,82 Meter 
und die obere Breite: db, = 25 = 1,64 Meter. 

Die Geſchwindigkeit c iſt jegt genauer: 

04 _ 

0875 7 0,458 Meter, 

für welche der oben berechnete Reibungssoefficient & = 0,0083 hinreichend genau 

if. (Genau wäre jetzt 


— 0,007409 (1 + 





e= 


is == 0,00885 einzujegen.) 
Ungleichförmige Bewegung. Die Theorie der ungleiförmi- 8. 504. 

gen Bewegung bes Waflers in Flußbetten läßt fich infofern auf die 

Theorie der gleichförmigen Bewegung zurückführen, als man den Reibungs- 

widerftand auf einer Turzen Flußſtrecke als conftant und die entfprechende 

Höhe ebenfalls 
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=:4 F 29 
fegen Tann. Außerdem ift aber noch auf die der Geſchwindigkeitsveränderung 
entfprechende lebendige Kraft des Waſſers Rüdficht zu nehmen. 

Es ſei ABCD, Fig. 888, eine kurze Flußſtrecke, von der Länge AD 
— 1, dem Gefälle DH —= h, und e8 fei u, die Gefchwindigfeit des an- 
fommenden, v, die des fortgehenden Waſſers. Wenden wir die-Regeln bes 

Fig. 888. Ausfluffes auf ein Element D im Waffer- 

fpiegel an, fo erhalten wir für defien Ge⸗ 

A. * ſchwindigkeit v.: 
ne v_ ve 

was aber ein Element 3 unter Wafler be 

trifft, jo hat dafjelbe zwar von der einen 

Seite her eine größere Drudhöhe AG — EH, allein da das Unterwaſſer 

mit der Drudhöhe DE entgegenwirkt, fo bleibt für daflelbe ebenfall® nur 

das Gefälle DH = EH — ED als Bewegung erzeugenbe Druckhöhe 

übrig, und es gilt alfo auch für diefes und fiir jedes andere Element bie 
Formel: 








— 
h= 29 
Nimmt man hierzu ben Reibungswiderſtand, fo erhält man: 
_M-U% ip —— 
h=-, 2 +57 57° 


worin p, F und v bie Mittelwerthe des Wafferprofiles, Querjchnitte und 
der Gefchwindigfeit find. Iſt 7) der Inhalt des oberen und F, der des 
unteren Querprofiles, jo läßt fich ſetzen: 


F= —— Q = Fo = Ft, 
weshalb nun 
a — m — 
I - - R-r 
ſowie 
 vtvu __ I\ _ 9 





F Raht+tr + Fi AR+r 
folgt und ſich ergiebt: 


_fi 1 1\1Q: „-. 
= |a-mttnE + Fı + m) 2, fie 


V2gh 
— — 
V»- ntinıaent 'n) 
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Mit Hülfe der Formel 1) läßt fih aus dem Waſſerquantum, der Ränge 
und den Duerfchnitten einer Fluß» oder Canalftrede das entfprechende Ge- 
fälle % berechnen, mit Hilfe der Formel 2) aber umgefehrt aus dem Gefälle, 
der Ränge und den Querſchnitten das Wafferquantum. Um mehr Genauig: 
feit zu erzielen, fann man die Rechnung für mehrere kurze Flußftreden durch⸗ 
führen und zulett das arithmetifche Mittel nehmen. Iſt nur das Totalgefälle 
befannt, jo ſetze man gleich diefes ftatt % im die legte Formel, führe ftatt 

1 1 1 1 
Fi Fi ’ Fi 77 
wo F, den Inhalt des Be Duerprofiles bezeichnet, und Rat 


2 tm 
die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Ylußftreden ein. 
Beilpiel. Ein Bach hat auf einer Strede von 100 Metern 0,20 Meter Gefälle, 


der mittlere Umfang ſeines Waflerprofils ift 12 Meter, der Inhalt des oberen 
Querprofil3 mißt 7, der des unteren 6 Quadratmeter. Welche Wafjermafle liefert 


der Bach? 
4,429 V0,2 


a Eu VE open 


Die mittlere ekwiditi beträgt 2.0 | — 1,495, daher ift richtiger 


= 0,00771 ftatt 0,007565 
zu ſeten, und es folgt nun ſchärfer: 
4,429 vo 


a —— — 
V: 1 00. 
62 za + oo > (a+7) 


Wenn derjelbe Bady bei vemjelben Waflerftande auf einer anderen Strede von 
150 Meter Länge 0,14 Meter Gefälle hat, und wenn auf vieler Strede fein oberes 
Profil 8, fein unteres 9 Quadratmeter und der mittlere Profilumfang 15 Meter 
beträgt, jo hat man die mittlere Geſchwindigkeit auf dieſer Strede etwa zu 


= 9,719 Eubilmeter. 


— 9,695 Cubikmeter. 


2 .9,695 _ 
379 = 1,14 Meter, 
daher iſt S Hierflir gleich 0,00780 zu ſetzen, folglich) 
Q — — — = 10,352 Eubilmeter. 
ga zu + 0078 st) 


Aus beiden Bertien folgt der mittlere 
g = 2 10,028 Cubitmeter. 


Um eine Formel für die Waflertiefe zu erhalten, fegen wir die obere $. 508. 
Tiefe — a, und die untere — a,, ferner den Abhang des Flußbettes — «, 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 71 
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folgfic, das Gefälle des Grundbettes S 1 sin. «. Dann erhalten wir das 
Waflergefälle: 

= —a I sin. a, 
und es folgt num bie Peidung 


nn () (nt mel 
daher: j RW 
—— 29 
Q° 


FT Te 


l= 


IHR rn F, (M+3 F? 

Mit Hilfe diefer Formel kann man die — I beftimmen, welche einer 
gegebenen Veränderung au — aı der Waflertiefe entfpridt. Iſt aber die 
umgelehrte Aufgabe zu Löfen, fo hat man ben Weg der Näherung zu betreten, 
indem man erft die den angenommenen Sentungen a — a; und a — & 
entjprechenden Entfernungen I, und le ermittelt, und hieraus durch eine Pro- 
portion die der gegebenen Entfernung 2 entiprechende Senkung berechnet (I. 
„Ingenieur“, Arithmetif, 8. 16, V. Seite 76). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite b des 
fließenden Waſſers conftant iſt, oder al8 conftant angefehen werden laun. 
Wir ſetzen in dieſem Falle: 

nn) F, — Fi} ‚@_ (F} — Fı)(F, + Fı) ‚” . 





F? FR/2g FR 29 F} "29 
— 2 
— (@ 41) (a + a) % annähernd — — ga a) (a — — 4) „vo 
a? "2g on 2’ 
und ebenfo: 


ut. 


R+F * Fı (+ zn (F} + F)F? 29 


annähernd — 25 . 39 ‚ erhalten daher: 
2 v2 
— ( 1 — —. I. 
(@ 2 Fr 2g 
PR _g 
65 * sin. & 
und folglich: 
2 4 
a — aı FT 2 sm. 
_2.® 
% 29 


Mit Hülfe diefer Formel läßt ſich direct die einer gegebenen Strecke I 
entjprechende Veränderung (a, — a,) der Waflertiefe berechnen. 
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BeilpielL Man will in einem horizontalen Graben von 2 Meter Breite und 
200 Meter Länge eine Waflermenge von 1 Eubilmeter fortführen und dieſelbe 
am Anfange des Canals 0,6 Meter hoch eintreten laffen, welche Höhe wird das 
Waſſer am Ende des Sanales haben? 

Theilt man die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beflimmt nach der 
legten Formel das Gefälle für jeden diefer Theile, jo hat man sin. « — 0, 
’ = 10 Meer, db = 2 Meter für jeden Theil und für den oberen Theil 








0=; F 3* 0,833 Meter, daher £ = 0,00793. Da ferner a, = 0,6 und 
v = 32 Meter ift, jo folgt: 
2 
0,00798 58.5 2.08 
.-a= 2 088 100 = 0,085 Meter. 
062.981 | 
Run ift für die zweite Canalhälfte a, = 0,6 — 0,085 = 0,515, ferner p, 
etwa 3 Meter, v, = 5 4 3* 0,971 Meter, daher Z = 0,00785 und die 
Senkung: | 
2 
0,0786 7 RE 2 RT 
4-4 = . 3 - 0,9713 — 100 = 0,134 Meter, 
0515 2.981 ‘ 


daher folgt die ganze Senkung 

— 0,085 + 0,134 = 0,219 Meter, 
und die Waflertiefe am unteren Ende 

= 0,6 — 0,219 = 0,381 Meter. 


Anschwellungen. Wenn Flüffe oder Canäle ihren Wafferftand $. 506. 
ähdern, fo treten auch Gefchwindigfeitsveränderungen und Veränderungen 
in den Wafjermengen ein. Einem höheren Waflerftande entfpricht nicht nur 
ein größerer Querfchnitt, fondern auch eine größere Geſchwindigkeit, und da- 
her aus doppelten Gründen ein größeres Waflerguantum, und ebenfo giebt 
eine Abnahme der Waflertiefe eine Verminderung im Querſchnitte und in 
der Gefchwindigfeit und daher auch eine Abnahme der Waflermenge in zwei⸗ 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe = @ und die |pätere Tiefe — ai, 
fowie die obere Breite de8 Canales — b, fo läßt fich die Vergrößerung 
des Querſchnittes — b (a, — a) und daher der Duerjchnitt nad) der 
Anjchwellung (a; — a): 

R=F+b(a — 0) 


fegen, auch folgt hiernach: 
Fı__ b (a — a) 
Fir 
und: _ 
Fi , — b — a) 
V F annähernd —= 1 + >77 


71* 
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Iſt ferner p der anfängliche, 21 der fpätere Umfang des Waſſerprofiles, 
fowie 9 der Böſchungswinkel der Ufer, jo läßt ſich ſetzen: 
2 (aı — a) 


pı =p + sin. N) I daher 

pı __ 2 (m —a) .. 

at » sin. 0 umb: 
pı _ 4 — a 3. 
J 14 7 sn. © 5, jomie: 
p a — a 





Vi -1- p sin. 6 
Nun ift aber die Gefchwindigfeit beim erften Wafferftande 
F h 
.n 





ce= %,9 — und beim zweiten c, — 90,9 es läßt 


ſich daher: 
G _N/Fı v_ b(aı — a) _ mM —a 
a Y2.Ve=(14 2F )(i p sin. O 


=1+ 4-95 - 0): 








» sin. 0 
alfo die relative Geſchwindigkeitsveränderung: 
a Te _ en — — — 


Dagegen folgt das Verhältniß der Waſſermengen: 
a __Fıa b —* — 4) — (57 | 
0 Fe =(1 + ) E +10) 2F psin. Fr), 


=1+( —a) (GE - 55 
und der relative Waſſerzuwachs: 
a-9_. _ al: _ +)" 
2) 0 — (aa) 2F psin.O 
Weniger genau, aber in vielen Fällen, namentlich bei breiten Canälen 


p sin. ) 


mit wenig Böjchung genügend, iſt es, F=ab zu ſetzen und 





1 
p sin. 0 su ver⸗ 
nadjläffigen, weswegen dann infacher 
61 = CC — Ei — 3: 4 — 0 
c G 


folgt. 

Hiernad) ift alfo die relative Gefhwindigfeitsveränderung halb 
jo groß, und die relative Veränderung im Wafjerquantum %/,mal 
fo groß, als die relative Veränderung im Wafferftande. 

Die vorftehenden Formeln gelten nur für die permanente Bewegung 
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des Waflers in Flußbetten, wo bie Waflerftände conftant find, nicht aber . 
in den fällen, wo die Höhe des fliegenden Waſſers veränderlich if. Die 
mittlere Geſchwindigkeit in einem und demſelben Duerprofile ift während 
des Steigen der Waflerhöhe größer und während des Fallens Kleiner 
als bei conftanten Waflerftande, es fließt alfo auch im erften Falle mehr 
und im zweiten alle weniger Waſſer durch als bei der permanenten Be⸗ 
wegung des Waſſers. 

Beilpiele. 1) Wenn der Waflerfland um Y,, feiner anfänglien Größe zu: 
nimmt, jo wird die Geſchwindigkeit um Y,, und das Waflerquantum um %, 
feines anfängliden Werthes größer. 

2) Wenn die Tiefe um 8 Procent abnimmt, fo vermindert fich die Geſchwindig⸗ 
feit um 4 Procent, und das Waflerquantum um 12 Procent. 

8) Mit Hülfe der genaueren Formel 


AR _ a — alt _—ı_ 
(a — 4) 2F »psin.O 


läßt fi eine Waflerftandsfcala KM, Fig. 889, conftruiren, woran man die jeder 
Waflersiefe KL eniſprechende Waflermenge eines Canales ablejen fan, wenn man 
nur einmaldas Waflerquantum für eine gewiſſe mitt- 
lere Tiefe kennt. Id = 3 Meter, die untere Breite 
d, — 1, a = 1 Meer und 0 = 45°, jo hat man: 


F= +! 1 = 2 Quadratmeter, 


»=1-+2YV2 = 3,828 Meter, und 
sin.6 = 0,707, 
daher: 
_ 1 
oO : 73” 558.070) (a, 

Beträgt da8 dem mittleren Waflerftande entſprechende Waflerquantum Q= 1,2 
Eubifmeter, jo hat man: 

9, =12+12.18 (a, —a)=12 + 2,256 (a, — a). 

Sta, —a= Ser — 0,044 Meter, jo folgt Q, = 12 +01 = 13 
Eubitmeter; ift a, — a —= 2.0,044 Meter, fo folgt Q, = 12 + 2.0,1=14 
Eubitmeter u.ſ. f. Es giebt aljo eine Scala, deren Intervalle LM = LN = 44 
Millimeter groß find, die Waflermenge bis auf O,1 Eubilmeter genau an. Natür⸗ 
lich wird die Genauigkeit um jo Heiner, je mehr fi der Waflerftand von dem 
mittleren entfernt. 

Anmerkung. Ueber die Zu: und Abführung des Waflers in Eanälen, fowie 
über die Anlage der Wehre und Teiche wird im zweiten Theile gehandelt. 

Schlußanmerkung. Ausführlich über die Bewegung des Waſſers in Ganälen 
und Flüffen handelt der Verfafler in der allgemeinen Encyllopädie, Bd. II., Ar⸗ 
titel „Bewegung des Waſſers in Gandlen und Flüfſen“; aud wird dafelbft eine 
vollſtändige Literatur (bis 1844) Über diejen Gegenſtand mitgetheilt. Rittinger’s 
tabellariſche Zufammenftelung der Verſuche über die Bewegung des Waffers in 
Eanälen ift in der Zeitjchrift des öÖfterreichifchen Ingenieurvereins 7. Jahrgang 
1855, enthalten. 





— 0) = 18 (a, — a). 


8. 507. 
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Achtes Capitel. 


Hydrometrie oder Lehre vom Waflermefien. 


Aichen. Das Wafferquantum, welches ein fließendes Waffer innerhalb 
einer gewiffen Zeit liefert, wird entweder durch Aichmaße, oder durch Aus- 
flußapparate oder durch Hydrometer gefunden. Das einfachſte Wafier- 
meffen befteht allerdings in dem Aichen, d. i. im ber Anwendung eines 
Aichgefäßes, doch ift dieſes nur bei Heineren Waflermengen, wie fie etwa in 
Röhren ober Heinen Bächen und Gräben zugeführt werden, anwendbar. Tas 
Aichgefäß wird meift aus Brettern zufammengefegt, und befommt deshalb 
eine parallelepipediſche Form; um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird es 
wohl noch mit eifernen Reifen umgeben. Wie der genaue Inhalt diefes 
Gefäßes zu ermitteln ift, wird im „Ingenieur“, ©. 208, angezeigt. Das 
Waſſer wird diefem Gefäße durch ein Gerinne ZF, Fig. 890, zugeführt, 

Fig. 89. an befien Ende ſich eine Doppeltlappe 

GH befindet, durch welche man das 

Waſſer nad} Belieben neben dem Ge 

füße AC oder in baffelbe ausfliegen 

D laſſen kann. Um die Höhe des Waſſer⸗ 

törpers im Gefäße recht genau zu 

erhalten, wendet man wohl noch eine 

Waſſerſtandeſcala KL an. Wenn 

man vor der Meffung die Zeiger- 

_ © friße Z 6is auf bie Oberfläche des 

ſchon im Gefäße befindlichen und 

wenn auch) vielleiht nur den Boden 

bededenden Waſſers herabgelafen und den Wafferftand an der Scala ab- 
gelefen hat, fo erhält man die Höhe ZZ, des geaichten Waflers durch Sub⸗ 
traction dieſes Waflerftandes von demjenigen Stande, welden die Scala 
anzeigt, wenn man die Zeigerfpige Z, am Ende der Beobachtung mit dem 
Wafferfpiegel in Berührung gebradit hat. Bor der Meſſung ift natürlich 
die Klappe fo zu ftellen, daß das Waffer neben dem Kaften ausfließt. Hat 
man ſich überzeugt, daß der Zufluß im Gerinne in Beharrung übergegangen 
ift, und hat man an der in der Hand befindlichen Uhr einen Zeitpunkt beob- 
achtet, jo dreht man die Klappe um, damit das Waffer in das Aichgefäß 
fließt; und ift nachher das Gefäß ganz oder zum Theil gefüllt, fo lieft 
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man auf der Uhr einen zweiten Zeitpunkt ab und bringt die Klappe wieder 
in die erſte Stellung. Aus dem mittleren Querſchnitte F des Gefäßes und 
der Höhe ZZ, — 5 des Wafferkürpers ergiebt ſich das ganze Waſſer⸗ 
quantum V = Fs, und hieraus wieder mittel® der durch bie Differenz der 
beobachteten Zeiten gegebenen Fuillungszeitt das Waffer quantumpr.Secunde: 


gi. 


Anmerkung. Um ein veränderliges Zuflußwaflerquantum zu jeder Tageszeit“ 
angeben zu lönnen, Tann man den in Yig. 891 abgebildeten Eubir-Mpparat, wie 
Fig. 891. er vorzüglid) auf Salinen dorfommt, anz 
wenden. Hier giebt e8 zwei Wichgefäße 
A und B, die ſich abwedfelnd füllen 
und leeren, und daS burd eine Röhre 
F zugeführte Wafjer geht dur eine 
kurze Röhre C G, welche mit einem um 
C drehbaren Gebel DE feft verbunden 
ift. Hat ſich das eine Gefäß, 3. B. A, 
gefünt, fo fließt daS Wafler durch ein 
Heine. Gerinne H in das Eimerchen 
M, dieſes zieht nun den Hebel auf der 
einen Seite nieder, und es kommt die 
Röhre CE in eine Lage, wodurch das 
Wafler nad B geleitet wird. Das Auf⸗ 
sieben ber Klappen O und P erfolgt vurch über Rollen weggehende Schnüre, deren 
Enden mit dem Hebel verbunden find, und wird vorzüglich Bu eijerne Rugeln 
unterftügt, die dem Niedergehen des Hebels ben legten Impulß eriheilen. Die 
Eimer M und N enthalten nod Heine Ausfluköffnungen, damit fie ſich nad 
jedesmaligem Rippen leeren können. Uebrigens ift nod ein Bählapparat anz 
gebracht, an welchem die Zahl der Spiele zu jeder Zeit abgelejen werden dann. 
Andere Apparate dieſer Art von Brown beſchreibt Bingler’S polyt. Journal 
3b. 115. Ueber einen neuen Waffermeßapparat von Noeggerath fiehe „Polyt. 
Eentralblatt 1856. Heft 5." Vergleiche ferner die angeführten Werte von 
Francis, Lesbros u. |. w. Siehe aud weiter unten unter Waſſermeſſer. 


Ausflussregulatoren. Sehr häufig werden kleinere und mittlere 8. 508, 


Waffermengen mit Hulfe ihres Ausfluffes durd eine beftimmte 
Mündung und unter einem befannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte 
F der Mündung, aus'ver Drudhöhe hund mit Hilfe eines Ausflußcoef- 
ficienten g ergiebt fi) die Wafjermenge pr. Secunde: 

Q=urF V2gh. 

Am beften eignen ſich Hierzu die Poncelet'ſchen Mündungen, weil für 
diefe bei ſehr verfchiedenen Drudhöhen die Ausflußcoefficienten mit großer 
Genauigkeit befannt find (8. 437); jedoch find diefelben nur bei gewiſſen mitt» 
leren Waffermengen anwendbar. Der Berfafler bedient ſich bei feinen Waſſer⸗ 
meffungen vier folder Mitndungen, einer von 5, einer von 10, einer von 15 
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und einer von 20 Gentimeter Höhe, jeder aber von 20 Centimeter Weite. 
Diefe Mündungen find in Meffingtafeln ausgeſchnitten, welche auf hölzernen 
Rahmen AC, Fig. 892, auffigen, die man mittels vier flarfer eiferner 
Schrauben an jeder Wand befeftigen fann. In vielen Fällen muß man fih 

Fig. 892. freilich größerer Mundungen bedienen, fir welche die 
Ausflußcoefficienten nicht jo ſicher beftimmt find, ja oft 
laſſen ſich nur Ueberfälle anbringen, welche meift nod) 
weniger Genauigfeit gewähren. Jedenfalls gilt aber die 
Regel, daß man bei dem Ausfluſſe fo viel wie möglich 
vollftändige und volltommene Contrastion zu erzielen 
fuchen und deshalb der Mündung, wenn fie in einer dideren Wand befind- 
lich ift, nad) außen eine Abſchrägung ertheilen muß. Welche Correctionen 
bei unvollkommener und partieler Contraction anzubringen find, ift in den 
$8. 441, 442 u. |. w. hinreichend auseinandergefegt worden. 

Un das Wafler eines Gerinnes zu meſſen, hat man das Mindungsftüd 
einzufegen und den Moment abzuwarten, warn der Waflerftand in Behar⸗ 
tung gefommen if. Zur Meffung der Drudhöhe kann man fi der feften 
Waſſerſtandsſeala KL mit Zeiger, Fig. 893, oder der beweglichen Wafler- 
ftandsfcala EF, Fig. 894, bedienen. Will man den Ausflug unmittelbar 

Fig. 898. 





Big. 894. 
E 





an Schugöffnungen beobachten, fo ift es gut, vorher ein Paar meffingene 
Schügenftandsfcalen BC und DE, Fig. 895, nebft ihren Zeigern F 
Sin. 895. und G auf die Führung und auf das Schugbrett A zu 
befeftigen, um die Deffnungshöhe ficherer ableſen zu 
fönnen. Uebrigens ift es meift beffer, zu dem Zwecke 
der Waffermeffung gleich ein neues Schugbrett nebſt 
einer "Führung mit der erforderlichen Abſchrägung nad) 
außen einzufegen. 
Das einfachfte Deittel, das Waſſer in einem Gerinne 
zu meſſen, befteht allerdings in dem Einfegen eines an 
der oberen Kante abgefhrägten Brettes CH, 
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Fig. 780, und in der Ausmeffung bes dadurch gebildeten Ueberfalles. Iſt 
der Graben oder das Gerinne lang und wenig anfteigend, fo dauert es aller- 
dings ziemlich lange, ehe der Beharrungszuftand eintritt, und es ift deshalb 
gut, Hier vor der Meffung nod) ein zweites Brett einzufegen, welches den 
Ausflug des Waflers auf eine längere Zeit verhindert, um das Steigen 
des Waſſers auf die dem Beharrungszuftande entjprechende Höhe zu bes 
ſchleunigen. 

Um das Waſſerquantum eines Baches zu meſſen, kann man ben 
Fig. 896. felben durch einen aus Pfählen und 
Brettern beftehenden Einbau AB, Fig. 
896, eindämmen und das Waffer durd) 
eine in demfelben angebrachte Deffnung 
C obfliegen laſſen, oder man kann ſich 
auch eines einfachen Weberfalles oder 
Ueberfallwehres (Hiervon im zweiten 

Theile) bedienen. 


Anmerkung. Das einfadfle Mittel, um die Drudhöhe zu beflimmen , iſt, 
den Stand de Zeigers zu beobadten, wenn deſſen Spige erſtens die Oberfläche 
des im Beharrungszuftande abfliehenden Waffers und zweitens den Spiegel des 
fiftehenden und nur Bis Schwelle O aufgeftauten Waſſers berührt. Die Differenz 
diefer beiden Scalenftände ift die Drudhöhe oder der Stand des Waſſers über 
der Schwelle. Bei Beobachtung des legten Zeigerftandes iſt die Gapillarität nicht 
außer Acht zu laffen, vermöge welder der Waflerfpiegel noch um 1,97 Sinien 
über oder unter der Schwelle ftehen kann, ehe der Abfluß des Waſſers über der 
jelben beginnt oder aufhört. (Siehe $. 407.) 


Sehr einfach wird auch das Waſſer in einem rectangulären Canale oder $. 509. 
©erinne AB, Fig. 897 und 898, gemeffen, wenn man ein unten abge= 
Fig. 898. 


io. 897. 





ſchrägtes Brett CD fo einfegt, daß unter demfelben eine Ausflußöffnung 
CE übrig bleibt, durch welche das Waſſer abfliegen Tann. Dieſe Methode 
Hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, daß bei ihr das 
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geipannte Waffer mehr zur Ruhe kommt, und deshalb die Meflung ber 
Drudhöhe fchärfer zu vollziehen if. Wenn es möglich, ift, fuche man einen 
freien Ausflug, wie Fig. 897, herbeizuführen, weil hierbei eine größere 
Genauigkeit zu erlangen ift; bei einer großen Waflermenge ift es jedoch nicht 
möglich, das Zurlidftauen des Unterwafferd zu verhindern, und man muß 
ſich daher ntit einem Ausfluffe unter Waffer, Fig. 898, begnügen. Endigt 
fid) da8 Gerinne kurz Hinter der Mündung, bildet es alfo ein fogenanntes 
furzes Anfaßgerinne, fo fließt das Waſſer durch daffelbe faft frei ab, 
und man hat e8 dann mit einem Falle der Lesbros'ſchen Verſuche ($. 445) 
zu thun. Bezeichnet a die Mundungshöhe, b die Mündungsbreite, ferner A 
die Drucdhöhe, bi8 Mitte der Mündung gemeflen, und 1 den aus Tab. II, 
8. 445, zu nehmenden Ausflußcoefficienten, jo hat man das Ausflußquantum 
Q=uabV2gh. 

Iſt hingegen da8 Gerinne lang, ober das abfließende Waller geftaut, fo 
daß e8 eine horizontale Oberfläche hat, fo fließt da8 Waſſer in allen Stellen 
des Miündungsquerichnittes mit einer und berjelben, dem Niveauabftande 
zwilchen der Oberfläche des Oberwaſſers A und der Oberfläche des Unter⸗ 
waſſers B entfprechenden Gefchwindigfeit ab, es ift daher dann in der legten 
Formel für Q, unter A diefer Niveauabftand zu verftehen. 

Fließt das Wafler in die freie Luft, oder fteht der Unterwaſſerſpiegel 
nicht über der oberen Mündungslante, wie Fig. 897 vor Augen führt, fo hat 
man fowohl für eine fcharfe als auch für eine abgerundete Mündungstante, 

u = 0,965 
eınzujegen, und folglich bei der Strahldide a und Breite b, 
Q —= 0,965 ab V2gh, 
oder genauer, wen a, die Tiefe des zu⸗ und a die des abfliegenden Waſſers 
bezeichnet, nad) $. 425: 


2 
9 — 0,965 ab V — 
1 — (# 
G; 


Bei dem Ausfluffe unter Waffer, wobei der Unterwafferjpiegel über 
der oberen Mündungskante fteht (f. Fig. 898), bildet ſich Hinter der Mün- 
dungswand ein Wafjerwirbel, wobei der Ausflug weſeutlich geſtört wird, und 
es ift hier, einigen Verſuchen des Verfaſſers zufolge, fiir eine Mündung mit 
iharfer Mündungstante im Mittel, 

u — 0,462, 
und dagegen fir eine folche mit nad) einem Quadranten abgerundeter 
Kante, 

u = 0,717 - 
zu jegen. 
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Beifpiel. Um die Waffermenge zu finden, welde ein ®erinne AB, Fig. 898.. 
färtführt, Hat man ein ſcharfkantiges Brett C D in dafjelbe eingelegt, und dadurch 
einen Ausfluß unter Wafler bergeftellt, übrigens aber Folgendes gefunden. Weite 
der Mündung oder des Gerinnes, 5 — 1 Meter, Oeffnungshöhe oder Abftand 
CE der Brettlante C vom Gerinnboden, 3 = 0,15 Meter, Stand des Zeigers 
Z auf der Seite des Oberwafler8 4, = 0,145 und Stand des Zeiger Z, über 
dem Unterwafler, A, = 0,32 Meter. Es ift hiernad) der Niveauabitand: 
k=h,—h, = 0,32 — 0,145 = 0,175 Meter, und die geſuchte Waflermenge: 

Q= 0462 .4429 .1. 0,15 Voir 175 = 0,128 Eubitmeter. 


Wäre der Ausflußcoefficient bei ähnlichen Mindungsquerfchnitten immer $. 510. 
derfelbe, jo wiirde der trianguläre Ueberfall oder zweifeitige Wand- 
einfhnitt ABC, Fig. 899, einen befonderen Vorzug vor dem Ueberfall 

Fig. 899. mit horizontaler Schwelle haben, dies ift jedoch, 
wie fon an Kreismlindungen wahrgenommen 
werden kann, bei Kleinen Mündungen nicht, und 
bei großen Mündungen nur annähernd richtig. 
Solche Wandeinfchnitte empfiehlt Herr Profeflor 
Thomſen in Belfaft als Hülfsmittel zum Wafler- 
mefjen. Aus der Breite AB = b und ber Höhe 
C D=h folgt hier da8 Waſſerquantum 


= Yu HR Vagh 5.420) 


und wenn man nad) Thomfon den Ausflugcoefficienten u = 0,619 ſetzt, 
= = 0, 33 = V2agk = 0,73bh% Cubikmeter. 


Zum Waſſermeſſen eignen 16 auch ſolche Mündungen, bei welchen die 
Waſſermenge der Mündungshöhe proportional iſt. Iſt dieſelbe mit 
einem Schutzbrette verſehen, ſo giebt dann die Größe des Schützenzuges das Maß 
der Ausflußmenge an. Es ſei die Druckhöhe über der oberen Kante einer 
ſolchen Mündung ABCD, ig. 900, OA = A, die Länge dieſer Kante 
AB==b, die der unteren Kante OD =b, 
und die Höhe der Mündıng AD — a, 


. 2 . a . . 
Horizontale Linien im Abftande , von ein- 


. ander theilen die Mündung in gleichhohe 
Streifen, wovon jeder eine und diefelbe 


Waflermenge N geben foll. Tür den oberen 


Spalt oder Streifen, welcher die Breite b 
und Drudhöhe A hat, ift 


= Vagn, 


n. 








Fig. 900. 
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und dagegen für einen Streifen, welcher um OM = z unter dem Waſſer⸗ 
ſpiegel liegt, und die Breite MN g hat, iſt 


2 _ v2 V292; 
n, % 


folglich Hat man, wenn man dieſe beiden Ausdrücke fie 2 einander glei) ſetzt, 
yVz =bVn, oder 


y_\/Rh 
Vz 
Die Curve BNC, weldie die Mündung an der Seite begrenzt, gehört 
einem aus Artikel 9 der analytifchen Hülfslehren befannten Curvenſyſteme 
an, welches die Horizontale O Y und die Berticale O X zu Aſymptoten hat. 
Aus Q, hund a folgt: 


1) die obere Mlindungsbreite b — e » 
g aV2gh 





2) Mündungsbreite in der Tiefe x, y = b V* und 


3) die untere Mündungsbreite db, = b ar . 
° Ferner ift der Inhalt der Mündung: 


F=20(Vh(k+o)— Ah), 
und daher die mittlere Druckhöhe: 
7, ha 
29 \F hh+a—wW 4 
Iſt diefe Mündung mit einer Schüge AE verfehen, fo giebt ber Schügen- 
zug DM = a, eine Ausflußöffnung MC, durd) welche die Waffermenge 


A =g flieht 


Prony’s Methode. Da e8 oft lange dauert, ehe der Beharrungszuftand 
von dem durch einen Einbau aufgeftauten Wafler eintritt, jo kann man fol- 
gendes von Prony vorgefchlagene Berfahren mit Vortheil anwenden. 
Zuerft verjchließe man die Mündung durch ein Schugbreit ganz und laſſe 
dadurd) das Wafler ziemlich Hoch, oder fo weit es die Umftände erlauben, 
aufftauen; jegt ziehe man das Schugbrett fo weit auf, daß mehr Wafler ab- 
als zufließt, und meſſe nun während der Ausflußzeit 4 die Waflerftände in 
‚gleichen und möglichſt Heinen Zeitabftänden; endlich verjchliege man die 
Schupöffnung wieder völlig und beobachte noch die Zeit £,, innerhalb weicher 
das Wafler auf die erfte Höhe fteigt. Jedenfalls ift dann im Laufe der 
ganzen Beobachtungszeit 4 + ti ebenjo viel Wafler zu« als abgefloffen, und 
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e3 läßt fich daher durch, das Ausflußguantum in der Zeit das Zufluß- 
quantum in ber Zeit € + LE, ausdrüden. Sind die Drudhöhen während des 
Sintens ho, hı, Aa, hs und hu, jo hat man die mittlere Ausflußgefchwindigfeit: 


—V29 (m + 4Vh, + 2 V +4VR + Vh) G. 8. 480), 


umd ift num der Inhalt der Schugöffnung — F, fo hat man das Ausfluß⸗ 
quantum in der Zeit &: 


I= Em + — [[—— 


und daher das antun pr. Secumbe: 


_.7 _euFti V29 
=, = ERVE yn +4 Vm +2 Vin +4 Vi + VR) 


Beifpiel. Um das zum Umtriebe eines Wafferrades zu benugende Waſſer 
eines Baches zu meflen, hat man daſſelbe durch eine Spundiwand, ig. 896, ein- 
gedämmt und nad) Eröffnung der rectangulären Mündung in derjelben Folgendes 
beobachtet: anfängliche BDrudhöhe 0,6 Meter, nad 30 Sec. 0,55 Meter, nad 
60 Sec. 0,48 Meter, nad) 90 Sec. 0,40, nad 120 Sec. 0,34, nad) 150 Sec. 
0,30 Meter, nad 180 Sec. 0,27 Meter; Breite der Deffnung 0,5 Meter, Höhe 
der Deffnung 0,15, Zeit zum Zurüdfleigen auf die erfte Höhe bei verſchloſſener 
Deffnung 120 Secunden. Wie viel Wafler führt der Bad pro Secunde zu ? 

Zunächſt beträgt die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit 

— (Voß +4 VO55 +2V048 +4 VöA0+ +4V0,30+YV0,27) 


— 2,838 Meter, 
und da F = 0,5. 0,15 = 0,075 Quadratmeter ift, jo folgt das gefuchte Waſſer⸗ 
quantum unter Annahme eines Ausflußcoefficienten von 0,60 zu: 


0,6.0,075..2,838.180 __ . _ . 
Q = TS ⏑—— = 0,0766 Eubifmeer = 76,6 Biter. 


Wasserzoll. Um kleine Waffermengen zu meffen, bedient man $. 512. 
ſich auch wohl des Ausfluffes durch kreisrunde, 1 Zoll weite Mündungen in 
einer dünnen Wand unter einem gegebenen Drude. Man nennt die Waffer- 
menge, welche eine ſolche Deffnung unter dem Hleinften Drude, oder dann, 
wenn der Waflerfpiegel nur eine Linie über der oberften Stelle der Mundung 
fteht, einen Wajfer- oder Brunnenzoll. Die Franzofen nehmen an, daß 
einem Waflerzolle (alt Bari. Maß) in 24 Stunden 15 Pinten oder 19,1953 
Cubikmeter Waffer, alfo 

in 1 Stunde 0,7998 Cubikmeter und 

in 1 Minute 0,01333 „ 
entfpricht, doc, weichen ältere Angaben von Mariotte, Couplet und 
Boffut Hiervon nicht unbedeutend ab. Nach Hagen liefert ein Wafferzoll 
(für das preuf. Maß) in 24 Stunden 520 Cubikfuß, alfo in der Minute 
0,3611 Eubiffuß. Der Prony’fche doppelte Waſſer modul, welcher einer 


1134 Siebenter Abſchnitt. Achtes Capitel. [8. 512. 


Mündung von 2 Gentimeter Durchmeffer bei 5 Centimeter Drud entſpricht 
"und in 24 Stunden 20 Cubikmeter Waſſer liefert, hat Feine allgemeine Auf⸗ 
nahme gefunden. 

Die Beobachtungen laſſen ſich ficherer anftellen, wenn man eine größere 
Drudhöhe hat; am einfachſten ift es, wenn man diefe Höhe, wie den Dırrd- 
meffer der Mundung, 1 Zoll annimmt. Nach den Herren Bornemann 
und Röting giebt ein folcher Wafferzolf täglid) 642,8 Cubikfuß Waſſer 
(f. „Ingenieur“ Seite 463). 

Der Apparat, an dem man mit Huülfe von Waflerzollen das Waſſer mißt, 
iſt in Fig. 901 abgebildet. Das zu meffende Waſſer fliegt durch die Röhre 

Fig. 901. 4 in einen Kaften B, aus 
diefem tritt es durch umten 
in der Scheidewand CD 
angebrachte Fächer in den 
Kaften E, und aus diefem 
fließt es durch eine hori- 
zontale Reihe von genau 
1 Zoll weiten und in Blech 
ausgefchnittenen kreisrun⸗ 
den Miündungen F in dat 
Refervoir G. Damit fh 

aber ber Wafferfpiegel nur eine Linie über den Köpfen diefer Mündung 
ſtellt, iſt es nöthig, daß diefe im hinreichender Zahl vorhanden feien, und daß 
man einen Theil derfelben durch Stöpfel verjchliege. Zur genaueren Angabe 
bringt man noch Mündungen Fı an, welche Y/,, 1/, Waſſerzoll dirrchlaffen. 
Bei großen Waflermengen theilt man wohl erft das ganze Wafler, und mift 
auf diefe Weife nur einen Theil, z. B. den zehnten. Dieſes Theilen iſt leicht 
dadurch zu bewirken, dag man das Waffer erft in ein Reſervoir mit einer 
gewiffen Anzahl, in gleichem Niveau befindlicher Mundungen leitet, und nur 
das von der einen Mündung gelieferte Waffer in dem oben abgebildeten 
Apparate auffängt. 

Anmerkung. Man kann auch die Hähne und andere Regulirungsapparate 
zur Waffermefjung anwenden, wenn man den jeder Stellung entſprechenden Wider⸗ 


ſtandscoefficienten lennt. If à die Drudhöhe, F der Querſchniti des Rohres 
und z der Ausflußcoefficient bei vdllig gedffnetem Hahne, fo hat man die Uns 


flußmenge: 

Q=uFVägh, 
fowie umgelehrt: 

Q 1 Fi 
= dp =(7) 29h 

a FVagh u 67) ’ 

Sept man nun den einer beftimmten Hahnftellung entſprechenden und aus ben oben 
\ 
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mitgetheilten Tabellen zu entnehmenden Widerftandscoefficienten — £, jo hat man 
die entjprechende Ausflußmenge: 


a=r\/2# _uFV2p___Q 
—F Virus Vıraı 


— L 


2. 
——— 

Zur Bequemlichleit kann man fich hiernach eine Tabelle conſtruiren, jo daß e& 
nur eines Blides auf dieſe bedarf, um die einer gewiſſen Hahnſtellung entſpre⸗ 
chende Ausflußmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquantum entſprechende 
Stellung des Dahnes zu finden. If 3.8. «= 0,7 und F = 0,0025 Quadrats 
meter, jo hat man: 


q = 7008 4420 Vh _ \oorzs V A Gubitmeler, 
Vi + 0,497 EITZ 
oder wenn A conftant glei) 1 Meter voraußgejegt wird: 








0,00775 7,75 J 
= cubitmeier Liter. 
a=7 FT Te yr Träne 


Benn den Hahnflelungen von 5°, 10°, 16°, 20°, 25 u. |. w. die Widerftandsr 
coefficienten 0,05, 0,29, 0,75, 1,56, 3,10 u. w. (f. $.470,-Xab. IV) zutommen, 
fo entſprechen denfelben die Ausflußmengen: 7,67, 7,25, 6,62, 5,84, 4,89 Liter. 


Um den Ausflug durch eine Mündung F, Fig. 902, zu teguliren, wendet $. 513. 
man aud) einen Hahn ober eine Klappe A, Fig. 902, an, welche durch einen 
\ Big. 902. Fig. 908. 





Schwimmer K mittels eines Hebels regulirt wird, fo daß durch B immer 
nur fo viel Waffer zu-, als durch F abfließt. 

Sehr einfad, läßt ſich aud) der Abflug des Waffers aus einem Reſervoir 
BDE, $ig. 903, durch eine tiefere Mündung oder Röhre D, mittels eines 
breiten Ueberfalles B reguliren, da Hier eine mäßige Veränderung des Waf- 
ſerzufluſſes durch A eine mäßige Vergrößerung des Wafferftandes über der 
Schwelle B und eine verhältnigmäßig unbedeutende Vergrößerung der Druds 
höhe der Ausflußmundung zur Folge hat. 

Bezeichnet F die Größe der Ausmiindung D, A die Höhe ber Ueberfall- 
ſchwelie über der Mitte diejer Mündung, A, die Höhe des Waflerjpiegels 


. 





$. Bla. 
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über der gedachten Schwelle, jo hat man bei dem Ausflußcoefficienten 1 das 
Abflupquantum durch D: 
Q=#FV29G+M). 

Sept man bie Drudhöhe A, des Ueberfalles, welde fi aus dem Abfluß⸗ 
quantum Qı, der Breite d, und dem Ausflußcoefficienten wu, mittels der 
Gleichung 

Qi ?/ ui bi Vßnm. oder durch die Formel 


=: 


beftimmen läßt, in dieſen Ausbrud ein, fo erhält man die Formel 
3 
a=ur Von + N, 


woraus zu erjehen ift, daß ſich Q mit Q, um fo weniger verändert, je größer 
die Schwellenhöhe A und je größer die Breite b des Ueberfalles ift. 
Die Ueberfallbreite d, läßt ſich dadurch leicht vergrößern, daß man dem 
Ueberfall eine Bogenform, wie BOB, Fig. 904, giebt. Die Ausmilndung 
Fig. 904. D liefert dann ein ziemlich, 
eonftantes Wafferquantım, 
obgleich der Zufluß bei 4 
ſehr variabel ift, weil de 
Höhe des Waſſers übe 
der langen bogenföruigen 
Schwelle immer Hein bleibt 
gegen die Höhe dieſer 
Schwelle über der Mitte 
der Ausflugöffnung. 
Anmerkung. Einen ſolchen Waflertheiler aus Eifenbled Hat ber Kerr Ober: 
kunftmeifter Schwamkrug für den Wernergraben bei Freiberg conflruirt. Ders 
jelbe fuhrt durch die rectanguläre Mündung D von 1,67 Meter Breite und 0,314 
Meter Höhe faft conftant 1,25 Eubikmeter Waffer pr. Secunde ab, während das übrige 
Waſſer durch den Ueberfall, deſſen Schwelle 0,63 Meter über der oberen Mündungs 
Tante liegt, in den Graben fließt, welcher e8 nad) dem Punkte des Bedarfs fortführt- 


Hydrometrischer Becher. Zur Ausmeffung geringer fließens 
den Waffermengen kann man fi) eines Heinen in Fig. 905 abgebildeten 
Gefäßes bedienen, welchem id; den Namen hydrometriſcher Becher gegeben 
habe. Diefes Inftrument befteht aus einer 8 Centimeter weiten und 30 Gentimeter 
langen Röbre B mit einem trichterförmigen Einmäindungeftde A und einem 16 
Eentimeter weiten und ebenfo hohen Gefäße D, welches durch ein coniſches Zwi⸗ 
ſchenſtück C mit B feft verbunden ift. Dieſes Gefäß ift mit einem Seitenloch 
LL verſehen, in welches verſchiedene, Freisförmige Mündungen in der diinnen 





ven an u. 


a . ww 240. 
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Wand bildende Mundſtücke eingefetst werden können. Dan hält diefes In- 
ftrument. mittel8 der Henkel ZZ, H unter das 3. B. durd) eine Röhre R aus- 
Fig. 905. fliegende Wafler S und läßt das auf diefe Weife 
x abgefangene Wafler wieder durch das Mundſtück 
LL abfließen. . Um das eingeflofjene Waſſer zu 
beruhigen, ift noch in dem Reſervoir D ein feines 
Sieb angebracht, und um die Drudhöhe des Waſſers 
beobachten zu lönnen, ift eine Glasröhre OP an- 
gejegt, welche an einer Meffingfcala auffteigt und fid) 
unten, 12 Millimeter über dem Boden des Gefäßes 
D, endigt. Aus der beobachteten Druckhöhe A, 
dem befannten Querſchnitt des Mundſtückes und 
dem entjprechenden Ausflußcoefficienten läßt ſich 
dann die Ausflußmenge mittels der Formel 
Q=uF V2gh 
berechnen. 

Wenn man fi eine feine Tabelle anfertigt, 
fo kann man die Berechnung nad) diefer Formel 
ganz erjparen, ımd es ift höchſtens eine einfache 
Interpolation zu den Zabellenwerthen erforderlich. 
Iſt d der Durchmeſſer der Mündung, jo hat man 





F—=*E und daher: 


= aVıpn= FF V29-aVn 


Die Auöflußmenge Q wird ſowohl das ‘Doppelte bei dem doppelten Quer⸗ 
ſchnitte oder doppelten d?, al® auch bei der vierfachen Druckhöhe. Richtet 
man daher das Inftrument fo ein, daß die Marimaldrudhöhe das Vierfache 
der Minimaldruckhöhe, 3. B.jene 40 und dieſe 10 Centimeter beträgt, und bedient 
man fi) einer Sammlung von Mundftüden, deren Durchmeſſer die geome- 
trifche Reihe 

d, V2.d, 24, 2V2.d, 4d u. ſ. w. 
d. i. d, 1,414d, 2d, 2,828 d, Ad u. f. w. 
bilden, fo erhält man dadurch ein Mittel, zur Beſtimmung aller Wafler- 


mengen innerhalb des Minimums, welches die Heinfte Mündung mit dem 
Durchmeſſer d bei ber Heinften Druckhöhe 7 giebt, und des Maximums, welches 
der größten Mündung mit dem Durchmeſſer Vn.d und der größten Druck⸗ 
höhe 4 A entiprict. 

Weisbach's Lehrbud, der Mechanik. I. 72 
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Nimmt man für das Mundſtück 














Nr. 1. | II. III. | IV. | V. | VI 
3,72 5.2 | 5.2V2 | 5.4 | 5.4V2 
5mm = 7,07mm |=10mm —14,14mm | —=20mm — 28,238 mm 
0,67 0 0,64 | 0,63 | 0,62 0,61 











an, fo läßt ſich folgende, zum Gebrauche nügliche Tabelle zufammenftellen. 


zabelle 
der ftündlicen Wafjermengen vorftehender Mündungen in Cubikmetern. 


Drudhöhe A 
in Metern. | I | u | II. IV. V. | VI. 





0,1 1,931 
0,125 2,157 
0,150 2,365 
0,175 2,554 
0,200 2,7% 
0,225 2,896 
0,250 3,057 
0,275 3,201 
0,300 3,346 
0,325 3,183 
0,350 9,617 
0,375 3.740 
0,400 3,861 


Der Gebraud) biefer Tabelle ift aus folgendem Peifpiele zu erfehen. 


Beifpiel. Um die Ergiebigkeit eines Brunnens zu ermitteln, bat man das 
Waſſer defjelben durch einen bydrometrifchen Becher fliehen taffen. und gefunden, 
daß beim Ausfluffe dur die Mündung IV. (von 14,14 Millimeter Durchmefjer 
der Beharrungszuftand eintrat, als die Drudhöhe 0,285 Meter war. Der Tabelle 
zufolge ift für A = 0,275: 

Q = 0,828 Eubilmeter, 
und für A = 0,800: 
Q —= 0,865 Eubifmeter, 
folglich ergiebt fi im vorliegenden Falle die Waſſermenge pro Stunde zu: 


285 — 275 
Q=082834 ——— 500 — 975 a — ee (0,865 — 0,828) = 0,843 Eubitmeter. 
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Schwimmer. Die Baffermengen von größeren Bächen, Canäten $. 515. 
und von Fluſſen laſſen ſich nur mittel der die Geſchwindigkeit angehenden 
Hydrometer beftimmen. Unter diefen Inftrumenten find aber die Shwim- 
mer die einfachften. Dan fann zwar hierzu jeden ſchwimmenden Körper 
gebraudjen, doch ift es ſicherer, Körper von mittlerer Größe, welche nur 
wenig ſpecifiſch leichter als Waffer find, zu verwenden. Körper von einigen 
Eubifdecimetern Inhalt find hinreichend groß. Sehr große Körper nehmen 
nicht leicht die Gefhtwindigkeit des Waſſers au, und fehr Heine Körper laſſen 
fi) wieder, namentlich) wenn fie viel aus dem Waſſer hervorragen, leicht 
durch zufällige Umftände, zumal durch die Luft über dem Wafferjpiegel, in 
ihrer Bewegung ftören. Oft wendet man einfache Holzftüde an, gut ift es 
aber, wenn diefelben mit einer hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch 
beſſer find die hohlen Schwimmer, wie Glasflaſchen, Blechtugeln u. f. w., 
weil man diefe nad; Belieben mit Wafler füllen lann. Am häufigften 
wendet mar aber die Schwimmkugeln an. Diefelben werben von 1 bis. 
3 Decimeter Durchmeſſer aus Meſſingblech verfertigt, fie belommen, um fie 
nicht leicht aus dem Auge zu verlieren, einen Anftric von lichter Delfarbe, 
und erhalten auch noch eine Deffnung mit einem Halfe, um fie mit Wafler 
anfüllen und verftöpfeln zu fönnen. "Eine folde Schwimmkugel A, Fig. 906, 
giebt allerdings nur die Geſchwindigkeit an der Oberfläche und fogar oft 
nur bie im Stromftriche an, allein man ann durd) das Aneinanberhängen 
zweier Kugeln A und B, Fig. 907, auch die Geſchwindigkeiten in verfchies 

Fig. 7. denen Tiefen beftimmen. 
*F*& In dieſem Falle wird die 
Big. 906. eine Kugel B, weldje unter 
Waſſer ſchwimmen fol, ganz 
mit Waffer, bie andere aber, 
welche im Waſſerſpiegel zu 
ſchwimmen beftimmt ift, nur 
fo viel mit Waſſer ange» 
fullt, daß fie noch wenig 
aus dem Waſſer hervorragt. Beide Kugeln werden durch einen Faden oder 
einen Draht oder durch eine dünne Drahtfette mit einander verbunden. 
Zuerft beftimmt man durch die einfache Kugel die Oberflächengefchtoindigfeit 
Co, und dann beobachtet man durch die Kugelverbindung die mittlere Ges 
ſchwindigleit c beider; bezeichnet man nun die Geſchwindigkeit in ber Tiefe 
der zweiten Kugel durch cı, fo läßt ſich fegen: 
_ata 
— 2 





ce und daher umgelehrt: cı = 20 — @. 


Wenn man num beide Kugeln durch längere und längere Drähte mit ein- 
ander verbindet, jo kann man auf diefe Weife nad) und nad) die Geſchwindig- 
72* 
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keiten in größeren und größeren Tiefen finden. Uebrigens ergiebt ſich and 
bie mittlere Geſchwindigkeit c eine® Perpendifels, wenn man bie zweite Kugel 
nahe über dem Boden ſchwimmen läßt und ebenfalls 
ati 
2 


fest; genauer aber no, wenn man das Mittel aus allen beobachteten Ger 
ſchwindigkeiten in einem Perpendilel nimmt. 

Um bie mittlere Geſchwindigleit in einem Perpendifel anzugeben, wendet 
man auch oft den in Fig. 908 abgebildeten Schwimmftab A, B, an, na- 

Fig. 908. mentlich ift diefer bei Meffungen in Canälen 
und Gräben bequem, zumal wenn er an Turzen 
Stucken zufammengefchraubt werden kann. Der 
Schwimmftab, welchen der Verfaſſer anwendet, 
ift and 15 ausgehöhlten Theilen, jeder von 1 
Decimeter Länge, zufammengefegt. Damit der- 
ſelbe ziemlich aufrecht ſchwimme, wird ſtets das 
Z unterfte Stitd fo ſtark mit Schrot angefüllt, daß 

der Kopf beim Schwimmen nur wenig aus dem 
Waſſer hervorragt. Die Anzahl der zufammenzufcraubenden Stüde hängt 
naturlich von ber Tiefe des Canales ab. 

An dem Schwimmftabe, fowie an der Schwimmtugelverbindung läßt fh 
auch wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waſſers in Beim 
die Gefchreindigfeit am Wafferfpiegel größer ift als am Boden, weil der 
Kopf des Stabes dem Fuße und die obere Kugel der unteren etwas voran 
ſchwimmt. Nur bei durch Berengungen, z. B. durch Brüdenpfeiler gebildeten 
Aufftauungen findet das Gegentheil ftatt. 

Anmerfung. In der Regel ift, namentlid, bei großen Schwimmern, wie 
Schiffen u. |. w., die Geſchwindigleit der ſchwimmenden Körper etwas größer als die 
des Waflers, weniger deshalb, weil dieje Körper beim Schwimmen von einer 
durch die Oberfläche des Waſſers gebildeten ſchiefen Ebene herabgleiten, als des: 
Halb, weil fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegung 
des Waſſers Theil nehmen; doch ift die Abweichung bei Heinen Schwimmern 
Hein genug, um fie vernadjläffigen zu können. 











Geschwindigkeits- und Querschnittsbestimmung. Tie Ge 
ſchwindigkeit einer Schwinmkugel findet man, indem man mit einer guten 
Secundenuhr ober an einem halbe Secunden ſchlagenden Rothe oder Pendel 
($. 351) die Zeit t beobachtet, welche diefe auf dem Wafler ſchwimmend 
braucht, um eine an einem Ufer abgeſteckte und ausgemeſſene Strede AB—=s, 
Fig. 909, zuriiczulegen. Es ift dann die gefuchte Geſchwindigleit der Kugel 


e= rn Damit die Zeit t genau dem am Ufer abgemefienen Wege ent- 
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ſprechend gefunden werde, ift es nöthig, mit Hülfe eines Winkelkreuzes ober 
Winkelſpiegels am jenfeitigen Ufer zwei, Perpendikel auf AB bezeichnende 

Fig. 909. Signalftangen C und Deinzufteden. Stellt 
man ſich hinter A, jo kann man den Zeit: 
punkt beobachten, wenn der etwas oberhalb 
A eingefegte Schwimmer X in das Aligne- 
ment AC kommt, und begiebt man fid 
hinter B, fo kann man ebenfalls an der in 
der Hand gehaltenen Uhr beobachten, wann 
der Schwimmer in das Alignement BD gelangt, und man findet dann durch 
Subtraction der Beobachtungszeiten die gefuchte und der Durchlaufung von 
8 ent|prechende Zeit £. 

Außer der mittleren Gefchwindigfeit c des Waflers ift auch nod) der Inhalt 
F des Querprofiles erforderlih, um das Waflerquantum Q = Fc zu be- 
flimmen. Um diefen Inhalt angeben zu können, ift e8 aber nöthig, daß 
man die Breite und mittlere Tiefe des Waflers kenne. Die Tiefe mißt 
man mit einer eingetheilten Sondirftange AB, Fig. 910, mit länglichem 
Duerfchnitte und einem Brettchen B am Fuße; bei größeren Tiefen kann 
man fi) aud) einer Sondirkette bedienen, an deren Ende eine eiferne 
Platte hängt, die fi) beim Kinfenten auf das Grundbett auffegt. Die 
Breite und die den gemefjenen Tiefen entfprechenden Abjcifien oder Abftände 

Fig. 910. Fig. 911. 









von den Ufern ergeben ſich bei Kanälen und ſchma⸗ 
fen Bächen EFG, Fig. 911, durch Ausfpannen 
einer Meßkette A B ober Legen einer Stange u. f. w. 
quer über das fließende Waſſer. Bei breiten Flüffen 
beftimmt man fie mit Hülfe eines Meßtijches M, der 
man in fhidlicher Entfernung A O vom zu mefjenden 
Duerprofile ER Fig. 912 (a. f. ©.), aufftellt. Iſt 
ao auf der Menjel die verjüngte Entfernung AO der Standpunkte A und 
O von einander, und hat man ao in der Richtung von AO und dadurd) 
auch die vorher beim Aufftellen des Meßtifches aufgetragene Breitenrichtung 
af mit der abgeftedten Breitenlinie AF parallel gejtellt, fo ſchneidet jede 
Viſirlinie nach den Punkten E, F, G u. f. w. im Duerprofile, entjprechende 
Punkte e, f, g auf der Menſel ab, und es find ae,af, ag u. |. w. die 
Entfernungn AE, AF, AG u. |. w. im verjüngten Maße. Man bat 


if 


ET 
il 


Hi, 


A We — 


Mi f 
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alfo beim Einfegen der Sondirftange und dem dadurch bewirkten Tiefen- 
meffen nicht erft nöthig, die Entfernungen der entſprechenden Punkte von 
Fig. 912. den Ufern zu mefien, wenn der am 
Meßtiſche ſtehende Ingenieur die Sondir⸗ 
ſtange beim Einſetzen in der Linie EF 

anpifirt. 

Befteht nun die Breite EF, Fig. 911, 
eines Querprofiles aus den Theilen bı, 
ba, db; u. ſ. w. und find die mittleren 
Tiefen innerhalb diefer Theile a), as, @;, 
ſowie die mittleren Gefchwindigleiten cı, 

@, C5 u. |. w., fo hat man den Inhalt des Querprofiles: 
F=ab tab tab +. 
die Waffermenge: 
g=abatabıo tabu +: 
und endlich die mittlere Gefhwindigkeit: 


g_abatabo +, 


-3=- 


F bt+ab+ 





Beifpiel. An einer ziemlich geraden und unveränderlihen Flußſtrede hat 
man Folgendes gefunden: 





Breitentheile. | 2 | 35 | 45 | 4 









2,5 Meer. 
Tiefen in den Mitten der Breitentheile | 0,9 22 | 1,1 Meter. 
Mittlere Geſchwindigleiten . . . . - os jos|oa|or . 





Dan hat daher den Inhalt des Querprofils: 
F=2.09+35.16+4+45.25+4.22+25.1,1= 30,2 Cuadratmeter 
und das Waflerquantum: 
Q=18.08+5,8.08+ 11,25.0,85+8,8.0,82 + 2,75.0,7 = 24,261 Cubit. 
meter. 
Die mittlere Geſchwindigkeit beträgt: 
24,264 





= 0,803 Meter. 


Hydrometrischer Flügel Das vorziglichfte Hydrometer ift das 
hydrometrifche Flügelrad von Woltmann, Fig. 913. Es befteht aus 
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einer horizontalen Welle AB mit 2 bis 5 ſchief gegen die Arenrichtung 
ftehenden Flächen oder Flügeln F, und giebt, unter das Waffer getaucht 
Fig. 913. 


und der Bewegungsrichtung deffelben entgegengehalten, durch die Anzahl feiner 
Umdrehungen innerhalb einer gewiſſen Zeit die Geſchwindigkeiten des fliegenden 
Waſſers an. Um die Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu können, erhält 
bie Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt man diefe zwiſchen die 
Zähne eines Rades D greifen, auf deffen Seitenflähen Ziffern eingravirt 
find, welche an einem feften Zeiger die Anzahl der Umdrehungen dev Flügel: 
welle angeben. Um aber eine große Anzahl von Umdrehungen beobachten zu 
können, wird auf die Welle diefes Zahnrades noch ein Getriebe aufgeſetzt, das 
in ein zweites Zahnrad E eingreift, an dem ſich, gleichſam wie am Stunden- 
weifer einer Uhr, vielfache, 3. B. fünf- oder zehnfache der Flügelumdrehungen 
abfefen laſſen. Hat 3. B. jedes der beiden Zahnräder 50 Zähne, und das 
Getriebe deren 10, fo dreht fid) das zweite Rad um einen Zahn, während 
das erfte um fünf Zähne fortrückt, oder das Flügelrad fünf Umdrehungen 
macht. Wenn der Zeiger des erften Rades auf 12 = 10 + 2 und ber 
des zweiten auf 32 fteht, fo ift hiernad) die entfprechende Umdrehungszahl 
des Flugels 
n=32.5+2= 162. 

Das ganze Inftrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab gefchraubt, 
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um es bequem ins Wafler eintauchen und dem Strome entgegenhalten zu 
können. Damit aber das Räderwerk nur während der Beobachtungszeit 
umlaufe, läßt man feine Aren in Pfannen umgehen, welche auf einem Hebel 
GO figen, der durd) eine Feder niedergedrüdt wird, fo daß ein Eingreifen 
der Zähne des erſten Rades in die Schraubengänge nur fo lange ftatt hat, 
ald man den Hebel mitteld einer Schnur FE emporzieht. 

Die Umbdrehungszahl eines Flügels in einer gewiſſen Zeit, 3. B. in eimer 
Secunde, ift nicht genau der Gefchwinbigfeit des Waſſers proportional, es 
läßt fi) daher aud) nit v» = ©. u, wo u die Umdrehungszahl, v die Ge 
Ihwindigfeit und & die Erfahrungszahl bezeichnet, fegen; es ift vielmehr 
zu fegen: ' 

v=%1% + &Uu, 

oder genauer: 

v—=u+ au + fPur---, 
oder noch genauer: 

v—=0ou+ Vo? + Bu, 
wo ©, diejenige Geſchwindigkeit bezeichnet, bei welcher das Waſſer nicht mehr 
im Stande ift, den Flügel in Umdrehung zu fegen, & und 4 aber Erfah—⸗ 
rumgscoefficienten ausbrüden. Die Conftanten v,, &, ß find für jedes In⸗ 
firument befonders zu ermitteln. Mit Hilfe derfelben ergiebt fich durch eine 
einzige Beobadytung die Gefchwindigfeit, doch ift es ficherer, deren immer 
wenigſtens zwei anzuftellen, und den mittleren Werth als ben richtigen ein- 
zuführen. 


Beilpiel. Wenn bei einem Flügelrade vo, = 0,08 Meter, « = 0,15 und 
ß = 0, aljo v = 0,03 4 0,15% ift, und man hat bei einer Beobadtung in 
einer Zeit von 80 Secunden eine Umbrehungszahl von 210 gefunden, jo if bie 
entipredhende Geſchwindigkeit des Waſſers: 

210 


v — 0,03 4 0,15 80 = 0,424 Peter. 


Anmerkung 1. Die Gonftanten %,, « und 8 hängen vorzüglid von der 
Größe des Stoßwinkels, d. i. von dem Winkel ab, melden die Flügelfläche mit 
der Bewegungsrichtung des Waſſers und alſo au mit der Axenrichtung des 
Flügels einſchließt. Um bei Heinen Geſchwindigkeiten noch ziemlich genau beob- 
achten zu fönnen, ift es gut, den Stoßwinfel groß, d. i. gegen 709 zu madhen. 
Uebrigens ift e8 zwedmäßig, Flügel von verſchiedener Größe und verjdiedenen 
Stoßwinkeln zu haben, um, je naddem die Tiefe oder die Geſchwindigkeit des 
fliegenden Waſſers größer oder Kleiner ift, den einen oder den anderen anwenden 
zu lönnen. 


Anmerkung 2. Hätte der hydrometrifche Flügel bei feiner Umdrehung feine 
Hindernifje zu überwinden, jo würde der Flügel AB, Fig. 914, den Weg 
CC, = CD.tang. CDC, zurüdlegen, während dag Waller um D fort: 
läuft, bezeichnet daher v die Geſchwindigkeit des Waſſers und d den Stokwintel 


— wu —— || er 
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OCB= CDC, deſſelben, jo hat man unter dieſer Borausfegung die mittlere 


Umdrehungsgeſchwindigkeit des Flügels: 


ig. 914. ig. 915. 9 = 9 bang. d; 
Big dig es ift hiernach zu ermeſſen, daß bei dem 


mittleren Ylügelradiusr die lmdrehungs- 
zahl des Flügelrades 

vi __ viang.d 
nr Inr 
ausfällt, und folglich direct wie die Ge⸗ 
ſchwindigkeit » des Waſſers und wie die 
Tangente des Stoßwinkels der Flügel, 
ſowie umgelehrt wie der mittlere Flügel⸗ 
halbmeſſer wächſt. 


Anmerkung 3. Um die Oberflächengeſchwindigkeit des Waſſers zu finden, 
wendet man auch wohl ein kleines Blechrädchen, wie Fig. 915 repräſentirt, an, 


u 








! 


indem man nur deffen Untertheil ins Wafler eintaucht. Die Anzahl der Um: 


drehungen defielben läßt fi durd; ein Räderwerk genau wie beim bydraulifchen 
Flügel angeben. 


Um die Conftanten oder Coefficienten eines Hydrometrifchen $. 518. 


Flügelrades zu finden, ift es nöthig, diefes Inſtrument in fließende Waffer 
einzuhalten, deren Gefchwindigfeiten befannt find, und die entjprechenden Um⸗ 
brehungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich nur fo viel Beobad)- 
tungen braucht, als Conſtanten vorhanden find, fo ift es body viel ficherer, 
fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlich auch bei ſehr verjchiedenen 
Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Methode der Fleinften 
Duadrate (j. analyt. Hülfslehren $. 36) anwenden und badurd) den Ein- 
fluß der zufälligen Beobachtungsfehler herabziehen kann. Uebrigens läßt ſich 
die Geſchwindigkeit des Waſſers entweder durch eine Schwimmkugel oder aud) 
dadurch finden, daß man das Waſſer in einem Aichgefäße auffängt, und die 
darin gemeflene Waflermenge durch das Duerprofil divibirt. Bei Anwendung 
der Schwimmfugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig flie⸗ 
Bende Waflerftrede nöthig.. Der Flügel ift an mehreren Stellen des von 
denn Schwimmer durchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift auch die Ge⸗ 
nauigkeit beförbernd, wenn der Durchmefjer der Schwimmkugel ungefähr gleich 
ift dem Durchmeſſer des Flügelrades. 

Biele Vortheile gewährt die zweite Beftimmungsweife, wo man das Wajler, 
in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Xichlaften auffängt. Yu 
dieſem Zwede, und zum Juſtiren der Hydrometer überhaupt, ift e8 jehr gut, 
wenn der Hydrauliker über ein befonderes, aus einem Ausflußfaften, einem 
Aichrefervoir und einem zwifchen beiden befindlichen Gerinne beftehendes 
hydrauliſches Obfervatorium verfügen kann. Bei einem folchen ift 
ohne Umftände dem Waſſer jede belichige Geſchwindigkeit zu ertheilen, indem 
man nicht nur den Eintritt in da8 Gerinne, fondern auch die Bewegung in 
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demfelben durch Einfagbretter nach Willkür veguliven kann. Bei den Beob- 
achtungen hat man den Flügel an verjchiedenen Stellen eines Querprofiles 
im Gerinne einzuhalten, die Tiefe diefes Profiles durch Wafferitandsicalen 
zu meflen, und endlich) das in irgend einer Zeit durchgelaufene Waſſer im 
unteren Refervoir zu aichen ($. 507). Den Inhalt F° des Duerprofiles 
erhält man durch Multiplication der mittleren Waffertiefe mit der mittleren 
Breite, und das Wafferquantum Q erhält man aus dem mittleren Quer— 
fchnitte @ des Aichmaßes und der Höhe s des in der Zeit £ zugefloffenen 
Waſſerquantums durch die Formel 


— @8 . 
5° 
aus Q und F folgt zulet die mittlere Waſſergeſchwindigkeit: 
_d2_8s, 
F Ft 


Die entfprechende Umdrehungszahl u des Flügels ift das Mittel aus allen 
Umdrehungen, welche man erhält, wenn man das Inftrument in verfchiedenen 
Breiten und Tiefen des ausgemeſſenen Duerprofiles einhält. 

Hat man nun bei einer Verſuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten vı, 
%g, da u. ſ. w. und die entfprechenden Umdrehungszahlen gefunden, jo erhält 
man durch Subftitution in der Formel: 

v=u+t ow 

oder in der genaueren: 

v—=ou+ Vo? + Pu 
fo viel Beftimmungsgleichungen für die Conftanten v,, &, 6, als Beobad; 
tungen angeftellt worden find, und man kann nun hieraus die Conftanten 
jelbft finden, inden man entweder das $. 36 der analytischen Hülfslehren 
angegebene Verfahren anwendet, oder indem man dieſe Gleichungen in jo 
viel Gruppen theilt, al8 unbefannte Sonftanten vorhanden find, und diefe 
duch Addition zu jo viel Beſtimmungsgleichungen vereinigt, als zur Ermit- 
telung von ©,, & und nad) Befinden ß, nöthig find. 

Unter dev VBorausfegung, daß die paffiven Widerflände des Inftrumentes 
Hein genug find, um fie außer Acht laflen zu können, läßt jih v — au 
jegen und & dadurch finden, daß man das Flügelrad im ftillftehenden Waſſer 
fortbewegt und hierbei die Anzahl n — ut der Umdrehungen beobadhtet, 
weldye e8 bei Durchlaufung eines Weges s — vi madjt. Es ift dann: 


Anmerfungl. Wenn man die einfadhere Formel v = vg + «u zu Grunde 
legt, jo Hat man nad der Methode der Heinften Quadrate (f. analyt. Hülfs- 
lehren $. 36): 
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. _ Zu) F(v) — Z(u) X (ur) 
WEM 
nZ(ur) — F(u) E(v) 

nZ(u?) — Z(u) I (u)’ 


unter n die Anzahl der Beobachtungen verftanven. 


«ee Z 


Beiſpiel. Man hat mit einem Heinen hydrometriſchen Flügel bei den Waffer: 
geſchwindigkeiten: 
v = 0,163; 0,205; 0,298; 0,866; 0,610 Meter 
die Umprehungszahlen pro Secunde: 
% = 0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 
beobadtet , und ſoll nun die diefem Flügel entiprechenden Eonftanten beftimmen. 
Mit Hülfe der in der Anmerkung gegebenen Formel folgt, da 
Z (u?) — 0,602 + 0,835? + 1,467? + 1,805? + 3,1422 — 16,339, 
E(v) = 0,168 + 0,205 + 0,298 + 0,366 + 0,610 —= 1,642, 
(u) = 0,60 + 0,835 + 1,467 + 1,805 + 3,142 = 7,849, 


Z(wv) = 0,60.0,163 + 0,835.0,205 + 1,467.0,298 + --- = 3,283 
und n = 5 if: 
__ 16,339 . 1,642 — 7,849. 3,283 __ 1,0603 __ 0.053 
— 5. 16,339 — 7,8492 20,09 7000 
va b.3,283 — 7,849 . 1,642 _ 3,527 _ 0,1756, 


5.16,339 — 7,8492 20,09 
daher gilt für diejes Anftrument die Formel: 
v —= 0,053 + 0,1756 u. 
Seht man hierin nad einander für % die Werthe: 
0,60; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142, 
fo folgen durch Rechnung für 9 die Werthe: 
0,158; 0,200; 0,310; 0,370; 0,605, 


alio höchftens um 12 Millimeter verjchieden von den wahren Werthen der Ge: 
ſchwindigkeit v. 


Anmerfung 2. Man kann aud nah Zapointe daS hydrauliſche Flügelrad 
in eine cylindriſche Röhre einjegen, und fi von demfelben die Geſchwindigkeit des 
durchfließenden Waſſers angeben laffen. Der Zählapparat kann dann außerhalb 

Fig. 916 des Waſſers ftchen und mit dem Rade durd eine 
BR ftehende Welle in Verbindung gefegt werden. La⸗ 
‚pointe nennt diefes Inſtrument une tube jau- 
geur (j.Comptes rendues T.XXV, 1848; aud 
Bolytehn. Gentralblatt 1847). Fig. 916 führt 
eine ideelle Darftellung des hydrometriſchen Flügel⸗ 
rades in einer Röhre vor Augen. Das Flügelrad 
ACB jest auch bier mittels Schraube ohne Ende 
eine Welle DE in Umdrehung; die lettere ift aber 
mittels einer Stopfbüchle F' aus der Röhre RE, 
‘in welcher das zu mefjende Wafler fließt, in das 
Gehäuſe @ I des Zählapparates geführt, deſſen 
innere Einrichtung ſehr verjchieden fein fann. 
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Anmerkung 3. Im Frantttich fängt man erft feit Kurzem an, dem Kybrau- 
liſchen Blügelrade die nöthige Aufmerkfamteit zu jhenten. Wir finden eine aus: 
führlie Abhandlung über diejes Inftrument in den Annales des ponts et 
chaussdes, T. XIV, 1847, von Baumgarten, und einen Auszug hiervon im 
Bolytegnifhen Gentralblatte, 1849. Herr Baumgarten empfiehlt befonders die 
Shraubenflügel, und macht hierzu noch mande Bemerkungen, die mit den von 
uns allerdings fon längft gemachten Erfahrungen ganz im Einflange Reben. 
Ein neues ydrometrifes Flügelcad mit einer langen Schraube und ohne Räder 
beſchreibt Boileau in feinem Traits de la mesure Ües eaux courantes. 


Pitot'sche Röhre. Die übrigen Hydrometer find unvollfoinmener als 
der hydrauliſche Flügel, denn fie gewähren entweder weniger Genauigkeit, 
oder fie find umftändlicher im Gebraudie. Das einfachfte Inftrument biefer 
Art ift die Pitot'ſche Röhre. Im feiner einfachften Geftalt beftcht es in 

Fig. 917. einer gläfernen Knieröhre ABC, Fig. 917, welde 
fo ins Wafler gehalten wird, daß der untere Theil 
derfelben Horizontal und dem Waſſer entgegen zu fiehen 
tommt. Durch den Wafferftoß wird nun in diefer 
Nöhre eine Wafferfäule zurüdgehalten, die iiber das 
Niveau des äußeren Wafferfpiegels zu ſtehen kommt, 
und die Erhebung DE diefer Waflerfäule fällt um 
fo größer aus, je größer der Stoß oder die ihn er⸗ 
zeugende Geſchwindigleit des Waſſers ift; es fann 

daher auch umgelehrt diefe Erhebung oder Niveaubifferenz als Maß ber 
Geſchwindigkeit des Waffers dienen. Segen wir dieſe Erhebung DE über 
ben äußeren Wafferfpiegel — h, und die Geſchwindigleit des Waſſers — 9, 
fo fünnen wir, wenn u eine Erfahrungszahl bezeichnet, 
v 
. ET, 

fegen, und daher umgefehrt 

v—=uV2gh oder einfacher 

v=vVh 


Um die Conftante 9 zu finden, Hält man das Inftrument an einer 
Stelle ins Wafler, wo die Gejchwindigfeit vı befannt ift; zeigt fich hier die 


Erhebung — A, fo hat man für die Conſtante — vr welche num in 


h 
anderen Fällen, wo die Geſchwindigkeit mit diefem Inſtrumente geſucht 
werden foll, zu gebrauchen ift. 

Um das Ableſen der Höhe Ah zu erleichtern, läßt man das Inſtrument ans 
zwei Röhren AB und CD beftehen, und wie Fig. 918 zeigt, aus ber einen 
ein Röhrchen E in der Stromrichtung, aus der anderen aber zwei Röhrden 
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F und Fi rechtwinkelig gegen die Stromrichtung,, durch beide Röhren aber 
einen einzigen Hahn H gehen, womit man die Waflerfäulen in beiden 
Köhren abjperren kann. Zieht man das Inſtrument 
Fig. 918. 
aus dem Waller heraus, jo kann man bequem an 
einer zwiſchen beiden Röhren befindlichen Scala bie 
Differenz KL = h der beiben Wafferfäulen ablefen. 
Damit das Waffer in der Röhre keine großen Schwan- 
fungen annehme, ift es nöthig, den Röhren enge 
Einmündungen zu geben, und damit das Abiperren 
ber Röhren fchnell und ſicher vor ſich gehen könne, 
verfieht man den Hahn mit einem Arme und einer 
in der Figur größtentheils punktirten Sugftange 7 S, 
welche oben nahe an der Handhabe des Inftrumentes 
ſich endigt. 

Anmertung 1. Wenn aud die Pitot'ſche Röhre 
nicht die Genauigkeit gewährt wie das hydrometriſche Flügel⸗ 
rad, fo ift fie doch wegen ihres einfachen ®ebrauches ein 
ſehr zu empfehlendes Inftrument. Der Berfafler handelt 
im Polytegniichen Gentralblatte, 1847, etwas ſpecieller von 
diefem Inftrumente, und theilt auch dajelbft eine Reihe von 
Erfabrungszahlen und die darauf gegründete Beſtimmung 
des Eoefficienten y mit. Bei jeinem Anftrumente ift für Ge⸗ 
ſchwindigkeiten zwiſchen 0,32 und 1,24 Meter, v —3,545V h 
Meter zu feßen. 

Anmerkung 2. Duhemin empfiehlt eine Pitot’jche 
Röhre mit Schwimmer. Da diejelbe ziemlich weit fein 
muß, fo giebt fie eine nicht unbeträdhtliche Stauung, wes⸗ 
halb fie in engen Ganälen nit zu gebrauchen ift (fiehe 
Ducdemin: Recherches experim. sur leslois de la resistance des fluides). 
Boileau beſchreibt in dem oben ($. 439) citirten Werke eine neue Pitot'ſche 
Röhre mit einem Hleinen Achgefäße, wodurch die Geſchwindigkeit des fließenden 
Waſſers mittels der Waflermenge, melde das letztere über den Wafferfpiegel drüdt, 
gemeflen wird. 
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Stromquadrant. Der Stromquadrant oder das Hydrometrijche $. 520. 
Pendel ift vorzüglich, von KLimenes, Michelotti, Gerftner und Eytel- 
dig. 919. wein zum Mefien der Gefchwindigkeit fliegender 
Waffer angewendet worden. Diefes Inftrument be 
fteht aus einem in Grabe und feinere Theile ein- 
geteilten Onadranten AB, Fig. 919, und aus einer 
im Mittelpunkte C befjelben mittel8 eines Fa⸗ 
x == dens aufgehängten Metall» oder Eilfenbeinfugel K 
— von 5 bis 6 Centimeter Durchmeſſer; es giebt bie 
— Geſchwindigkeit des Waſſers durch den Winfel 4 0 
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an, um welchen der von der Kugel gefpannte Faden von der Berticalen CA 
abweicht, wenn man die Ebene des Inftrumentes in die Richtung des 
Stromes bringt, und die Kugel unter das Waffer tauchen läßt. Da der 
Winkel nicht leicht 40 und mehr Grade beträgt, jo giebt man diefem In⸗ 
ftrumente oft nur die Form eines rechtwinkeligen Dreieckes und bringt die 
Gradtheilung auf der horizontalen Kathete defielben an. Zum Einftellen 
der Inder- oder Nulllinie in die Berticale wendet 'man am beften eine oben 
aufjigende Röhrenlibelle an, oder man bedient ſich dazu der Kugel jelbfl, 
indem man diefelbe außerhalb des Wafjers hängen läßt und das Inftrument 
jo lange dreht, bis der Faden in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Bei 
Gefchwindigkeiten unter 1 Meter kann man fich einer Eifenbeinkugel, bei 
größeren Geſchwindigkeiten muß man fi) aber ſchwerer Metalltugeln be- 
dienen. Wegen der fteten Schwankungen der Kugel in der Bewegung 
richtung des Waſſers ſowohl als auch rechtwinkelig gegen die Stromrichtung 
it das Ableſen ziemlich beſchwerlich und läßt viel Unficherheit zurück; es iſt 
daher diefes Inſtrument nicht zu den vollkommneren zu zählen. 


Die Abhängigkeit zwischen dem Ablenkungswinkel und der Geſchwindigkeit 
des Waſſers läßt ſich bei einer nicht jehr tief eingetauchten Kugel auf folgende 
Weife ermitteln. Aus dem Gewichte G der Kugel und aus dem mit bem 
Quadrate der Gefchwindigkeit v und dem Querſchnitte F der Kugel gleid- 
mäßig wachſenden Waflerftoße P = uFv? folgt eine Mittelfraft Z, deren 
Richtung aud) der Faden annimmt, und welche beftimmt ift durch den Ab- 
lenkungswinkel Ö, für den man hat: 

_P_uF®e 
tang. d ⸗ 7 = G 
es ift daher auch umgekehrt: 
Gtang. 6 V& 
2 — — — — — 
v ⸗ ur und v = mV tang. 6. 
d. i.: 
v —= VVtang.o, 
wenn P einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, den man vor dem Gebraudk 
auf dem oben angegebenen Wege ($. 518) zu ermitteln hat. 


Rheometer. Die übrigen Hydrometer, als: Lorgna's Wafferhebel, 
Zimenes’ Wafferfahne, Michelotti’8 hydrauliſche Schnellmwage, 
Brünning’s Tahometer, Poletti's Rheometer u. f. w., find im 
Gebrauche umftändlicher und zum Theil auch unfiher. Das Princip ift bei 
allen diefen Inftrumenten daffelbe; diefe Inftrumente find aus einer Stoß⸗ 
fläche und einer Wage zufammengejegt, und es dient die legtere dazu, den 
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Stoß P des Waffers gegen die erftere anzugeben ; da diefer aber — u Fv? 
ift, fo Hat man umgefehrt: 


Pr 


wo » eine von der Größe der Stoßfläche F abhängige Erfahrungsconftante 
bezeichnet. 

Das Rheometer, welches in der neueren Zeit von Poletti vorgefchlagen 
wurde, und im Wefentlichen nicht von Michelotti’8 Hydrometriicher Schnell- 
wage abweicht, befteht aus einem um eine fefte Are C drehbaren Hebel AB, 
Fig. 920, und einem dazu fenfrechten Arme CD, an welchen die Stoßfläche oder, 

Fig. 920. nad) Boletti, ein bloßer Stoßftab angefchraubt wird. 
Um dem Etoße des Wafjers gegen diefe Fläche das 
Gleichgewicht zu halten, werben in die am Hebelende 
A hängende Blechbüchſe Gewichte oder Schrotlörner 
eingelegt, und um bie leere Wage im ftillftehenden 
Waſſer ins Gleichgewicht zu fegen, ift bei B ein 
Gegengewicht angefegt, welches das äußerfte Ende. des 
Arınes CB ausmacht. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßkraft P mittel$ der Hebelarme 
CA=a und CF—b, durch die Jormel Pb= Ga, 
weshalb num 


a P aG 
P=- -V2 = — — 
F Fund v vs vVG 


ift, wo % wieder eine Erfahrungsconftante bezeichnet. 

Ein nach demselben Principe conftruirtes Hydrometer, wo dem Waſſerſtoß 
durch die Kraft einer Feder das Gleichgewicht gehalten wird, beichreibt Boi⸗ 
leau in feiner Abhandlung über das Waflermefjen. 


Anmertung 1. Ueber die legteren Hydrometer wird ausführlicher gehandelt 
in Eytelwein’8 Handbuch der Mechanik fefter Körper und der Hydraulif, ferner 
in Gerftner’8 Handbud der Mechanik, Bd. IL., in Brüänning’s Abhandlung 
über die Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers, in Benturoli’3 Elementi di 
Meccanica e d’Idraulica, Vol. II. Wegen Poletti's Rheometer ift in Ding: 
ler’3 Polytechn. Journal, Bd. XX., 1826, nachzuſehen. Stevenjon’s Hydro- 
meter ift ver Woltmann’iche Flügel, |. Dingler’3 Journal, Bd. LXV., 1842. 
Die nad Art der Reactionsräder conftruirten Hydrometer und Gasuhren werden 
im folgenden Capitel abgehandelt. 


Anmerkung 2. Ein bejonders auch zum praktiſchen Gebrauche zu empfehlendes 
Merk ift die Hydrometrie oder praftiiche Anleitung zum Waflermefien, von 
Bornemann, Freiberg 1849. Der Schrift von Boileau ift ſchon wiederholt 
gedacht worden (f. $. 439 u. |. w.). 
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Neuntes Capitel. 
Bon der Kraft und dem Widerftande der Flüffigkeiten. 


$. 522. Reaction des Wassers. Der Gefammtdrud des in einem Gefüge 

ſtillſtehenden Waſſers reducirt ſich nad) $. 389 auf eine dem Gerichte diefer 

Waffermafie gleiche Verticalkraft; wenn aber das Gefäß AF, Fig. 921, 

Fig. 921. eine Deffnung F hat, durch welde 

das Waffer ausflieen kann, fo erlei⸗ 

det diefe Kraft eine Veränderung, und 

zwar nicht allein, weil in Fein Theil 

ber Gefäßwand ausfällt, fondern and) 

deshalb, weil das der Mündung zu 

fliegende Waffer wie jeder andere 

Körper, der feinen Bewegungszuftand 

ändert, vermöge feiner Trägheit rea⸗ 

gie. Da die Aenderung in dem 

Bewegungszuſtande eines Körpers 

ſowohl auf die Geſchwindigleit wie 

auf die Richtung der Bewegung fid; erftreden ann, fo Tann auch die Res 

action des außfließenden Waſſers ebenfowohl aus einer Beſchleunigung wie 

aus einer Richtungsänderung des der Mündung zuftrömenden Waſſers 

hervorgehen. 

Auf folgendem Wege gelangt man zur Kenutniß der vollftändigen Re 
action de ausfliegenden Waſſers. 

Es fei c die Geſchwindigkeit des durch die Mündung F fließenden Waffers, 

€, die relative Geſchwindigkeit des Waſſers an der Oberfläche bei A, @ der 

Inhalt diefer Fläche und à die Drudhöhe AD in der Ausmündung. Dann 


haben wir: 
Ci [n 
at 
und das Ausflußquantum: 
Q=Fe= Gau. 


Denfen wir das Gefäß AF, Fig. 921, mit einer Geſchwindigkeit 0 
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horizontal fortgehend, jo müſſen wir für die abjolute Gefchwinbigfeit cz 
des eintretenden Waſſers: 
g=ed+ov, 
ımd bei dem Neigungswinfel EZFc —= « der Strahlare gegen den Horizont 
für die abfolırte Geſchwindigkeit w des austretenden Strahles: 
w —= c? + v? — 2c7V .c08.% jeben. 
Nun ift das Arbeitsvermögen des Waſſers vor dem Ausflufie: 
. 2 
n= (+4) =(4@ + 2)0r, 
dagegen das Arbeitsvermögen defjelben nad) * Ausfluſſe: 
— 02 + v2 — 2cvcos.a 
daher folgt das dem Waſſer entzogene und auf das Gefäß übertragene Ar- 
beitöquantum: 


( 


c? — c 2 cv cos. & 
L=h— m = Fr 40) Qn, 
R 29 
oder, a 33 h ft: 
cv 008.& 
L=— 97; 


und hiernach die horizontale Komponente ber Reaction des Waſſers 


L C cos. 
Setzt man hierin = Fe und aus 


tz, 68 
ee h 
J 


2 
Fey 2 J cos. —= 2F'y cos. ———— 





ben Werth: 


fo erhält man: 
c cos. & 
H = — 


= 


Iſt F Klein gegen G, fo folgt: 
H=2hFy cos. « 
und bei einem horizontal gerichteten Etrahle (Fig. 922): 
H=2hrFy. 

Es ift aljo die Reaction eines horizontalen Strahles gleid 
bem Gewichte einer Wafjerfäule, welde den Querſchnitt des 
Strahles zur Basis und die doppelte Geſchwindigkeitshöhe (2 %) 
zur Länge hat. 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 73 
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Anmerkung. Ein Engländer, Peter Emart, hat in der neueren Zeit die 
Nichtigkeit diefes Gejeges durch Verſuche zu beftätigen geſucht (j. Memoirs of the 
Manchester Philosophical Society, Vol. II., oder den „Ingenieur, Zeitfrift 
für das gefammte Ingenieurweien“, Bd. I.). Hierbei wurde das Gefäß HRF, 

Big. 922. Fig. 922, an eine horizontale Are C gehan- 
gen, und die Reaction durch eine Wintelpebel: 
wage ADB gemefien, auf welde das Gdif 
mittels eines horizontalen Stabes GA mirtte, 
der fi genau der Mündung F' gegenüber, ır 
das Gefäß anftemmte. Beim Ausflufe durh 
eine Mündung in der dünnen Wand ergab fig: 

—* 
P=11.5, Fr. 
Sest man den Strahlquerſchnitt 
F=06.F 
und die effective Ausfiußgeſchwindigkeit 
= 0%v 
(1. $. 432), fo erhält man nad} der thenteli 
, gen Formel: j 
P=2. br} -Fy=2.098 .084- 5 Fy= 1182, Fy, 
alfo ziemlich dafjelbe, was die Verſuche gegeben haben. Bei einer nad) dem con 
trahirten Wafferftrahle geformten Mündung wurte P = 1,73 ern der Ans: 
fluß⸗ oder Geſchwindigkeitscoefficient aber — 0,94 gefunden. Da hier F=F 
und v = 0,94 v ift, fo hat man theoretiſch: 
— —A vu 
P=2.094 29 Fy=11. Pr 
aljo wieder eine gute Uebereinftimmung. 
Denft man fih das Ausflußgefäß AF, Fig. 923, mit einer Gefdjwinbig- 
feit v vertical aufwärts bewegt, jo Hat man für die abfolute Geſchwin 
Fig. 923. digkeit des eintretenden Waflers: 
v a=v—a 
und dagegen fir die des außfliegenden, 
bei der im vorigen Paragraphen ge 
brauchten Bezeichnung: 
w =? + 0? — 2cr.cos.(90°—a) 
=c! + Vl—2cvsin.a. 
Es ift hiernach das ganze Per 
ſtungsvermögen der Waflermenge Q 
pr. Secunde: 


1 (za) 
dagegen baß bes abfliegenden Waſſers: 
L= &@ +0? — 2cosin.a 


— er 
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und folglich die mechaniſche Arbeit, welche das Wafler dem Gefäße mit- 
getheilt hat: 


ce! — 2a — c! 2 cv sin.a 
I=L-L= nn +h) 07, 


ec? 
oder, net _ ip 


29 29 
L- (c a ci) v ) 
und die entſprechende Verticalkraft: 
7 rl); Q9Y 


— (sin u — 2) —Fy= (sin.c 2) .2ahFy. 
Iſt die Ausflugmündung Hein gegen die Oberfläche GC, jo hat man 
r_ O und daher die verticale Componente der Reaction: 


G 
V’=2hFysin.o. 
Nad) dem vorigen Paragraphen hat man aber die horizontale Componente 
diefer Kraft: 
H=2hFYy.cos.o, 
daher ift die vollftändige Reaction des Waſſers: 
R=Vr+ H—2hry, 
und die Richtung derfelben der Bewegung des außfliegenden Waflers genau 
entgegengefeßt. 
St FG, fließt z. B. das Waffer durch eine überall gleichweite 
Röhre, jo hat man G — 1 und daher: 
V= (in. —1).2kFy=— (1 — sin.o)..2hFy; 
dann wirkt alfo 9 nicht nach oben, fondern nad) unten. 
Gig. 924. Für & = — 90°, d. i. wenn die Röhre einen 
A B Halbkreis bildet, hat man 


HA=0un P=R=-(1 + 5)2RFr 


welcher legtere Werth für F— @ lbergeht in: 
V=R=-—4hFy. 
Iſt « — + 90°, hat man es aljo mit dem Aus» 
fluſſe, Fig. 924, zu thun, fo ift: 


H=0 m V=R=(1- 2hFy, 


F 
@ 
75* 
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folglich für Z — 0: 


V=R=2hF v. 
Um dieſe Kraft wird das ganze Gewicht des im Ausflußapparate befind⸗ 
lichen Waſſers vermindert, wenn das letztere zum Ausfluffe gelangt. 


Stoss und Widerstand des Wassers. Das Waller oder eine an- 
dere Flitffigfeit übt gegen einen feften Körper einen Stoß aus, wenn ſie 
mit diefem zufammentrifft und dadurch in ihrem Berwegungszuftande ver: 
ändert wird. Bon dem Stoße ift der Widerftand, welchen das Wafler 
der Bervegung eines Körper entgegenfegt, nicht wefentlich verfchieden. Maz 
unterfcheidet zunäcjft von einander: 1) den Stoß ifolirter Waffer: 
ftrahlen, 2) den Stoß im begrenzten Waffer. oder Gerinne, m 
3) den Stoß im unbegrenzten Waffer. Ein Stoß der erften An 
findet ftatt, wenn fi) dem aus einem Gefäße ausfliegenden Waſſerſtrahle 
ein Körper, z. B. die Schaufel eines oberſchlächtigen Wafferrades entgegenftellt; 
ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn das Waſſer in einem Canale oder 
Gerinne gegen einen, den Querjchnitt des legteren ganz ausfüllenden Körper, 
3. B. gegen die Schaufel eines unterjchlächtigen Wafferrades trifft; die dritte 
Art kommt endlich vor, wenn ein fließendes Wafler gegen einen in daſſelbe 
eingetauchten Körper trifft, deilen Querfchnitt nur ein fehr Heiner Theil if 
vom Querjchnitte des Waſſerſtromes, wie z. B. wenn es gegen die Schaufen 
eines Schiffntühlenrades ftößt. 

Uebrigens ift zu unterſcheiden, der Wafferftoß gegen ruhende und be 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen frumme Flächen m 
der gegen ebene Flächen, und bei legterem wieder, der ſenkrechte um 
der ſchiefe Stoß. 

Wir betrachten gleich einen allgemeineren Fall, nämlic, den Stoß einet 

Fig. 925. iſolirten Strahles gegen eine Rota⸗ 
tionsfläcdhe, welche fih in ihrer 
eigenen, mit ber Bewegungsrichtung 
des Strahles zufammenfallenden Ar 
bewegt. | 


Stoss isolirter Strahlen. Et 
jet BAB, Fig. 925, eine Rota- 
tionsflädhe, AP ihre Are und FA 
ein in ber Richtung diefer Are am 
treffender Waſſerſtrahl; fegen wir bie 
Geſchwindigkeit des Waſſers — 6 
die der Fläche — v und den Winkel 
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BT P, welden bie Tangente DT am Ende B der Erzeugungscurve oder 
jeder die Fläche verlaffende Waflerfaden BD mit der Arenrichtung BE 
einjchließt, — &, nehmen wir endlid) noch an, daß das Waffer beim Hin⸗ 
laufen an der Fläche durch Reibung an lebendiger Kraft nichts verliere. 
Das Waſſer trifft die Fläche mit der relativen Gejcdhwindigfeit ce — v und 
geht daher auch mit diefer an der Fläche Hin, entfernt ſich alfo auch mit 
derjelben in den Tangentialrichtungen TB, TB u. f. w. von der Fläche. 
Aus der Tangentialgefchwindigkeit BD — c — v und der Arxengeſchwindig⸗ 
feit BE — v ergiebt fi) aber die abjolute Geſchwindigkeit 2 C — cı des 
Waſſers nad) dem Zujammenftoge mit der Fläche durch die befannte Formel: 


cs =Vl(e — v2 + 2 (e— v)vcos.a + v2. 


Nun Tann aber ein Waflerquantun Q durd, feine lebendige Kraft die 

2 
mechaniſche Arbeit 5 - Qy verrichten, wenn es hierbei feine Geſchwindigkeit 
c vollfommen zufegt; es ift demnad) auch das im Waſſer zuriidbleibende 








Arbeitsvermögen — ai - Qy, folglich die auf die Fläche übertragene Arbeit: 
Pr=; 9-0 =Fä .Qy 
— ſe — (ce — v)? — — ı) o c08. — v2] 0% 
— 2cv — 2v? — — v) v cos. Oybi: 
Pv=(1l — cos. 0) ——— 97; 
und die Kraft oder der Wafferftoß in der Arenrihtung: 
P=(1— c0s.a) - 7 - Q9Y. 
Geht die Fläche dem Waſſer mit der Gefchwindigfeit v entgegen, fo 
hat man: 
P=(— cos. 0) © - 07, 


und ift diefelbe ohne Bewegung, aljo v — 0, fo ftellt ſich der Stoß oder 
hydrauliſche Arendrud . 


P=(1 — cos.e) r Qy 


heraus. 

Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derfelben Waſſermaſſe 
unter übrigens gleichen Umftänden der relativen Geſchwindig— 
feit c Tv des Wajjers proportional ift. 


1158 Siebenter Abſchnitt. Neuntes Capitel. [8- 5%. 


Aus dem Inhalte F des Querſchnittes vom Waſſerſtrahle folgt das zum 
Stoße gelangende Waflerquantum Q = F (ce F v); daher: 


PS (1 an. CE pr, 


und flro—0: 


$. 526. 


c* 
PSG - cn.) Fr. 


Bei gleihem Querſchnitte des Strahles wächſt alfo hiernach 
der Stoß gegen eine ruhende Fläche wie das Quadrat der Ge 
ſchwindigkeit des Waſſers. 

Stoss gegen ebene Flächen. Der Stoß eines und deſſelben Waller: 
ſtrahles hängt vorzüglich von dem Winkel © ab, unter weldem das Waſſer 
nad) dem Stoße ſich von der Are entfernt; er ift Null, wenn dieſer BWinfel 
— Null ift, und dagegen ein Marimum, nämlich, 





Pan =2 2 qn 


wenn diefer Winkel 180°, alfo deſſen Coſinus — — 1 ausfällt, wo dat 
Fig. 926. Fig. 927. Waffer, wie Fig. 926 repräfentirt, 
in bei emtgegengefegten Richtung die 
Flache verläßt, in welcher es dieſelbe 
trifft. Ueberhaupt ift derſelbe bi 
= P concaven Flächen größer als bi 
converen, weil dort der Winkl 
ftumpf, alfo der Cofinus negatin 

ausfällt. 
Am Häufigften ift bie Fläche, wie Fig. 927 vorſtellt, eben, und daher 

a = 90°, alſo cos.« — 0 und ber Stoß 


P= = 97; 
bei einer ruhenden Fläche: 


P=lp=®ry=2:- 2 my—arı 
r — — 


Der Normalſtoß des Waſſers gegengeine ebene Fläche if alſo 
gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche zur Baſis den | 
Querſchnitt F des Strahles und zur Höhe die zweifache Ger 

FR fi * ea 
ſchwindigkeitsh öhe (n =2:- 5) hat. 


Die hierüber angeftellten Berfuche von Michelotti, Bince, Langsdorf, | 
Boffut, Morofi und Bidone haben ziemlid, zu dem nämlichen Ergebnifit 


8. 526.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1159 


geführt, wenn der Ouerfchnitt ber geftoßenen Fläche mindeftens 6mal fo 
groß war, als der des Strahles, und wenn diefe Fläche wenigftens zweimal 

Big. 928. fo weit von der Ebene der Ausfluß- 
mündung abftand, als die Strahldide 
maß. Der Apparat, welcher hierbei 
in Anwendung gelommen ift, beitand, 
ähnlich wie Poletti's Rheomieter 
($. 521), in einem Hebel, welcher 
auf der einen Seite den Waflerftoß 
aufnahm, dem durch Gewichte auf 
der anderen Seite das Gleichgewicht 
gehalten wurde. Das Inſtrument, 
welches Bidone angewendet hat, ift 
in Fig. 928 abgebildet. BC ift die vom Strahle FA geftoßene Fläche, 
G die Wagſchale zur Aufnahme von Gewichten, ferner D die Drehungsare 
und K und L find Gegengewichte. 


Anmerkung. Die ausführliäften Verſuche über den Waflerftoß find von 
Bidone S. Memoire de la Reale Accademia delle Scienze di Torino. 
T. XL. 1838. Sie wurden bei einer Geſchwindigkeit von mindeftens 27 Fuß 
und an Meifingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmeſſer angeftellt.e Im Allgemeinen 
fand Bidone den Normalftoß gegen eine ebene Fläche etwas größer als 2 F'hy, 
doc ift diefe Abweichung wohl einer Vergrößerung des Hebelarmes beizumefien, 
welche durch das zurüdfallende Wafler erzeugt wurde. ©. Duchemin: Recher- 
ches experimentales sur les lois de la resistance des fluides (ins Deutſche 
überjegt von Schnuſe). Wenn die geftoßene Flähe der Mündung ganz nahe 
war, jo fiel bei Bidone P nur 1,5 Fhy aus. Wenn ferner die Fläche mit 
dem Strahle gleiden Querſchnitt hat, in melden: Yalle das Wafler nur um einen 
ipigen Winfel « abgelentt wird, jo ift nad du Buat und Langsdorf, P nur 
— Fhy. Endlich hat fi) aud bei Bidone und Anderen ergeben, daß der Stoß 
im erften Augenblide beinahe noch einmal jo groß ift, als der permanente Stoß. 
Vergleichende Berfucdhe iiber den Stoß und die Reaction des Waflers mit Hülfe 
eines Reactionsrades find von dem Berfaffer angeftellt worden, fiehe deſſen 
„Srperimentalhydraulit”, ſowie den „Eivilingenieur” Bd. I. 1854. 

Durch neuere Verſuche über den Stoß ifolirter Qufts und Waflerftrahlen (fiehe 
„Eivilingenieur“, Bd. VII. Heft 5, und Bd. VIII. Heft +) Hat der Verfaſſer ge- 
funden, daß der effective Stoß eines iſolirten Luft- oder Wafferftrahles gegen eine 


normale Ebene 92 bis 96 Procent der theoretiihen Kraft P = "ey, daß 


dagegen ber Stoß eines folden Strahles gegen eine hohle Rotationsfläche, welche 
die Richtung des aufichlagenden Strahlee um d — 134 Grad abändert, nur zu 


83 bis 88 Procent der theoretiihen Kraft P = c (l — cos.) * ausfällt. 





8. 527. 
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Maximalarbeit des Stosses. Die mehanifde Arbeit 


Pv = (1 — cos.a) —— ee — —* 97 


des Stoßes hängt vorzliglic, von der Seicninbigfit v der geftoßenen Flüche 
ab; fie ift 3. B. Null, nit nur fir vo —= c, fondern aud) für v — 0; 8 
muß daher zwifchen c und O auch eine Geſchwindigkeit geben, bei welcher die 
Arbeit des Stoßes ein Marimum if. Offenbar kommt es hierbei mm 
darauf an, daß (c — v)v zu einem foldyen wird. Sehen wir c als den 
halben Umfang eines Rechteckes und v als die Grundlinie deſſelben an, fo 
haben wir fir deflen Höhe = c — v und für deilen Inhalt = (c — 6) 6; 
nun bat aber unter allen Rechteden das Quadrat bei gegebenem Umfang 
2 c den größten Inhalt, e8 ift daher aud) (c — v) v ein Marimum, wenz 


ec—-v=vdiv =; gemacht wird*), und wir erhalten fo den 


Marimalwerth der Arbeit des Wafferftoßes, wenn bie Fläche mit 
der halben Geſchwindigkeit des Waffers ausweidht, und zwar: 


2 
Pv=(1 — cos.a) · 1 - 5 -Qr=(l— cos. c). 2 Qhr 


Iſt nun & = 180°, wird alſo die Bewegung des Waſſers durch den 
Anſtoß die entgegengejegte, fo Hat man allerdings die Arbeit 
=2.1,Qhy= (hy; 
ift aber & — 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo ftellt ſich 
diefe Arbeit nur 1/, Qhy heraus, es wird alfo im legteren Falle von der 
ganzen di8poniblen oder der lebendigen Kraft des Waſſers entſprechenden 
Arbeit nur die Hälfte gewonnen oder auf die Fläche übertragen. 


Beijpiele. 1) Wenn ein Waſſerſtrahl von 0,03 Quadratmeter Querjänitt 
eine Waflermenge von O,1 Cubitmeter pro Secunde liefert und gegen eine eben 
Fläde normal ſtößt, welde mit 2 Meter Gejchwindigleit ausweidht, jo iR bie 
Stoßkraft: 


0 





1 ⸗ 
86 03 — 2) 9,81 0,1. 1000 = 13,59 Kilogramm, 


und die auf die * übertragene Arbeit: 
Pv = 13,59 . 2 = 27,18 Meterkilogramm. 
Die marimale Leiftung wird bei einer Geſchwindigkeit = — = 1,67 Mdea 
zu erwarten fein, und zwar: 


3 
L= 1 25 Qy = 0,5 . 3,33% . 0,051 ..0,1.1000 = 28,28 Wetertilogramm: 


*) Die Differenzialrechnung giebt einfacher da8 Marimum von Po durd: 


lc —v)v _ nm _e 
gr =c 2v=(0; Berv=z 


| 


8. 528.] Don der Kraft und dem Widerftande zc. 1161 
der entiprechende Stoß oder hydrauliſche Drud beträgt: 


28,28 _ 
P= 17 7 16,93 Kilogramm. 


2) Wenn ein Strahl F'A, Fig. 929, von 0,04 Quadratmeter Querſchnitt und 

Fig. 929. 12 Meter Geſchwindigkeit gegen einen unbeweglichen 

Kegel von dem Eonvergenzwintel BAB = 100° 

ſtößt, jo ift der bydrauliide Drud in der Richtung 
des Zee 

= (1 — cos. 7 Qy 

— (1 — 208.509) 12. 0,102.0,04. 12.1000 

= 209,86 Kilogramm. 

Stoss des begrenzten und unbegrenzten Wassers. Bejegt man $. 528. 

den Umfang einer ebenen Fläche BB, Fig. 930, mit Leiſten BD, BD, 

Fig. 930. welche über der vom Waffer getroffenen Seite hervor- 
ragen, jo wird das Waller, ähnlich wie bei concaven 
Flächen, um einen ftumpfen Winfel von feiner an- 
fänglichen Richtung abgelenkt, und es fällt daher der 
Stoß größer aus, als bei der einfachen ebenen Fläche. 
Die Wirfung diefes Stoßes hängt vorzüglid, von der 
Höhe der Einfaffung und von dem Querſchnittsver⸗ 
hältniffe zwilchen dem Strahle uAb dem eingefaßten Theile ab. Bei einem 
Berfuche, wo der Strahl 1 Zoll Dide, die cylindrifche Einfaſſung aber 
3 Zoll Weite und 31/, Linien Höhe hatte, floß das Waffer beinahe in um⸗ 
geehrter Richtung, und es vg der Stoß: 


3,93 >— „Fr: 











in jedem anderen alle war * raft eine kleinere. Wegen der Reibung 
des Waffers an der Fläche und Einfaffung ift der theoretiiche Marimalwerth 


3 
4 5 F'y nie ganz zu erreichen. 


Bei dem Stoße des begrenzten Waſſers FAB, Fig. 931, findet 
Fig. 91. zwar aud) eine Einfaffung ftatt, e8 nimmt 
? aber diefe Einfaſſung nur einen Theil des 
Umfanges ein, und erſtreckt ſich dagegen 
auf die geſtoßene Fläche und den Waſſer⸗ 
ſtrahl zugleich. Das ſtoßende Waſſer 
nimmt die Richtung nad dem unein⸗ 
gefaßten Theile des Umfanges hinein, 
wird alfo hier um den Rechtwinkel abgelenkt, weshalb Hier auch die oben 
gefundene Formel für den Motten Strahl 


p—! !gy=| 











cF 
7 Y 
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ihre Giltigkeit hat. Weicht die Fläche BB, Fig. 927, gegen weldye ber 

Waſſerſtrahl normal anftößt, mit der Geſchwindigkeit v in einer Richtung 

aus, welche um den Winkel ö von der uriprünglichen Richtung des Strabhles 

abweicht, fo ift die Gefchwindigfeit ber Fläche in der Richtung des Stoßes 
% = vcos.b, 

daher die Stoßfraft 


__0e— vco8.Ö 


pP Qy 


9 
und die Leiſtung derſelben pro Secunde: 


— Öö . 
L— Pu _( v cos. Ö) v cos. Ö 97. 


| 9 
Dieſe Formel findet vorzüglich ihre Anwendung beim Stoße eines unbe— 
grenzten Stromes, wo 
Q=F(e —v cos. 6) 
zu fegen ift, jo daß 
__(e — v.008.6)? 
9 


pP Fy ausfällt. 


8.529. Schiefer Stoss. Bei dem ſchiefen Stoße gegen ebene Flächen mil. 
fen wir unterſcheiden, ob das Wafler nur nad; einer oder nach zwei oder 
nad) allen Richtungen in der Ebene abfließt. Iſt wie beim Etoße des ber 
grenzten Waſſers die Fläche AB, Fig. 932, von drei Seiten eingefaßt, je 
daß es nur nad) einer Ridytung abftrömen kann, fo hat man den hydraulischen 
Trud des Waffers gegen die Fläche in der Richtung des Strahles: 


—V® 
QyY- 


P=(1 — cos. & 
( ) 7 





Fig. 932. Fig. 933. 





Iſt aber die geftoßene Ebene BC, Fig. 933, nur auf zwei gegenüber 
liegenden Seiten eingefaßt, fo theilt fi) der Strahl in zwei ungleiche Theile, 
der größere Theil 9, nimmt die Kleinere Ablenkung & und der fleinere Theil 
Q, die größere Ablenkung — 180 — & an, es ift daher der Geſammtſtoß 
in der Richtung des Strahles: 


CC — 
P= 1 — cos.a) - 
( cos. €) — 


C — 


07 





"Ar +(l+ o.e)- 





8. 529.) Bon der Kraft und dem Widerftande ıc. - 1163 


— — [(1 — cos.) Qi + (1 + cos.a) GS] }. 
Nun fordert aber das Gleichgewicht der beiden Strahltheile, daß die Drücke 
ei? (1 — cos.) Q,y7 und — (1 + cos. c) Q,Y 
zwifchen denfelben einander gleich) feien, e8 ift daher auch: 
(1 — c0s.0) Q, = (1 + cos.«) Q,, 
oder da Qı + & = Q, 
(1 — cos. ) Q = (1 + cos.) (Q — Qı) d. i.: 


q — 1 —— gun Q, — 1 er: Q 
zu fegen, jo daß enblid) der gefammte Stoß in der Richtung des Strahles: 


pP=!Z2%.2(1 — con) TEE Q, 











— ! 7 ⸗ (1 — c08.02) Qy,d. i.: 


— v 





P= 
Dividirt man die Stoßleiſtung 


L=Pı—|I 





sin.a?. Qy ausfällt. 





u. 
-v sin.a?. Qy 


durch die Geſchwindigkeit Avı — vı — vsin.o, mit welder die Fläche in 
normaler Richtung ausweicht, jo erhält man den Normalftoß: 

_(e — ?)v sin. 0? _e—d, 

N= — 0y —* sin.a. OY. 


Derſelbe beſteht außer dem oben berechneten Parallelſtoße 





u. 
sin.a?. Qyı 





P—=Nsina—° — 


no) aus einem Seitenftoße. 


—® sin.a 08.0.0 = — 
sin. .07=7, 


Es wählt alfo der Normalftoß wie der Sinus, der Parallelſtoß 
wie da8 Quadrat des Sinus des Einfallwintels und der Seiten: 
ftoß wie der Sinus vom Doppelten diefes Winkels. 

Hat endlich die fchief geitogene Fläche gar feine Einfaffung, fo daß 
fid) da8 Waſſer nad) allen Richtungen auf ihr ausbreiten fann, jo fällt der 
Stoß nod) größer aus, weil unter allen Winkeln, um welche die Waflerfäden 
abgelenkt werden, gerade & der Heinfte ift, und daher jeder Faden, welcher 
fi) nicht in der Normalebene bewegt, einen größeren Drud ausübt, als der 
Faden in der Normalebene. Nehmen wir an, daß ein den Cectoren AO B 








S—Ncos.a—X - sin.2a . QY. 
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und DOE, Fig. 934, entfprechender Theil 9, um die Winkel CL OF=a 
und G106 — 180 — «, und ein anderer, den Sectoren AOE md 
Fig. 934. BOD entſprechender Theil Q; um 
GOK= GL OH— 90° abgelentt 
werde, und daß beide Theile einen 
gleichen Barallelftoß ausüben, fo fün- 

nen wir fegen: 


* pG sin! 





42 7 ar 
ferner Qı sin. a? — Q, und 
9a + 0 = 9; es folgt daher: 
A(lH+ sa.) —Q, 
und der gefammte Parallelftog: 
ev ‚2 Qysin.a® 2sin.d c—v 
g 1+sina® 1+ sin.a® — er 
Wiewohl diefe Vorausſetzung nur eine annähernd richtige ift, fo ſtimmt diefe 
Formel doch ziemlich gut mit den neueften Verſuchen von Bidone überein. 
Anmerkung. Herr Prof. Brod) findet in feiner Medanik, Seite 614, für 
den ſchiefen Wafjerftoß gegen eine Kreisflähe 
?=(5 — ) tang. a - 


N = tang.a In. cotg. 5 - 





P= 





e—v 





- Qy, und 
ev 
7 . Qr- 
$. 530. Stoss des Wassers ins Wasser. Wenn das Wajlerquantum Q 
mit einer gewiffen Geſchwindigkeit Ac — c in ein mit der Geſchwindigkeit 
Au —=v fortbewegtes Gefäß DE, Fig. 935, frömt, fo wird von dem 
j a 
Big. 985. Arbeitsvermögen Ip = SE efeen 


. * Ccẽ 

ein Theil Z, = Fr] y, welder dem Ber- 
luſte der Geſchwindigkeit cı entfpridt, 
auf die Bildung und Erhaltung des 
Wafferwirbels AB verwendet. Bezeich 
net & den Winkel v Ac, um welden die 
Richtung des Wafferftrahles von der Bes 
wegungsrichtung des Gefäßes abweicht, 
fo iſt 


d=c+4 » — 2cvo0s.a, 
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und daher die durch den Waſſerwirbel verloren gehende mechanische Arbeit 
06? + v2 — 2cv 008.% 
2 
Nun behält aber das Wafferguantum Q noch das Arbeitsvermögen Z, — 5 07 


in fih, da es die Gefchwindigfeit v des Gefäßes behält, daher folgt bie 
mecanifche Arbeit, welche auf das Gefäß übergeht, und auf die Fort⸗ 
bewegung defjelben verwendet wird: 
L=L-L-—-D 

__ €?— (ce? + v2? — 2c0c08.0) — v? _ 2cv 008.0 — 2 v? 

= = 9 

c 008.6 — v) v _ . 
und die Kraft, mit welcher das Gefäß in feiner Bewegimgerichtung durch 
das einftrömende Wafler fortgetrieben wird: 
L Ccos. — v 
p 7 9. 

Noch ift das ftoßende Waflerguantum pr. Secunde, Q = Fe, wenn F 
den Querſchnitt des Strahles bei feinem Kintritte bezeichnet, daher hat 
man aud) 

(ce cos. — v) c 


pP = Fy, 
und für den Fall, daß das Gefäß kin fteht, aljo v —= 0 ift, 
P= el — ν2 J a = 2Fhy cos. 0, 


wobei 4 die Geſchwindigkeitshöhe 7 bezeichnet. 


Die mechanische Arbeit ift ein Marimum fir 9 = Usccos.«, und zwar 
ı, €? (cos. @)? 
In= a — Qy = 1 Qhy (cos. &)?. 
Führt man den Strahl in der Bewegungsrichtung des Gefäßes ein, macht 
man aljo « —= 0, fo erhält man: 
L- (e — v)v 


m = Yı Qhy. 
Es wird baher in diefem Yale nur die Hälfte des ganzen mechanijchen 
Arbeitsvermögens Q hy des Waſſers gewonnen (vergl. $. 527). 


9 und 


Reactionsrad zu Versuchen. Zur Prüfung der vorſtehenden Theorie 8. 331. 


des Stoßes umd der Reaction des Waſſers bedient man fid) am beften eines 
Heinen Reactionsrades AAB, Fig. 936 (a. f. S.), mit verticaler Um⸗ 
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drefungsare CD (f. des Verfaſſers Erperimental-Hydraufit $. 48 u. |. m). 

Das Waifer, welches zum Umtriebe diefes Rades dient, wird oben durch zwei 

Seitencanäle E, E nahe tangential in den Behälter AA des Rades em: 

geführt, und ſtrömt unten, durd) zwei Seitenmündungen F, F in den Enden 
Fin aan 


der Schwungröhren R, R aus. Zur Erzielung eines conftanten Waſſer- 
zufluffes und einer conftanten Umtriebskraft dient der Hahn ZI in der Röhre, 
welche das Betriebswaſſer zunächft dem Behälter G zuführt, aus dem cd 
wieder durch eine Röhre KL in die Kammer AA mit den Eintrittscanälen 
E, E geleitet wird. Während de8 Ganges der Maſchine ift der Hahn H 
fo zu ftellen, daß bie Oberfläche W des Waflers im Reſervoir G immer 
von der Spige de8 Zeigers Z berlihrt wird. 


8. 532.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1167 


h Um die Reaction des ausfliegenden Waflers zu finden, befeftigt man nod) 
an der Mittelröhre B des Rades eine dünne Schnur S, welche das vom 
Rabe zu hebende Gewicht trägt und mittel8 einer Leitrolle nad) dem Rade 
geführt wird. Tas Auffchlagwaflerguantum wird in bem Refervoir, aus 
welhem das Waſſer in die Röhre mit dem Hahne fließt, dadurch gemeſſen, 
daß man den Inhalt A und die Tiefe & der Senkung des Waſſerſpiegels 
während der Verſuchszeit ausmittelt. If dann die Ausfluß- oder Beobad)- 
tungszeit — t, fo hat man das Aufſchlagwaſſerquantum pr. Secunde, 
4., 
28 

und iſt das Gefälle, d. i. die ſateech— Tiefe der Ausmündungen des Rades 
unter dem Waſſerſpiegel im Reſervoir @, — Ah, fo läßt ſich das ganze 
Arbeitsvermmögen des Auffchlagwallers pr. Secunde 

“er 


rw rt 


L=0hy — 





feßen. 


Wird nun in der Zeit t von der Maſchue das Gewicht G auf die ſenk⸗ 
rechte Höhe s gehoben, jo ift dagegen die wirklich verrichtete mechaniſche Arbeit 
des Reactionsrades: 
und es laſſen ſich beide Arbeitswerthe, von welchen der letztere ſtets der 
kleinere iſt, mit einander vergleichen. 


Theorie des Reactionsrades. Das ganze Gefälle h eines ſolchen 8. 532. 
Waſſerrades befteht aus der Höhe Ar, vom Waflerfpiegel bis an die Eintritts- 
ftelle E_ gemefjen und aus der Höhe h,, von dem letzteren Punkte aus bis 
zu den Ausflugöffnungen des Rades gerechnet. Aus A, beſtimmt fich die 
Eintrittsgefchwindigfeit c, des Waſſers durch die Formel cı = V 2ghn, 
und aus A, läßt fid) die relative Ausflußgejchwindigkeit des Waſſers beim 
Austritte aus dem Rade .. 8. 329 mittel der Formel 


—)} 2 9 ha + ve — v 
berechnen, wenn bie Umbrehungsgefehinbigeiten v, und v des Nades an 
der Ein» und an der Austrittöftelle befannt find. Da die als Umdrehunge- 
, kraft dienende Reaction des Waſſers der Ausflußgefchwindigkeit entgegen- 
| gejegt wirkt, fo ift die abfolute Gefchwindigfeit des Waſſers, beim Austritt 
aus dem ade: | 





v—_c—v 
und deren Quadrat: 
w? = c? — 2cv + v? = 2gh, — 2cv + 2v? — vs, 
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folglich ‚da8 mechanifche Arbeitsvermögen des fortfliegenden Waſſers: 
_ wi _k—-v)ev 5) 
L.=0r = 97 (m 773) 

Das mit der relativen Gefchwindigfeitee, —= c, — vı in das Rad einftrömende 
Wafler verliert außerdem durd) den Stoß (nad) $. 463) das Arbeitövermögen 
— 2 

L= 9a” = gr(m 4 29 
folglich geht von dem ganzen Arbeitsverniögen bes Waflers auf das Rad - 
Qhy=Qlı +h)y 

nur die mechanifche Arbeit: 


L=9&-h—n) 407 (SI + 2) über 
Um eine möglichft große Arbeit des Nades zu "erlangen, muß w — Null, 
aljo v — c, und ebenfo w, — Null, alfo v, = cı fein, wonad) dann 


2 
7 — ha, der vy —= V 2gh,, fowie 


2 
27 — h, oder vi — V2gh, folgt. 


Es ift alfo in diefem Falle hı = hr = 1/,h, und die entſprechende 
ee der Maſchine: 


C ® v2 
— Qy-- 7-9, =20hr= Ohr, 


d. i. ei de dem ganzen Krbeitsvermögen des Waflers. 
Bezeichnet 7, den Abſtand des Eintrittspunktes und r den mittleren Ab⸗ 
ftand der Ausflugöffniingen des Rades von der Are defielben, jo hat man 
% yı rı 
<= —bdhrvy = —v 
v r r 


und die Radleiftung überhaupt 
— — . 
L=9r(. 424)35 
fo daß num die Umdrehungskraft, im Abſtande r gemeſſen: 


—t_% r 
P=.- 9 (e—» +) folgt 


Wenn die Laft oder das angehangene Gewicht G am Hebelarme a wirt, 
welcher 3. 3. im abgebildeten Apparate fehr nahe dem Halbmeſſer ber Mittel: 
röhre B gleich ift, fo hat man Ga — Pr und daher das anzuhängende 
und während ber Umdrehung bes Rades emporzuhebende Gewicht: 

= r=- Hk Hr+tanl 
alſo frc=rmdca—=m, 


8. 532.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1169 
gr er 


GG = ga nn. 
Bezeichnet F' den Inhalt "er Aucfluſt iadungen, ſowie Fy den der Ein- 
trittsöffnungen des Rades zufammengenommen, jo ift 
Q@=Fc= Fe, und daher 
Q Q 
F,=-= , jowie 
n cı ' 2 9 hı 


Boa 8 nV Em 
C V 2ghs + v2 — vo 2gh; +0 —v 


yurv—=cwn =c, mh — / iſt, hat man Q—=Fv, 
daher: 





P= ee —= Fhy, 


dagegen fr » —= 0, it Q —= FYV 2gh,, daher 
— Fcy 71 
—— ( 77 c) 


Führt man nod) das Waſſer jehr langſam ins Rad ein, fo läßt fi c, — 0, 
fowie Aı — 0 fegen, und es folgt im Iegteren Falle die Reactionskraft: 
— Fcy __2Fcy _ — 
pP 7 e—— —=2Fky=—=2Fhy, 
wie jchon oben gefunden worden ift. 

Da wir bei den vorftehenden Entwidelungen von den Nebenhinderniffen 
abgeſehen haben, jo geben die Verſuche an der abgebildeten Maſchine nicht 
genau die gefundenen, fondern um einige Procent Fleinere Kraftwerthe. 
Uebrigens ftehen die Ergebnifje der Berfuche an einem foldhen Rade bei forg- 
fältiger Ausführung um beften Einklange mit der im Borftehenden entwidelten 
Theorie. 

Um biefe Mafdjine zur Prüfung der Theorie des Waſſerſtoßes zu 
verwenden, befeftigt man Stoßplatten, O, O, Feine Gefäße u. |. w. jo an 
den Schwungröhren des Rades, daß biejelben den Stoß des ausfließenden 
Waflers aufnehmen können. Es ift dann die Umdrehungsfraft gleich der 
Differenz zwifchen der Reaction des Waſſers im Rade und der Stoßfraft 
befielben außerhalb des Rades. Ganz der Theorie entfprechend bleibt dann 
das Rad ftehen, wenn das ausftrömende Waſſer winkelrecht gegen ebene 
Stoßplatten oder in mit Waſſer angefüllte Gefäße ftrömt; e8 behält dagegen 
noch eine Umdrehungsbewegung in der Richtung der Keaclion, wenn es fchief 
gegen ebene Stoßplatten oder gerade gegen convere Stoßplatten ftößt, und 
es dreht fich dagegen in der Richtung des außsfliegenden Waſſers um, wenn 
dafjelbe von concaven Stoßplatten aufgefangen wird. 

Weisbach's Lehrbuch der Mehanit. L 74 


.‘ 





$. 533. 


1170 Siebenter Abſchnitt. Neuntes Capitel. [S- 533. 


Wassermesser. In neuerer Zeit bedient man fid) auch zum Meijen 
des fließenden Waffers der Waffermeffer, welde durch die Reactionstrait 
des ausfließenden Waſſers in Bewegung gefegt werden und im Wefentlichen 
die Einrichtung eines Reactionsrades oder einer Turbine Haben. Cine ideelle 
Darftellung eines folhen Waſſermeſſers führt Fig. 937 im Durchſchnitt vor 

Big. 937. Augen. Tas zu meſſende 

Waſſer fließt durd eine 

D Röhre A in das Immer 

des Rades BB und ge 

langt dur vier Canäle 

CB, CB... am äußern 

Umfang defielben zum Ane- 

fluß in das Gehäufe DE, 

aus welchem es mittels einer 

Röhre EF weiter geführt 

wird. Die Welle WW dieies 

Rades trägt einen Zeiger 

Z, oder vielmehr einen 

ganzen Zeigermechanisnme, 

welcher die Umdrehungszahl des Rades und dadurch aud das derfelben 

proportionale Quantum des durchgefloſſenen Waſſers zur jeder Zeit angiebt. 

Bezeichnet A den durch die Höhe einer Waflerfäule gemeſſenen Drudtveriuft 

beim Durcgange durch da8 Rad, ferner Q das durchfließende Waſſer⸗ 

quantum pr. Secunde, c die Ausfluß- und v die in umgefehrter Richtung 

erfolgende Radgeſchwindigkeit am Umfange, fo hat man c? — v2 — 2gh 
und die Peiftung des Rades: 

2=EI2 gra.son. 
Iſt R der auf den Umfang redueirte Widerftand des Rades, in Folge 


feiner Agenreibung u. f. w., fo fann man Z = Rev fegen, und erhält die 
Formel ” 





R= 7 (72 
oder, wenn noch F die Summe der Inhalte fänmtliher Ausmündungen 
bezeichnet, fo daß @ = Fe, br c— % gie werden kann, 


Rr=(2-) Zion 


Wäre R Nul, oder wenigſtens ſehr Mein, fo ließe ſich v — g ſeden, 


8. 533.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1171 


alfo annehmen, daß die Umdrehungsgeſchwindigkeit v der Waflermenge Q 
proportional wäre, was allerdings auch zu fordern ift. Wenn dagegen 
R= vv wäre, alfo der Widerftand des Rades mit v gleihmäßig zunähnte, 
fo würde 


v+ “= v — alſo 
= — annähernd — 5 2G-% zu fegen fein. 
64) 


Wenn alſo der Widerſtand R des Rades nicht ſehr Hein iſt, fo nimmt 
das Inftrument eine Meinere Umdrehungsgeſchwindigkeit an, als wenn derfelbe 
Null oder wenigftens unbeträchtlich ift, und es giebt dann and das In- 
ſtrument ein zu Meines Wafferquantum an. 

Um den Einfluß des Widerftandes R wenigftens annähernd zu beftunmen, 
bezeichne co die größte Ausflußgeſchwindigkeit, welche das Waſſer annehmen 
fann, ohne daß das Rad ſich in Bewegung fegt, für melde alſo v noch 
gleich O ift, jo hat man, unter Co = F%y bie dieſer Ausflußgefchtwindigfeit 
entſprechende Waffermenge verftanden: 





o—0 gR 
R= der = I. 
or oder co %r 
Es läßt fid) dann wenigftend annähernd v — c — c., fowie 
F 
9=Fet)=’g +R=uut+G 





jegen, wenn r den Rabhalbmefjer, « die Umdrehungszahl des Rades und a 
einen durch Berfuche zu beftimmenden Coefficienten bezeichnet. 
An meiften haben in der neueften Zeit die Waſſermeſſer diefer Art von 
Siemens Anwendung gefunden, wovon Fig. 938 ben Haupttheil im Durch⸗ 
. Fig. 938. 


74* 
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ſchnitt darſtellt. Das aus A zufließende Waſſer tritt durd) die Röhre BB 
in das Rad CC und wird von da durch die Schwungröhren DD in das 
Gehäufe EE gefiihrt, aus dem es die Röhre F weiter leitet. Die Welle W 
des Rades ift oben durch eine Stopfbuchſe geführt und fegt mit ihrem 
fchraubenförmigen Ende den Zählapparat in Bewegung. Die Flügel &, & 
auf dem Rade follen durch den Widerftand, welden fie im Waffer erleiden, 
zum Neguliven der Umbdrehungsbewegung des Rades beitragen. 

Man kann auch das Neactionsrad fo einrichten, daß es bei jeder Um- 
drehung eine beftimmte Waffermenge durchführt. In diefer Abjicht 
taucht man das Rad BAB, Fig. 939, nur zum Theil ins Waſſer, fo daß 

Fig. 939. ſich bei Umdrehung deſſelben die Röhren 
oder Spiralgänge abwechſelnd mit Luft 
und Wafler filllen. Das Waſſer wird 
aud) hier durch eine Röhre ins Innere 
des Rades und von da durch die Spiral⸗ 
gänge in den übrigen Raum des Ge: 
häufes EF geführt, aus dem es in der 
Röhre F abläuft. Das Waffer ſteht 
hier- im Innern des Rades um eine ges 
wiſſe Höhe A über dem Wafler im Ge 
fäße, und wenn daher bei der Umdrehung 
des Rades in der angedeuteten Richtung 
eine Ausmlindung D unter den Wafler- 
fpiegel im Inneren gelangt, fo fängt das 

Waſſer an durch diefelbe auszufließen, und übt dabei eine gewiffe Reactione- 
fraft P aus, wodurch die Umdrehungsbewegung des Rades unterhalten wird. 
Iſt 9 die Waffermenge, welde ein Spiralgang faßt, und n die Anzahl 
diefer Canäle, fo fliegt bei der Umbdrehungszahl u des Rades pr. Minute, 
die Waffermenge Q -T 24 pr. Secunde durch das Rad. 

Anmerkung. Ueber den Siemens'ſchen Waflermefier ift nachzuleſen: die 
Zeitfcprift des Vereines deutfcer Ingenieure, Bd. I, 1857, wo auch noch ein nad 
dem Principe des Wicens conftruirter Waflermefier von Yopling beihrieben 
wird. Siehe auch die Cihrift: Siemens and Adamsons Patent- Water- 
Meter. Ein ganz eigenthümlich conftruirter Waſſermeſſer in Form eines Reactions- 
rades ift im Genie industrielle Tome XXI, No. 126, 1861, unter dem Ramen: 
Compteur hydraulique pour a mesure d’coulement des liquides, par 
Guyet beirieben. Zwei Wailermefier find aud) in der englifchen Schrift Hy- 
draulia, by W. Matthews behandelt. Gin Compteur hydraulique, welder 
auf dem Bahnhofe zu Chartres gebraucht wird, ift beirieben im Bulletin de In 
Societ6 W’encouragement, 51. Jahrgang (1852). Ueber Uhler’s Mekapparat 
für Fluffigleit handelt Dingler’s Journal, Bd. 161. Die Beſchreibung eines 
Eontrolapparates zum Mefien des in den Branntweinbrennereien gewonnenen 


$. 534.] Von der Kraft und dem Widerftande zc. 1173 


Spiritus von Perels enthalten die Miftpeilungen des Gewerbevereines für 
Sannover, Reue Folge 1861. 


Gasmesser. Die fogenannten naffen Gasmeffer oder Gasuhren $. 534. 
find ebenfo, wie gewiffe Waffermeffer, Heine Räder mit Spiralgängen, welche 
zur größeren Hälfte ins Waffer eintauchen, und durch bie Reaction des 
durchftrömenden Gafes in Umdrehung gefegt werden, wobei jeder Spiralgang 
eine gewiffe Gasmenge von innen nad) außen führt. Die weſentliche Ein- 
richtung eines folchen Gasmeffers ift aus den beiden Durchſchnitten in Fig. 940 

Fig. 940. erfichtlich. Das  zuftrö- 
menbe Gas wird durch eine 
Kropfröhre A in das Ins 
nere eines Rades BB ge 
leitet, wo e8 den Wafler- 
ij ſpiegel um die Höhe h tiefer 
2 \ drudt, welche dem Span⸗ 

nungsverluft des Gafes 

beim Durchgang durd) das 

“nr Inftrument entſpricht. Aus 

demfelben tritt es nach und 

nad) in die Einmündungen 

der Spiralgänge, füllt diefelben faft ganz aus, und ftrömt zulegt durch die 

Miündungen am Radumfang in das Gehäufe G G, aus welchem es durch 

eine Röhre H nad) dem Punkte des Bedarfes geführt wird. Damit durch 

einen Spiralgang des Nades eine beftimmte Gasmenge abgeführt werde, ift 

die Anordnung fo zu treffen, daß fid) von den beiden Mundungen einer 

Bindung immer mindeftens eine unter Waſſer befindet, weil dann während 

des Anfüllens eines Ganges fein Abflug ftatthat, und während des Abflufjes 

nicht noch Gas ungemeflen von innen nachſtrömt. Es iſt dann die Gas: 

menge 7, welde ein Spiralgang durchläßt, eine beſinmie, und daher das 
Gasquantum 





= — 6 u 


nuV 

60 

zu ſetzen, wenn das Rab mit n Spiralgängen pr. Minute u Umdrehungen 

macht. Bezeichnet d den Barometerftand des abftrömenden Gafes, jo ift 

b + Ah der Barometerftand des zuftrömenden Cafes, daher, nad) dem Ma 

riotte'ſchen Gefege, das Luftquantum eines Spiralganges, gemefjen unter 

dem Drude außerhalb des Nades: 
nr, 

und folglic, die Luftmenge, welche zunächft beim Austritt einer Außenmüns 

dung aus dem Waffer, aus dem Rade in den übrigen Gefäßraum ftrömt, 
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h 
Vi — v=z7V. 


Bei dieſem Ausftrönen wird die mechanische Arbeit 
A = Vp Log.nat. Er 


frei (ſ. $. 415), welche, da wegen der Kleinheit von . annähernd 


h h h 
= Log. nat. (1 + ;) = 5 


und bei dem ſpecif. Gewichte y der Manometerfüllung, p—= (db + hyy=br 
‚tft, auch A = Vhy geſetzt werden fan. 

Bon diefer Arbeit wird ein Theil auf die Umdrehungsbewegung des Kades 
verwendet, und ein Theil von der Wirbelbildung aufgezehrt. Der erflere 
Theil ift durch den Ausdrud 

_(kc—v)v h 

4=y 

in welchen A deu mittleren Manometerftand, c die mittlere Ausflußgeichmin: 

digkeit, v die äußere Radgejchwindigfeit und Y, das fpecif. Gewicht des au 

ftrömenden Gafes bezeichnet, beftimmt. Iſt R der auf den Nadumfang 

reducirte Widerftand de8 Rades, fowie r der Halbinefler deſſelben, jo hat 
man bie von demfelben beanfpruchte Arbeit: 





Log. nat. or 


Yy ’ 


A, =R er, und daher zu ſetzen: 


(e — v)v h __2zr 60», 
=; /n= n R, oder da 2xr = 7 iſt, 
c—vh 60 R 
nenn 


und es folgt daher die deu Abftande 4 zwifchen den beiden Waflerfpirgeln 
entfprechende Umdrehungsgeſchwindigkeit 


wc _IP_.60R 
h Yy nu 
fowie die Umdrehungszahl der Gasuhr pro Minute: 
— 30 /,4609bBR 
ar nuVhy,/ 
Annähernd fällt c — 207 aus, wenn 9 das fpecif. Gewicht der 
—1 
Manometerfüllung bezeichnet. Das Gasquantum pro Secunde iſt natürlich 
=. 
60 ° 


aljo der Umdrehungszahl u proportional. 


8. 535.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1175 


Neuere Gasuhren. Anftatt die Spiralgänge einer Gasuhr in einer $. 535. 
Ebene um die Welle anzubringen, fan man diefelben auch ſchraubenförmig 
um diefelbe herumführen. Die Art und Weife der Wirkung eines ſolchen 
Gasmeſſers ift aus den Durchſchnitten in I. und IL., Fig. 941, zu erfehen, 
wo DD ben Waflerfpiegel an der vorderen und ZE den Wafjerfpiegel an 

Fig. 941. 








ber hinteren Stirnfläce des eine liegende Trommel bildenden Rades vorftellt. 
Die Mündung A des Spiralganges AOB mündet in der Kammer an der 
vorderen Fläche aus und nimmt das zuftrömende Gas auf, die Miindung B 
hingegen führt das Gas in die Kammer an ber hinteren Stirnfläche, von 
welcher aus es mittel einer Röhre weiter geführt wird. In Fig. 941, I. 
find die verfchiedenen Stellungen eines Spiralganges von der vorderen Stirn⸗ 
fläche aus gefehen, abgebildet. ig. 941, II. dagegen ftellt verfchiedene Stel- 
Tungen dieſes Ganges von der hinteren Stirnfläche des Rades aus betrachtet, 
dar. Bei der durch einen Pfeil angedeuteten Richtung der Umdrehung des 
Bades um die horizontale Are C tritt in (I., 1) die Einmündung A eben 
aus dem vorderen Waffer heraus, während die Yusmündung B in das hintere 
Waſſer zu treten beginnt; ferner find in (I, 2) und (I, 3) Gasbögen A O, 
AO durch die Mündung A eingetreten, und es taudjt in (I, 4) die Ein- 
mündung A wieder in das Borderwaffer, wobei nad) Aufnahme einer getoiffen 
Gasmenge 9 da8 weitere Einftrömen von Gas durch A aufhört. Kurz 
darauf gelangt aber die Ausmündung B wie (IL, 1) darftellt, aus dem 
Hinterwaffer, und es beginnt das Ausftrömen des vorher eingenommenen 
Gafes, welches bei den Stellungen (II., 2) und (IL, 3) volltommen im 
Gange ift. Bei einer weiteren Drehung tritt B wieder in das Hinterwafler, 
wie (II, 4) darftellt, und es beginnt nun eine neue Aufnahme von Gas. 
Es wird alfo bei der einen Hälfte der Umdrehung von dem Spiralgange 
AOB ein Öasbogen AO (I., 4) von der größeren Preffung d + A aufs 
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genommen, und bei der zweiten Hälfte von demfelben in den Raum mit der 
tleineren Preffung geführt. Bei dem Uebergange aus der größeren Preflung 
in die Meinere wird wieder das Arbeitsquantum A— V’hy frei, von weldem 
ein Theil die Umdrehung des Rades bewirkt, wie bereits im vorigen Para 
graphen angegeben worden ift. Die allgemeine Einrihtung und Thätigteit 
einer ſolchen Gasuhr ift aus einer ideellen Darftellung in Fig. 942 noch 
beffer zu erfennen. Das Gas wird zunächſt durch ein Kropfrohr A in eine 
Kammer BB geführt, welche nur in der Mitte, um die Umdrehungsare C 
herum, mit dem Waffer im Gehäufe EFG communicirt, am äußeren Um- 
fange aber, wo die Spivalgänge HX und LM einmünden, luftdicht ab- 
geſchloſſen ift. Im der Abbildung ift dargeftellt, wie der Spiralgang HK 
aus BB Gas aufnimmt, und wie dagegen der Spiralgang ZM das fur 
vorher aufgenommene Gas bei M in den oberen Raum bes Gehäujes EFG 
führt, aus dem es durd) eine Röhre A weiter geleitet wird. Bei diefer Ein- 
richtung der Gasuhr ift das Gas in der Vorkammer durch das Waſſer von 
dem in dem Gehäufe ganz abgefperrt, und daher eine Liderung, welche dur 
die Reibung viel Kraft verzehrt, nicht nöthig. Das andere Ende D der Are 
CD des Rades ift mit einem Schraubengewinde verfehen, wodurch der Räder⸗ 
mechanismus des Zählapparates in Bewegung gefegt wird. 
Fig. 902. Big. 943. 


Die Crosley' ſchen Gasuhren, welche eine allgemeine Verbreitung erlangt 
Haben, find nad) dem im Vorftehenden erklärten Principe conftruirt; nur find 
hier bie Spiralgänge nicht röhrenförmig, fondern wirfliche Kammern mit 
fpiralförmigen Scheidewänden und durch Ausbiegung der Stirnwände gebil 
deten triangulären Ein- und Ausmindungscanälen. Figur 943 ift eine per- 
fpectivifche Anficht eines ſolchen Rades bei abgenommenem Mantel, welcher 
ſich aus 4 Bflehftüden, wie Fig. 944 darftellt, zufammenfegen läßt. 
Dean fieht in agec bie Ein- und in df.. . die Ausmändungen, 
fowie in 40 ... die Scheidewände des um die Are #5 umlaufenden 


8. 535.] Von der Kraft und dem Wibderftande zc. 1177 


Rades. Im Fig. 945 ift ein Langendurchſchnitt der Gasuhr mit dem 
Aeußeren der Trommel abgebildet; man bemerkt bei X die Kropfröhre, 
welche das Gas in die Vorkammer des Rades oder der Tronmel einführt, 
Fin. 94. und in Z die Röhre, welche 
das Gas aus dem oberen 
Raume AA des Uhrgehäufes 
ableitet. Das Gas ftrömt 
nicht unmittelbar aus der Gas⸗ 
leitung nad) X, fondern die 
Röhre E führt erft das Gas 
in eine Kammer F und von 
da durch die Bentilöffnung i 
Fig. 945. in die Kammer G, von wo 
aus es durd) den oberen Theil 
der verticalen Röhre H in die 
Kropfröhre K gelangt. Der 
äußere Wafferfpiegel reicht ge⸗ 
rade bis zur Einmündung der 
Röhre H, durch welche das 
über[chitffige Waffer nad) unten 
in einen Behälter Z abgeführt 
wird. Damit jedoch das Waller 
nicht zu tief finfe, iſt ein 
Schwimmer S angebracht, wel⸗ 
her das Admifjionsventil © 
trägt und daſſelbe verſchließt, 
wenn er bis auf eine gewiſſe 
Tiefe ſinkt. Der Gaszufluß 
hört dann ganz auf, und man 
wird dadurch benachrichtigt, daß 
eine Nahfüllung von Waſſer 
dur) eine Mündung M in 
einer nurunten mit dem Waſſer⸗ 

raume in Communication ſtehenden Kammer N nöthig iſt. 

Die Abbildung in Fig. 946 (a. f. ©.) führt die Gasuhr in einem vordern 
Durchſchnitte vor Augen, worin außer der Kammer N mit der Mindung M, 
vorzüglich das Uhrwerf Udes Zählapparates, welches mittels eines Schrauben» 
gewindes an ber Are ber Trommel und durch eine ftehende Welle mit Zahn⸗ 
rad P in Umtrieb gefegt wird, zu fehen ift. 

Ein wefentlicher Wiberftand bei dem Gange ber Crosley’fchen Gasuhr 
geht aus dem Ein» und Austritte des Waſſers durch die verengten trian⸗ 
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gulären Mündungen hervor. Aus dem Inhalte F einer Ein» oder Aus- 

mindung und dev durchftrömenden Waffermenge pr. Secunde, welche ſich 

dem Onsquantum Q gleichfegen läßt, folgt die Ein- und Austrittsgeſchwindig - 
Fig. 946. 


teit des Waſſers vı =$, und daher ber entfprechende Arbeitöverluft pr. 


Secunde: 
vr 2 
—22 — 63) u. 
Lı * Qr F) 
Anmerkung. Näheres über Gasuhren ift nachzuleſen in Schilling’s Hand: 
buch der Steintohlengasbeleudptung, ferner Heeren's Aufiag: „Die Einrichtung der 
Gasubren* in den Mittheilungen des Gewerbevereins für das K. Hannover, Jahr: 


gang 1859. Eine neue Gasuhr von Hanfen ift beſchrieben im Journal für 
Gasbeleugptung, 1861. 


Wirkungen unbegrenzter Flüssigkeiten. Wenn ſich ein Körper 
in einer unbegrenzten Fluſſigkeit progreffiv fortbewegt, oder wenn ein 
Körper in eine bewegte Flüffigkeit gebradjt wird, fo erleidet derfelbe einen 
Drud, der von ber Form und Größe dieſes Körpers, fowie von der Dichtig- 
feit der Slüffigfeit und von ber Geſchwindigkeit der einen oder der anderen 
Maſſe abhängt, und in einem Falle Widerftand, im anderen aber Stoß 


8. 536.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1179 


der Flüffigfeit genannt wird. Diefer hydrauliſche Druck entjpringt aber 
vorzüglicd) aus der Trägheit des Waflers, defien Bewegungszuftand durch das 
Zufammtentreffen mit dent feften Körper verändert wird, dann aber auch od) 
aus der Kraft des Zufammenhängens der Waffertheilhen, die hierbei theil- 
weife von einander getrennt oder an einander verfchoben werden. Bewegt ſich 
ein Körper AC, Fig. 947, im ftillftehenden Waſſer, fo fhiebt er eine 
gewiſſe Waflermaffe mit erhöhten Drude vor fi) her. Während dieſe 
Waſſermaſſe beim weiteren Fortrücken des Körpers einerjeitS immer mehr 
Zuwachs erhält, findet andererjeit8 nahe am Körper ein fteter Abfluß ftatt, 
inden die der Vorderfläcde AB zunächſt liegenden Theilchen eine Bewegung 


Fig. 947. Big. 948, 











in der Richtung diefer Fläche annehmen. Trifft das bewegte Waffer 
einen in Ruhe befindlichen Körper 40, Fig. 948, fo erzeugt fi vor dem- 
jelben ebenfalls ein erhöhter Wafferdrud und macht, daß die Waflertheilchen 
vor dem Körper von ihrer urfprünglichen Richtung abgelenkt werden und 
fi an der VBorderfläche A B hinbewegen. Haben diefe Waſſertheilchen die 
Grenzen der Vorderfläche erreicht, fo machen diefelben eine Wendung, und 
laufen nachher an den Seitenflächen des Körpers hin, bis fie an die Hinter- 
fläche kommen, wo fie fich nicht ſogleich wieder vereinigen, fondern zunächft 
wirbelnde Bewegungen annehmen. Man fieht, daß bie allgemeinen Bewe⸗ 
gungsverhältniffe der den Körper umgebenden Waflerelemente beim Stoße 
des bewegten Waffers diefelben find, wie beim Wiberftande eines im Wafler 
bewegten Körpers; nur findet bei den Wirbeln eine Verſchiedenheit infofern 
ftatt, als bei kurzen Körpern die Wirbel im letzteren Falle einen Heineren 
Raum einnehmen als im erfteren. Die Geſchwindigkeit der Waflerelemente 
nimmt in beiden Fällen von ber Mitte der Vorderfläche an nad) den Grenzen 
derjelben mehr und mehr zu, erreicht am Anfange der Seitenflächen, wo in 
der Regel noch eine Contraction eintritt, ihr Maximum, nimmt nun bei 
dem an den Seitenflächen Hingehenden Wafler allmälig ab, umd erreicht 
endlich ihr Minimum bei dem Waffer, welches die Hinterfläche erlangt und 
in wirbelnde Bewegung übergeht. 


Theorie des Stosses und Widerstandes. Der Normaldrud des 8. 537. 


ruhenden oder bewegten Waſſers gegen einen in demfelben bewegten oder in 
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Kuhe befindlichen Körper ift an verjchiedenen Punkten deffelben ſehr ver: 
ſchieden. Er iſt in der Mitte der Vorderfläche defjelben amı größten und 
in der Mitte der Hinterfläche und nächſtdem am Anfange der Seitenflächen 
am fleinjten, weil dort mehr ein Zus, bier aber mehr ein Entſtrömen des 
Waſſers in Hinficht auf den Körper ftatt Hat. Iſt der Körper, wie wir in 
der Tolge vorausfegen wollen, in Hinficht auf die Bewegungsrichtung fym- 
metrifch, jo heben fich die ſämmtlichen Preſſungen rechtwinkelig gegen diefe 
Richtung auf, und es kommen daher nur die Preffungen in der Bewegungs: 
richtung in Betracht. Nun find aber die Preffungen auf der Hinterfläde 
des Körpers den Preffungen auf der VBorderfläcje entgegengejett, e8 läßt ſich 
daher der reſultirende Stoß oder Widerftand des Waffers gleid: 
fegen der Differenz zwifchen dem Drude gegen die Border: und 
dem gegen die Hinterfläche. 

Wenn wir auch die Größe diefer Drücke a priori nicht angeben können, 
fo können wir doch Degen der großen Aehnlichkeit der Berhältniffe mit dem 
Stoße ifolirter Strahlen annehmen, daß mwenigftens das allgemeine Geſetz 
für den Stoß des unbegrenzten Waffers von dem für den Stoß ifolirter 
Strahlen nicht abweiche. Iſt alfo F der Inhalt einer Fläche, welche von 
einem unbegrenzten Strome, deſſen jpecififches Gewicht Y fein möge, mit 
der Geſchwindigkeit v getroffen wird, fo läßt fich der entfprechende Stoß oder 
bydraulifche Drud: 

22 
ſetzen, wobei & noch eine von der Form der Fläche abhängige Erfahrungs 
zahl bezeichnet. Diefer Ausdrud läßt ſich aber nicht nur auf die Wirkung 
gegen die Borderfläche, fondern aud) auf die gegen die Hinterfläche anwenden, 
nur befteht fie hier, wo das Wafler ein Beſtreben hat, ich zu entjernen, in 
einem Zuge oder einem Negativdrude. Iſt nun Fhy der hybroftatifde 
Drud gegen die Vorder» und gegen die Hinterfläche eines Körpers, fo folgt 
der Geſammtdruck gegen die Vorderfläche: 
2 
P=Fhy+ 5, Fr 
und der gegen die Hinterfläche: 
2 
P; =Fhy— 5, Fr, 
und es ergiebt fich fo der refultirende Stoß oder Wiberftand des Waſſers: 
2 
P=PR—-B=G+b) 


29 
wenn 6, + 6: = geſetzt wird. 
Diefe allgemeine Formel für den Stoß und Widerftand des un- 
begrenzten Waſſers findet auch ihre Anwendung auf den Stoß des 


v? 
Fr=s:;,Fn 
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Windes und auf den Widerftand der Luft. Allerdings findet hier außer 
der Berjchiedenheit des aerodynamifchen Drudes an der Vorder⸗ und Hinter- 
fläche auch noch eine Verſchiedenheit des aeroftatiichen Drudes ftatt, indem 
die Luft vor der Vorderfläche bei ihrer größeren Spannung aud) eine grüßere 
Dichtigkeit (y) hat, als an der Hinterfläche. Deshalb fallen wenigftens bei 
großen Geſchwindigkeiten, wie fie z. B. bei Geſchützkugeln vorkommen, die 
Widerftandscoefficienten der Luft größer aus, als die des Waſſers. 
Anmerfung. Eine eigenthümliche Erſcheinung beim Stoße und Widerftande 
unbegrenzter Mittel (Waller oder Luft) ift das Anhängen einer gewiflen Waller: 
oder Luftmafle an den Körper, defien Einfluß fih bei der ungleihförmigen Be- 
wegung der Slörper, wie 3. B. bei Pendeljhwingungen, bejonder8 bemerkbar 
madt. Bei einer Kugel bat die dem bewegten Körper anhängende Luft- oder 
Waſſermaſſe ein Volumen von 0,6 des Bolumens der Kugel. Bei einem in ber 
Axenrichtung bewegten prismatiſchen Körper ift das Verhältniß dieſer Bolumina 
VF 


= 0,13 + 0,705 "7 Fi 


wo 3 die Ränge und F' den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. Dieſe ſchon von 
du Buat aufgefundenen Verhältniffe Haben durch die neueren Beobachtungen von 
Beifel, Sabine und Baily volltommene Beftätigung gefunden. 


Stoss und Widerstand gegen Flächen. Der Viderftands- 
N 
coefficient & oder die Zahl, womit bie Gefenoinbigfeitahöhe z— zu mufti- 


pliciren ift, um die Höhe einer den hydraulischen Drud meſſenden Waffer- 
ſäule zu erhalten, ift bei Körpern von verjchiedenen Formen ehr verfchieden, 
und nur bei Platten, welche rechtwintelig gegen die Bewegungsrichtung ftehen, 
von beinahe beftimmter Größe. Nach den Berfuchen von du Buat und 
nad) denen von Thibault läßt ſich für den Luft und Waſſerſtoß gegen eine 
ruhende ebene Fläche & — 1,86 ſetzen, wogegen, jedoch mit weniger Sicher: 
beit, für den Widerftand der Luft und des Waſſers gegen eine bewegte ebene 
Fläche & — 1,25 anzunehmen fein möchte. Im beiden Fällen kommen auf 
die Borderfläche ungefähr zwei, und auf die Hinterfläche ein Drittel der 
ganzen Wirkung. Der Widerftand, welchen die Luft einer im Kreife um⸗ 
laufenden Fläche entgegenfest, ift von Borda, Hutton und Thibault fehr 
verjchieden gefunden worden. Der Letztere fand mittels einer rotirenden ebenen 
Fläche von 0,1 Quadratmeter Inhalt den Wiberftand: 
P = 0,108 Fv?, wonad) 
u 29 _ 1962 _ 0; 
&£ — 0,108 - ZN 1,70 ift, 
wenn man da8 fpecififche Gewicht der Luft bei einer mittleren Temperatur 
von 10° GC. zu 
1,2935 


I + 10. 0,00367 == 1,25 Kilogramm annımmt. 
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Diefer Widerftand bleibt, diefen Verſuchen zufolge, fait unverändert, fo 
lange der Winkel ©, um welchen die Fläche von der Bermegungsrichtung ab- 
weicht, nicht unter 45 Grad herabgeht. Von 45 Grad an nimmt er mit 
dem Stoßwinkel & ab, fo daß bei & — 10 Grad, & nur — 0,53 ausfällt. 

Nach den Berfuchen von Didion u. ſ. w. ift für den Widerftand votiren- 
der ebener Flächen von 0,2 .. 0,2 = 0,04 Quadratmeter Inhalt: 


& = (0,1002 + 0,04340”)) m — 1,573 + 0,6817, 


wo v in Metern zu geben ift. 

An einer ebenen Fläche von 1 Quadratmeter Inhalt fand dagegen Di: 
dion u. ſ. w. bei einer ſenkrechten Bewegung derſelben, den Widerſtands⸗ 
coefficienten: 


& = (0,084 + 0,03609) - en — 1,318 + 0,5682, 


wogegen Thibault an foldhen Flächen von 0,1 und 0,2 Quadratmeter 
Inhalt den Coefficienten 


& — (0,1188 + 0,0369) - = — 1,865 + 0,5650? findet. 


Borftehende Yormeln gelten nur für eine gleichförmige Bewegung der 
Fläche; erfolgt die Bewegung derjelben ungleichförmig, fo erfordern die 
jelben nod) eine Ergänzung. Aendert fi) die Geſchwindigkeit eines in einem 
widerftehenden Mittel bewegten Körpers, jo wird auch die von dem Körper 
in Bewegung gefette, oder von bdemfelben mit fortgenommene Flüſſigkeits⸗ 
maffe eine andere, und deshalb Täßt fid) der Widerftand auch noch von der 
Acceleration p des Körpers abhängig darftellen. Nach den Berfuchen von 
Didion u. f. w. an einer Flache von 1 und an einer ſolchen von 1/, Qua⸗ 
dratmeter Inhalt, welche in einer verticalen Linie bewegt wurde, ift der 
Widerſtand: 

P = (0,084v? + 0,036 + 0,164 p) F, und hiernach: 


£ = [0,084 + (0,036 + 0,164 p) v2] = 


— 1,318 + (0,565 + 2,574 p) v2. 

Mebrigens ift zu beachten, daß bei der ungleichförnigen Bewegung das 
mittlere Quadrat der Gefchwindigfeit von dem Quadrate der mittleren Ge— 
ſchwindigkeit verjchieden ift. 

Stoß und Widerftand unbegrenzter Mittel (erben aud) erhöht, wenn man 
die Flächen aushöhlt oder am Umfange mit vorftehenden Rändern verfieht; 
dod) ift man hierüber zu allgemeinen Ergebniffen noch nicht gelangt. 

An einem Fallſchirm von 1,2 Ouadratmeter Querſchnitt, 1,27 Meter 
mittlerem Durdjmefjer und 0,430 Meter Tiefe fand Didion m. |. w. bei 
einer accelerirten Bewegung, wobei bie hohle Seite vorausging: 


v 


— — 


ei 
—C 


Ip rm 
. 2 
Ken - 
Vo mie oem. 


a 


Van 


. 
ln 
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P — (0,1630? + 0,070 + 0,142p) F, 
wonach aljo 
& — 2,559 + (1,099 + 2,229 p) iſt. 


Stoss und Widerstand gegen Körper. Der Stoß und Wiber- 
ftand des Waffers gegen prismatifche Körper, deren Are mit der Be- 
wegungsrichtung zufammenfällt, nimmt ab, wenn die Länge der Körper eine 
größere wird. Nach den Berfuchen von du Buat und Duchemin ift der 
Stoß von der Vorderfläche umveränderlic und nur die Wirkung gegen die 
Hinterfläche veränderlich. Jenem entfpricht der Goefficient &, — 1,186, 
für die Geſammtwirkung aber ift bet den relativen Längen 


2, 3: 


—— 1 


VF — 894 ⸗ 
& = 1,86; 1,47; 1,35; 1,33. 
Bei noch größerem VBerhältniffe zwifchen der Länge J umd der mittleren 


Breite VF des Körpers nimmt E in Folge der Reibung des Waflers an 


den Seitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Widerftande des Waflers 
treten umgekehrte Verhältniffe ein. Hier ift nad) du Buat flir die Wirkung 
gegen die Vorderfläche unveränderlicd & — 1, für die Geſammtwirkung 


aber bei 
I 


VF 
& = 1,25, 1,28; 1,31; 1,33, 
fo daß alfo bei einem Prisma, welches dreimal fo fang als bie ift, ber 
Stoß mit dem Wibderftande des Waſſers gleich groß ausfällt. 

Die von Newton, Borda, Hutton, Vince, Defaguilliers u. U. 
angeftellten Berfuche über den Widerftand von eigen und runden Körpern 
laſſen noch viel Unficherheit zurid. Was die Kugeln betrifft, jo fcheint bei 
mäßigen Gefchwindigfeiten der Widerftandscoefficient für die Bewegung in 
Luft oder Wafler 0,5 bis 0,6 gejeßt werden zu können. Bei großer Ge- 
Ihwindigfeit und fir die Bewegung in der Luft ift aber nad) Robins und 
Hutton zu jegen für die Gefchwindigfeiten 
vl, 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, 600 Meter: 
& — 0,59; 0,63; 0,67; 0,71; 0,77; 0,88; 0,99; 1,04; 1,01. 

Duchemin und Piobert haben befondere Formeln für das Wachfen 
diefer Widerftandscoefficienten angegeben. Nach Piobert ift der Wibderftand 
der Geſchützkugeln in der Luft: 

P = 0,029 (1 + 0,0023) Fv? Kilogramm, wonad) 
& = 0,451 (1 + 0,0023) folgt. 
Für den Stoß des Waſſers gegen eine. Kugel findet Eytelwein: 
& — 0,7886, 


— 0, 1, 2, 3: 


8. 539, 
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wogegen nad) den Verſuchen Piobert’8 u. ſ. w., angeftellt mit Gejcüg- 
fugeln von 0,10 bis 0,22 Meter Durchmeſſer, der Widerftand der Kugeln 
im Waſſer: 

P — 23,8 Fv? Kilogramm; und daher 

& — 0,467 zu feßen ift. 

Die Widerftandscoefficienten fallen auch bei nur zum Theil einge: 
taudten Körpern anders aus, ald bei ganz vom Waſſer umgebenen 
Körpern. Für einen ſchwimmenden prismatifchen Körper, welde 
5 bi8 6 mal fo lang als breit ift, und in ber Arenrichtung bewegt wird, jol 
& —= 1,10 gejett werden. Iſt der Körper durch zwei Verticalebenen vorn 
zugejhärft, wie ABC, Fig. 949, jo nimmt & mit dem Zuſchärfunge⸗ 
winkel ACA — P ab, und es ift. 


1000 | 840 oo | 36° | 120 


für = | 180° | 1560 | 1320 














= | 110 045 | 04 





1,06 | 008 | 084 | 030 | 0 0,48 





It das Hintertheil des Körpers ACB, Fig. 950, zugefchärft, ımd 6 
der Zujchärfungswintel, jo hat man dagegen 





— 1,10 | 1,03 | 0,98 | 0,9 | 0,92 


Bei zugeſpitzten Vorder⸗ und Hintertheilen des ſchwimmenden Körpers 
fällt natürlich & noch Heiner aus; für Flußdampfſchiffe ft & —= 0,12 bie 
0,20, und für große Seedampfichiffe & = 0,05 bis 0,10. 

Anmerlung. Sehr ausführli über diefe Verhältnifie handeln Boncelct 
in feiner oben citirten Introduction, und Dudemin jowie Thibault in ihren 
Recherches experimentales etc. Ueber den Widerftand gegen ſchwimmende 
Körper, namentlich gegen Schiffe, jowie au vom Stoße des Windes gegen Räder, 
wird im zweiten und dritten Theile gehandelt. 

Beifpiel. Wenn man nah Borda den Widerftand und Stoß rechtwintelig 
gegen die Are eines Eylinders Ymal jo groß jegt, als den gegen ein Parallel⸗ 
epiped, welches mit ihm gleiche Dimenfionen hat, jo erhält man für den Wider: 
ftand den Eoefficienten: 

=1y.18 = 0864, 
und für den Stoß denjelben 
. — Y, . 1,47 —= 0,785. 
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=: Wendet man nun diefe Werthe auf den menſchlichen Körper an, deflen verticaler 


8 Querſchnitt etwa 0,7 Quadratmeter Inhalt hat, fo findet man für den Wider: 
fand und Stoß der Luft gegen denfelben die Werthe: 
r P = 064 .0,051.125.07.v2 = 0,0285 v2 
und P = 0,735 . 0,051 .125.07.% = 0,0328 v2. 
a Bei einer Geſchwindigkeit von 1 Meter ift daher der Widerfland der Luft nur 
xrel 0,0285 Kilogramm und die entſprechende Leiſtung 0,0285 Meterfilogramm, wäh: 
ee: rend bei einer Geichwindigkeit von 2 Metern diefer Widerftand viermal und der 


Arbeitsaufwand achtmal jo groß ausfällt. Bewegt fi ein Menſch mit ber Ge: 


A ſchwindigkeit von 1,2 Meter dem Winde von 12 Meter Geſchwindigkeit entgegen, 

en jo hat er einen der relativen Geſchwindigkeit von 13,2 Meter entiprechenven 

— Widerſtand von 0,0828 . 13,22 — 5,71 Kilogramm zu überwinden und die be: 
deutende Arbeit von 5,71 . 1,2 — 6,85 Meterlilogramm zu verrichten. 

F Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Geſetze der Be- 8. 540. 

— wegung eines Körpers in widerſtehenden Mitteln find nicht ſehr ein⸗ 

PF fach, weil man es hier mit einer veränderlichen, d. h. mit dem Quadrate der 


Gefchwindigfeit wachſenden Kraft zu thun hat. Aus der Kraft P, die einen 
unter 3 
Körper forttreibt, und aus dem Widerftande PL — - 5 Fy, welchen das 
iu Mittel der Bewegung entgegenfebt, folgt die vensgende Kraft: 
, pP. o = pP — pP = pP — g- Fy. 
r Da aber die Maſſe des Körpers M — — iſt, ergiebt ſich die Beſchleuni⸗ 
— gung deſſelben: 

u? 
P—t—Fy 
2 

—— 


et oder, wenn wir FR durch bexeichnen, alſo I: —  feben: 


sr »=|[1-(£)]7° 


2” Iſt die bewegende Kraft P conftant, fo nähert fich die Bewegung nad) 


mr und nad der Gleichförmigfeit, denn die Acceleration p fällt immer Kleiner 
Kr und Heiner aus, je größer v wird, und bie größte Geſchwindigkeit, welche der 
je Körper annehmen kann, ift 

—* I=0= V:s2. . 

Fee 6Fy 


Nun nimmt aber bei ber Acceleration p die Geſchwindigkeit u in dem 
Heinen Zeittheilchen ım x — pr zu, daher läßt ſich ſetzen: 
Weisbach'e Lehrbuch der Mechanik. I 75 
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v P 
= k — (=) 79 und umgefehrt: 


No @ 4 
J P v 
1 -(%)] 

Um num die einer gegebenen Gefchwindigfeitsveränderung entfprecende 
Zeit zu finden, theilen wir bie Differenz 9% — © zwifchen der End⸗ mb 
Anfangsgeihwindigkeit in n gleiche Theile, ſetzen einen folchen Theil: 

%— m 
n 
berechnen hiernach die Gefchwindigfeiten : 
v=u ru v 12,9 — 32 uf. w, 
unb führen diefe Werte in die Simpfon’fhe Formel ein. Auf dide 
Weiſe erhalten wir bie geſuchte Zeit, bei Annahme von vier Theilen: 





=ı4, 


_@ Un — % 1 4 
t=5 | ey @ : 
1 —- (Z 1 —(- 

w w 

2 4 1 


"ee ig) 

w w w 

Es ift ferner der in einem Zeittheilchen 7 zurlidgelegte Raumtheil ($.19): 
= vr, oder da ſich r — z fegen läßt: 


un 
6 — —, alfo hier: 
N jo 5 — 
vx 
— — — · — ˖ 
w 
Durch Anwendung der Simpfon’scen Regel findet man nun den Kaum, 


welcher zurüdgelegt wird, während die Geſchwindigkeit ©, in ©, übergeht: 


I). m av 


20 Av; 


+ a — 
1) 1-0) 1-@) 
. w w © 
Natürlich wird die Genauigkeit größer, wenn man 6, 8 ober noch meit 


Theile annimmt. Uebrigens geftattet biefe Formel auch eine Berlichfichtigung 
der Veränderlichfeit des Wiberftandscoefficienten, welches bei bedeutenden Or 


—E 


v 
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24 
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ſchwindigkeiten nothwendig ift. Beim freien Fall der Körper in der Luft 
oder im Waller ift 2 = G@ das fcheinbare Gewicht des Körperd, und bei 
der Bewegung auf der Horizontafebene P = 0, oder richtiger, gleich der 
Reibung FG. Da diefe ein Wibderftand ift, jo hat man fie negativ in Rech⸗ 
nung zu bringen, weshalb hier 

P, — — (P + P,) und 


63— 


zu ſetzen iſt. Da ferner hier nicht von einer Zu⸗, ſondern nur von einer 
Abnahme der Geſchwindigkeit die Rede ſein kann, ſo haben wir hier ſtatt 
On — Yo, dp — du in den obigen Formeln zu ſetzen. 

In den Falle, wenn der Körper durch eine conftante Kraft, 3. B. durd) fein 
Gewicht getrieben wird, nähert fich die Bewegung inımer mehr und mehr einer 
gleichförmigen, jo daß fie ſchon nad) einer gewilfen Zeit als eine ſolche an- 
gejehen werden kann, wiewohl fie e8 in Wahrheit nie wird. E86 fällt die 


2 
Hcceleration p — Null aus, wenn $ - 5 Fy = P, wenn alſo 


20P 
£Fy 

Diefem Ziele nähert ſich alfo die Gefchwindigkeit eines fallenden Körpers 
immer mehr und mehr, ohne es je volllommen zu erreichen. 


Beifpiele 1) Piobert, Morin und Didion fanden für einen Fallſchirm, 
deflen Tiefe 0,31 des Oeffnungsdurchmeſſers betrug, den Widerftandscoefficienten 
ct —= 19 . 1,37 = 266. Bon welder Höhe wird fi hiernach ein 72 Kilo- 
gramm jchwerer Menſch mit einem ähnlichen Fallidirme von 8 Kilogramm Ge: 
wicht und 8 Quadratmeter Querſchnitt herablafien können, ohne eine größere 
Geſchwindigkeit anzunehmen, als diejenige ift, welche ex erlangt, wenn ex ohne 
Fallſchirm von 3 Meter Höhe herabipringt? 

Diefe letztere Gejchwindigleit iſt » — 4,429 V 3 — 7,671 Meter, ferner die 
Kraft P= @G = 72 +8 = 80 Kilogramm; die Fläche F = 8 Quadrat: 
meter; y = 1,25 Kilogramm und der Widerftandscoefficient { = 2,66, daher: 

1 _&SFy __ 2,66.8.125 _ 
a gb 29. 010. 

Theilt man nun die Geſchwindigkeit — 7,671 in 6 gleiche Theile, ſetzt aljo: 
%v=0;v, = 1,278; vg = 2,557; vg = 8,836; v. = 5,114; v, = 6,393; 

d% = 7,671 Meter, 


V — 


— a iſt. 


fo nimmt der Ausdruck 1 — 35 die entſprechenden Werthe an: 


1; 0,9724; 0,8895; 0,7513; 0,5580; 0,8098 ; 0,0055. 
Man bat daher nad) der Simpſon'ſchen Regel den geſuchten Fallraum: 
7,671 /0 1,278 2,557 3,836 6,114 6,393 ,„ 7,671 
18.981 ıttooraa + 208005 t *o,rsıs + 20.0080 } * 0,5088 0,0055 
— 0,0484 .1527 = 66,27 Meter. 


75* 


8. 541. 


1188 Siebenter Abſchnitt. Neuntes Capitel. [$. 541. 


Die entſprechende Fallzeit ift: 
7671 1 4 2 4 2 4 1 
18.9,81 \1 + 0,9724 + 0,8895 + 0,7513 + 0,5550 + 0,3095 ? 0008) 
— 0,0434 . 211,0 = 9,16 Secunden. 
Ohne den Fallſchirm würde die Geſchwindigkeit nad dem Herabfallen von ka 
Höhe 66,27 Meter, v — 4,429 V66,27 — 36,05 Meter und die Fallzeit 


| /2.66,27 _ 
t= 91 = 8,67 Secunden 
betragen. 


Die größte Geſchwindigkeit, welche die mit dem Fallſchirme verſehene Perie« 
überhaupt erlangen kann, folgt aus == —= 0,0169 zu: 


t= 





w— Sum = — V 59,17 = 7,69 Meter, 


d. 5. eine Gejchwindigleit, wie fie die ohne Schirm fallende Perſon bei einen 


Fallen von der Höhe 
7,692 


3.981 = 8,016 Meter 





erlangen würde. 

2) Welche Geichwindigkeit kann ein Regentropfen von 5 Millimeter Durchmeſſer 
höchften8 annehmen ? 

Setzt man hierfür Z = 0,5, jo hat man, da P = %r. 0,00253 . 1000 Ris 


gramm ift: 
— 4 n. 0, 002353. 1000 
o= 440 | 0,5.7.0,0025°.1,25 — 0,28 Meter, 
entſprechend einer Fallhöhe von 5,883 Meter. 


Anmerlung. Für einen conflanten Widerftandscoefficienten ergiebt fig ſir 
den freien Fall durch den höheren Galcäl: 


-(—)e= TE) V 20-76, 
—X —72 V er 





und 
2 
—E )ʒ — Im. (HN _E 
4 29 ge! {Fy 
w? w? 
= In. (= — 19) 2g’ 
wobei 


V F 
n= 29.1, 


e die Grundzahl des natürlihen Logarithmenſyſtemes und Ln. den natürlide 
Logarithmen bezeichnet. 


Geworfene Körper. Wir haben fchon früher die Wurfbemegung 
im Iuftleeren Raume fennen gelernt und $. 39 gefunden, daß berfelben 
eine Parabel entſpricht. Jetzt können wir uns auch über diefe Bewegung 
in einem widerftichenden Mittel, 3. DB. über bie eines abgefchoflenen 
Körpers in der Luft nähere Kenntniß verfchaffen. 


Bi; 


—* 


— 8 


„N 
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Jedenfalls ift die Bahn eines die Luft dircchfchneidenden Körpers feine 
Parabel wie im luftleeren Raume, fondern eine unfymmetrifche Curve, 
Fig. 951. mit einem ſchwächer auf- und ftärker nieder 
fteigenden Schentel, wie aus Folgendem hervor: 
geht. Während der Heinen Zeit durchläuft 
der mit ber Gefchwinbigfeit v in der Richtung 
AT, Fig. 951, auffteigende Körper in 
Volge feiner Trägheit einen Weg 





AU=s=vr, 
fowie in Folge feiner Schwere den ſenkrechten 
X Weg: 
— — —. 
OP M 5; 


3 
und es wird der erftere Weg durch den Widerftand & 5 F'y der Luft noch 
um eine Größe vermindert, welche ſich durch den Ausdruck 





00 39.7 ge _,Py om 
— 6 2 2 2 
beſtimmen läßt. 
Setzt man $ = — u, jo hat man einfad: 
v?r? 
IN=znZ 


Der vierte Eckpunkt R des aus OP und OQ conftruirten Parallelo- 
grammes O PRQ giebt den Ort an, wo fich der Körper am Ende ber Zeit 
T befindet, während P der Ort ift, welchen der Körper in diefem Augen⸗ 
blide einnehmen würde, wenn der Widerftand der Luft Null wäre. Es 
zieht fich folglich die Bahn AR des getvorfenen Körpers unter ber Parabel 
AP hin, welche der Körper im Iuftleeren Raume durchlaufen würde. 

Ebenſo find fir einen in ber Richtung AT, Fig. 952 (a. f. ©.), mit ber 
Anfangsgefchwindigkeit » niederfteigenden Körper die in ber Zeit v 
gleichzeitig zuriidgelegten Wege 


AO=vr, 
0P—=gT m 
—9 7 un 
v?r? 
00 — Hann 


und es ergiebt ſich aus denfelben wieder der Ort R, welchen ber Körper am 
Ende diejer Zeit einnimmt, ſowie der Ort P, welchen er einnehmen würde, 
wenn die Bewegung im Iuftleeven Raume erfolgte. Es läuft aljo auch in 
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biefem Falle die Bahn AR des Körpers unter der parabolifchen Bahn AP 
bin, welche der Körper verfolgen wiirde, wenn bie Luft fein wiberftchendet 
Mittel wäre. 
Iſt der Neigungswinkel, unter welchem der Körper von A aus mit der 
Fig. 968. 


Fig. 952. Y 





x 


Anfangsgefhtwindigfeit v emporfteigt, TAX — © Fig. 953, find folglich 
die anfänglichen Coordinaten- oder Arengejchwindigfeiten: 

“= v cos.« | 
und 

w=vsin.a, 
fo Hat man nad) Verlauf der Heinen Zeit r für den Ort RR des bewegta 
Körpers die Abfciffe: | 


AM=:=4gma= (vr ETF) 00.0 





= (1 — er vr 008.& 
und bie Ordinate: 
MR=y= 4AQena— er=(1 -5) vrsin. « 8, 
ferner die Abſciſſengeſchwindigkeit: 
Rn = 4 — v008.0 — uv?rc08.0 —= (1 — uvr) v cos.a 
und bie Ordinatengeſchwindigkeit: 
Ro =w=ersin.a — u0%t sin.a—gr—=(1— nor) vain.a — gr. 


Aus beiden Geſchwindigkeiten folgt nun für den Neigungswintel T RX 
— eo; ber Bahn in R: 











gr 
(1 — por)vcos.a 





tang.cı = 2 =tang.d — 
und die Curvengefchwindigfeit : 
Ru=u=Vur+oi=V(1 — por}? —2(1 —nor)ugrsin.atg't. 





Me: 
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Durch wiederholte Anwendung diefer Formeln läßt fich der ganze Lauf 
der Wurflinie finden. Setzt man 3. B. in die obigen Formeln für = und y 
ſtatt & und v die durch die legten Ausdrücke beftimmten Werthe fiir x, und 
v, ein, fo erhält man durch diefelben die Koordinaten z, und yı eines neuen 
Punktes in Beziehung auf Z u. |. w. 


Beilpiel. Eine maffive gußeijerne Kugel von 2r = 0,10 Meter Durch⸗ 
mefler werde unter dem Elevationswinkel « —= 250 mit der Geidywindigteit 
v — 300 Meter abgeſchoſſen; man joll den Ort derjelben nah Verlauf von 
0,1, 0,2, 0,8... . Secunde angeben. 

Das ſpecifiſche Gewicht des Bußeifens zu y, = 7500 und das der Luft zu 
y = 1,25 angenommen, hot man: 

_fFy,._ _ nry 1,25 _ 
Baygingn — R On5 ann: = 
Sept man nad $. 539 für v —= 300 Meter c = 0,88, jo wird 
# = 0,00125..0,88 = 0,0011. 

Für z = 0,1 Secunde erhält man daher: 
2=(l — 1Y,0,0011.300 .0,1)300 .0,1.c08.25° — 0,9835 . 27,189 — 26,740 Meter, 
y= 0,9835 . 300 .0,1. sin. 25° — 0,005 . 9,81 = 12,404 Meter, 


9,81.0,1 
tang. a, = tang. 250 — (1 — 0,0011 .30) 300 .cos. 26° = 0,46258, 
daher: 
a, = 240 49’ 28”. 
Die Curvengeſchwindigkeit folgt zu: 


— Y(0,%7 . 300)? — 2. 0,967.300.9,81.0,1. 0,4226 + 0,9819 — 289,7 Meter. 


Sest man die gefundenen Werthe von a, und v, von Neuem in bie obigen 
Gleichungen und 5 dem Werthe von v, — 289,7 entiprechend gleich 0,87 ein, fo 
folgt in gleicher Weife: 

# = 0,00125.0,87 = 0,00109, 
x =(1 — 1, 0,00109..28,97)28,97 .cos.249 49’ 28 —0,984..26,29— 25,869 Meter, 
yı = 0,984 . 28,97 . sin. 24049’ 28” — 0,049 = 11,923 Meter, 


ferner: 
0,981 
— 04079811 _ — —— — — 
tang. 0 = bang MAYR — gg 289,7 .000.20009 zu 0588; 
daher « — 24° 89 und 


dv, = V (0,968.289,7)? — 2.0,968 .289,7..0,981 .0,4198-+0,9812 — 280 Meter. 
Nochmals z = 0,1 Secunde, 9 = 20 Meter und £ = 0,86 gejekt, folgt 
ebenfo: 
# = 0,00125.0,86 = 0,00107, 
x = (1— Y,0,00107 .28). 28. cos. 24089’ — 0,985 . 25,44 —= 25,05 Meter, 
ſowie 
Yyy = 0,985 . 28. sin. 240 89’ — 0,049 = 11,472 Meter. 
Es ift hiernach der Ort des abgeijoffenen Kötpers noch 0,38 Secunden in 
Hinficht auf den Anfangspunkt der Eoordinaten durch 
x + x + x, = 26,74 + 25,87 + 25,05 = 77,66 Meter 
und 
y+y, + Ya = 12,404 + 11,923 + 11,472 = 35,80 Meter 
beftimmt. 
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Ohne Berüdfihtigung des Quftwiderftandes würde man haben: 
. + x, +2,=300.0,3.cos. 25° — 81,567 Meter. 

y+yıt y3=300 .0,3.s1n.25°— 1/,..9,81.0,09= 38,034 — 0,442—= 37,592 Rein. 


Anhang. 
IL. Die Theorie der Schwingungen. 


Schwingungen, Ein Körper befindet fi) in einer ſchwingenden 
Bewegung, wenn er, unter Einfluß des Strebens, die Gleichgewichtelsg 
einzunehmen, wiederholt denfelben geraden oder krummen Weg Hin» um 
zurücdläuft. Im Allgemeinen nähert ſich hierbei der Körper abwechſelnd 
feiner Gleichgewichtslage und entfernt ſich von ihr, doch kaun diefer Abſtand 
(bei Freisförmigen Schwingungen) auch conftant bleiben. Die Natur biete 
uns außer der Bewegung des Penbels noch viele andere Schwingung® 
bewegungen dar. Die vorzüglichfte Urfache einer folhen Bewegung ift eim 
Kraft, welche den fchwingenden Körper nad) einem beftimmten Punlte hin 
zieht oder treibt. So ift e8 z. B. die Schwerkraft, welche ein Pendel in 
Schwingungen verfegt. Wenn ein aus feiner Ruhelage herausgebradir 
Körper, fich felbft überlaſſen, der Kraft ungeftört folgen kann, welche ihr 
nad) einem beftimniten Punkte Hintreibt, fo erfolgt die Schwingung in ein 
geraden Linie; außerdem aber nimmt er Schwingungen in einer Cure au, 
wie 3. B. ein Pendel, bei welchem die Wirkung der Schwerkraft durch de 
Berbindung bes Körpers mit einem feften Punkte fortwährend geftört wid. 
Ebenfo erfolgen oft Schwingungen in frummen Linien, wenn bie Anfange 
gefchwindigkeit des bewegten Körpers eine andere Richtung hat als die Kraft 

Fig. 954. Der einfachfte und am häufigften vor⸗ 
fommende Fall ift der, wenn die Kraft 
der Entfernung von einem ge 
wiffen Punkte C proportional if 
(f. aud) $. 20). Es fei A, Fig. 954 
ber Anfangspunkt der Bewegung, C der 
Sig der Kraft, d. i. der Ort des Kir 
pers, wo die Kraft Null ift, und M 
der veränberliche Ort des Körpers. Ve— 
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* zeichnen wir nun den Abſtand CM durch x und bedeutet ge eine conſtante 
ober Erfahrungszahl, jo können wir die Acceleration de8 Körpers in M 
p—=u% 
jegen. Bezeichnet nun v bie veränderliche Gefchwinbigfeit des Körpers in 
irgend einem Punkte M feines Weges und O2 das Wegelement MN wäh 
end der Zeit 9, fo hat man (f. 3. 21, III.) allgemein: 


3 
vov = 99x, alfo hir: v9v = aux. 9x und 5 = Kr: .0%. 


Hieraus folgt die Gefchwindigkeit v in M, wenn der Körper den Weg 
AM=AC— MC=a— 3 zurlidgelegt hat, durch 


a 
a — 2 


v ꝛ· de — A 
guß * — i: 





Vna — 2), 


Dieſer Ausdruck erreicht fein Marimum für 0, alſo in C, um 


‘ 
jap 189 
m. u 


— 


ar zwar tft hierfür 
er? v=c=a Vr. 
mi Bewegt ſich der Körper über C hinaus nad) B Hin, fo nimmt die Ge⸗ 


‚I ſchwindigkeit allmälig wieder ab, indem fie in dem Abftande CB = «a 
ms wieder zu Null geworden ift. Nun kehrt ber Körper wieder nad} c zurüd. 
nr Diefe rüdgängige Bewegung erfolgt genau nad demfelben Gefege wie bie 
nr: bingehende, e8 it in C,v = — c dv — O in A. Die Bewegung 
Et wicberholt ſich auf folche Weife regelmäßig in dem Raume AB = 2a, 
8 welcher legtere die doppelte Schwingungsweite genannt wird. 


2* Unter der Bibrationsintenfität verſteht man die Geſchwindigkeit des 
eu Körpers in C und der Bewegungszuftand an irgend einer Stelle heißt bie 


m: biefer Stelle entfprechende Phafe der Bewegung. Da obige Formel 

wer? v—= Vu(a — =?) 

mr denfelben Werth giebt fir z— + 2, und 2—=— ai, fo folgt, daß je zweien 
ar beiberfeits gleichweit von CO abftehenden Punkten gleiche Phafen entfprechen, 


u oder daß die Bewegung in Hinficht auf C eine ſymmetriſche ift. 

wer Schwingungsdauer. Die Zeit, während welcher der Körper einen S. 2, 
—B gewiſſen Weg AM = a — zurücklegt (Fig. 955 a. f. S.), beſtimmt ſich 

mi wie folgt. Man hat nad $. 21,1: 

dr x GE, 

Pr v — teit=, 


je folglich hier, wo 


23° v—=V u(a — 29) if, and: 
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Die geſuchte Zeit, während welcher der Körper von A nad) M paſſm, 
aljo der Abftand von C aus a in & ſich verändert, — daher: 


fe 1 
Tea" v5 
Va = (are.sin.2 sin.— — urc. sin. ni 7? — arc.sin. 2). 


Die Zeit, welche der Rsıpe gebraucht, um "bon A nach O zu gelangen, 
erhält man, wenn hierin x = 0 gejegt wird,-zu: 


ot 


= (5 ar sin 0)= I. 

Vu\2 777 2Vu’ 

während die Zeit einer ganzen einfachen Schwingung von A bis B fid anf 
das a berechnen, wenn man 2 —= — 4 eine: 


= — (& — arc.sin. — 2) = ve 
Diefelbe Zeit gebraucht der Körper zur Rückbewegung von B nad) A, fi 
dig. 955. daß die ganze Schwingungsdaner zur Ans 
7 führung einer Hin- und  Rucfcmingung 


= 7 


[ IN beträgt, aljo von der Shmingungemeit 
“Npc — 


gar nit abhängig ift. 

Dean kanı fi) die Bedeutung der erhaltenen Formeln graphiſch verar 
Ihaulichen, wenn man um C mit denn Halbmeſſer CA — a den Halbtrat 
AODB ſchlägt und die Ordinate MO zieht. Hierin ift offenbar 

M0—=Va-— x, 
d. h. die Geſchwindigkeit des Körpers in jedem Punkte M ift der Ordinate 
MO proportional. Ferner ift 


Bogen DQO =a . are. sin. _ und 
Bogen DQA=a- =; 
folglich) ift die Schwingungszeit, welche der Körper gebraucht, um von A 
nad) M zu gelangen: 


1 (3 . =) 
t= —I— — arcsin. — 
V u 2 a 


ae M- 


FT 
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proportional der Differenz jener beiden Bögen, oder dem Bogen AO, 
nämlich 


t= 





1 
Dogen AO. 
av“ 

Diefes Geſetz gilt allgemein für die Bewegung des Körpers zwifchen zwei 
beliebigen Punkten, es ift 3. B. die Zeit, welche der Körper gebraucht, um 
von M nad C oder von C nad) M zu gelangen, dem Bogen DQO pro- 
portional, und zwar: 


t= Tr 
woraus umgelehrt 
2 —=a.sin(t Vu) und 


v—Vu Ve? — a:[sin. (Vu) —=Vu.a.cos. (t Vn) folgt. 


Anmerlung. Die vorfiehende Schwingungstheorie läßt fich jogar auf das 
Kreispendel CM, Fig. 956, anwenden, wenn man kleine Schwingung&bögen vor: 
Fig. 966 ausjegt. Es ift die Beichleunigung des im Bogen 
Ba AMB ihwingenden Punltes an der Stelle A: 
. DA 
c p=g5nACD= Tg 9 
oder da bei Heinen Elongationen DA= MA geliebt 
werden kann: 


200 _ 





arc. sin. —, 
=. 


MA 
P= a4 
A B Bezeichnet man nun CA mitr und MA mit x, 


jo erhält man: 
M E = 
py= 
und daher durch Bergleihung mit der Formel p—= ux des vorigen Paragraphen: 


u=!. 


r 
Folglich ift die Schwingungszeit: 
t= u —=n]/7 weg. 8. 846 
= Va = 7 (vergl. 8. ). 


Längenschwingungen. Die vorzüglichfte Urfache fchwingender Be⸗ 
wegungen ift die Elafticität der Körper. Den einfachſten Fall bietet ein 
Faden oder eine Stange (Draht) OC, Fig. 957 (a. f. ©.), dar, wenn der⸗ 
felbe durch ein Gewicht G gefpannt wird. Führt man diefes Gewicht von 
dem Ruhepunkte C in der Arenrichtung des Fadens um einen Weg CA= a 
fort, und überläßt man es num ſich felbft, jo wird es in Folge der Elafticität 
des Fadens wieder bis C gehoben, kommt dafelbft mit einer gewiſſen Geſchwin⸗ 
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digkeit c an und fteigt durch feine lebendige Kraft bis zu einem Punkte B, 
bon wo aus es wieder zurüdfällt u. |. w. In dem Ruhepunkte wird bes 


Big. 967. Gewicht @ von ber iaflicität I FE (j. $. 210) de 


Stange aufgehoben, es ift folglich Hier Die bewegende 
Kraft: 


P=tFE—-G6=0,u0} FE= 6. 


welcher um CN = x von C abſteht, fo beträgt die be 
wegende Kraft 


p=!tT2rE-0=$rFE+ 2 FE-0 








_FE 
=? 

und befindet e8 fi) in einem höheren Punkte Q, fo if 

diefe raft: 

= _FE, 





[ 


Bernadjläffigen wir ie Maſſe der Stange jo iſt gt die Ucceleration, 
mit welcher fid) das Gewicht E nach C zurlidbewegt: 


pP FE 
= 497 u und daher: 
FEg 
a 


wenn 2 — nz geſetzt wird, F' den Querjchnitt, J die Länge und E den 
Elafticitätsmodul der Stange bezeichnet. Da diefes Gefeg mit dem in den 
vorigen Paragraphen behandelten alle übereinſtimmt, jo haben wir au 
hier die Schwingungszeit: 


— 78* ET = rV# 


Wenn GC, —= Fly das Gewicht der Stange und Z ben Elaſticitätsmodul 
als Länge ausgedrückt (ſ. $. 210, Anmerk. 1) bezeichnet, fo daß E = Lr 
ud F= > if, fo Hat man nad) Einfegumg dieſer Werthe and): 

al ET 
=,7 


Wenn man umgelehrt bie —— beobachtet, ſo kann man den 
Elofticitätsmobel berechnen, indem man ſetzt: 


Iſt aber das Gewicht in einem tieferen Puntte X, 


i 
Izi: 


m! 


oe 
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na? @l al 0 
Bea eder LæTB a 
Diefe Formeln gelten auch dann, wenn die Schwingung der Stange nur 
durd) bloße® Anhängen des Gewichtes (in B) und plögliches Loslaſſen deſ⸗ 
felben hervorgebracht wird; es ift hier die Amplitude zu beiden Seiten von C': 


4*4F755. 


Beiſpiel. Wenn ein Eiſendraht von, 5 Meter Länge und 2 Millimeter Dicke 
dur ein Gewicht von 60 Kilogramm in Längenſchwingungen verjegt, pro Se- 
cunde 7,5 Doppelihwingungen macht, jo hat man t = 5 3* 0, 0667 und 
den Elafticitätsmodul des Drahts: 


3,143 60.5000 __ _ 
E= 9810 . 0,06673 . 13.314 — 0,2264 .95541,4 = 21600 Kilogramm. 





Die vorftehenden Formeln laſſen fi) aud) anwenden, wenn das Gewicht 
G zufammendrüdend auf eine fteife prismatifche Stange wirft. Ebenſo 
finden diefelben noch ihre Anwendung, wenn das an das untere Stangenende 
angehängte Gewicht gleich anfangs mit einer gegebenen Gejchwindig- 
feit v niedergeht. Nach dem Principe der mechanifchen Arbeiten ift in 
diefem Falle fiir die Yallhöhe A von G: 


Gh+ 4 = — FE:-—- = — . h2, daher: 
2 Gi v2 
Ft a, va, FE) tr FE FE 29 
Nach Danhfaufungd diefes Weges Hat das Gewicht G feine Geſchwindigkeit 


verloren und fteigt num in Folge der Elafticität bis zum Ausgangspunkte 
zurüd, wo es wieber mit ber Geſchwindigkeit anfommt. Endlich aber 


2. , 
erhebt es ſich in Folge feiner lebendigen Kraft G 5 ‚ indem es die Stange 
comprimirt, noch um eine Höhe Aı, ehe e8 wieder zurückkehrt und eine neue 
Schwingung beginnt. Fur diefe zweite Höhe ift 


v ꝛ· FE, 
e.,7 Gh +7 und daher: 


_.._ a V(& 201 vo 
M=erustVY\re)' FE 


Durch Addition von h und Ah, erhält man num die ganze Schwingungs- 
ampfitude: 


—— 
ä.— Er 


8.5. 
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und daher die einfache Elongation: 
—F —— „2el, v 
— 4* 75 29 


Da auch hier p — = Dr — #2 ift, fo hat man, wie oben, die Jet 


= VE 
Vs FE 


Wenn die Anfangsgefchwindigfeit u des Gewichtes C, durch ein nieder: 
fallendes Gewicht @ erzeugt wird, jo hat man es mit dem in $. 372 
abgehanbelten Falle (Fig. 958) zu thun. Laffen wir das Gewicht @ mit de 

Sig. 908. Gelchmwindigfeit c aufſchlagen, und jegen wir einen unelaftifcen 
Stoß voraus, fo haben wir die Anfangögefchwindigfeit ver 
G+@ 


einer Schwingung: 


A 


Ge 


-7+@ 
daher die größte Schwingungselongation : 


— ee GH)! 2621 ec 
= ver GE )terayRE 9’ 


und die Seinem 


=7 

Die Elemente der Stange —— an den Schwingungen 
von G oder E + G ebenfalls Antheil, nur ift die Amplitude 
um fo Heiner, je näher das Element dem Aufhängepunfte liegt. Fr ein Element 
C,, Fig. 957, im Abftande O CO, — x vom Aufhängepuntte ift die Amplituie: 


(4 F ut 





_% 
y=74 

wogegen die Schwingungszeit, da dieſe gar nicht von y ober a abhängl, 

diefelbe ift wie für G. Es ſchwingen aljo alle Elemente der Stange in vos 

C nad) O ftetig abnehmenden Amplituden ifochron. 


Querschwingungen. Aud) die Biegungs- fowie die Torfiont: 
elafticität bieten Gelegenheiten zu folchen Schwingungen dar, wie wir iM 
Borhergehenden kennen gelernt haben. Fr eine an einem Ende O fer 
gehaltene und am anderen Ende C durd) ein Gewicht G gefpannte Stang 
oder Feder O C (Fig. 959) haben wir nad) $. 235 die Einbiegung: 


P33 
HC=e= ggg 


— 


5 
N 
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gefunden; es folgt daher umgelehrt die Kraft P, mit welcher die Stange 
gebogen ift, 
3W Ea 
P= E 

Wird nun diefe Kraft durch ein 
angehängtes Gewicht GE erfekt, und 
aım CA= CB=x ver⸗ 
größert oder verkleinert, fo bat 
man die Kraft, mit welcher das 
Stangenende nach der Ruhelage durch die Elaſticität der Stange zurück⸗ 
getrieben wird: 











_83WE(a-+x) _83WE(a+x2) 3WE 3WE 
Pa ν-Ü, 
daher die Acceleration, wenn wir bloß die Maffe von GE in Betracht ziehen: 
pP 3WE 
p— 39* —— und, da hiernadh 2 — x zu ſetzen iſt: 
__8WE 
Pet 


Die Proportionalität zwifchen p und x geftattet die Anwendung der For- 
mel in $. 2 Anhang), wechen nun die enge 
@13 
== 1 3WE 
folgt. | 


Für eine an beiden Enden frei aufliegende und in der Mitte C mit einem 
Gmwidte G belaftete Stange HO, Fig. 960, ift nach $. 241: 





Big. 960. 4 — Pl 
48WE' 
H B 0 
x EI * daher die Schwingungsdauer: 





—2 @13 

Vs Y ısWwE 

Bei Berückſichtigung des Stangengewicdhtes GC hat man im erften Falle, 
Fig. 959, ftatt &, @ + ?/; Gr, und im zweiten Falle, Fig. 960, ftatt, 
G, @ + 5/; Gi einzufeßen. 

Aus der beobadjteten Schtwingungszeit €, läßt fi nun der Elafticitäts- 


A 


modul berechnen, und zwar für den erften Fall, mittel® der Yormel 


ze + Gh — 
B= (7) 39W > 


oder, wenn n = r die Anzahl der Doppelſchwingungen pro Secunde 
bezeichnet, 
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G + °/ Gı 13 
39W j 


Beilpiel. Ein Fichtenholzftab von 10 Millimeter Breite und Dide wurde in 
zwei um 1 Meter von einander .abftehenden Punkten unterftügt und in der Mit: 
von dem Gewichte G = 1,97 Kilogramm um a — 32 Millimeter Breite nice: 
gezogen. Deshalb ift hiernach der Elafticitätsmodul des Fichtenholzes: 


P13 1,37 . 10008 . 
E 15. Wa = 48.7,,10°.82 = 1070,3 Kilogramm. 

Ferner wurde diefer Stab an einem Ende eingellemmt, am anderen Ende mi 
dem Gewihte & —= 0,31 Kilogramm belaflet und in Echwingungen vera, 
wobei die Unzahl der Schwingungen in 85 Secunden zu 100 ausfiel. Tas Se 
wicht G, des Stabes betrug 0,044 Kilogramm, folglid) ift: 

G + 3%6, = 0,3265 Rilogramm, und 
aARG+Y,G ‚14\2 0,8265 . 1000 . 

E=(# au r=(i5 3-3810- 7, 101 = 071,2 Rilogramn, 
alfo jehr nahe dem durch den Biegungsverfuch gefundenen Werthe. (Die Tabelt 
in $. 218 giebt & = 1100.) 


E = (nn)! 


8. 6. Torsionsschwingungen. Die Formel = gilt endlich auch für 


u 
das Torfionspendel, d, i. für einen Faden oder eine Stange.D O, Fig. Hl, 
welche vermöge ihrer Torfion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Kegel 

Fig. 861. verfieht man diefes Penbel mit einem 
belafteten Ouerarme CC, , mittels deſe 
die anfängliche Drehung bes Habe 
hervorgebracht wird, indem man dia 
Arm aus der Ruhelage CO, in de 
Lage AA, bringt. Die Torfion beit 
dann den Arm nad) CO, zurkd, m 
vermöge ber Trägheit geht derfelbe and 
noch weiter bi8 BB,, von wo ande 
nah CC, und AA, u. ſ. w. mit 
kehrt. Wir haben oben (8.269) dad Zar 
fionsmoment eines prismatiſchen Körpern 

aWcC 
ı 
gefunden und wiſſen hiernach, daß baffelbe umgekehrt wie die Länge 0D=! 
des Stabes und direct wie die Torſionswinkel MDC = « wächſt; iſt a 


3 . 
Gk? das Trägheitsmoment des Armes CD C,, folglich ie - die auf de 


Armenden C und C, reducirte träge Mafle A deſſelben, fo folgt die Far 
feration diefer Punkte: 








Pa = 
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„—_?P_eWC P@ _0aWCg 
Pu Ta ag Gm 
Bezeichnen wir nod) den Bogen CM — wa, welcher der Armlänge 
DA= DC= a und bem veränderlichen Elongationswinfel CDM = « 
entjpricht, durch ©, jo erhalten wir den Ausdrud: 
4 7° und können wieder p — ſetzen, aljo: 
_WCg 
ak 
Es ift folglich auch die Schwingungsdauer, der Schwingungsbogen 
ACB = A,C,B, mag groß oder Hein fein : 


ı ı v* en. 
Ver Vs 
{3 
— — 92 r 


und daher das Torfionsmoment 


Pa=—.-a@k.. 
* 

Anmerkung. Vorſtehende Formeln für die Schwingungen, welche durch die 
Elaſticität feſter Körper hervorgebracht werden, gelten natürlich nur ſo lange, als 
mit den Schwingungselongationen die Elaſticitätsgrenze nicht erreicht wird. Bei 
allen Maſchinentheilen find die Schwingungen möglichſt zu vermeiden, weil das 
Arbeitsquantum, welches auf diejelben verwendet wird, für die Maſchinen ver- 
loren geht; deshalb find diefe Theile höchſt jorgfältig mit einander zu verbinden, 
und es ift zumal ein fogenannter todter Bang zu vermeiden, der zu Stößen und 
Schwingungen Beranlafjung giebt. 


annehmen. 


Umgefebrt 9 


Fig. 962. 


Dichtigkeit der Erde. 
des Zorfionspendels findet ihre unmittelbare 
Anwendung bei der Beftimmung des fpecififchen 
Gewichtes oder der mittleren Dichtigkeit & 
unjferer Erde. Nähert man dem einen Ge- 
wichte Q am Armende A, Fig. 962, eines Tor⸗ 
fionspendel8 eine ſchwere Kugel X, jo ridt 
daffelbe in Folge der Anziehung um einen Weg 
AM x näher; es fegt fi in diefem neuen 
Orte M von Q die Anziehungskraft R von K 
mit der Torfionskraft P ins Gleichgewicht, und 
es läßt fich daher aud) die eine durch die andere 
beftimmen. Laſſen wir nun nad) Entfernung 
der Kugel K das Torfionspendel fchwingen, fo 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanit. L 76 






zum — — ———- 
— — — a. 


* 
&- _ 


> 
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fönnen wir die Schwingungsdauer deſſelben ermitteln und hieraus die Torfionk 
fraft berechnen. Nach dem vorigen Paragraphen ift die Schmwingungsdaur 
—W u— Pond v— Torſionskraft Pa? q 
Vu’ x — Maffe des Pendel GM” 
wenn Gk? das Trägheitsmoment und a die Armlänge des Pendels bezeichnen 
daher Hat man umgekehrt die Torſions⸗ oder Anziehungskraft: 
 GMp uGhz m Gkz an? Ga 


_IoKP_ROET > () —— GEHE — dj — 
— — — — , 


ga? ga? ge a? gt? a 
und das dem Drehungswinkel & entjprechende Torſionsmoment: 
a? 
Pı= gi -aGK. 

Wenn nm die Anziehungskräfte der Körper wie die Maſſen derſelber 
und umgefehrt wie die Quadrate der Entfernungen wachſen (|. $.327, 
Beifpiel 3), fo können wir die von X hervorgebradhte Anziehungskraft P 
mit dem der Anziehungskraft der Erde entiprechenden Gewichte Q des Heinen 
Körpers an der Torfionswage wie folgt vergleichen: 

P _K:s 
go TE’ 


wobei s die Entfernung MK der Mittelpunfte beider Maſſen Q md X | 


bon einander, r den Halbmeſſer der Erde und Z da8 Gewicht derſelben 
bezeichnet. Wir erhalten nun das legtere: 
_£Qr? 
ET 
und wenn wir Et, rd.ey ſetzen, das fpecififche Gewicht der Erde: 
3E 3KQr 3KQ _3KQ ga 


nZ&r nr) AnPr’ös 4AnPrs 4ursı a2GK: 








oder, wenn wir ftatt 5 die Ränge 7 des Secundenpenbels (f. $. 347) ir 


ren: 3K10 a? 
nn MER CHR) 
und daher die mittlere Dichte der Erde: 
_ 3KIt  Qa 
Anra Gkiy j 
Sett man annähernd GA? —= 2. Qa?, was in dem Falle immer ge 
ſchehen fan, wen die Maſſe der Pendelarme verſchwindend Mein gegen Dr 
jenige der Kugeln Q ift, fo erhält man einfacher: 
FRI ——— 
® zrasıy 
Mittels des einfachen Torfionspendels oder der fogenannten Conlomb' 
hen Drehwage fand zuerft Cavendiſh: & = 5,48; 
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152 oder nad) Hutton's Revifion: & — 5,32, 

"ER fpüter bei Zuhllfenahme des Gauß⸗Poggendorff'ſchen Spiegelapparates 

Rn : Reich: & = 5,43, 

ze; dagegen Baily, durch Berfuche in größerem Maßftabe: &e = 5,675. 

use Dei Wiederholung der Berfuche wurde von Reid, &e — 5,583 

—e— gefunden. (S. „Neue Verſuche mit der Drehwage, Leipzig 1862.“) Es iſt 

25. biernad; die mittlere Dichtigkeit ber Erde ungefähr gleich der Dichtigfeit des 

TE Eifenglanzes. 

= Anmerkung. Ueber die Ausführung der Berfude zur Beſtimmung der Dich⸗ 
tigkeit der Erde iſt nachzufehen: Gehler's phyſikal. Wörterbuch, Bd. III.; ferner 
die Abhandlung von Reich, ‚Verſuche über die mittlere Dichtigkeit der Erde, 


— Freiberg 1838“, und die von Baily, Experiments with the torsion rod for 
Een determining the mean density of the Earth, London 1848. 


- Magnetnadel. Die Torfionswage wird aud) angewandt, um die 8. 8. 
am Directionstraft ober das Drehungsmoment eines Magneten ober einer 

Fig. 968. Magnetnadel zu finden. Erfegen wir den Querarm 
einer folchen Wage durch eine Magnetnadel oder einen 
Magnetftab ADMi, Fig. 963, fo ftellt fich derjelbe fo, 





et daß feine Directionskraft von der Torſionskraft auf: 

— gehoben wird. Weicht der unmagnetiſche Arm in der 

Ruhelage AA, um ben Winkel A DN— « vom 

magnetifchen Meribiane NS ab, md ftellt ſich der 

Magnetſtab MM, fo, daß feine Are um den Winkel 

ng! MDN = 8 von dem Meribiane N S abfteht, fo haben 

— wir denjenigen Komponenten R, der parallel NS wir» 

Zi - Mı, fenden Directionstraft R, welcher bie Umdrehung ber 
a! Nadel bewirkt: Rı = Rein. B. 

RS Da diefe Kraft von der Torſionskraft P im Gleichgewicht gehalten wir, 


fo hat man R sin.d —= P, oder wenn die Declination Ö Hein if: RÖ=P. 
Nun ift nad) dem vorigen Paragraphen das einem Drehungsmwintel & — 6 
entjprechende Torſionsmoment: 


P=-F@— dam 
-5 


wenn man daher das unmagnetifche Torfionspendel ſchwingen läßt, fo Yann 
1%? man aus der Schwingungsdauer € u. |. w. auch bie Directiondfraft des 
2* Magnetſtabes 3 finden, und zwar hat man: 
. a? x⸗ 
Rsin.d = za * — — 
Hierbei iſt vorausgeſetzt, daß die magnetiſche Directionskraft R ihren Sit 
za“ im Abftande DM — a von D habe; freng genommen kann weder bie 
76 * 
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Divectiondkraft R, noch der Abſtand des Angriffspunftes derſelben von M, 
fondern nur das Directiongmoment R sin. 6 . a beftimmt werden, weit 
man bat: 


3 s 
Rsind.a= (u — 8) aM. 


Diefes Moment (Ra sin. 6) ift fir sin.d — 1, d. h. wenn die Mague- 
nadel rechttwinfelig gegen die Magnetrichtung fteht, am größten, umd sur 
— Ra, und dagegen fr o— — 0, d. h. wenn die Are der Magnetnadel in 
den magnetifchen Meridian füllt, am Heinften, nämlich; — Null. 


Magnetismus. Da die Directionsfraft R der Magnemadel keisze 
Drud auf die Drehare verurfacht, alfo die Nadel kein Beftreben zum ders 
fchreiten, fondern nur ein Beftreben zur Drehung hat, wenn fie auperhall 
des magnetifchen Meridians fteht, fo folgt, dag die ganze Wirkung des Ei 


magnetismus auf einen Magnet aus einem Kräftepaare R -: mit dem 


92 y 
größten Momente Ra beftehen müſſe. Da fich ferner jebes Kräftepan 
3. — = durch ımenblich viele andere Paare (3 — =) , = — 3) 


u. f. w. erfegen läßt, deren Momente Ra, Rıaı, Rasa, u. ſ. w. alle m 
ander gleich find, fo folgt, daß weder A noch a, alſo weder die Directiens 
kraft noch ihr Angriffspuntt, fondern nur ihr Moment Ra beftimmt # 
Diefes Drehungsmoment Ra ift Überdies noch von zwei Factoren fh 
und S, wovon m, dem Erd⸗ und S dem Stab» oder Nadelmagnetismst 
entjpricht, abhängig, weshalb wir 

R=m Sun Ra = m, Sa 
jegen können. Was endlich noch da8 Maß m; des Erdmagnetismud a 
langt, fo ift dieſes bei einer horizontalſchwingenden Nabel, wie wir ſeither 
angenommen haben, nur der horizontale Component der Intenfität m dei 
ganzen Erdmagnetismus, denn ber verticale Component m, wirb durch dr 
Unterftügung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. Ift s die Inch 
nation ober die Abweichung der magnetifchen Erdaxe von dem Horizonte, I 
haben wir fiir den betreffenden Ort ben horizontalen Componenten: 

mi = m cCo8. 1, 
dagegen den verticalen : 
m; — m sin.ı 

und endlid) da8 Drehungsmoment einer Magnetnadel: 

Ra sin.ö —= mcos.ı . Sa sin. 6, 
alfo den größten Werth deſſelben: 

Ra = m Sa cos. 1. 
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—J . Schwingungen einer Magnetnadel. Man kann auch das Dre $. 10. 
cz bungsmoment einer Magnetnadel aus der Schwingungszeit derjelben felbft 
berechnen. Bringt man die aufgehängte Magnetnadel AD Mi, Sig. 964, aus - 








Fo; ihrer durch das Gleichgewicht zwifchen der Torſions⸗ und der Magnetkraft 
m Fig. 964. bedingten Ruhelage, fo daß fie von diefer um den 
-li:r Heinen Wintel MDC — 9 abweidit, jo nimmt ent- 
re Fe weder die magnetifche Directionsfraft R um Rp zu 
vr: und bie Zorfionsfraft um P,Y ab, worin P, nad 
mit=: F. 6, Anhang, den Werth 
za’? GR? 

kei ga 

kei bedeutet, oder es tritt da8 Umgekehrte ein; in jedem 
Per alle erwächſt alfo aus beiden eine Kraft: 

3. oder ein Moment: 
ui 5, | (R+P)ya=(R+P)z, 
irn *: welches den Magneten nach der Ruhelage zurlictreibt. 
BR: Iſt nun Fk? das Trägheitsmoment ber Nadel, fo haben wir folgt die 

7. j Beſchleunigung, welche diefer Kraft entſpricht: 

XRX — E + P,) ax 

pæ: GR? 9: 

— und ſetzen wir dieſelbe — gez, fo erhalten wir: 

nr“ R+P 

hun? RZ IB "ag, 

ſowie die Sontewnathnue: 
Han a ee _ Gr 
*F Br (R + Pı)ag 


ji 


vr 


—— GR? 
nm re 


di * ö 
vH oder, wenn v das —— * — 7 der Torſionskraft zur magne⸗ 


we tifchen Kraft bezeichnet: 
— VER 
= VarYRe 


Hat man durch Beobachtungen gefunden, fo Tann man hiernach um⸗ 
gekehrt das magnetische Umdrehungsmoment finden, es ift nämlich 
232 GR 
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Iſt die Torſionskraft Mein, fällt namentlich die Ruhelage MM, nahe m 
den magnetiſchen Meridian, fo kann man » vernachläffigen und 


— X Gk? ſowi 
55 Ba’ ie 


1? ’ 
Ra = - @k? feßen. 


Noch können wir .flatt Ra den oben angegebenen Werth einführen um 
daher da8 Trehungsmoment durch die Formel 


2 
mSacos.ı = ”, G k3 ausdritden. 
ge 


Für eine im magnetifchen Meribiane ſchwingende Inclinationsnabel 
iſt dagegen: 


1? 
mSu = gi «GR? 


und fiir eine Nadel, deren Umbrehungsare in dem magnetifchen Meridiau 
liegt, die ſich daher felbft vertical zu ftellen fucht: 


2 
m Sa sın.ı = — » GR. 
. gt? 


. 2 
Die Formel m Sa cos.ı — Ar - &k? giebt uns in m Sa cos.ı ein Pr« 


duct von vier Factoren; da ſich aber die Inclination u durch Beobachtunge 
an einer Magnetnadel beſtimmen und ſich Sa auf eine beſtimmte Weiſ 
nicht in feine Factoren zerlegen läßt, fo bleibt nur eine Zerlegung ii 
befannten Productes m Sa in die Factoren m und Ia zu vollziehen übrig 
Wie fich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobachtungen ermöglichen läfl 
wird aus Folgendem hervorgehen. 


Magnetische Anziehungsgesetse. Die Kräfte, mit welchen fih die 
ungleichnamigen Pole zweier Magnete anziehen und die gleichnamigen Pok 


derſelben abftoßen, ftehen im umgekehrten Berhältniffe der Quadrat 


der Entfernungen zu einander. Man liberzeugt fid) hiervon am ein 
fachſten durch die Beobachtungen an einer kleinen Magnetnadel, welche ma 
in der Nähe eines größeren Dlagnetftabes fchwingen läßt. Zu dieſem Zuedt 
legt man den Diagnetftab horizontal und parallel dem magnetifchen Meridian, 
fo daß fein Nordpol gegen Nord, aljo fein Sudpol gegen Sud gefehrt iſ 
und bringt eine eine Declinationsnadel in die Verlängerung der Aye de 
Magnetftabes. Iſt der Abftand 8 des Stiftes diefer Nadel von dem ee 
Pole des Magnetftabes viel Meiner als ber Abftand von dem anderen, P 
fonn man die Wirkung des Ießteren auf die Nadel Null fegen und ar 


ea! 


wo 


use 


% 


* 


A a ee 


2-6. Lo 2 
NT en 


ve 
.. 


x x T. 
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nehmen, daß durch die Wirkung des näheren Poles der Coefficient m, der 
erdmagnetiſchen Kraft noch um einen gewiſſen Werth x, oder x, vergrößert 
werde. Iſt nun die Schwingungszeit der Nadel — t, wenn der Magnetftab 
fi) gar nicht in der Nähe derfelben befindet, dagegen — t,, wenn der nähere 
Pol diefes Stabes um s, von den Stifte der Nadel abfteht, und — t,, 
wenn diefer Bol um ss von dem Nabelftifte abfteht, jo haben wir: 


gm ", Gkaund S— Gh 
m; ——— ‚m +) 8a 6 und (m + %) = ; 


daher folgt durch Divifion: 
2 2 
m — und 7 te _ 2 folglich: 


gu} m 


2 — t? {2 — t2 “ 
% = (7 ')mı und x⸗ =( rE ) mi, endlich: 
2 
22 t? 8—1 











Tg 
1 2 
oder, wenn ſtattet, d, und tz die Schwingungszahlen 
60’ 60” 60" 
n= —, hı — — und = — 
t tı ty 


eingeführt werden, 
N: — nm — mM. 
Wenn nun die Wirkung des Magnetftabes auf die Nadel dem umgefehrten 
Duadrate der Entfernung proportional ift, fo muß aud) 
%:% 8:57, und folglich auch 





nn — _ 8 
n2—n? 38} 
fein, welches durch die Beobachtungen beftätigt wird. ® 


Die Wirkungen eines Magnetftabes NS auf eine Dlagnetnadel ns fallen $. 12. 
am einfachften aus, wenn der Magnetitab rechtwinkelig gegen den magne⸗ 
tiichen Meridian gelegt wird, und zwar entweder fo, daß fid) der Stift d ber 
Nadel ns, Fig. 965 (a. f. ©.), in der Verlängerung von NS, oder fo, daf 
er fih in dem durch die Mitte C gehenden Perpendifel von NS, Fig. 966 
(a. f. ©.), befindet. Segen wir vor der Hand die Kraft, welche ein Pol von 
NS auf einen Bol von ns in der Entfernung Eins ausübt — K, fo haben 
wir für den erften Fall, Fig. 965, wenn a die länge NS und e die Ent- 
fernung Cd der Mittelpunkte CO und d ber Körper NS und ns von ein- 
ander bezeichnet, die Kraft, mit welcher der Nordpol » von S angezogen wird, 
K 


(e — aa)? 


P= & annähernd = 
Sn? 
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und bie Kraft, mit welcher n von N abgeftoßen wird, 
Fig. 965. Fig. 966. 





— —— 
mensch hai 





N: 
daher die Mittelkraft aus P und Pi: 


Q=r—R=K( 1 1 ) 








e— ha)? (e+ !/za)}, 
_e+ ka?—(e- Na)? 
et ha? «— na) 
N _ 2aeK 
(+ ra)? e—'Aa)' 
oder, wenn %/, a gegen e Hein iſt, 





Ebenſo ift die Mittelkraft aus der Anziehungs- und Abftoßungsfraft der 
Sudpoles 3: 
2aK 
9=-5% 
und dahergpas Moment des von diefen Mittelfräften gebildeten Krüftepaaret, 
wenn 2 die Entfernung der Pole der Nadel von einander bezeichnet, 
2alK 
a=-- 
Für den zweiten Fall (Fig. 966) find hingegen die Anziehungs- md 
Abftopungsträfte in s: 


» 





P== = und die in n: 
$ $ 
K K 
ec 
folglich die refultirenden Mittelkräfte: 
„en, P= aP_aK 4x 





2835 7 und 55 
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Wenn nun Ya und YsL anfehnlich Heiner find als e, fo können wir 
f ftatt Ns = Ss und Nn = Sn ben Mittelwerth Nd — Id und dafür 
den Näherungswerth Cd — e einführen, erhalten demnach: 
u BR 
. == 
und daher das Moment des von Q umd 6, gebildeten Kräftepaares: 
alK 
er 7 
X d. i. halb fo groß als im vorigen Falle, was aud) durch die Beobachtungen 
— vollkommen beſtätigt wird. 
Uebrigens iſt aber die Kraft K ſelbſt noch ein Product von der Intenſität x 
| des Magnetismus in 9s und von der Intenfität S in NS, alio K = x8 
— zu ſetzen, weshalb nun für den erſten Fall 


= 2“ ze < und für den zweiten: Q = „Ba 


2 





Bestimmung des Erdmagnetismus. Ueberlaſſen wir in den beiden 8. 13. 
vorher betrachteten Fällen die Magnetnadel ns der Einwirkung des größeren 
Magneten, jo nimmt biefelbe eine neue Stellung ns, Fig. 967, ein, wobei 

Sig. 967. fid) die Kraft Q, mit welcher der Mag- 
netftab auf die Nadel einwirkt, mit der 
Kraft R, die der Erdmagnetismus auf 
fie ausübt, ind Gleichgewicht fegt. Iſt nun 
Ö der Ablenkungswinkel Ndn — Sds 
der Nadel von dem magnetischen Meridian, 
jo haben wir die ſich das Gleichgewicht 
baltenden Seitenfräfte von Q und R: 
Qı = Q 08.0 
und Rı = Bsin.d, 
folglich if Q cos.d —= R sin.d, und fonad) 


bar ver 
5 
e 


ne 





⸗ 
er 
4. 


|; " 














— Q 
tang.d = R' 
oder, wenn wir nach dem vorigen Paragraphen entweder 
—— oder a, 
und nach $. 9 Anhang, R = mı% feßen, 
| entweder fang. d — 25a __28a —— oder tang.d = Sa, 
me? me? m e? 


1210 Anhang. [$. 13. 


Hiernach läßt fi nun umgelehrt das Verhältniß des magnetifcen Re 
‚ mentes des Stabes zu der Intenfität des Erdmagnetismus finde, 
denn es ift in bem einen alle 


Ba — 1/,e?tang.d und im anderen Yalle Sa _ e? tang.d. 
m m 


Die Beobachtung der Schwingungsdauer de Magnetftabes NS gie 
uns aber (nad) $. 10) das Probuct: 


a2 
m, Sa = gi? Gk?; 


daher folgt durch Combination beider Gleichungen mit einander das magne⸗ 
tifhe Moment des Stabes 


"X 
entweder Sa —= V 1. Gk?eitang. Ö 
r Vo /a 9 








X 
oder Sa = —— Y Gk?edtang.d, 
tVg 
und das Maß der horizontalen Komponenten des Erbmagnetismus: 
2@%K? un ö 7 @ %? cotang.d 
entweder m = 24 tan. oder⸗ —— — —. 
— 5* tVo9 e 


je nachdem man Ö auf die eine oder die andere Weife beobachtet hat. 

Durch Divifion mit dem Cofinus der Inclination (e) befommt man br 
ganze Stärke des Erdmagnetismus : 

mM 
08.6 

Um fi) einen Haren Begriff von dem Coefficienten oder dem Wafe m 
des Erdmagnetismus zu verfchaffen, nehme man zunächft an, bie Nadel ns 
Fig. 966, Habe die Intenfität x — 1 (1 Milligramm) und die Länge !=I1 
(1 Millimeter), und der Stab NS habe ebenfalls die Intenfität S = | 
und die Länge a — 1. Sezzt man endlich, nod) den Abftand e diefer Koeln 
von einander ebenfalls gleich 1 voraus, fo ergiebt fich nach Einſetzung diekt 
Werthe in die Formel $. 12 (Anhang): 

gl % _ 
für das magnetifche Moment des Magnetftabes der Werth: 
gl=ı. 

Das magnetif che Moment einer Magnetnadel iſt daher gleich Eins, 
wenn diefe Nadel einer ihr gleichen (a — 7), mit ihr gleich ſtarken (x = 9) 
Magnetnadel bei der in Fig. 966 abgebildeten zweiten Stellung in dr 
Entfernung Eins ein Moment gleich Eins (1 Millimetermilligramm) ertheit 
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hen Setzt man nun eine ſolche Nadel vom magnetifchen Moment Eins voraus, 
jet tie fest aljo in der Yormel Ra = mSa, ſowohl S—=1 wie 4 — 1, ſo 
folgt: 
m —= Ra, 
” d. h. die Intenfität des Erdmagnetismus m ift dasjenige Moment, 
er mit welchem eine Magnetnadel umgedreht wirb, deren magnetifches Moment 
gleich der Einheit ift. 
Nach Weber's Angaben ift, wen die Acceleration der Schwere 1 Milli» 
meter wäre: 
ner: in Göttingen m — 1,774 Millimetermilligramm, 
in Minden m — 1,905 „ n 
J in Mailand m = 2,018 n ; 
.d für die Acceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 
1 - 
nd aber dieſe Werthe nur — 0,0101 mal fo groß. 
| fi ei 5 Vosıo jo groß 
— Anmerkung. Zum tieferen Studium des Magnetismus find außer Müller⸗ 
— Pouillet's Lehrbuch der Phyſik vorzüglich noch Lamont's Handbuch des 
7. Erdmagnetismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber's Reſultate aus den 
— Beobachtungen des magnetiſchen Vereins, Göttingen und Leipzig 1837 bis 1848, 
zu empfehlen. Ferner: die Erperimentalphyfit von Quintus Jcilius, fowie 
bed die Phyfif auf Brundlage der Erfahrung, von Moujfjon u. ſ. w. 
*7 


Fortschreitende Schwingung oder Wellenbewegung. Wir $. 14. 
haben bei den Fängen- und Querjchwingungen ber Körper im Obigen 
($$. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maſſe diefer Körper Rüdficht genommen, 
fondern nur die Mafle des den Körper fpannenden Gewichtes in Betracht 


eye: gezogen und deſſen Schwingungen wie die eined materiellen Punktes bes 
1,8 trachtet, der unter dem Einfluſſe der Elafticitätsfräfte fteht, welche die Stange 
mi auf ihn ausübt, woran er befeftigt if. Im Folgenden wollen wir hin- 
** gegen von der Maſſe des ſpannenden Gewichtes ganz abſehen, dagegen die 
Maſſe des ſchwingenden Stabes berückſichtigen, indem wir annehmen, daß 
——— derſelbe durch einen momentanen oder nur eine ſehr kleine Zeit über wir⸗ 


kenden Impuls in eine ſchwingende Bewegung geſetzt worden ſei. 

Die ſchwingenden Bewegungen, in welche die einzelnen Maſſentheilchen 
eines Körpers gerathen können, find zweierlei Art, nämlich fortſchreitende 
und ftehende, deren Charakter aus dem Folgenden fich ergeben wird. 


Fig. 968. Wenn man irgend einem Punkte 

G C eines bei A unb B, Fig. 968, 
Tr feftgehaftenen Stabes oder einer 
» INGCDEF A Saite in irgend einem Sinne, z. B. 


in der Richtung bes Pfeiles, einen 


NEE TEn N ze 
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Stoß ertheilt, fo pflanzt fich derfelbe durch die ganze, noch fo große Länge 
des Stabes mit einer großen Gejchwindigkeit fort. In Folge der zwiſchen 
den einzelnen Maffentheilchen bes Körpers ftattfindenden Spannungen fan 
das Theilchen C fid) dem Theilchen D nicht nähern, ohne D zu veranlaflen, 
in bderjelben Richtung von C' nad) A Hin gegen das folgende Theilchen E 
zu wirken, welches ſeinerſeits wieder nach F' agirt. Der auf C audgeübte 
Stoß wird fi) daher in der Richtung nach A Hin bis an das Ende dei 
Stabes A fortpflanzen. In ebenfolcher Weife muß aber auch die Zt 
pflanzung des Stoßes von C nad) B hin fortfchreiten, denn C kann fid) von 
@ nicht entfernen, ohne @ ebenfalls zu einer Entfernung von H nad) der 
felben Richtung hin zu veranlaflen u. |. w. Somit wird der auf C aus 
geübte Stoß fi) von C aus fowohl nad) A wie nach B Kin fortpflanen, 
mit dem Unterfchiede, daß die Theilchen, welche von dem nad) A hin fort 
jchreitenden Stoße in Bewegung gefeßt werben, in der Richtung bewegt 
werden, in welcher der Stoß fortfchreitet, während die Theilchen, welche der 
nach B Hin fortfchreitende Stoß trifft, ſich in einer der Fortpflanzung dieſet 
Stoßes entgegengefegten Richtung bewegen. Die Folge diefer Wirkung wird 
eine Berdichtung der von C nad A hin und eine Verdünnung der von C 
nad) B hin gelegenen Theilchen fein. Die Gefchwindigfeit, mit welcher dieſe 
Stoßwirkung fortfchreitet, ift abhängig von der zwifchen den einzelnen 
Theilchen ftattfindenden Spannung und dem Gewichte oder der Maſſe der 
bewegten Theilchen. 

Wenn der dem Theilchen C mitgetheilte Stoß nicht in der Yängenrichtumg 
von AB, fondern ſenkrecht gegen diefelbe ftattfindet, wenn 3. B. das Theilchen 
C durch den Stoß in die Lage C, gebracht wird, fo kann dies nur badard 
geichehen, daß C von den beiden Theilchen D und G entfernt wird, um 
daher müſſen diefelben ebenfal3 in die Bewegung gezogen werden. Ct 
werben biefe Theile D und G daher bei einem fteifen Körper ebenfalld za 
Bewegungen parallel der CC, veranlagt werben, und fo wird weiter bie 
Bewegung auf EF' ıc. jowohl wie HI u. |. w. übertragen. Auch hier wırd 
daher der Stoß von C nad) beiden Seiten hin fich fortpflanzen, und die 
Theilchen in eine Bewegung fegen, welche rechtwintelig auf der Fortpflanzung 
des Stoßes fteht. 

Wenn daher eine prismatifche Stange BM,, Big. 969, durch eine im 
ihrer Agenrichtung wirkende Kraft P ausgebehnt oder comprimirt wird, p 
werden die fünmtlichen Theile der Stange nad; dem Obigen in Schw 
gungen verjegt. Nicht allein das Endelement M, jondern auch jebes ander 
Element M,, M, ... der Stange ſchwingt dann inmerhalb eines gewiffen 
Raumes BD, Bi Di, BD; ... hin und ber, den man die Schwin: 
gungsamplitude nennt; auch läßt fi, wenn die Stange fehr lang fi, 
annehmen, dag diefer Raum bei allen Elementen einer und berfelbe ft 


AM 


MN, “m 
X ⁊ ir * 


xx 
\r 


4. 
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Wenn nun aud) die Zeit, inmerhalb welcher ein Stangenelement eine Schwin- 
gung vollendet, an allen Stellen der Stange eine und diefelbe ift, fo können 
vote doch nicht vorausfegen, daß ſich alle diefe Elemente M, M,, M, u. f. w. 
gleichzeitig in berjelben Bewegungsphafe, 3. B. gleichzeitig in der 
Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern wir müffen vielmehr annehmen 


Lig. 969. 





daß die Mittheilung der von M ausgehenden Bewegung Zeit erfordere, und 
derjelbe Bewegungszuftand eines Elementes um fo fpäter eintrete, je entfernter 
diejes Element von ber Bewegungsquelle P entfernt if. Es ift hiernach 
möglich, daß in dem Uugenblide, wenn M einen Schwung BD hin und 
zuräd gemacht hat, das Element M, noch auf dem Rückwege begriffen, 5. 2. 
erft in CO, fei, daß ferner das Element M, erſt einen einfachen Schwung 
gemacht habe, aljo den Ort D, einnehme, daß das Element A, erſt bie 
Hälfte des Hinweges zurldgelegt habe, daher in Os ftehe, daß endlich ein 
Element M, erft eine Schwingung beginne, alſo mit MM gleichzeitig fchwinge. 
Die Geſchwindigkeit, mit welcher eine und diefelbe Bewegungsphafe von A 
aus nach und nach in dem Körper fortichreitet, heißt die Fortpflanzungs⸗ 
geſchwindigkeit der Schwingungen des Körpers. Werner bezeichnet man 
den Inbegriff aller derjenigen Elemente von A bis M, des Körpers, welche 
fi in den fänmtlichen Bewegungsphafen einer Schwingung befinden, alfo 
zwifchen zwei Elementen M und MM, von gleichem Bewegungszuftande ent- 
halten find, mit dem Namen einer Welle des fchwingenden Körpers, und 
nennt den Abitand MM, felbft die Ränge der Welle. Eine Welle beiteht 
aus einem Hintertheile B.D,, innerhalb deſſen ſich die rückkehrendeu 
Elemente, wie M,, Ms . . . befinden, und aus einem Vordertheile D, B,, 
welcher die noch vorwärtsgehenden Elemente M;, M& . . . einichließt; man 
nennt auch wohl BD, den verdiünnten und D,B, ben verdicteten 
Theil der Welle, weil alle rückkehrenden Elemente innerhalb BD, in Aus⸗ 
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dehnung, und alle hingehenden Elemente D, B, nod) im Zufanmenbräden 
begriffen find. 

Man kann fi) von der Hier beiprochenen fortichreitenden Schwingung, 
welche das Charakteriftiiche der Wellenbewegung bildet, eine deutliche 
Anſchauung verfchaffen, wenn man einem nicht zu dilnnen, langen Seile, 
welches zwifchen A und B auögejpannt ift (Fig.970), an einer Stelle eis 


Fig. 970. bei O eine Ausbauchung nad, oben 

q durch einen fchnellen Stoß oder and 
— dadurch ertheilt, daß man das in der 
eh Hand gehaltene Ende A bes Seiles 


C 
7 — einem plöglicen kurzen Bude der 


a Cd Hand unterwirft. Man bemerit als⸗ 
ma TTN dann, wie diefe Ausbauchung C von 
a A nad) B fortichreitet, fo daß fie de 
m — in Fig. L, IL, III angegebenen 
Y Stellungen nad) und nad) einnimmt. 
nn Diefe Bewegung iſt folgendermafa 
uk 4 —— 3 erklaren. Der gehobene Past 
0; oder Gipfel (Fig. I.) wird durd) de 
beiderfeitigen Geilfpannumgen Ca 
und Ob nad) abwärts gezogen und folgt diefem Zuge, indem er fic in die 
Linie AB ftellt. Oleichzeitig wirft die in dem Seilftüde d C vorhanden 
Spannung aber auch auf den Punkt d in entgegengejegter Richtung ein, ma 
muß in Folge deffen der Punkt d fich erheben. Nachdem derſelbe bis zum 
Gipfel der Ausbauchung gehoben ift, wird auch er durch die beiden abwärts jie 
henden Spannungscomponenten wieder ſinlen, wobei der rechts baneben gelegen 
Punkt d in ebenderfelben Weiſe gehoben und gefenkt wird. Es entfteht anf 
diefe Weife eine fortfchreitende Bewegung ber Ausbauchung a Ob vom A 
nad) B, wobei man aber die wirkliche von der fcheinbaren Bewegung 
unterfcheiden muß. ine Bewegung von Maſſentheilchen in der Ridtum 
von A nad) B ift nur ſcheinbar vorhanden, die wirklichen Bewegungen 
der einzelnen Theile bes Seiles gehen dagegen lediglich in aufs und abgehenten 
Bahnen vor fi), wobei jedes Theilchen, 3. B. b, nad) nnd nad) alle den 
verfchiedenen Punkten der Ausbauchung a Cb entfprechenden Stellungen uw 
nimmt, fobald diefelbe den Punkt d paffirt. Dean erkennt, daß die Welle C 
nur eine Form ift, welche von immer anderen Theilen bes Geiles gebildet 
wirb, da die verfchiedenen Theile des Seiles nicht alle gleichzeitig, fondern in 
allmäliger Folge in ihre Schwingung gerathen. ‘Dabei haben diejenigen 
Punkte, welche in irgend einem Augenblide zur Bildung des vorderen Theil 
Cd ver Welle beitragen, nad aufwärts, diejenigen, welche ben hinteren Thei 
Ca bilden, nad) abwärts eine Bewegung. 


I 
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«be +4 91° 
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Wenn die Welle (Fig. III.) bei B angelommen ift, wo ein Exrheben bes 
feten Punktes B nicht möglich ift, wird C durch die beiden Zugkräfte Ob 
und Ca nad) unten getrieben werden, und, ſobald e8 die Mittellage AB 
paffirt Hat, wegen feines Beharrungsvermögens noch weiter ſchwingen nach 
C, (Fig. IV.), jo daß aus der Ueberhöhung eine Vertiefung entfteht. Dieſe 
plöglich entftandene Vertiefung C, wirkt aber auf die links benachbarten 
Punkte a) genau in berjelben Art, wie bei A (Fig. I.) die hervorgebrachte 
Ueberhöhung auf die rechts benachbarten Punkte d, und e8 muß daher die 
Ausbeugung von B nah A (Fig. IV.— VI.) zurüdlehren, um bier wieder 
nad) oben umzuflappen und das Spiel zu wiederholen. Bei langen Seilen 
fann man derartig erzeugte Wellen oftmals von einem Ende zum anderen 
bin» und zurlidgehen ſehen. 


Die Bewegungs: und Gefhwindigfeitsphafen innerhalb einer $. 15. 
Welle Lafien fich recht gut durch die Drdinaten von Schlangenlinien (I. und 
L., Fig. 971) wie FO Gs 16 HA, und BM, D; N; B. darſtellen. In dem 
Augenblide, wenn: M in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte 

Fig. 971. j 





Elongation und Null Geſchwindigkeit hat, befindet fi) M, in der Ruhelage, 
hat aljo die Elongation Nul und die größte Gejchwindigfeit; beides wird 
auch durch die genannten Curven angezeigt, denn die erfte oder Elongationg- 
curve (I.) geht in B um die Amplitude BF'= OB über die Axe BD, 
hin und durchjchneibet in CO, dieje Axe, wogegen die zweite oder Geſchwindig⸗ 
keitscurve (IL) in B durch die Are hindurchgeht und in C, um die Marimal- 
geijchtwindigkeit C, Mı über der Are hinläuft. Im demſelben Augenblicke 
befindet fich ferner da8 Element M, auf der anderen Seite im größten Ab- 
ftande von feiner Ruhelage C; und es ift feine Geſchwindigkeit wie bei M 
gleich Null; auch dies ift aus beiden Curven zu erfehen, denn die eine läuft 


$. 16. 
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in D, um die Amplitude D, G, unterhalb der Are Hin, und die andere 
fchneibet die Are dafelbit, hat aljo die der Gefchwindigfeit entfprechenbe Or⸗ 
dinate Null. Ebenſo werden durch diefe Eurven die Bewegung®- und Ge 
Ihwindigfeitsphafen der Elemente M;, M, u. f. w. angegeben. Da z. 2. 
die erfte Curve die Are in CO, ſchneidet ımd die zweite dafelbft um dem 
Marimalwerth CO; N, unter der Are hinläuft, fo wird dadurch angezeigt, daß 
in diefem Augenblide das Element M; durch feine Ruhelage mit der Ma- 
rimalgejhwindigkeit in pofitiver Richtung hindurch gehe. Will man die 
Bewegungsphaſe irgend eines anderen Elementes A. zwifchen M, Ma, M. u. ſ. w 
im Augenblide kennen lernen, wo das erfte Element M eine neue Schwin⸗ 
gung beginnt, fo darf man nur von demfelben ein Perpendifel auf die be 
ſprochenen Curven Herablaffen. Das Stüd RS dieſes Perpendifels zwiſches 
der erften Curve und ihrer Are entjpricht der Elongation dieſes Elementes, 
und das Stüd TU zwifchen der zweiten Curve und ihrer Are giebt die 
Geſchwindigkeit defjelben an. Da beide Ordinaten abwärts gerichtet ſind, fo 
deuten fie aud) an, daß ſowohl die Elongation als auch die Geſchwindigken 
poſitiv fei, d. i. die Richtung der Yortpflanzungsgeichwindigleit Habe. 
Befände fi) das Element M in D, träte e8 aljo eine rüdglingige Bewe⸗ 

gung an, jo würden fich die verfchiebenen Elongationen der übrigen Elemente 
einer Welle durch die Orbinaten der punttirten Curve JC, K, C. L., und 
die Gefchwindigfeiten derfelben durch die Ordinaten der punftirten Cure 
DO, Ba Q; D, repräfentiren laſſen. Die doppelte Schwingungsbauer eines 
Elementes, d. i. die Zeit, innerhalb welcher baffelbe ben Weg BD + DB 
zurücklegt, ift aud) gleich der Zeit, innerhalb welcher die Schwingung 
bewegung um die ganze Länge MM, — 1 einer Welle fortgepflanzt wird; 
ift daher c die Fortpflanzungsgefchwindigkeit, fo hat man die ganze Länge 
ber Welle: 

BB, =1i=c.2t=2ct. 

Die Länge des Hintertheils der Welle ift aber 

BD, =4=BB+BD=c +4, 
und die des Vordertheiles: 

DB =h,=DD —BD=cet— 4, 
wo A die ganze Schwingungsamplitube eines Elementes bezeichnet. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit. DieFortpflanzungsgefchwin- 
digkeit der Wellen läßt fi auf folgende Weile ausmitteln. Denken wir 
uns den ſchwingenden Körper BO, Fig. 972, aus unenblich Heinen Elementen, 

Fig. 972. jebe8 vom Querſchnitte A und von 

BCcD uuwo dtlängdeBC=CD=dz be 
ftehend, und nehmen wir an, daß ber 

Bewegungszuftanddeseinen Klementes 


74 
2. 
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BO —= 40x in einem Zeitelemente 91 volllommen auf das folgende 
Element CD = AO übergehe, daß aljo die Bewegimgäphafen in ber 


Ürenrichtung des Körpers mit der Gejchhwinbigfeit ce — = fortfchreiten. 


Segen wir voraus, daß die Elemente BC und CD in der Zeit t von C 
nad N ſchwingen und dadurch in die Tagen MN = 92, md NO =09 
fommen, und bezeichnen wir die entfprechenbe Elongation CN durch y. War 
nun die Trennungsfläche zwiſchen beiden Elementen vor 9 Secunben in N, 
und gelangt diefe O4 Secunden fpäter nah N,, fo haben wir die ent- 
fprechenben Wege der Elemente: 
NN, = oyı und NN; = Oys, 
ferner die Geſchwindigkeiten: 


Da 94 Secunden vor dem Zeitpunfte, wo die Elemente BC und OD 
bie Stellen MN und NO einnehmen, N, genau in der Phafe war, wie 
jest O, fo hat man auch CN = DO, d. i. NmO 0D dæ; und 
da Ot Secunden nach dieſem Zeitpunkte N, in derſelben Phaſe iſt, in der 
jet M ich befindet, fo folgt auch CN, BM, d. i. MN, =BC=20r. 

Da nun aus der Figur 
ſich ergiebt, jo hat man auch: 

oyı = 9x — 9%, und ebenfo: 
O%s =0:—0 %- 

Es ift alfo das Wegelement 9yı zugleich die Zuſammendrückung 
Ox — 9x, des Elementes NO, und da8 Wegelement Oys die Zuſammen⸗ 
drüdung 9x — Oz, des Elementes MN. Bezeichnet nun noch Z den 
Elafticitätsmodul des jchwingenden Stabes, fo hat man die aus diefen Zu- 
fammendrüdungen hervorgehenden Spannungen der Elemente MN und N O: 


_ 02 — 08, __ 0% 
= TA AE=PAEm 


—_ 9 0m „n—M 
= — 75 AE= pr AE. 

Durch Subtraction diefer beiden Spannungen von einander erhält man 
nun die verzögernde Kraft: 


oy, — 9 
P=, —-, = ar, 


Weisabach's Lehrbuch der Mechanik. J. 77 


1218 Anhang. [8.16 
und ift num noch 9 das fpecififche Gewicht der Stangenelemente BC, CD. 
alſo AOz . y das Gewicht und —— die Maſſe M eines Stangen: 


elementes, jo hat man die Befchleunigung defjelben in N aud) 
_P_%Y — 09% 9 _9E Oyı 
PZy 0x A y 0x? 
Durch Gleichjegen beider Werthe fiir p erhält man nun die Gleichnng 
oyı -Om _gE On 


012 =y 022’ 
woraus 
02° ogE gE 
— — —, oder = —, 
01 y y 


alſo die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit der Wellen (Schallgeſchuu 
digkeit), 


e= VEF= V 


folgt, wo L den Elaſticitätsmodul nad, Länge bezeichnet. 


Beijpiel. Nimmt manden Elafticitätsmodul des Tannenholzes zu E= 11008: 
gramm und das Gewicht eines Cubikmillimeters zu 0,000 00056 Kilogramm, % 
erhält man die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit des Schalles im Tannenholze zu: 


/9810 . 1100 
ce= 0.000000 56 = 4391 Meter, 


d. 1. ungefähr 13,2 mal fo groß wie in der Luft. 

Anmerkung. Dieſe Formel für die Fortpflanzungsgefhmwindigfeit gilt and 
für eine gejpannte Saite, und ſogar für das Waſſer und für die Luft. IR PM 
Drud der Luft auf die Flächeneinheit, jo hat man die den Verdichtungsverbältu 
— und Yu entſprechenden Spannungen nah dem Mar iotte'ſchen Get 

_ pre __ pie _ _ pre __ Piz 
= dez 92 — dyı und 9, = dri D2—dy 
und daher die bewegende Kraft auf ein Element vom Querjänitte A: 
Pyı — dya) ApdE 


PS A6G. - = 9 Ip) de — m’ 


oder, da 4 nur ein Heiner Bruch iſt, aljo (dr — Iyı) (dr — dyı) = * 
geſetzt werden kann, 
p-A. 
— dx 
Diefer Ausdrud ſtimmt mit dem obigen, wenn man flatt p, Z einjettl, nd 
fommen überein, es ift folglich die Schallgeſchwindigkeit in der Luft: 


p 
e= =, 
97 


.e 
Bat’ „.* 
"un. *° 


Pa 
KLN ei, 


J77 
sa 
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Bei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, daß wegen der 
Wärmeveränderung, welche mit der DichtigfeitSveränderung der Luft nothwendig 
verbunden ift, an diejer Formel noch ein Eoefficient anzubringen if. Da die Did: 
tigkeit y der Zuft ihrer Spannung p proportional ift, jo fait auch p auß der 
Formel heraus, und e& bleibt nur noch die Temperatur z in derjelben zurud. 
Gewohnlich nimmt man für Luft 


ce = 333 V1 + 0,00867 . x Meter = 1061 Yı + 0,00367 . Fuß an. 
Beifpiel. Wenn nad der Anmerlung des $. 376 eine Wafferfäule durch 


eine Kraft von 10 336 Kilogramm um 0,00005 ihres Bolumens zufammengebrüdt 
wird, und hiernach der ElafticitätSmodul diejer Flüſſigkeit 


0,010836 _' 
E = "0,00005 — 207 Kilogranım 
zu jegen ift, jo bat man hiernach die Schallgefchwindigfeit im Wafler: 
207 
= 9810 0,000 001 = 1425 Meter, 


aljo ungefähr 4,3 mal fo groß, wie die Geſchwindigkeit in der Luft. 


Schwingungsseit. Wir fünnen nun aud) die Zeit einer Schwin= $. 17. 
gung finden, indem wir zunächft die Gleichung fuchen, welche die Abhängig. 
feit der Schwingungselongation y von der Zeit und von ber die Ruhelage des 
ſchwingenden Elementes beftimmenden Abjciffe x ausdrüdt. Sicherlich ift y 
ſowohl eine Sunction von £ als auch eine folche von z, es läßt ſich folglich 
y= pt) und and y— % (@) jegen. 

Aus der erften dieſer beiden Functionen folgt durch Differenziven bie 
variable Schwingungsgejchwindigfeit: 


0) 
— = = 9) 
und ebenfo die entſprechende Acceleration: 
ov 
pP — Fr = 0; (), 


wo Pı (f) und @; (t) andere Functionen von 2 ausbrliden (vergl. $. 19). 
Die zweite Zunction giebt da8 Spannungsverhältniß Ä 
Y— — Y%ı (&), alfo die Spanmung 


s- ABI — — AB. vi (a), 


daher die bewegende Kraft des Mafjenelementes Oo M —= Adz- r , 


05 an 2, An. Wr 


77° 


— ⸗ 
m. 
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und die entſprechende Acceleration: 
p= = * %: (2); 
wobei unter %, (©) und %, (x) bie berivirten Functionen von # (n) a 
verftehen find. 
Segen wir die beiden Ausdrücke für p einander gleich, fo erhalten wm 
folgende Endgleihung: 


=. van 
93 (t) =ce, V⸗ (x). 
Diefer Differenzialgleichung wird durch folgende Integralgleihung: 
y=yh=tr’W)=Fli+n])+f(t-—» 
genligt, worin F' und f ganz beliebige, vorläufig noch unbelannte Funchen 


von den in den Parenthefen enthaltenen Größen bedeuten. Es ift näuil 
jederzeit 


9 () E91 _ cr, 


e+D+ehlet—n) 
= N -anat+d+anet-n 
=t [Alt t)+ra a) 


ferner: 
Ya =- NM - Hard nem 
Ye) = TO = Alt+)+hlt—n 
alfo wirklich: 


9 (t) = c?. Ya). 
Obgleich die Function 
y=Fl(t+o)+/f(t—») 
eine unbeftimmte ift, fo Täßt fie fi doch, wenn man noch nähere Beh 
mungen bes fhwingenden Körpers giebt, dazu benugen, um bie Sie 
gungszeit des ſchwingenden Körpers zu finden. Wie bies in einigen Ge 
möglich, ift, wird aus Folgendem erhellen. 


Anmertung. Wenn man aus den Formeln day = was zn za 


dt eliminirt, jo erhält man den Ausdruck 3? = oder, ba 23 2 die Beige 


o des ſchwingenden Elementes ausdrückt, «e = —; e8 if alfo bie Berbidtun © | 


jeder Stelle des ſchwingenden Stabes in einem. und demfelben Wugenblide cz 
Schwingungsgeſchwindigkeit dieſer Stelle proportional. 


Hi -! 
„Le 


der E 


et-8 


1. 
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Bestimmung der Elasticitätsmodul. Nehmen wir zunähft an, $. 18. 


der ſchwingende Körper habe die Länge I umd fei an beiden Enden feftge- 
Hemmt. In diefem Falle ift fowohl für = — 0, als auch für = |, 
y=0, folglich: 

Fl) +flCH=-0mwdFlt+YyY+ fl —)=0. 

Aus der erften Gleichung folgt = — F, und bringen wir diefe Be 
ziehung in der zweiten Gleichung an, fo erhält man: 

Set +y— fe —d=9bifleird=f(t—), 
oder, wenn man cd — I — ch, Sekt, 

Slh +2)=f (ch). | 
Es nimmt alfo die Function f ftets denfelben Werth wieder an, wenn 


ct um 21, alfo bie Zeit 4, — z größer wird, und es ift folglich auch 


2_ Vz 
h=,m2l gE 


die Zeit eines Doppelſchwunges. 

Setzen wir zweitens voraus, daß der fchwingende Körper an beiden 
Enden frei fei, fo haben wir fir z — 0 und x =, 8 und alfo aud) 
Yı («), = — 0, daher: 

Fi (it) (lt) = 0m F, (et +9 — fı(et——d=0. 

Hiernad) iſt: 

J=Fwfi(et+Hd=filet — oder fi(lch + = fılch), 
und folglich wieder die Schwingungsbauer : 

2) 

3 

Iſt ferner der Körper an einem Ende frei und an dem anderen 
feſt, ſo hat man für = 0, — 0, und fr æ — lJ, 8 = 0, daher: 

Fl) 4Ei) ⸗ o und Fi Et —) — flt—d=0, 
es folgt nun f = — F, ſowie and) fi = — Fi, und daher: 
fl ) A(Ct — ) 0, oder (ch +2)= — fı (ch). 


Hiernach nimmt alſo der Körper nach ber Zeit td, — a ſtets ben umges 
kehrten Bewegungszuſtand an, und es ift folglich erft in der doppelten Zeit 
24h, = 8 eine Schwingung vollendet. Man hat alſo hier die Schwin⸗ 


— _ V+ 


alfo doppelt jo groß wie in den beiden erften Fällen. 


gungsbdauer: 
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. Mitteld der gefundenen Formeln fann man aus der beobachteten Schwu- 
gungszeit £, oder vielmehr aus der Anzahl n der Längenſchwingungen, weite 
ein prismatifcher Körper in einer gewiſſen Zeit macht, den Elafticitäts: 

2 
modul E= - r und die Fortpflanzungs= oder Schallgeſchwindig 


feit in demfelben, c — 21 berechnen. 


Beiſpiel. Ein an beiden Enden eingeklemmter Eiſendraht von 2 Ran 
Länge wurde durch Reibung nach feiner Axenrichtung in Longitudinalſchwingungen 
verjegt, deren 1250 auf eine Secunde gingen. Wie groß ift hiernach der El 
cität8modul des Eifendrahts und die Fortpflanzungsgeihwindigfeit des Calls 
in demjelben? 

Man hat, die Dichte des Eijens zu 7,6 angenommen: 

2 

E = (7) z —= (2. 2000 . 1250)? = = 19368 Kilogramm. 

Die Fortpflanzungs- oder Schallgefhwindigkeit in dem Drahte if: 


_ 1/gE _ 1/10 .. 19368 _ 
c= „7 000007 5000 Meter, 
oder, die Schallgefhwindigkeit c, — 333 Meter der Luft als Einheit genomme: 
== 15. 


Anmertung. ft der ſchwingende Stab jehr lang, jo können fid in de 
jelben Shwingungstnoten (ſ. den folgenden Paragraphen) bilden, und 4 # 


dann unter 3 in der Formel — = nicht mehr die Länge des Stabes, ſonden 


die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Schwingungsinoten zu verftchen. Ti 
Schwingurgszeit 4 beflimmt aud die Höhe des mit den Schwingungen verbus- 
denen Tones; je größer oder Heiner & ift, defto tiefer oder höher Fällt der Ton en. 
Die Stärke des Schalles hingegen wächſt und nimmt ab mit den Schwingung 
elongationen. Bei den ſphäriſchen Wellen, in welchen fi) der Schall in der Lit 
und im Waſſer ausbreitet, bleiben c und t unverändert, und e8 nimmt nur ® 
Schhwingungselongation, alfo die Stärke des Schalles allmälig ab. Bei der For: 
pflanzung der Schwingungen in ſtab- und röhrenförmigen Körpern bleibt end 
die Elongation unverändert, daher foldde Körper den Schall mit ungeichwädtr: 
Antenfität in ihrer Längenrichtung fortpflanzen. 


Stehende Schwingungen. Außer ben fortfchreitenden Schwingung 
Sig. 973, oder Wellen giebt es eine zweit 

4. Art von Oscillationen, die ma 

mit dem Namen der ftehenda 
Schwingungen bezeichnet. Tet 
einfachfte Beifpiel von ftehenis 
Schwingungen bietet eine zwiſchea 
den beiden Bunften A und B 
Fig. 973, ausgefpannte Saite dar 





\ 
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welche durch äußere Kräfte aus ihrer Öleichgewichtsiage A B herausgebradit 
und dann fich ſelbſt überlaffen wird. 

Denft man ſich die Saite in eine foldhe Tage A CB gebracht, in welcher 
die Spannung in allen ihren Punkten conftant und etwa gleich » fer, fo 
wird irgend ein Element ab zweien auf feine Endpunfte a und b nach den 
Richtungen ad und be wirkenden gleichen Kräften unterworfen fein, deren 
Refultivende c/ dem Elemente ab die Tendenz zur Rückkehr nad der Ruhe: 
lage in AB ertheilt. Da diefelbe Wirkung zu gleicher Zeit bei allen 
Elementen vorhanden. ift, jo wird auch die Saite mit allen Punkten zu 
gleicher Zeit dem Zuge nachgeben und die Sleichgewichtslage A B erreichen. 
Es erhellt aber ferner, daß vermöge der lebendigen Kraft, welche die einzelnen 
Mafjentheilchen bei der Ankunft in A B angenommen haben, ein Ueberfchreiten 
der Öleichgewichtslage bis zur derjenigen in 401 B erfolgen und ein regel- 
mäßiges Hin- und Herſchwingen zwiſchen ACB und A C, B eintreten muß. 

Die Eigenthümlichkeit diefer Schwingungsart befteht darin, daß wegen ber 
in allen Punkten gleichen Spannung alle Elemente gleichzeitig ſchwingen; 
eine fortfchreitende Mittheilung von Impulſen konmt daher hier nicht vor, 
wie wir fie in $. 14 an dem Seile kennen gelernt haben, bei welchem jedes 
in Spannung verfegte Element auf das ihm benachbarte nod) in Ruhe 
befindliche eine hebende reſp. ſenkende Wirkung ausitht, wodurch das fucceffive 
Fortichreiten der Welle erzeugt wird. 

Denkt man fid) die Saite AB, Fig. 974, in eine Tage wie AD CEB 
gebracht, jo daß auch die Spannung in allen Bunften gleich groß ift, fo 

Gig. 974. werben allein ber Strede ADC 
gelegenen Punkte in Folge ber 
Spannungen nad) abwärts und 
alle Bunfte der Strede CEB 
nad) aufwärts getrieben. Auf 
den Punkt C der Saite wird 
auf der einen Seite eine ebenfo große Kraft nad) aufwärts und nad) A hin 
ausgeitbt, wie andererfeitd nad abwärts und nad) B hin, weshalb dieſer 
Punkt eine Bewegung nicht annehmen kann. Da die auf C wirkenden Kräfte 
nicht nur im Anfange, fondern in jedem Augenblicke ſich da8 Gleichgewicht 
halten, fo entfteht in C ein an der Schwingung unbetheiligter fefter Punkt 
oder Shwingungstnoten, um welchen die Saite entfprechend den äußerten 
Tagen ADCEB und AD, CE, B ſchwingt. Ebenfo kann in dem Ichwin- 
genden Körper eine größere Anzahl von Schwingungsfnoten fid) bilden. 

Zu den ftehenden Schwingungen gehören immer diejenigen ber tönenden 
Körper, alfo der Saiten, Stäbe, Scheiben und Glocken; aud) die Schwingungen 
der Luft in Orgelpfeifen find ftehende, endlich können auch das Wafler und 
überhaupt teopfbare Flüffigfeiten in ftehende Schwingungen verfegt werben. 
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Entstehung stehender Schwingungen. Im vorigen Paragraphen 
ift fchon der Weg angedeutet worden, wie man Körper zu ftehenden Eden: 
gungen dadurch veranlaflen kann, daß man die einzelnen ‘Theile in eine ſolch 
Tage bringt, in welcher fie vermöge der gleichen Spannung alle zugleid; in 
Schwingung gerathen, ohne daß ein Theilchen das daneben befindliche för. 
Diefe Art der Erregung ftehender Schwingungen fommt aber in Wirkficfet 
nur felten vor; e8 entftehen diefe Oscillationen vielmehr meift in anbem 
Weile, nämlich durch die fogenannte Interferenz der fortfchreitenden 
Schwingungen oder Wellen. 

Mit Hülfe der Schwingungscurven (vergl. Anhang $. 15) Laffen fid de 
Erfcheinungen vor Augen führen, welche bei der Interferenz der Wellen a 
treten. Zieht man zwei gleiche und entgegengefeßt laufende Wellenzüge in 
Betracht, und feien hiervon ABCDE und F@HJK, Fig. 975, diejenigen 
Eurven, deren Ordinaten die Schwingungselongationen darftellen. Aus de 

"ig. 976. 


_,.. 
B . 






nd J 


Schwingungsercurfionen eines zweien Wellen angehörigen Elemente eu 
ſpringt eine mittlere Elongation, welche genau fo gefunden wird, wie je 


mittlere Bewegung aus zwei Seitenbewegungen (f. $. 30), und zwar he 


durch die algebraifche Addition der einfachen Elongationen. Hiernach werde 
in ben Punkten M und N, wo fich beide Wellencurven begegnen, die Ur 
dinaten verdoppelt, dagegen in den Punkten O und Q, wo beide Curven ai 
entgegengefeßten Seiten von der Are A E gleich viel abftehen, bie Orbmatre 
zu Null; und es refultirt aus beiden Wellencurven eine dritte FRBOHSDOX, 
deren Orbinaten die Elongationen aller Elemente von der Are AE angeker. 
Während die Wellenzüge ABC und FG H einander entgegenrüden, ändern 
ſich natürlich auch die vefultivende Wellencurve FRBO u. |. wm; #8 
indeffen leicht zu ermeffen, daß hierbei die Punkte O und Q ftets Ruhepune 


bleiben müflen, da in ihnen die Ordinaten der beiden entgegengefegten Belle 


züge in jeder Stellung derjelben gleich groß und entgegengefegt bfeiben. E 
bilden ſich daher ſtehende Dscillationen, fir welche O und Q die Schwingumge 
Inoten find. Die tönenden Schwingungen der Luft in Orgelpfeifen x. entflcher 
auf diefe Weile durch die Interferenz der directen und reflectirten Luftwelen 

Mit Hülfe eines bei A und B, Fig. 976, befeftigten Seiles kann ma 
ſich leicht die Entftehung ftehender Wellen durch Interferenz in folgende 
Weife deutlich machen. Ertheilt man dem Seile bei a, Fig. 976 I., ber 
einen kurzen Stoß eine Ausbeugung nad oben, fo ſchreitet dieſelbe nad B 


NH 


..” ” 
yore 


12: 4; . 


NN 


Lan u GL Zu zn 


a, 


2 
*1 


vr 


ai N en „Ti v. 


8. 21.] Die Theorie der Schwingungen. 1225 


bin fort ımd hat nach einem gewiffen Zeitraume die Stellung a,, ig. IL, 
angenommen. Nach einem zweiten Zeittheilchen, wenn die Ausbauchung bis 
@; in III. fortgeichritten ift, fei gleichzeitig bei A eine zweite Ausbauchung d 
erzeugt, welche nun ebenfall nach B hin fortfchreitet. Während die Aus- 
bauchung as an B abprallt und ſich in die Einſenkung a; in IV. verwandelt, 
ift b nad) d, in IV. gefommen. Während nun d, feinen Weg nad) rechts 
und az ben Weg nad) links fortjegt, und beide in V. in bie Lagen b, und a, 
gelommen find, fei bei A in V. eine neue Ausbauchung ce erzeugt, welche 
nun ebenfalls nad) rechts fortfchreitet, fo daß fie nach dem nächſten Zeit» 

Fig. 976. abfchnitte nad} c, in VI. gelangt ift. 
Jetzt bietet das Seil nur noch die 
beiden in V. und VI. bargeftellten 
Lagen dar. Man kann fich zwar 
denfen, daß die Wellen in den durch 
die Pfeile angegebenen Richtungen 
fich fortwährend Hin und her bewegen, 
indem fie einander ohne gegenfeitige 
Störung. durchdringen ; da wir aber 
geſehen, daß das Fortſchreiten ber 
Wellen überhaupt nur eine fcheinbare 
Bewegung, bie wirkliche Bewegung 
der Seilelemente inbeffen eine aufs 
und abſchwingende ift, fo ergiebt ſich, 
daß das Seil eine ſtehende Schwingungsbewegung angenommen bat, wobei 
die Punkte C und D die Schwingungsfnoten bilden. 


Querschwingungen einer Saite. Die Duerjhwingungen ber 
Saiten und elaftifchen Stäbe laſſen ſich auf ähnliche Weife ausmitteln, wie 
die Longitubinalfchwingungen. Die gefpannten Saiten bieten ben ein- 
facheren Ball dar, daher fei auch von diefen zunächſt die Rede. Es ji ADB, 
dig. 977, irgend eine Bofition der ſchwingenden Saite, A der eine, B der 
andere Feſtpunkt, I— AB ihre Länge, @ ihr Gewicht und 8 ihre als 
eonftant anzufehende Spannung. Faßt man einen den Coorbinaten AN = x 

Sig. 977. 








und NO = y entiprechenden Punkt O der Saite ind Auge und zerlegt 
defien Spannkraft S parallel zu AB und rechtwinkelig gegen AB in bie 
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Seitenkräfte X und P, fo fann man die legtere als die bewegende Kraft an 
einen Ende O des Elemente® OQ anfehen. Läßt man den Bogen AO=s 
um das Element OQ = ds und eben dadurch aud) die Ordinate y um ein 
Element OT = 09% wachſen, fo erhält man in P, S, Oy und Os die gleid- 
fiegenden Seitenpaare von zwei ähnlichen rechtwinkeligen Dreieden O PS 
un® QTO, und es ift: 


lau TS TS ee Ts 
Auf daffelde Element O Q wirkt aber aud) vo zn aus der Zerlegung 
oyı 
der Gegenſpannung hervorgehende Kraft PL = SR * a = S in ent: 


gegengefegter Richtung, daher bleibt die beivegende, das Element OQ nad 
der Are AB zurückführende Kraft: 
P-P = oy = Oyı 8 
08 
übrig. 

Die Maffe M des Slementes ift zwar ber Yänge O Q = Os deflelben 
proportional, fegen wir indeffen nur Heine Schwingungselongationen y vor- 
aus, fo können wir auch diefelbe dem Elemente OT —= QU = 0x 
Abfeiffe proportional wachjend annehmen, aljo M = = F ſetzen. Dies 
vorausgeſetzt, erhalten wir nun die Acceleration, mit welcher das Element 
O8 ſich der Ruhelage in AB nähert: 

_P-—P, _9y— Oyı gSl 
PET de 
oder 08 —= 0% geſetzt, 
_oy—Oyı gSl 
Pag 


Nun ift y irgend eine Function von ©, 3. B. V (x), daher auch 22 eine 


oy — Oyı _90y_ OHM sine dritt 
andere Yunction (x) und — 775 =, * eine dritte 


Function %g (x) von diefer Größe, ſowie 


2 
v=%(2)- — 


Da aber y aud) eine Function ber Be t, alfo etwa y— 9 Ü iſt, io 
hat man ebenfo die Geſchwindigkeit, mit welcher O Q zur Ruhelage zurüclehrt: 


0 
=, =nl) 


ii IT WE N 


j 


Ne! IT 
. Er 


ã 


vr 


1“ 


3. 


$. 22.] Die Theorie der Schwingungen. 1227 
und die entiprechenbe Acceleration: 


Wenn man nun beide —8 für 9 einander re, fo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, die Differenzialgleichung : 


re en 


und es läßt ſich daher auch wie dort 
v=ylW=V@W)=Flti +2) +f(t— 2) ſowie 
v=c[F(et +2) HA (et — AM jegen. 
Da auch hier für x — 0 und x — 1, y und v — 0 find, fo haben wir 
wieder in = — Fund f(et +) =flet —), ober f(cti +2) =f(ch); 
es ift daher die Zeit einer ganzen Schwingung: 


21 V-“ G 
h= = 2l 75V oder, wenn man @ — Aly ſetzt, 


Ar, 
98 

Es wächft alfo die Schwingungsdauer einer Saite direct wie die Yänge I, 
wie die Duadratwurzel aus dem Gewichte Ay ber Längeneinheit und 
umgefehrt wie die Quadratwurzel aus der Spannung S ber Saite, 


h—=2l 


Anmerkung. Da der halben Schwingungszeit der nächſte Octaventon ent- 
ſpricht, jo wird nad diefer Regel eine Saite die Octave zu dem anfänglichen 
Grundton geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, oder in ihrer Mitte unter: 
fügt, oder wenn man fie viermal jo ſtark |pannt, oder wenn man fie bei gleicher 
Spannung durch eine Saite erjegt, von der die laufende Zängeneinheit nur !/, 
jo viel wiegt wie bei der erften Saite. 


Querschwingungen eines Stabes. Die Beltimmung der Schwin⸗8. 
gungsdauer eines elaftifchen Stabes AB, Fig. 978, welcher an einem 
Gig. 978. Ende B feſtgehalten wird, läßt fich 

a auf folgendem, allerdings etwas um⸗ 
m jtändlichen Wege finden. Nach $. 220 
Te @, iſt, wenn r den Krümmungshalbmeſſer 

— des Stabes an einer durch die Coordi⸗ 

nten ON = a md NO = yı 
beftinmten Stelle O bezeichnet, das 
BiegungsmomentdesBogen8 A Os; ; 
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Segen wir nun bie Kraft, mit welcher jid) ein den Coordinaten CR = 3 
und RQ — y entiprechendes Element Q der Are oder Ruhelage CB nähktt, 
gleih P9x, alfo deſſen Moment in Bezug auf O oder N: 

NR.Podx= (nm — a) Pos 
fo haben wir das Moment des Bogens A O: 


WE_ fg — 2) Poa. 
0 


Nun ift aber 


fe — x) Pdx = [ra02- — / Pxdxz 
= | ron — free 


Sett man / Pdx = P, und dann nad) ber Reductionsformel (anal. 
Hülfsl. $. 28): 
[pr Pox.x—=P,1 — | Pı0z, fo bat man: 


0 v 0 
fe — x) Pöx = [| P,0x, daher aud): 
1) 0 





Lie = [Da« 
0 


05? 
Ferner iſt = — (J. 8. 33 der analytiſchen Hülfslehren), 
oder, da bei einer kleinen Biegung 08 — 0x geſetzt werden Tann, 


r= ; daher folgt: 


2 Gang 0)’ 


— WE eu) _ f P,Ox 
und durch Differenziren: u 
— WE.O 


Sekt man nun y —= % (x), ferner 
tung EI, a ma (FE) v. 


Oltang.a) _ 


KH 


u. 
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fo erhäft man die einfache Gleichung: 


pP — — WE. Vs (X) 
woraus burch nochmaliges Differenziven 
oP, = — WEOY;(«), db. i. POx = — WEOY,(e) oder 
P= — WE —— ° * 2 _ — WEY,(e) folgt. 
Damit der Stab ſymmetriſch —*8 können wir nun noch annehmen, 
daß P proportional mit y wachje, aljo P = — Ky fei; und hiernach er- 


halten wir: - 
X 
VEvV. ) = Ky obder v. @)= Zi y=My 


K . 
wenn wir WE mit %4 bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung %, (2) — kty entipricht die Gleichung: 
y=%(s) = Acos.(kx) + Bsin.(kx) + Ce* + De**, 
worin A, B, C und D willtübrliche Conftante find. Bon der Richtigleit 
überzeugt man ſich leicht duch viermaliges Differenziren, wodurch man erhält: 
Y (x) = k[— Asin.(kx) + Bcos.(kx) + Cei* — De), 
ds (x) = Kr[— Acos.(kx) — Bsin.(kxz) + Ce? + De*:], 
Ylz) = k![Asin.(kxz) — Bcos.(kx) + Ce? — De: und 
dı(z) = kr[Acos.(kxz) + Bein. (kz) + Ce* + Dek?], 
aljo wirklich: 
U@)= 


Die Schwingungszeit 4 des den Stabes finden wir wieder $. 23. 


wie oben, wenn wir p = @ (f) = I fegen. Nun ift aber die Kraft 
eines Elementes: 

= Pdöx = — Kydı= — WEkydz, 
und bei dem Ouerfchnitte 7° und dem fpecififchen Gewichte 9 die Maſſe 
deſſelben: 





— Fir — daher folgt die Gleichung: 








WE 
= —! Fr — 
wenn wir den Ausdrud 
4 
g * durch uꝰ bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleichung entfpricht ſchon die einfache Formel 
90 * sin. t + 7), 
wo r eine beliebige Anfangszeit ausdrückt, denn es iſt: 
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= 2 — 9M) =u.cos.(nt + 7) und 


p—= = = pe (t) = — u?sin.(pt + T)d. i.: 


PS () = — u®y. 
Nehmen wir nun in der Gleihung y — sin. (ut + v), r—=0, fe 
fommen wir y = sin. (nt), daher für ut = 0, m, 22 u.f.w,y=0; 
und es ift folglich 


ı = = die halbe, und 


__2x 2 Fy .. 
=,» VwE die ganze Schwingungsdauer. 

Um hiernach die Zeit einer Schwingung berechnen zu können, muß nicht 
allein die Größe k, fondern auch das Verhältniß = befannt jein. 


Iſt der Stab cylindrifch und der Halbmeffer deſſelben — r, fo hat mar: 


t 


F ar? 4 
Ww —— ar‘ — * (ſ. 8. 231), 
und ift er parallelepipebifch, feine Breite b und Höhe A, fo fallt 
F bh 12 


ww 17,bm ur; aus (j. $. 227). 
Hiernad) folgt fir die erfte Stabform Zu 


„4 V y 
—yk Y gE' 


umd für den Stab von der zweiten Form: 


‚42 Ver, 
ht VıgE 
Die Größe k wird aus der Gleichung: 
y== Acos.(kz) + Bsin.(kz) + Ce+ De: 
auf folgende Weife gefunden. 
Segen wir in biefe Formel die zufammengehörigen Werthe x — | ım 
y= 0, fo erhalten wir: 
1) 0= Acos.(kl) + Bsin.(kl) + Ce! + De! 
hun wir ferner daffelbe auch in der Gleichung 
tang. — 4 — %ı (&), jo erhalten wir: 
2) 0= — Asin.(kl) + Becos. (kl) + Ce! — Det! 
Da ferner das Biegungsmoment am Ende A des Stabes — Null m 
folglich der Krümmungshalbnieſſer r — ©, alfo Yu(z) — O und ebeunſo 
Ps (2) — 0 ift, fo folgt 
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0 = — A c0s.0 — Bsin.0 + Ce’ +De®,d.ı.— A+C+D=0, 
und 


0= Asin0 — Bo. + Ce — De, dii— B+C—D —=(, 
daher 3) A=C0+Dw 
4) B=C0—D 


Eliminirt man nun aus diefen vier Sleichungen A und B, fo erhält man: 
(C + D) cos.(kD) + (C—D) sin.(kl) + Ce! + Det! 0 
und 
— (C+D)sin(kl) 4 (0 —D) cos. (kl) + Ce! — Det! —=0. 
Hieraus folgt durch Addition: 
C c08.(kl) — Din. (kl) + C!—= 0, 
und durch Subtraction: 
D cos.(kl) + Csin.(kl) + Det! = 0, ober: 
C[eos.(kT) + et’] = D.sin. (kl) und 
D[eos.(kl) + e*'] = — C sin. (kl); 
daher durch Divifion: 
cos.(kl) + et! sin. (kl) 
sm) — cos.ckl) + et! 
2 + cos.(kI) (ed! + e*N) — 0, oder 


cos. (kl) — — A 


Von den verſchiedenen Werthen, entſprechend den verſchiedenen Tönen, welche 
der Stab je nach der Anzahl ſeiner Schwingungsknoten geben kann, iſt der 
kleinſte x1 — 1,8751, wogegen die größeren nahe 

k = 3m dw Tr u. ſ. w 
2 2 2 — 
ausfallen. Kommt es darauf an, aus der beobachteten Schwingungsdauer t 
den Elafticitätsmodul Z zu finden, jo hat man in der Kegel nur den kleinſten 
Werth in Betracht zu ziehen, es ift daher: 


endlich 





18751 3,516 
— 2 —— __ 
k n und k Eu 
folglich für einen Splindrijgen Stab: 
27 Y Ari — 21 
B (an) — —— Bl6rt — 12,774 gr? 
und für einen varalleepipeiicen: 
37 ?_ 3y /[ Aal — y 19 
B —Ez— BI) ααν g ν 
Anmerkung 1. Bergleiht man die Formeln 


_ 4n r 
ti= Vz und it, = Vz 


$. 24. 
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für die Quer: und Längenſchwingungen eines und befielben Stabes mit einander, 
jo erhält man die Proportion: 
2 8,516 . 13 
c:h=,'Shbbit:ihmn: 08696. 


Wertheim bat Für Gußſtahl und Meifing dieſes Verhältniß durch Berfude 
beftätigt gefunden. 

Anmerkung 2. Ueber die Querſchwingungen elaſtiſcher Stäbe handelt au% 
führlid Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der Wifenjchaften, 
Zeipzig 1849, fowie in dem Programme der techniſchen Bildungsanflalt in Dresder 
vom Jahre 1846. Wertheim's Unterfuhungen über die Elafticität der Metale 
und des Holzes mittels Qängen- und Querſchwingungen werden in Boggendorif's 
Annalen, Ergänzungsband II. 1845, ziemlich ausführli abgehandelt. 


Anmerlung 3. Die Schwingungsdauer, oder vielmehr die Anzahl der Shwix 
gungen eines Stabes in einer gewifien Zeit läßt fi wegen ihrer Kürze in der 
Regel nicht unmittelbar beobachten, jondern man muß ſich hierbei beſonderer 
Hülfsmittel bedienen. Man benugt hierzu, entweder nad) Ehladni, Savartx. 
die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Tone, oder man wendet dei 
zuerfi von Duhamel angegebene Berfahren an, welches darin beſteht, det 
man von dem fjähwingenden Stabe mittels eines feinen Häfchens auf eine ga 
gleihförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Glastafel eine Wellenlini 
aufreißen läßt. Zur Erzielung einer möglichſt gleihförmigen Umdrehungsbewegung 
fann man fi eins dronometrifhen Apparate bedienen, welder mi 
einem Windfange, ähnlich wie ein Bratenwender oder das Schlagwerl einer 
Thurmuhr, ausgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description 
des appareile dynamometriques etc., Paris 1888, fowie in deſſen Notions 
fondamentales de me&canique bejhrieben wird. Wertheim fand die Anzahl 
der Schwingungen in einer gewiflen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unte: 
ſuchenden Stabe noch einen anderen Körper, 3. B. eine Stimmgabel, ſchwinges 
ließ, deflen Schwingungszahl befannt war. Wenn man nun von beiden Körpern 
Wellencurven vin die Rußſchicht der rotirenden Blastafel eintragen läßt und de 
Wellen berjelben zählt, welche einem und demijelben Gentriwintel entipredgen, jo 
erhält man in dem Verhältnifie diefer Zahlen auch das Berhältnig der Scäwu: 
gungszahlen. Was die Longitudinaligwingungen anlangt, fo find dieſe im ber 
Regel auch mit Fleinen Querſchwingungen verbunden, weshalb hier die Gtäk 
zweifache Wellenlinien beſchreiben, und die Unzahl der Längenſchwingungen mit 
der der Querſchwingungen leicht verglichen werden fan, wenn man die Bleinex 
Wellen innerhalb einer Welle der großen Wellencurve auszählt. 


Schwingungshindernisse. Zu den Kräften, welche die Schwingu 
gen eines Körpers erzeugen, gefellen fich noch gewiffe Bewegungspinber- 
Big. 979. niffe, deren Einfluß wir ma 

noch kennen lernen müſſen. M 
ein folches Hindernig conftant, 
wie 3. B. die Reibung an ba 
Drehare eined Pendels oder «u 
dem Stifte einer Magnetnadel 
jo hat daflelbe auf die Schw 
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gungsdauer gar feinen Einfluß, fondern es wird mer durch dafjelbe die 
Schwingungsweite bei jedem Ausſchlag um eine gewiſſe Größe Feiner. Wir 
haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn die bewegende Kraft der 
Entfernung x vom Ruhe⸗ oder Mittelpunfte C der Bewegung AB, Fig. 980, 
proportional ift, 

p=ur=ula — 2) 
gejett, wo x, den durdhlaufenen Weg AM bezeichnet. Bei Berlidfichtigung 
der Verminderung x des Weges durch die Reibung haben wir dagegen flir 
das Durchlaufen der erften Weghälfte A C: 

p=ula — k—aı), 
und für das der zweiten Weghälfte CB; 

pr=—elaı — (“+ 4] 
zu jchreiben; e8 befteht alfo der Einfluß der Reibung x nur darin, daß durd) 
fie bei der einen Weghälfte, a in a — x und bei der anderen, aina + k, 
alſo der ganze Schwingungsweg 2a, in 2a — 2% umgeänbert, d. i. bie 
Schwingungsweite bei jedem Ausfchlage um eine conftante Größe 2% ab- 
gekürzt wird. Da endlich in der Formel 

T 


t — — 
Vu - 
die Schwingungsweite gar nicht vorkommt, jo kann folglich auch % feinen 
Einfluß auf diefelbe ausüben. 

Anders ift e8 dagegen anit den Widerftande der Luft. Dieſer wächſt 
bei Heinen Geſchwindigkeiten, wie fie bei Perdelbewegungen vorfommen, mehr 
nad) der einfachen Gejchwindigfeit als nach dem Quadrate derjelben, wie 
befonders aus Beſſel's Unterfuchungen (über die Ränge bes einfachen Pen⸗ 
dels, Abhandl. der Akademie der Wiſſenſch. zu Berlin, 1826) hervorgeht, 
und fich auch dadurch erflären läßt, daß dieſes Hinderniß vorzüglich aus der 
mit der Gefchwindigfeit © des fchwingenden Körpers wachlenden Verdichtung 
und Verdünnung der Luft vor und hinter demfelben (ſ. $. 537, fowie den 
Anhang $. 17, Anmerkung) erwächſt. Dies vorausgefegt, können wir die 
Acreleration des fchwingenden Körpers, wenn wir denfelben im Auswärts- 
ſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunkte aus meflen, 

p = — (ux + vo) oder p + vo + ux = 0 annehmen. 

Segen wir nun 

=, v= Elm = hl, 
fo fönnen wir uh Ad) + vll) + uf(d) = 0 Schreiben, und dieſem 
Ausdrud durch die Integralgleichung 


ı = [d cos. (dt Vu) + b, sin. (vt Vr)] Kur: 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 78 


$. 25, 
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entjprechen, wo d und di noch zu beftimmende Conftanten find und 


y? 
_ayıtz 
if. Nun ift aber für = 0 aud x — 0, daher b = O und einfacher: 
vi 
z—=b sin. (ytVu)e °. 
Da diefer Werth für 9 Ya — x wieder Null wird, fo ift folglich die 
Zeit einer einfahen Schwingung 
1 1 


=. = io 
Ve \V v * Vırz 
R +7 1 + in 
mal fo groß, al8 wenn der Widerftand der Luft nicht vorhanden wäre. 


Anmertung. Es iſt leicht zu erflären, weshalb die in Schwingungen ver: 
legten Körper nah und nad) immer Heinere und Kleinere Schwingungen made 
und zulegt in Ruhe übergehen. Die Urſache diefer Erſcheinung ift zwar zunädl 
der Widerftand der Luft, dann aber au noch die Unvollkommenheit der Ela 
eität der ſchwingenden Körper, vermöge welcher fich diefe Körper, namentlich inner: 
halb kurzer Zeiten den auf fie wirkenden Kräften nicht volllommen proportional 
ausdehnen und zujammendrüden. 


Schwingungen des Wassers. ‘Den einfachften Fall der Weller 
bewegung bes Wajjers bieten die Schwingungen beffelben in 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 980, dar. Nehmen 
wir zunächſt an, daß diefelben von gleichem Duerfchnitte A feien, und deuten 

Fig. 980. wir uns das Wafler in dem einen Scer 
fel um HA — x über dem der Ruhelage 
entfprechenden Niveau ZR gehoben m 
im anderen um RD — x gefunten. Br 
haben dann die bewegende Kraft 
P=A.2ry, 
ferner, wenn 2 die ganze Yänge ABCD 
— HBCR der Waſſermaſſe bezeichnet, 


die bewegte Maſſe M = — und babe 


die Beichleunigung, mit welcher der eine Waſſerſpiegel finft und der andert 
fteigt: . 
_P? _24Asy __298 
Peyrtey ’T 
Da diefe Formel ganz dem im Anhange $. 1 und 2 abgehanbelten 
Schwingungögefege — ur entfpricht, fo haben wir auch hier die Jet 
einer Schwingung: 








Y 


vn ed 


11 


VVW 0° 
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I or . 
Ve 29 


Da ferner beim einfachen Kreispendel von ber Länge z ebenfalls 


= \/ı 
29 


ift, jo ſchwingt alfo das Wafler in den communicirenden Röhren von gleicher 
Weite mit diefem Pendel ifochron. 

Sind die beiden Schenkel ber Röhre ABCD, Fig. 981, gegen den 
Horizont geneigt, bildet 3. B. die Are des einen den Winkel x, und bie 
des anderen ben Winkel A mit dem Horizonte, fo entfpricht dem Wege 
AH= DR=z, welden der Bafferfpiegel in dem einen Schenkel auf- 
und in dem anderen abwärts gemacht hat, der Niveauabftand: 

ge — * sin. « + x sin.ß = (Sin. a + sin. ß), 
Fig. 981. daher ift die Kraft: 
P= Ayı(sin.a + sin.ß), 
ferner die Acceleration: 
9 (sin.a + sin.ß).. x 
P—= — 7— , 
und die Schwingungsdauer: 


t 2 V—— 
g9(sin.a + sin. B) 

Sind endlich die Röhren von ungleiher Weite, jo fällt die Beftim- 
mung der Schwingungsdauer bedeutend complicirter aus. Es fei A ber 
Querſchnitt und I die Länge der Mittelröhre, ferner &,, A, und !, Neigungs- 
winfel, Querſchnitt und Länge ber einen, fowie a, As und I; Neigungs- 
winfel, Querſchnitt und Länge der anderen Seitenröhre; denfen wir uns 
endlich das Waſſer in der Are des einen Schenkels um 2, geftiegen und im 
anderen um x; gefunten. Wir haben zunächſt 





A 
A, = Ag%, daher 73 =75 
und die bewegende Kraft, auf A, rebucirt: 
P— A, (æi 5in.a, + X sin.) Y 7 (A, sin. a, + Aısin.%) 2ı- 
3 


Die Waflermaffe in der Zwiſchenröhre ift conftant, und zwar — =, 


und da ihre Gefchwindigfeit in dem Berhättmiffe GE zu der ber Kraft jteht, 


diefelbe auf den Kraftpunkt reducirt: 
78* 
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— A,\? Aly 
- (a) 
Die Waſſermaſſe im erften Cchenfel ift: 
— Aı(llı + 2%ı)Y 
9 


46 — 12) 
Ka Tau , 


und die im zweiten: 


oder auf den Kraftpunkt rebucitt: 
= (2) All — 2)Y 
As 9 
Endlich folgt die von P zu bewegende Maſſe: 


— 42. ? (4 +) 
M=4 (at A +77, 


afy 


1 1 
= fl rat 4a 7) 4]. 
und die Acceleration: 
sſin. , Sin. Ol 
_P_ A u A⸗ ) 9 
HM T, bh, &,(1_A\,, 
A at2t@-2) ı 7 
Wären die beiden Seitenröhren von gleichem Querſchnitte, fo Hätte man 
Aı = As, daher: 
_ (sin. + in.) gr, __ (sin. + sin. as) g&ı 
ra 0 3 Frurs 
und die Edywingungsgeit : 
t=ı VAartit tm . 
gA(sin.c, + sin. @s) 


Anmerkung. Durd die Reibung und dur den Krümmungswiderſtand er 
leiden natürlich dieje Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang $. 24. 





$.26. Elliptische Schwingungen. Wenn ber Körper M, welcher durch 
eine Kraft P nad) einem feften Punkte C, Fig. 982, mit einer Acceleratioa 
p—=uz— u. CM hingetrieben wird, eine Anfangsgefchtwindigfeit c hat, 
deren Richtung von der Kraftrichtung abweicht, fo erfolgen feine Schwur 
gungen nidyt mehr im der geraden Pinie, fondern in einer Eflipfe, wie an 
Folgendem hervorgehen wird. Es fei in dem Anfangspunfte A der Bewegung 
die Bewegungsrichtung rechtwinfelig auf dem Abftande CA — a und de 
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entfprechende Geſchwindigteit — c. 


Legen wir die Coordinatenaren durch 


C und zwar die eine auf die andere rechtwinkelig gegen CA. Bezeichnen 


Fig. 982. 





wir num die Coordinaten CK und KM 
duch = und Y, fo Haben wir die mit 
den Aren parallel gehenden Componenten 
g und r von 2 = Wz, da 
1 _!mi—2 ift: 

2 p 2 


pP 
gq=urwmdr = muy. 

: Sind nun % und v die ebenfalld den 
Aren parallel gerichteten Componenten 
der Geſchwindigkeit w des Körpers M, 
fo haben wir nad) 8. 1, Anhang: 


u=Vu(a — 2); 


zugleich 


a2 | r0y= au | yay=uy., und daher o— V c? — uy?. 


Wenn für y — b, v = iſt, fo folgt: 


0= 0 — ud, Der a = Vu be = VRr v 


Nun ift dr u = 02 und v = 2 daher folgt auch: 


ot 


oy Yu 


0 5 


or a? — x? 


oder — — — d. i.: 
Va? — Pr Vb — y 


-( 


und daher (nad) $. 26, V. der analytischen Hüffslehren): 


.% . . 
arc. sin. = = arc. sin. 2 + Const. 


Die Conftante heſimet ſich mit * darauf, daß für æ — q. * 0 


iſt, durch 


arc. sin. 1 = arc. sin. O + Const., zu Const. — 3 


und folgt ſonach: 


„ & » 
arc. sin. Fü arc. sın. 


T 


I 


le 
IR 
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Wenn aber die Differenz zweier Bögen : beträgt, fo ift der Sinus dei 
einen gleich dem Coſinus des anderen, d. i.: 


= Vi- (m @)+ = 


Da dies die Gleihung einer Ellipfe ift, fo folgt auch, daß der 
Punkt, welcher mit der Ucceleration u # nad) C getrieben oder gezogen wir, 
in einer Ellipfe von den Halbaren CA = a und OB=b un C lädt. 

Auch folgt nun: 


1% — O9 daher die Zeit: 
v VYaß@-9 
t= = . arc. sin. > ‚ ferner umgekehrt: 


y=bsin. (tVu), ſowie 2 = a co. (tV u). 


Man erhält hieraus die Zeit zum Durdjlaufen eines elliptifchen Ina 
dranten, wenn man y — b feßt: 


t —V/!an sin Ware sin 1 — 
ı = M . Zr u . . — yr' 


u 
alfo die Zeit zum Durdjlaufen der halben Ellipfe: 


x 
23h — 
"Vu 
und die Zeit einer ganzen Umdrehung ober Schwingung: 
ih — 2x 
ı = =; 
Va 


alſo genau fo groß, als wenn die Bewegung eine gerablinig wiederkehrende 
wäre. Noch, folgt: 


u=Vu (a?—22)—= v u (a3 — a2 [cos. (1 Ve))) = Ve . a Sin. (t Vr) 


. und 


o—=Vul®—y)=Vp.beos.(tVR), 
und daher die Umdrehüngsgefchwindigkeit: 


v=VW" +? = Ve y (asin.tVu)® + (d cos.t Vp)*. 


Endlich kann man nod) 


«—! = B cos.(t Vn) +48 > D 008. (t Vn) und 


d — 
y- * sin. (t Vn) - An. (VD 
ſetzen, und da nun die erſten Glieder 














8. 27. Die Theorie der Schwingungen. 1239 


« + d os. (tVR) und ® + ® sin.(tVR) 








a+b 
2 
und bie beiden anderen Glieder einer entgegengefegten gleichförmigen in einem 
Kreife vom Hatbmefte I entfprechen, fo Fann man aud annehmen, 
daß die elliptifce Bewegung des Punktes aus zwei Freisförmigen Bewegungen 
sufammengefegt fei, daß nämlich der Punkt gleihförmig in einem Kreife 
vom Halbmeſſer *— U umlaufe, während ſich das Centrum dieſes Kreifes 


2 

gleichförmig in einem Kreiſe vom Halbmeffer + ® 
Iſt d—= 0, fo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Linie, 

allein man fann ſich auch denen, daß diefe Schwingung aus zwei gleichen 

und entgegengefegten Kreisbewegungen zufammengefegt fei. 





einer gleihförmigen Bewegung in einem Kreiſe vom Halbmeſſer 








fortbewegt. 


Wasserwellen. Die elliptiſchen Schwingungsbewegungen $. 27. 


finden ſich den genauen Beobachtungen der Gebrüder Weber zufolge bei den Be- 
wegungen ber Waſſerwellen vor. Danach beſchreibt nicht allein jedes Waſſer⸗ 
theifchen in der Oberfläche, fondern auch jedes Waſſertheilchen unter derfelben 
während ber Wellenbewegung des Waffers eine Ellipſe. Wegen des Wiber- 
ftandes am Boden find jedoch die Ellipfen unter dem Waffer Kleiner als die 
an der Oberfläche, und nehmen überhaupt mit dem Abftande von ber Ober⸗ 
fläche ab. Die verſchiedenen Elemente im Wafferfpiegel, ſowie in jeder 
anderen Flache parallel zu demfelben, befinden ſich in demfelben Augenblide 
in den verjchiedenften Bewegungsphaſen; während ein Element A, Fig. 983, 
feine Bahn in (0) beginnt, ift ein Element B ſchon in (1), ein anderes C 
Big. 983. 


in (2), ein drittes D in (3), ein viertes Z in (4) u. f. w.; es bildet alfo in 
diefem Augenbfide der verticale Durchſchnitt der Oberfläche des Waſſers eine 
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cytloiden⸗ ober trochoidenförmige Curve ABODEFGHJ. Bor im 
Eintritte der Wellenbewegung waren die Elemente in deu Mittelpuntten 
K,L... N ihrer Bahnen und bildeten den horizontalen Wafferfpiegel EN, 
während ber Wellenbewegung hingegen befinden fie fid; zum Theil fiber, zum 
Theil unter biefer Ebene, und haben natürlich, ftets ein Beſtreben, nad) ihren 

- Ruhepunkten K, L... N zurüdzutehren. Die elliptiichen Schwingungen 
finden jedoch nur fo lange ftatt, als die Wellen unverändert bleiben; nimmt 
aber die Größe derſelben allmälig ab, jo wird auch die Bahn eine® Elemente 
nad) und nad) eine engere und engere, und bilbet daher Feine Ellipſe meh, 
fondern eine Spirallinie. Umgefehrt bildet ſich ſicherlich bei der Entftehumg 
und dem Wachſen der Wellen die eliptifde Bahn erft allmälig aus eimt 
Spirallinie heraus. 

Nach einem Zeittheilchen ift A in feiner Bahn nad) (1), B nad) (2), C 
nad) (3) u. f. w. gerüctt, und dadurch die Welle um den Horizontalabftand 
KL zwiſchen je zwei Elementen fortgeſchoben worden; nach Verlauf eins 
zweiten Zeittheilchens befindet ſich ferner A in (2), Bin (3), Cin (A), 
und es ift die Welle wieder um den Abftand KL — LM fortgerüdt; ud 
fo bewegt fich bei dem ferneren Umlaufe der Wafferelemente die Welle immer 
weiter und weiter fort, bis fie am Ende einer vollfländigen Umdrehung eines 
Elemente in feiner Bahn ihre eigene Länge XN durchlaufen hat. Rad 
einer halben Umdrehung eines Wafferelementes ift, wie Fig. 984 zeigt, am 


Big. 984. 


die Stelle eines Wellenberges ein Wellenthal und an die de& lepterm 
ein Wellenberg gefommen. Diejes Fortichreiten der Welle befteht natürlich 
in feiner befonderen Bewegung des Waflers, fondern nur in einem Fort 
rucken einer und derfelben Bewegungsphafe, z. B. in dem Fortrucen bes 
Wellengipfels I (Fig. 983) nad) O, Pu. |. w. Es ift erfichtlich, deß bi 
biefer Bewegung alle in dem vorderen Theile A CE der Welle (Fig. 984) 
gelegenen Elemente wie B, C, D im Steigen begriffen find, während de 
in dem hinteren Theile E @.J ber Welle befindlichen Elemente, wie E, @, B 
eine niedergehende Bewegung Haben. Kennt man die Umlaufszeit # eint 
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Woafferelementes und die Fänge AJ — s einer Welle, fo kann man die 
Vortpflanzungsgefchwindigfeit derfelben duch die Formel c — 2 


t 
berechnen. 

Die Höhe einer Welle, ober die Summe von der Höhe eines Wellm- 
berges und ber Tiefe eines Wellenthales ift der verticalen Are 2 b der Ellipfe 
gleich, in welcher die Wafferelemente an der Oberfläche umlaufen; die Länge 
C@ des Wellenthales übertrifft die halbe Wellenlänge um die horizontale 
Are 2a jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natürlich um fo viel 
fürzer als die halbe Yänge der ganzen Welle. Hiernach wäre der Duer- 
ſchnitt eines Wellenthales größer als der eines Wellenberges; da dies aber 
wegen der Unveränderlichkeit des Waſſervolumens nicht möglich ift, fo müffen 
die Mittelpunfte der elliptiichen Bahnen noch etwas über dem Niveau bes 
ruhigen Wafferfpiegels ftehen. 


Weber's Versuche. Nach Weber's Verſuchen ift die Bahn, in welcher 
ſich jedes Waſſerelement an ber Oberfläche einer Welle bewegt, eine wenig 
gedrüdte Ellipfe, nad) Emy follen hingegen bei ben Meereswellen die Waſſer⸗ 
elemente aufrechtftehende Ellipſen durdjlaufen. Mit der Tiefe der Elemente 
unter der Oberfläche nehmen beide Axen ihrer elliptifchen Bahnen ab, jedoch, 
befonders nad) Weber, die verticalen Aren mehr als die horizontalen Aren. 
Nach der Tiefe zu ſcheint ein Fortfchreiten der Wellen nicht ftattzufinden: 
jenfrecht unter einander befindliche Waflerelemente befinden fich, den Beob- 
achtungen der Gebrüder Weber zufolge, gleichzeitig in einer und berfelben 
Dewegungsphafe, wogegen die in einer horizontalen Linie liegenden Elemente 
eine ftetige Folge der Bewegungsphafen bilden. Aus den erwähnten Beob- 
achtungen geht ferner noch hervor, daß die Umlaufözgit eines Elementen, 
oder die Zeit, innerhalb welcher eine Welle um ihre eigene Yänge fortichreitet, 
vorzüglich von dem Verhältniffe der beiden Bahnaren abhängt; je größer das 
Berhältniß der horizontalen Are 2a zur verticalen Are 25 der Bahn ift, 
defto größer ift auch die Umlaufszeit. Die tiefer Liegenden Waffertheile 
durchlaufen ferner ihre Bahnen in fürzerer Zeit, als die in ber Oberfläche, 
woraus wieber gefolgert werden muß, daß aud) die Wellenlängen nad) dem 
Boden zu abnehmen. 


Die Fortpflanzungsgefchwindigfeit c — z einer Welle hängt, da die Um⸗ 


faufszeit 2 mit dem Berhäftniffe 7 wächſt, nicht allein von der Yänge s, 


fondern aud) von der Höhe b ab. Wenn eine Welle zwiſchen parallelen 
Wänden, 3. B. in einem Canale, fortichreitet, jo bleibt ihre Breite unver» 


ändert; es nimmt aber ihre Höhe d allmälig ab und ihre Länge allmälig fo 


8.9. 
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zu, daß in der Yortpflanzungsgefchwindigkeit nur diejenige Veränderung ein 
tritt, welche aus der Neibung des Waflers an den Wänden refultirt. Wen 
bingegen eine Welle auf keiner Seite in ihrem Fortfchreiten gehindert wird, 
und diefelbe einen in fich felbjt zurüdlaufenden Wall bildet, fo vergrößert Ad 
ihre Länge und Breite zugleich, und zwar auf Unkoſten ihrer Höhe, und fe 
wird allmälig fo flach, daß fie in kurzer Zeit von dem Auge nicht mehr 
wahrgenonmmen werden Tann. Iſt eine ſolche Welle anfangs nicht kei 
fürmig, fo nähert fie ſich wenigſtens ber Kreisgeftalt immer mehr und mehr, 
je weiter fie fortfchreitet. Nach den Weber’ichen Berfuchen foll die Höhe in 
arithmetiſcher Progreifion abnehmen, wenn die Welle in geometriſcher Pre 
greffion fortfchreite. Die Gefchwindigfeit des Fortfchreitens einer folden 
Welle nimmt allmälig ab, je weiter diefelbe fortichreite. Wenn umgekehrt 
eine Welle von außen nad) innen fortfchreitet, und fich dabei immer meh 
und mehr zufammenzieht, jo nimmt bdiefelbe an Höhe und Länge, fowie audı 
an Geſchwindigkeit, allmälig zu. 

Es findet hiernach ein großer Unterfchied zwiichen den Waflerwellen us 
den Schallwellen flat. Während bei diefen Wellen die Fortpflanzungt 
geſchwindigkeit nur von der Elafticität und Dichtigfeit des Mediums abhängt, 
ift diefelbe bei jenen Wellen nur eine Function der Wellenhöhe und Welles- 
länge. Wenn die Wellenbewegung des Waſſers durch eine faft momentan 
wirfende Kraft, 3. B. durch Eintauchen und fchnelles Herausziehen eine 
feften Körpers aus dem Waſſer, veranlagt wird, fo beſchreiben die Waller: 
elemente inımer Heiner und Keiner werdende elliptifche Bahnen, oder vielmeht 
im Ganzen ſich immer mehr und mehr zufammenziehende Spirallinien, un 
es fallen hierbei auch die Umdrehungszeiten immer Heiner und kleiner auk. 
Diefem Bewegungsverhältniffe ift die Entftehung einer ganzen Reihe immer 
Heiner und Heiner ausfallender Wellen beizumefien. Wei dem weiteren Hort 
ſchreiten werden die folgenden Wellen von den vorhergehenden immer meh 
und mehr verftärkt, während die vorderfte Welle fich in kurzer Zeit fo ſeht 
verflacht, daß fie von dem Auge nicht mehr wahrgenommen wird. Tiefe 
Zufammenfliegen der Wellen verurfacht die Entftehung Heiner Wellenfoftent, 
welche befonders auf den Borderflächen der Hauptwellen zahnfürmig auftreien. 
Diefe Heineren Wellen ober Zähne fchreiten, nach Poiffon und Caudy 
gleichförmig beſchleunigt fort. " 


Hagen’s Versuche. Nach den neueften Forfchungen des Herm Oh 
Oberbauraths Hagen*) befchreiben die Waflertheile bei Wellen über einen 


*) |. ©. Hagen, Handbuch der Waflerbaukunft, III. Theil, Seeufer zu 
Snfenbau, 1. Band, ebenjo auch die Abhandlung deſſelben Berfafjers: „che 
Wellen auf Gemäflern von gleihmäßiger Tiefe“, in den Abhandlungen der Köritl 
Alademie der Wiſſenſchaften zu Berlin, 1861. 
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ſehr tiefen Grunde ſämmtlich Ereisförmige Bahnen mit durchweg con- 
ftanter Winkelgeſchwindigkeit. Der Durchmeffer diefer Bahnen nimmt 
von ber Oberfläche nad dem Grunde hin nad) einem beftimmten Gefege ab 
und würde in umendlicher Tiefe gleich Null ausfallen. Alle im Zuſtande 
der Ruhe in gleicher Tiefe unter der Oberfläche befindlichen Waflertheilchen 
beichreiben gleicd, große kreisfförmige Bahnen, doch find die Stellungen dieſer 
Theilchen oder ihre Phafen verfchieden, fo nämlich, daß jedes Theilchen von 
dem durch den Mittelpunkt feiner Bahn gehenden Lothe um einen größeren 
Sentriwinfel abfteht, als das in der Richtung ber fortichreitenden Wellen⸗ 
bewegung folgende Theilchen. Die fänmtlichen, urſprünglich in einer Hori- 
zontalebene liegenden Theilchen find daher in jedem Augenblide während der 
Wellenbewegung in einer Fläche gelegen, beven Durchſchnitt mit einer verticalen 
Ebene eine Cykloide und zwar eine geftredte Cykloide iſt. In Figur 985 (af. ©.) 
ftellen a, a1 @a ... @g die Lagen einzelner auf einander folgender Punkte ber ur: 
ſprünglich horizontalen Oberfläche vor. Die entjprechende Verbindungslinie 
diefer Tagen macht die Form der Wellenoberfläche deutlich, und es ift erficht- 
lich, daß die gefammte Höhe der Welle, d. h. der Berticalabftand eines höchſten 
Gipfel a, von dem tiefften Gipfel a, gleic, dem Durchmeſſer 2r der 
Kreisbahn ift, welche jedes Theilchen der Oberfläche befchreibt. Ebenſo 
bewegen ſich ſämmtliche Theilchen d einer urjprünglich horizontalen Ebene, 
welche um eine gewifle Tiefe unter der Oberfläche gelegen ift, in Kreifen von 
dem Halbmefler g, deſſen Größe von diefer Tiefe abhängig ift, und e8 bildet 
der Berlauf der verfchiedenen Lagen bo bi ba . . . da ebenfalls eine geftredte 
Cykloide, fiir welche der gefammte Abftand zwifchen Berg und Thal gleich) 
dem Durchmeſſer 20 der zugehörigen Kreisbahn ift. Je tiefer man nad) 
dem Grunde vorfchreitet, defto Heiner wird g und defto mehr nähert ſich die 
geitredte Cykloide einer Geraden. Denkt mau ſich dem Abhängigfeitsgefege 
zwifchen dem Bahnhalbmefler ꝙ und der Höhenlage eines Waſſertheilchens 
entfprechend die Halbmeſſer und Wellenlinien auch oberhalb der Waſſerober⸗ 
fläche fortgefegt, jo fommt man auf eine Ebene oberhalb der Oberfläche, für 
welche der Halbmefler g der zugehörigen Kreisbahnen jo groß ift, daß aus 
der geſtreckten Eyfloide eine gemeine Cykloide wird, d. h. es ift der Halb- 
mefler R diefer Bahn durd; die Beziehung 2 Ar — 1 gegeben, unter 2 bie 
ganze Ränge der Welle verftanden. In Figur 985 ift diefe Eyfloide in 
69 61 & ... Ca dargeſtellt. In der Wirklichkeit erfcheint dieſe Fläche niemals 
als wirkliche Wafjeroberfläche, letztere bleibt vielmehr, wie @; Qz - . . Gg 
darftellt, immer beträchtlich darunter zuriid, indem die Wellenberge ſtets ab- 
gerumdete Kuppen a, und feine fcharfen Spigen wie c, bilden. Man hat 
fi) die Cykloide co ci Cz3 ... nur al8 einen ibeellen Wellendurchſchnitt zu 
denken, auf welchen die Theorie geführt hat. 

Da alle Wafferelemente ihre verfchiedenen SKreisbahnen mit conftanter 
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Winkelgeſchwindigkeit durchlaufen, ſo vollführen fie auch ſammtlich in gleicher 
‚Zeit einen vollen Umlauf, woraus folgt, daß alle diejenigen Waſſertheilchen 
in benfelben Phaſen ihrer Bewegung fich befinden, welche wie ao bp. .., Mr di... 


Big. 985. 
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im Zuftande der Ruhe vertical unter einander befindlich waren. Denkt man 
fi) im Zuftande der Ruhe einen ſolchen verticalen Waflerfaden, und jeien 
A, B... einzelne Punkte defjelben, jo nimmt derfelbe nad) eingetretener 
Wellenbewegung eine um fein Yußende fchwanfende Bewegung an, indem er 
jucceffive alle die Lagen einnimmt, welche in der Figur durch db, a Co, 
bi a1 Ci, bę aↄ cz ... bezeichnet find. 

Man kann dieſe Bewegung des Waſſerfadens etwa vergleichen mit der- 
jenigen von Öetreidehalmen, welche unter dem Einflufje des Windes ebenfalls 
um ihre Wurzelenden hin und her ſchwanken und dadurch in der That auf 
der Oberfläche des Kornfeldes die befannte, der Wellenbewegung analoge 
Erſcheinung hervorrufen. Der Unterfchied beſteht hauptſächlich darin, daß, 
während die Getreidehalme ihre Länge beibehalten, die Waflerfäden ihre ur- 
fprüngfiche Yänge CABO bald verlängern auf diejenige co ao bo O, bald 
verkürzen zu derjenigen ca, db, O. Mitdiefer Verlängerung und Verkürzung 
ift natürlich eine ent|prechende Berdünnung, bezw. Verdidung der prismatiſch 
gedachten Waflerfäden verbunden, welche aud) aus der Figur und befonders 
in der Nähe der Oberfläche erfichtlich if. Man erfennt dies nämlich daraus, 
daß die in gleichen Abftänden gedachten verticalen Waflerfäden in der Nähe 
der Wellenberge ſich dichter an einander ſchmiegen, während fie in der Nähe 
‚der Thäler bei db, a, c, größere Abftände von einander zeigen. Die Be⸗ 
wegungsrichtungen der einzelnen Waflertheilchen find durch die eingezeichneten 
Pfeile erfichtlich gemacht, und ift daraus leicht zu erfennen, daß die den vor⸗ 
deren Theil der Welle zwifchen a; und a, bildenden Wafferelemente eine fteigende, 
die den hinteren Theil zwiſchen a, und a, bildenden Elemente eine niedergehende 
Bewegung haben. Daraus erklärt ſich denn auch der die Wellenbewegung 
befördernde Einfluß, welchen ein in der Richtung des Fortſchreitens der 
Wellen wehender Wind ausübt. Denkt man denjelben etwa in der NRich- 
tung des Pfeils W einfallend, fo wird er die Waflerelemente auf dem hinteren 
Wellentheile a, a, in ihrer abwärtsgerichteten Bewegung verftärken, während 
die das Vordertheil az a, bildenden auffteigenden Elemente nicht in dieſer 
Bewegung behindert werden, da fie durch den Gipfel ag wejentlich geſchützt find. 

Da jänmtliche Theile ihre Kreisbahn in derjelben Zeit vollbringen, fo 
folgt weiter, daß die Wellenlänge *) in allen Ziefen diefelbe fein muß, was 
auch deswegen ſehr wahrſcheinlich ift, weil bei Annahme verjchiedener Wellen: 
längen jedenfalls die Theilchen wegen ‚ihrer verſchiedenen Gejchwindigfeiten 
großen Reibungswiderftänden gegen einander ausgejegt wären, und dies mit 


*) Wenn nah den Weber’jchen Berfuhen die Wellenlänge nad) unten hin 
ab= und die Umlaufsgeſchwindigkeit zunimmt, fo liegt der Grund davon mwohl in 
der Einwirkung de3 Bodens, welcher bei der geringen Tiefe, bei welcher die Ver: 
ſuche angeftelt wurden, jehr beträchtlich fein mußte; wogegen die Hagen'ſche 
Theorie eine unendlich große Tiefe vorausjegt. 
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der Wahrnehmung nicht im Einklang ftände, daß bei jehr großen Ziefen der 
Wellenfchlag noch lange anhält, nachdem der erzeugende Sturm vorüber iſt 

Die Berhältniffe diefer Wellenbewegung finb nad) ber Hagen'ſchen 
Theorie durch folgende Formeln ausgebrüdt: 

Bezeichnet R, wie ſchon oben erwähnt, den Halbmeffer der Kreisbahn, in 
welcher fich die Theilchen in der Horizontalebene dırcch C beimegen würben, 
wobei diefe Fläche im Durchfchnitt eine gemeine Eyfloide co ei 4... 
werben wilrbe (vorausgefegt, daß dies möglich, wäre), jo hat man die Yünge 
der Welle: 

i=2Rn, 
und die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit derſelben: 


c—=V2gR - VE. 


Hieraus folgt die Periode der Welle oder die Zeit, in welcher eine volle 
Welle an einem feften Punkte vorüberläuft: 


I V: —F 
t=-=ıxz — — — ˖ 
ce 9 9 


Die Winkelgeſchwindigkeit, mit welcher die einzelnen Waſſertheilchen ihre 
Kreisbahnen beſchreiben, ift für alle Theile conſtant: 
c 


v——. 


R 
Der Halbmefler @ der Kreisbahn irgend eines Elementes b, welches in 
der Ruhelage in B und um OB — y unter ber gebachten Ebene C liegt 
welcher der Halbmefler R entfpricht, ergiebt ſich zu: 


_!t 
oe=Re f, 
worin e die Grundzahl des natiirlichen Togarithmenfyftems bedeutet. Um 
gekehrt hat man daher die Tiefe unter C: 
R 


y= R Log.nal. © 


Anmertung. Die Höhe der Wellen auf dem Deere it von jehr vielen Um: 
ftänden abhängig, jo namentli von der Waflertiefe und Größe des Meeres, we 
bon der Dauer und Heftigfeit des Sturmed. Die größten, von Scoresby ge 
mefienen Wellen hatten durchſchnittlich 26, zuweilen bis 30 Fuß Höhe bei 54 dei 
Länge. Das Berhältniß der Höhe 20 zur Ränge / ift ebenfalls ſehr verſchieden 
Hagen giebt dafür die Zahlen Y,, bis Y., an. 


Beijpiel. Wenn die Höhe einer Welle zu 5 Meter und ihre Känge / zu 
80 Meter gemefien wurde, jo ergiebt fih R zu: 


R= L3 — 12,73 Meter. 
2n 
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Die Höhe derjenigen Ebene, welcher diejer Halbmefier, alfo Die gemeine Eyfloide, 
entipricht, über der Überfläcdhe des Waflers im Ruhezuſtande ergiebt fi) alddann, 
da für die Oberflähe e = 2,5 Meter ift, durd: 

—* — 21,72 Meter. 

Für die Bunfte, die um 20, reſp. 50 Meter unter der Waſſeroberfläche, aljo 

un 41,72 refp. 71,72 Meter unter der mehrgedachten Ebene liegen, ergeben fidh 





y=R. Log.nat. * = 12,73 . Log. nat. 


2 
nun die Halbmeſſer g, und og der kreisförmigen Bahnen durch — Re Ru: 
= m — 0,480 Meter, und 


12,73 
eo. = FIT, = 0,045 Meter. 





Man erkennt hieraus, wie ſchnell die Schwingungskreiſe der Waflertheildden mit 
der Tiefe abnehmen. 

Bei Wellen von geringer conftanter Tiefe find dagegen, wie auch ſchon 
Scott Ruffell angegeben hat, die horizontalen Bewegungen der fiber 
einander befindlichen Waflertheile gleich groß; es behält daher der anfangs 
verticale Waflerfaden bei der Wellenbewegung jeine verticale Stellung, ver- 
ändert dagegen hierbei feine Länge und Dide. Die einzelnen Waflertheilchen 
befchreiben hier geſchloſſene Kurven von gleichem horizontalen, und von einem 
veränderlichen, mit der Tiefe allmälig abnehmenden verticalen Durchmeſſer; 
diejelben find jedoch nur unter der Vorausſetzung, daß die Wellenhöhe gegen 
die Waflertiefe unendlich Hein ift, Ellipfen. 

Bei endlicher Tiefe des Waſſers und großer Wellenhöhe find die Geſetze 
der Wellenbewegung jehr compficirt. 


Interferenz der Wasserwellen. Wenn ſich zwei Wafferwellen $. 30. 
durchkreuzen, fo treten im Allgemeinen diefelben Exfcheinungen ein, wie 
bei den Luft⸗ und anderen Wellen; es fett auch hier jede Welle nad) dem 
Zufammentreffen ihre Bewegung fort, als wenn es gar nicht ftattgefunden 
hätte; nur findet, nach Weber's Beobachtungen, ein Heiner Zeitverluft ftatt, 
fo daß eine Welle ein wenig mehr Zeit braucht, einen gewiſſen Weg zu 
durchlaufen, wenn fie durch eine andere Welle Hindurchgeht, als wenn fie 
frei fortſchreitt. Kommen zwei Wellenberge zufammen, fo entfteht 
ein faft doppelt jo hoher Berg, und ebenfo geben zwei Wellenthäler bei 
ihrem Zufammentreffen ein faft doppelt fo tiefes Thal, als bei einer ein- 
fachen Welle. Die Weber’fchen Verſuche führen auf das Berhältniß 1: 1,79 
zwijchen den Berghöhen der einfachen und der ‘Doppelmwelle. Bei der Inter- 
ferenz oder dem Zuſammenkommen eines Wellenberges mit einem Wellen: 
thale heben ſich beide gegenfeitig auf und es bleibt die betreffende Stelle im 
Niveau des ruhigen Waſſerſpiegels. Was die Bahnen der einzelnen Wafler- 
elemente anlangt, jo gehen dieſe bei dem Zufammentreffen von zwei gleichen 
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Bellen in gerade Linien über, die im Berggipjel vertical, entfernt von dem 
felben aber fchief, jedoch fo ftehen, daß fie ſich oben gegen den Gipfel migen. 

Wenn ferner eine Waflerwelle gegen eine fefte Wand anjtößt, fo wir 
fie von derfelben fo zuridgeworfen, als wenn fie von einem Orte hertäm, 
der eben fo weit Hinter dev Wand abfteht, als der Ausgangapunft der Belt 
vor derfelben, und es geht die zurücgeworfene Welle ebenfo durch die an 
fommende hindurch wie zwei ſich kreuzende Wellen überhaupt. 

In Figur 986, J., II. bie V., find die Erſcheinungen, welche ſich beim 
Zurücwerfen einer Welle ABCDE durd) eine fefte Wand MN darbieten, 


Fig. 986. 


vor Augen geführt. Im I. fommt eben der Wellenberg CDE an vr 
Wand MN an, und es beginnt das Reflecticen in Form einer umgefcht 
laufenden Welle C, Di Eı; in II. ift der Gipfel D des Wellenberges an der 
Wand angekommen, und es hat fi) mit demfelben die Hälfte Di Zı dee zu 
rüdgeworfenen Wellenberges vereinigt, folglich entfteht ein halber Wellenberz 
C@ von faft doppelter Höhe. In III. erreicht eben erft das Wellenthel 
ABC die fefte Wand, während der zurlickgeworfene Wellenberg C Di Hı 
über demfelben hiaweggeht; es tritt daher eine Interferenz ein, wobei die 
Delle einen Augenblid lang ganz verfchwindet. Im IV. trifft die Thafiohle 
B der anfommenden Welle mit der Thalfohle B, der zurlichgeworfenen Welle 
an der Wand zufanmen, e8 bildet ſich folglid, ein halbes Thal A S von der 
doppelten Tiefe. In V. ift endlich die anfommende Welle ABCDE vol 
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ftändig durch die Wand MN zurüdgeworfen, und dadurd) in die umgefehrt 
laufende Welle A, Bı Ch Di Eı verwandelt worden. 

Die Bahnen der Wafferelemente erleiden durch den Anftoß an die fefte 
Wand diefelben Veränderungen, wie bei dem Durchkreuzen zweier Wellen; 
e8 wird auch hier in der Nähe der Wand der horizontale Theil diefer Be⸗ 
wegung immer mehr und mehr aufgehoben, und dagegen der verticale Com⸗ 
ponent mehr und mehr verftärkt, fo daß nahe an der Wand diefe Bahn in 
eine verticale und entfernter davon in eine fchiefe Tinte übergeht. Stößt die 
Welle jchief gegen eine feſte Wand, fo wird fie, wie jeder elaftifche Körper, 
unter bemjelben Winkel zurlidgeworfen, unter welchem fie auftrifft. 

Indeß befteht doch ein wefentlicher Unterſchied zwifchen den Erfcheinungen 
der Reflerion von Wafferwellen und der Zurückwerfung fefter Körper. Denkt 
man ſich nämlid) einen elaftifchen Körper, etwa eine Kugel, gegen eine felte 
Wand ftoßend, jo wird der in der Bemwegungsrichtung vorderfte Bunkt der 
Kugel, welcher zuerft den Stoß empfängt, beim ZJurlidprallen der Kugel der 
binterfte Punkt werden, und die Kugel geht, wenn nicht etwa eine ‘Drehung 
eintritt, in derjelben Lage zurück, in welcher fie anfam. Bei der Wailerwelle 
hingegen findet eine Umkehr in der Lage von Wellenberg und Wellenthal 
flatt, denn wenn, wie aus Figur 986 erfichtlich, die Welle (in I.) fo an- 
kommt, daß ihr Wellenberg vorangeht, fo geht beim Zurückprallen (in V.) 
ebenfalls ihr Wellenberg wieder voran. Es Hat alfo bei dem Abprallen der 
Welle an der feften Wand gleichzeitig eine Vertaufchung in der Tage von 
Berg und Thal ftattgefunden, was man fid, fo vorftellen kann, als ob 
Wellenberg und Wellenthal bei der Reflerion durch einander durchgingen. 

Trifft die Welle nur theilweife gegen ein Hinderniß, fo treten die Er⸗ 
ſcheinungen der fogenannten Inflerion ein, wobet ſich neue Wellen um bie 
äußerften Enden diefer Hinderniffe herum bilden, und unter Anderem z. D. 
zur Entftehung von Wirbeln Beranlafjung geben. 

Endlich entftehen die ftehenden Wellen des Waflers, wie die einer Saite 
oder eines anderen feiten Körpers, wenn fich zwei gleich Tange Wellen kreuzen, 
deren Ausgangspunfte um das 1=, 3=, de, 7- ... fache des Viertels einer 
Wellenlänge von einander abftehen. Es ji ABCDEFGH, fig. 987 1. 
und U. (a. f. ©.), die eine und A, B, Cı Di Eı Fı @ı Hı die andere Welle. 
In den Buntten K,L, M,N, wo beide Wellenzüge von der Mittellinie gleich 
weit abftehen , ſich alfo die Bewegungen aufheben, bilden fid) fefte Inter- 
ferenzpunfte, dagegen über und unter den Punkten O, P, Q, R, wo jid) 
beide Wellenlinien fchneiden und daher die Wege verdoppeln, entftehen ab- 
wechſelnd Berggipfel und Thalſohlen. Durch ein Kreuzen mehrerer aus 
verjchiedenen Richtungen anfommenden Wellenzüge entftehen die unter dem 
Namen der Sturzjeen oder Teifuns befannten Wellen von außerordent- 


ficher Höhe. | 
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Anmerkung. Den vollſtändigſten Unterrit über die Wellenbewegung erifeit 
folgendes Werk: MWellenlepre, auf Erperimente gegründet, u. |. w., von der 
Brüdern E. 9. Weber und W. Weber, Leipzig 1825. Einen guten Auspa 
hiervon findet man in dem Lehrbuche der mechaniſchen Raturlehre von Hugak 


Sie- 987. 


Auch ift hierüber nachzuleſen: Müller’s Lehrbuch der Phyſil und Meteorsisge. 
2. I. Die Abhandlungen über die Wellen von Laplace, Lagrange, Blau: 
gergues, Gerfiner und Poiljon findet man in dem Weber’jden Berk 
ſehr vollftändig mitgeteilt und fritifit. Ueber Gaudy’s „Wellen-Theorie‘ mm 
Bidone's „Berjue“ findet man Ausführligeres in Gehler's phufilaliken 
Wörterbude, Art. Wellen. Emy’s „Wellen Theorie“ iR umter dem Tikl: 
„Ueber die Bewegung der Wellen und über den Bau am Meere und im Bear 
von Wiejenfeld überjegt und 1839 in Wien erſchienen. Die Schriften vn 
Hagen find oben $. 29 citirt worden. Auch handelt Airy von der Theorie ir 
Waflerwellen im Artikel Tides and Waves der Encyclopaedia metropol- 
tana, Vol. V. 


DI. Die Elemente der graphifhen Statik. 


Graphische Methoden überhaupt. Dei den Entwickelungen kr 
vorſtehenden Abſchnitte ift im Allgemeinen ein analytifches Verfahren er 
gehalten worben, indem aus den gegebenen, durch Zahlen ausgebrädn 
Größen mittelft der befannten Rechnungsoperationen der Arithmetil de 
gefuchten Größen gefunden wurden. Dieſem rechneriſchen Verfahren Kt 
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eine andere zeichnerifche oder graphifche Methode gegenüber, welche aus den 
gegebenen, durch Linien dargeftellten Größen nach den Regeln ber Geometrie 
die gejuchten Größen gleichfalls in Form von Linien conftruirt. Beide Wege 
führen natitrfich zu bemjelben Refultate, nur ift in ben verjchiebenen Fällen 
bald der eine, bald der andere der kürzere und bequemere, daher vorzuziehende. 
Zur Erläuterung mag ein einfaches Beiſpiel dienen: Wenn von einem recht⸗ 
winkeligen Dreiecke die Maße der Katheten gegeben ſind, ſo findet man das 
Maß der Hypotenuſe durch Rechnung, wenn man die Quadratwurzel aus 
der Summe der Quadrate der Katheten zieht. Zu demſelben Reſultate 
wird man natürlich gelangen, wenn man nad) einem beſtimmten Maßſtabe 
die Kathetenlängen auf den Schenkeln eines rechten Winkel vom Scheitel 
aus aufträgt und die Länge ber Berbinbungslinie der beiden Endpunfte mit 
demſelben Mapftabe mißt. Wenn nun zwar in diefem Beifpiele die Aus- 
führung der Zeichnung mindeftens ebenfo viel Zeit erfordern dürfte, als die 
erfterwähnte Rechnung, fo ift doch in dem alle das graphifche Verfahren 
das kürzere, wo ohnehin das betreffende Dreieck gezeichnet werden muß, und 
daher die ganze Operation nur auf das Abgreifen einer Länge mit dem 
Zirkel Hinausläuft. Diejes einfache Beifpiel läßt daher jchon erkennen, wie 
die graphifchen Methoden für den Conftructeur in vielen Fällen beſondere 
Bequemlichkeiten darbieten, indem fie ihn der Ausführung von das Con⸗ 
firuiren immer flörenden analytifchen Rechnungen überheben. Hierbei ift 
die große Anfchaulichfeit von befonderem Werthe, welche mit dem gra- 
phifchen Berfahren immer verbunden ift, indem das durch die Zeichnung 
erlangte Refultat als räumliches Gebilde ohne Weiteres dem Auge fich dar- 
bietet, wogegen der auf algebraifhem Wege gefundenen Zahl eine folche 
Unmittelbarkeit der Erjcheinung nicht innewohnt. Bedenkt man ferner, daß 
das Zeichenbrett die eigentliche Heimftätte für die Wirkſamkeit des Ingenieurs 
ift, welcher in Folge defien mit graphifchen Methoden meift vertrauter fein 
wird als mit analytifchen, jo ift die Beliebtheit erklärlich, welche die erfteren 
ſich in der neueren Zeit unter den Ingenieuren erworben haben. 

Da das graphifche Verfahren fi nur mit Linien befchäftigt, fo ift e8 
zunächft erforderlich, die Größen, mit denen operirt werden ſoll, durch Linien, 
am einfachften durch gerade Linien darzuftellen. Dan kann alle Größen, 
Längen, Flächen, Körper, Kräfte, Momente u. f. w. ihrem Werthe nad) durch 
gerade Linien von beftimmter Länge (Streden) barftellen, werm man bie 
Einheit der betreffenden Größe (Meter, Duabratmeter, Cubikmeter, Kilo⸗ 
gramm, Meterfilogramm u. ſ. w.) durch) eine gewiſſe Längeneinheit fich dar- 
geftellt denkt und der repräfentirenden Strede jo viele folcher Längeneinheiten 
giebt, als die darzuftellende Größe Wertgeinheiten enthält. Handelt es ſich 
dabei nur um die abfolute Größe oder die Anzahl von Einheiten, jo fommt 
auch nur die abjolute Ränge der Strede in Betracht. Vielfach aber find zur 
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Beſtimmung von Größen die abjoluten Werthe allein nicht ausreichend: et 
ift dabei oft, wie 3. DB. bei Wegen, Kräften, Geſchwindigkeiten u. |. w., anh 
deren Richtung und Lage näher zu beftimmen. Gerade für ſolche Falle # 
eine Darftellung durch Streden meift viel geeigneter al8 durch Zahlen, wel 
eine Strede ſowohl eine Größe, wie auch eine Richtung und Lage repik 
jentiren fann. Handelt es fi z.B. um die Darftellung einer Kraft, ſe 
erfordert deren zweifellofe Feftftellung vermittelt Zahlen, außer der Belt 
mung ihrer Größe (n Kilogramm), die Angabe ihrer Richtung, etwa durd 
Angabe der Winkel (@, B, 7), welche fie mit brei feften Coorbinatenagen 
bildet, ferner die Beftimmung ihrer Tage durch Angabe der Ordinaten (a, bc) 
eines ihrer Punkte und endlich noc) die Angabe des Sinnes, in welden je 
wirft, d. h. ob in der betreffenden Richtung von dem gegebenen Punkte nah 
der einen oder anderen Seite hin. Bei der Beſtimmung der Kraft dınd 
eine Strede hat man, um über die Kraft jeden Zweifel auszufchließen, m 
nöthig, an den Punkt, durch welchen die Kraft hindurchgehen fol, die Streit 
von der erforderlichen Größe parallel mit der Richtungslinie der Kraft um 
in dem Sinne der legteren anzutragen. Gerade biefe einfache Darftellungs 
weije von Kräften durch Streden bat dem graphifchen Verfahren in der 
Statik, die es ausfchlieglich mit Kräften zu thun bat, eine fo vortheilhaft 
Anwendbarkeit gegeben und zu derjenigen Art der Behandlung der Stail 
gefiiärt, welche unter dem Namen der graphiſchen Statik oder Graphe— 
ftatif*) befannt geworben ift. 

Dei der graphiichen Auflöfung von Aufgaben der Statik kommen gewifk 
geometrifche Conftructionen ſehr häufig vor, welche den Rechnungen dei 
Addirens, Multiplicirens u. ſ. w. bei analytifchen Auflöfungen entipreden 
Ebenfo wie zur Ausführung der legteren die bezüglichen "Operationen der 
Arithmetik befannt fein müflen, fo ift zur graphifchen Löfung eine Keuntmf 
der entiprechenden geometrifchen Conftructionen erforderlich. Diefelden fia) 
zwar nur Anwendungen bekannter, meift einfacher Lehrfäge der Geometnz, 
doch jollen des Zufammenhangs und leichteren Berftändniffes halber und zu 
Bermeidung fteter Wiederholungen in den folgenden Paragraphen die hau 
ſächlichſten Conftructionen angeführt werben. 


Addition und Subtraction von Strecken. Wenn zwei oe 
mehrere Größen ganz beliebiger, aber unter fich gleicher Art durch de 
Streden a, , A, As, Big. 988, gegeben find, und es ſich nur um die uh 


*) Als Begründer der graphiihen Statik muß 8. Culmann, Brofefer kt 
Ingenieurwiſſenſchaft am eidgendjfiiden Polytechnikum zu Züri), genannt werden, 
defien Werk: „Die graphiſche Statik“, Zürich 1866, auch der vorliegenden Ber: 
beitung im Wefentlihen zu Grunde gelegen hat. Die Bezeihnung Grappoketl 
rührt von Reuleaur ber, }. defien „Gonftructeur”, 8. Aufl., 1869. 
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foluten Werthe oder um bie Anzahl von Einheiten derſelben handelt, (wenn 
bie Größen 3. B. Zeiten barftellen), fo ift eine Abdirung der Streden durch 
bloßes Aneinanderreihen derfelben in richtiger Länge in einer beliebigen 


Fig. 988. geraden Linie zu bewirken, und man erhält als 

— Summe ber Strecken a,, as, aʒ die Länge 03, 

— — d. h. fo viele Einheiten der betrachteten Größen, 

— als in den einzelnen Strecken zuſammen Rängen» 
—5g einheiten nad) dem der Zeichnung zu Grunde 


gelegten Maßſtabe enthalten find. 

Wenn jedoch die darzuftellenden Größen, 5. B. Weggrößen, durch die 
Strecken nicht nur ihrem abſoluten Werthe, ſondern auch ihrer Richtung und 
ihrem Sinne nach dargeſtellt ſind, ſo beſteht das Addiren zwar auch in einem 
Aneinanderfügen der einzelnen Strecken, ſo jedoch, daß hierbei die Richtung 
und der Sinn jeder Strecke unverändert beibehalten wird. Sollen z. B. die 
mit Gy, Gy, Gy ... as bezeichneten Strecken, Fig. 989, welche etwa die Wege 


Fig. 989. eines Punktes der Größe 
4 und Richtung nad) dar- 
ftellen, und in denen 

der Sinn durch bie 

J Pfeilſpitzen angezeigt ſein 


möge, addirt werden, fo 
kann bie Addition da⸗ 


h/ ’ as durch bewirkt werden, 
es daß man von dem be- 
j fiebigen Punkte O0 aus 
die den Streden pa 
rollelen und gleich lan- 
‚gen Geraden 01 # a, 12 # a, 23 #0, ... anträgt. Als Re 
ſultat diefer graphifchen Addition iſt dann die Strede 06 anzujehen, welche 
den Anfangspunft O diejes Tinienzuges mit dem Endpunkte 6 beflelben ver⸗ 
bindet. Bon der Nichtigkeit dieſes Verfahrens überzeugt man ſich leicht, 
wenn man eine Strede überhaupt als den Weg eines Punktes anfleht und 
nun nad dem Parallelogramm der Bewegungen ($. 32) zunächſt zwei 
Streden, etwa @; und as, zuſammenſetzt. Dan erhält dann in der Dia- 
gonale O2 des aus a, und a, conftruirten Barallelogramms 0122’ biejelbe 
Linie, welche nach der angegebenen Regel durd) Anfügen von a, an a, un, 
mittelbar fich ergiebt. Wenn die erhaltene Summe 02 der Streden a, 
und a, in derſelben Weife mit a; durch ein Parallelogramm zufammengejegt 
wird, fo erhält man als Summe von 02 und a,, d. 5. als Summe von 
1, As und as, ebenfo diefelbe Strede 03, wie durch directes Anfligen der 
Streden a,, as und a, an einander, u. |. w. 
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Man erfieht Hieraus, daß nicht nur O 6 die Summe ber Stredena, ,‚a,,a;...% 
vorftellt, fonbern daß man in 02 die Summe von a, und a,, in 03 de 
Summe von a, as und az erhält, u. f. w.; ferner, baß die Strede 13 de 
Summe von a, und az, ſowie, daß 2 5 die Summe der Streden a,, a, und a, 
repräfentirt. Ueberhaupt läßt ſich allgemein fagen, daß jebe Diagonale 
in dem entftandenen Stredenzuge der Größe und Richtung nad 
als Summe aller derjenigen Streden angefehen werben muß, 
welche von diefer Diagonale unterfpannt werden. Der Sim ma 
folhen Diagonale ift mit demjenigen bes von ihr unterfpannten Streden 
zuges übereinftimmenb zu wählen, fo daß derjenige Eckpunkt (2), von welden 
die erfte der addirten Streden (28) ausgeht, als Anfangspunft, und der- 
jenige Eckpunkt (5), in welchem die legte Strede (45) endigt, als Eubyault 
der Diagonale anzujehen ift. 

Bei diefer Addition ift die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Streden 
aneinandergereiht werden, gleichgüültig, ebenfo wie die Reihenfolge der Cum 
manden beim Abdiren von Zahlen gleichgültig if. Man überzeugt fich ohre 
Weiteres durch die Figur, daß eine Bertaufchung von a, und a,, d. h. em 
Antragung erft der Strede a, im Punkte O und darauf folgende Anfügum 
von a an a, zwar zu dem geänderten Stredenzuge 02’ 1’, aber zu derfelben 
Summe 01’ oder 02 führt. ine gleiche Betrachtung läßt ſich bei irgen 
welcher Veränderung in der Reihenfolge der Streden anftellen. 

Unter den in Fig. 989 gegebenen Streden find zwei unter ſich paralld, 
nämlich a, und a;; e8 find in Folge deſſen die entfprechenden Seiten bei 
Stredenzuges 23 und 45 ebenfalls parallel. Bertaufcht man nun a, mit @, 
d. h. fügt man an die Strede 23 diejenige 35’ H# a, und darauf 5’4' Ha, 
an, fo nimmt der Stredenzug ben Verlauf 01235’4’6. Durch die Abbitise 
der beiden parallelen und entgegengefegten Streden a, und a, hat man br 
die Summe 25’ erhalten, deren Abfolutwerth gleich der ‘Differenz der Werte 
von a; und a; ift. Die Abbition ber Strede a, zu der entgegengefet gerichteten 
G; bringt daher denfelben Effect hervor, wie in der Arithmetik die Additue 
einer negativen Größe zu einer pofitiven. ‘Da num die Addition einer nege 
tiven Größe gleichbedeutend iſt mit der Subtraction eben berfelben pofitiven 
Größe, fo barf man auch hier die Strede 2 5’ als die Differenz der Stredt «, 
und der entgegengejegten Strede — a, anfehen, und es folgt daher für de 
graphifche Subtraction bie Regel, daß man zur Ausführung der Subtrat: 
tion einer Strede dieſelbe mit entgegengejegt genommenen 
Sinne zu addiren habe. Hierdurch ift die Ausführung einer Subtracwe 
auf eine Addition zurückgeführt. 

Soll z. B. die Strede a, von ber Strede a,, Fig. 990, fubtrahirt werben, 
fo addire man zu der Strede O1, welche parallel umb gleich a, if, de 
Strede 12, welche mit a, gleiche Größe unb Richtung, aber entgegengefegten 
Sinn hat, und man erhält in 02 die Differenz der Streden a, und % 


IF 
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Wenn der durch eine Addition erhaltene Streckenzug von ſolcher Beſchaffen⸗ 
Dig. 990. beit ift, daß der Endpunkt der lebten 
Strede mit dem Anfangspuntte der erften 


ein gejchloffenes Polygon barftellt, fo ift 
— 7 — die Summe aller Streden gleich Null. 


NZ BA zuſammenfällt, wenn alfo der Stredenzug 
2 &) 


Graphische Multiplication und Division. Es liegt im Begriffe 
der Multiplication, daß man eine Größe irgendwelcher Art (Ränge, Fläche 
Kraft... .) nur mit einer unbenannten oder Verhältnißzahl multipliciren 
fann, und ift dann das erhaltene Refultat wieder von derjelben Art (Ränge, 
Fläche, Kraft... .) wie der Multiplicand. Es hat an fid) feinen Sinn, zu 
fagen, man multiplicire z. B. zwei Linien mit einander, und wenn dies doch 
geichieht, wenn z. B. der Ausdrud ganz gebräuchlich ift, der Inhalt eines 
Rechteckes fei gleich dem Producte aus Grundlinie und Höhe, fo hat man 
ben Ausdrud folgendermaßen zu verfiehen: Wenn man als Einheit fir den 
Flächeninhalt bes Rechtes dasjenige Quadrat annimint (Quadratmeter), 
defien Seite gleich derjenigen Längeneinheit ift (Meter), mit welcher bie 
Rechteckſeiten gemeſſen werden, fo giebt da8 Product ab aus den Maßen 
a und b ber Seiten die Anzahl der in dem Rechtecke enthaltenen Flächen⸗ 
einheiten an. Das Maß einer Seite ift aber nur die Verhältnißzahl zweier 
Längen, nämlich der Rechtedfeite und der Längeneinheit, fo daß man bier 
unter dem Producte der beiden Seiten nur das zweier abftracter Zahlen 
a und b zu verfiehen hat, indem man babei nur ftillfchweigend bie erwähnte 
Tlächeneinheit hinzudenkt. Man kann auch Übrigens bie eine Seite, deren 
Maß a ift, als Repräjentanten von a Flächeneinheiten denken, entfprechend 
einem rechtedigen Streifen von der Länge a und ber Höhe 1, und man 
erhält dann den Inhalt des Rechteckes durch fo viele ſolcher Streifen, als 
die andere Seite b Einheiten enthält; es ift daher in diefem Falle unter ab 
das Product einer Flächengröße a, die durch eine Linie dargeftellt ift, mit 
einer Verhältnißzahl i ne zu verftehen. 

In gleicher Art hat man fi den Zuſammenhang zu denken, wenn in ber 
Folge fchlechtweg von ber Multiplication zweier Strecken a und b die Rebe 
ift, von denen. bie eine 3. B. eine Länge a Meter, die andere eine Kraft 
b Kilogramm vorftellt. Dan hat hier als Einheit des Productes 1 Meter 
Kilogramm, d. h. das Moment einer Kraft von 1 Kilogramm, deren Arm 





1 Meter beträgt, anzunehmen, und kann fich die Multiplication entweder fo 


denken, daß die durch eine Strede a bargeftellte Größe a Meterkilogranm 


b Kilogramm BR 
mit der Berhältnigzahl T Rilogramm multipliciet werde, oder baf eine durch 


8. 38. 
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die Strecke d dargeſtellte Größe d Meterkilogramm fo oft genommen werk, 


a Meter 
als die Verhältnißzahl — 


Unter Berückſichtigung des Vorſtehenden kann jede Multiplication zweier 
Strecken a und d ſehr leicht ausgeführt werden, wenn man den Aufdrud 





angiebt. 


b ® “ « “ 
ı=a- conftruiren Tann, inden man darin nur c gleich 1 zu fehen 


braucht, um ab zu erhalten. Schreibt man obige Gleichung als Proportion 
z:a=b:c, 
fo erfennt man fofort, daß die gegebenen drei Streden und die geſuchte alt 


zwei Paar entfprechende Seiten in ähnlichen Dreieden aufgefaßt werden 
können, und ift mit Rüdficht hierauf die Conftruction Leicht auszuführen. 


In den Figuren 991 bis 994 ift der Ausdrud z— “ in verſchiedener An 


mit Hilfe ähnlicher Dreiecke conſtruirt, indem in allen Figinen DEI BC 
gezogen wurde. Offenbar gilt fiir ſämmitliche Figuren die Proportion 


z:a=b:c, 


worin der Beweis fur die Richtigkeit der Conftruction enthalten if. Tie 
Löſung ber Aufgabe kann natürlich noch in mancherlei anderer Weiſe gefchehen, 
indem alle diejenigen geometrifchen Conftructionen benugt werden können, 

Fig. 991. welche zu ähnlichen Dreieden führen. 
| In der Praris find oftmals einzel 
Streden in der Zeichnung ſchon aufs 
getragen, und es empfiehlt fi i 
ſolchen Fällen, diefelbe zu bemuten, 
wozu man natitrlih unter den wer: 
ſchiedenen Methoden die geeignerſte 
auszuwählen hat. Beltinzmte Regeln 
laffen ſich Hierfilr natürlich nicht au: 


B geben; einige Uebung führt Hier in⸗ 
* deſſen ſehr bald zum Ziele. Ak 





Anhalt für das Auftragen der Streden 

_ und zur Bermeidung von Verwechſe 
lungen kann man bemerten, daß, wie 

— and aus den Figuren 991 bis 99 


erfichtlich tft, Die zu multiplicitenden 
Bactorena und b niemals Seiten deffelben Dreieds und auch niemalt 
gleichliegenbe Seiten der beiden Dreiede fein dürfen. Gleiches läßt 
ſich natürlich aud in Beziehung zu x und c behaupten. 
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b. 
Durch die angegebenen Conftructionen von — ift auch ohne Weiteres die 


Darftellung des Productes a b gegeben, denn man hat nur nöthig, für diejen 
Fall c gleich der Einheit des Maßſtabes zu machen, nad) welchem die Figur 
gezeichnet iſt. 

Macht man ferner b gleich der Einheit, fo erhält man in derfelben Weife 


in z den Ausdrud =, und es find natürlich fr die Divifion alle diejenigen 


Methoden brauchbar, welche für die Dlultiplication dienen, ba ja die Divifion 
ig. 998. immer als eine Multiplication mit 
dem reciprofen Werthe des Divifors 
angejehen werden kann. Einer be 
fonderen Betrachtung bebarf aber noch 
b die Bezeichnung ber Einheit, welche 
dent Quotienten zweier Streden ge⸗ 
c geben werden muß. Wenn ber Dis 
vifor eine abftracte Berhältnißzahl ift, 
dig. 99. fo ftellt der Quotient ebenjolche Ein- 
heiten vor, mie der Dividendus, wie 
ja auch bei der Multiplication einer 
Strede mit einer Berhältnißzahl an 
dem Charakter der Größe, welche der 
andere Yactor vorftellt, nichts geän⸗ 
— Zum dert wird. Wenn jedoch der Divifor 
eine benannte Größe ift, d. h. wenn 
derjelbe eine Anzahl von Einheiten einer beftinmiten Art vorftellt, fo erfordert 
es immer eine Prüfung, welcher Art die Einheiten find, die durch die ale 
Quotient erhaltene Strede dargeftellt werden. Dies wird jedoch in feinem 
Valle fchwierig zu entfcheiden fein. Stellen z. B. beide Streden, die des 
Diviford wie des Dividenden , gleichartige Größen vor, fo ift ber Quotient 
immer ald abftracte ober Verhältnißzahl aufzufallen. Ebenſo ergiebt ſich 
der Quotient als Länge, wenn der Dividend eine Fläche und der Divifor 
eine Ränge bedeutet, oder wenn der Dividend cin Moment und der Divifor 
eine Kraft if. Im gleicher Weife wird man. natürlich für den Ouotienten 
eine Kraft erhalten, wenn der Dividend ein Moment und der Divifor eine 
Länge vorftellt*). | 


A 


*) Unter Moment iſt hier ein ſtatiſches Moment verſtanden (Kraft mal Länge) 
ſtellt der Dividend ein Trägheitsmoment vor, jo muß der Diviſor eine Fläche 
ſein, wenn als Quotient eine Kraft reſultiren ſoll; und wäre der Diviſor eine 
Länge, jo würde der Quotient ein ſtatiſches Moment repräſentiren. 
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8.34. Graphisches Potenziren. Die nte Potenz a* einer Strede a mt: 
fteht durch; an — 1 maliges Multipliciven der Baſis a mit fich ſelbſt und 

Fig. 995. kann daher in ber im vorigen 

| Paragraphen angegebenen 

Art geſchehen. Man ſete, 
um zumächft ae zu geichnen 


die Einheit und ba, umd 
mache(entſprechend den in den 
Figuren 991 und 992 aus 
gegebenen Conſtructionen) 
in den Figuren 995 und 996 
auf den Schenkeln des beliebigen Winkels BAC:AB= AC=am 
AE=—=1. Zkeht man nun Ca; || EB, fo ift Aa; — a. Um dieſe 
Strede Aa, mit @ zu multipliciren, hat man jegt nod) A.D — 1 zu madıen, 
und von a, aus die Parallele a,a; mit DC zu ziehen, fo erhält man in 
Aa; offenbar den Werth für ad, denn e8 ft Ag: A = AC: AD 
3 
oder Aa, = — = — — a? In derfelben Art Liefert die 
Linie asa,, welche parallel mit EB gezogen wird, in Aa, den Werth für 
atu.f.w. Es ift natürlich, daß in dem alle (Fig. 995), wo a > 1, 
Fig. 996. die fteigenden Potenzen grö- 
fer und größer werden, bie 
Schnittpunkte a, a; 4... 
fi) daher von dem Scheitel 
A mehr und mehr entfernen, 
währenb in dem Falle der 
Figur 996, wo a < 1 if, 
die wachſenden Potenzen von 
a fich mehr und mehr ver 
kleinern und fi in dem 
felben Maße der Null ni 
bern, ohne fie jemals zu erreichen, wie die Schnittpunlte as, a3, a4 . . . fi 
dem Scheitel A nähern, mit welchem fie aber auch niemals zufanmem- 
fallen. 

Die beiden Geraden BE und DC, mit welchen die Leitſtrahlen a, a, a3 ,... 
parallel find, bilden mit ben beiden Schenteln AB und AC ein Uni» 
parallelogramm, d. h. fie bilden mit AB und AC bei D und E, refp. be 
B und CO gleihe Winkel. Man kann daher die Regel zum Potenziren 
folgendermaßen faffen. Nachdem man zwifchen den Schenfeln eines befie 
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bigen Winkels die beiden dem Berhältniffe — reſp. enifprechenden Anti⸗ 


parallelen BE und DO feſtgeſtellt hat, ziehe man von dem Endpunkte einer 
Strede gleich der Grundzahl a abwerhfelnd Parallelen mit den gebachten 
beiden Antiparallelen von einem Schenkel zum anderen. 

In dem Vorftehenden find durch die zwifchen den Schenfeln AB und AC 
gezogenen antiparallelen Zransverfalen nur die pofitiven Potenzen von a, 
alfo a2, ad, as ... beitimmt worden, indem der Antiparallelenzug von C 
aus nur nad) der einen Seite geführt wurde. Setzt man jedoch in demfelben 
Sinne den Zug von C aus aud) nach der anderen Seite fort, fo erhält man, 
wie aus der Figur ohne Weiteres erfichtlich ift, auch die negativen Potenzen 
von a. Zieht man nämlich zuerft von C aus eine Parallele mit DC, fo 
fällt diefelbe mit DO zuſammen, und man erhält in der Strede AD —= 1 
ben Werth für a. Hierauf liefert die Antiparallele Da_, in der Strede 


Aa_, ben Werth für a — 2, denn es verhält ſich: 
Aa: AD= AB: AB; d. h Will Aal, =... 
Ebenſo liefert die Antiparallele a_, a_s in der Strede Aa_s den Werth 
für a? = * u. ſ. f. Da der Winkel BAC ganz willkürlich gewählt 


werden kann, fo darf bezüglich der Winkel bei C und D noch eine Annahme 
gemacht werben. Fur das praftifche Zeichnen thut man gut, die Winfel bei 
E in Fig. 995, reſp. bei B in Fig. 996 als Rechte anzunehmen. Um dies 
zu erreichen, hat man nur nöthig, in Z refp. B ein Loth auf dem Schenfel 
AE xep. AB zu errichten und von A aus mit der Zirkelöffnung gleich 
a bei B (Fig.995) reſp. gleich Eins bei E (Fig. 996) in diefes Loth einzu- 
fchneiden. 
Drurch die Antiparallelen entftehen zwiſchen den Schenkeln des Winkels 
BAC eine Reihe von Dreieden, von denen leicht erfichtlich ift, daß alle 
diejenigen unter einander ähnlich find, welche den Scheitel A und die beiden 
Endpunkte einer antiparallelen Strede zu Eckpunkten haben, aljo z. B. bie 
Dreiede ADC, ACa,, Aq a, u. ſ. w. Hieraus folgt, daß auch das 
Verhältniß zwifchen zwei auf einander folgenden Transverſalen gleich a ift. 
Bezeichnet 3. B. t die Ränge der Strede CD, jo folgt die Strede Ca, zu 
t. a aus der Proportion Ca: AU=DC:AD, oder Ca —=a.t. 
Da ferner aud) alle diejenigen Dreiecke unter ſich ähnlich find, welche wie 
CDa,, G Cas, 03 09 4; ... durch je einen Abfchnitt auf den Schenkeln bes 
Winteld BA CO und zwei Antiparallelen gebildet werden, jo ftehen auch die 
betreffenden, auf einander folgenden Abjchnitte in dem Verhältniffe 1: a zu 
einander. Bezeichnet man z. B. den Abichnitt Da, mit u, jo folgt aus 
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03 :Da=(0,:DC'’ 

der Abfchnitt: 
Dus. Co2 _u.ta 


(=; 77 ru 


8.35. Graphisches Radiciren. Um die Duadratwınzel aus einer Strede 
zu ziehen, kann man ſich der Eigenfchaft eines rechtwinkeligen Treieds be: 
dienen, vermöge welcher baffelbe durch die Höhe zur Hypotenufe in zwei unter 
fi) und mit dem Urbdreiede ähnliche Dreiecke zerlegt wird. Demzufolge hat 

Fig. 997. man in Fig. 997: DB? —= AB.BC 
und in Fig. 998: AD? — AB.AC. 

Zrägt man deshalb zwei Streden AB=a 
und BC = b hinter einander auf der Ge 

raden A0 (Fig. 997) an und fchlägt über 

a + b einen Halbkreis, fo hat man in dem 

Lothe BD zwifchen dem Hafbkreife und der 

Bafis das Maß für Vab. 

Ebenſo folgt die Konftruction in Fig. 998 fofort; man made AC = a, 
AB = b, zeichne den Halbfreis über a, ziehe das Loth BD und findet m 
AD bie Strede für Vab. 

Man kann auch nad) Fig. 999 über a — b einen Halbkreis befchreiben 
und erhält nad) einem bekannten Yehrjage der Geometrie in der tangentialen 


Strede AD den Werth für Vab. 
Tig. 998. 





D 


hai 
b_|B 
—  ——— 





Handelt es ſich nicht darum, die Wurzel aus dem Producte zweier Streden 
a und d, fondern aus einer Strede a zu finden, fo ift in vorftehenden Con: 
ftructionen b gleid) der Maßeinheit zu nehmen. 

Wenn es ſich darum handelt, eine andere ald die Duabratwırzel aus ewmet 
Strede zu finden, fo ift die Conftruction nicht fo einfah. Culmann ver 
wenbet hierzu die logarithmiſche Spirale als Hülfscurve, und es Tann biefelbe 
nicht nur zum graphifchen Wurzelausziehen, fondern auch zum graphifden 
Multipliciren, Dividiren und Potenziren gebraucht werben, fo baß fie gewiſſer⸗ 
maßen die Logarithmentafeln erjegt, wie fich aus Folgendem ergeben wird. 
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Man trage in Fig. 1000 auf den Schenteln des Winkels L’ AM’ von 
A aus AD—= 1 und AC — a auf und ziehe nad) Anweiſung von $. 34 
zur Ausführung der Potenzirung die Antiparallelen DO, CE, EF,FG'x. 


Fig. 1000. 





nad) außen, fowie De’, Ef’, fg... nad) innen. Hierauf trage man den 
Winkel DA CO wiederholt nad; beiden Richtungen im Kreife herum bei A 
an, ſo daß DAC= CAE=EAF...=DAe, eAf, JAg... wir, 
und made endlich AF—= AE, AF=AF, AG = AG ..., fowie 
Ae=Ae, Af=Af,Ag—=Ag... Hierdurd erhält man um 
den Punft A herum eine Anzahl von Dreieden, welche ſämmtlich unter fi) 
ähnlich find, da jedes derfelben einem der zwifchen AL’ und A.M’ gelegenen, 
von A ausgehenden Dreiede congruent ift, und es folgt ohne Weiteres aus dem 
vorigen Paragraphen, daß die von A auegehenden Strahlen Ag, Af, Ae, 


AD, A 6, AE... die geometrijche Progreifion — 3.3. 


bilden. Auch find die Winkel ACD, AEC, AFE... einander gleich, 
welche die Seiten OD, EC, FE... mit den von A ausgehenden Strahlen 
bilden. Da diefe Beziehungen ganz unabhängig von der Größe des Winkels 


l,a,a. 


N 
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DAC find, fo finden fie auch noch ftatt in dem Falle, wo biefer Wintel 
unendlid, Hein wird. Alsdann rüden die Punkte g, F, e. D, C. E...m 
endlich nahe zufammen, aus dem Polygon wird eine ftetige Curve umd dee 
Sehnen DC, CE, EF... geben in Tangenten über, welche fänmtlih 
unter conftantem Winkel gegen den Strahl geneigt find, der von A ans nad 
ihrem Berührungspunfte gezogen ift. Die fo erhaltene Curve ift befanntlich 
eine logarithmifche Spirale, welche in der analytifchen Geometrie durch die 
Gleichung dargeftellt ift: 
r=bP, 

worin r irgend einen Xeitftrahl, 3.3. AE und ꝙ den Winkel bezeichnet, 
welchen diefer Strahl mit demjenigen Strahl AD bildet, deſſen Länge zw: 
hen Urjprung A und Curve gleid) Eins ift. Für d hat man die Beziehung 
cotg.& — log. nat. b, wenn & den conftanten Winkel bezeichnet, welchen die 
Zangente an die Curve mit dem an ihren Berlihrungspunft gezogenen Leit: 
ftrahl r bildet. 

Die obige Gleihung r — bF läßt ſich aud) @ = log.®r fchreiben, und 
man erfieht daraus, dag für irgend einen Yeitftrahl, z. B. AE, der Poge- 
rithmus zur Grundzahl b durch den Winkel H gegeben ift, welchen biefer 
Strahl mit dem Anfangsftrahle AD bildet, welchen die Curve in der Ent⸗ 
fernung Eins vom Pol A fchneidet. In Folge diefer Eigenfchaft ber Inge- 
rithmiſchen Spirale kann Ietere dazu dienen, die Rechnungsoperationen det 
Multiplieirens, Dividirens, Potenzirens und Radicirens auszuführen. Seien 
nämlich 7, und rz zwei Leitſtrahlen der Spirale und 9, reſp. ꝙ, die Winlel. 
welche fie mit dem Anfangsftrahl AD bilden (pofitiv oder negativ, je mac 
der Richtung, in welcher die Winkel von AD aus gemefien werben), fo findet 
man nad den Regeln der logarithmiſchen Rechnung in 9, 4 92 denjenigen 
Winkel, welchem der Strahl von der Größe rır, entſpricht, während cbeufe 


der Strahl, deilen Größe = beträgt, einen Wintelabftand 9, — 9, von 
2 

bem Anfangsftrahle hat. Ein Strahl r wird ferner zur nten Potenz er 

boben, wenn man feinen Winfel 9 mit n multiplicirt und den bem Product 

NP zugehörigen Leitftrahl auffucht, während 9 denjenigen Winkel ergiebt, 


defien zugehöriger Leitſtrahl gleich Vr ft. Man erfieht hieraus, daß die 
logarithmiſche Spirale innerhalb derjenigen Grenzen der Genanigfeit, welche 
die Zeichnung zuläßt, und welche in ſehr vielen Fällen fir die praktiſche 
Anwendung genügend ift, als Erfag der Logarithmentafeln benugt twerben 
fann. 


. 5/57\7 
Beifpiel. Man fol (V% mit Hulfe der logarithmiſchen Spirale be: 
ftimmen. 


| 
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Der Leitſtrahl 3,4, nad) dem Maßſtabe, defien Einheit gleih AD ift, ein- 
getragen, geht nach dem Punkte O der Curve und entipricht dem Wintel DA O—= 252°, 
ebenjo wie ber Leitſtrahl AN — 1,6 dem Winkel DAN —= 97,20 zugebört. Die 
Differenn DAO — DAN= NAO = 154,8° mit 7/, multiplicirt, liefert den 
intel DAP — 216,79, zu weldem ein Leitfirafl AP — 2,87 gehört. (Die 


8,5—\ 7 
logarithmiſche Rechnung liefert genauer (V&) — 2,872783.) 


Anmerkung. Potenziren trigonometrifcher Functionen. Das Potenziren der 

Fig. 1001. trigonometrifhen Bunctionen führt 
ſich inder 8.34 angegebenen Weile jehr 
leiht au8, wenn man (fig. 1001) den 
Bine BAC=9, AC=|]|, 
BC-AC und CD-+ AB madt 
und die Antiparallelen bin und ber 
ziebt. Man bat dann: 


AD=c08.9, AE=cos.98... 
AB=—I_40=-—_... 
cos. ꝙ cos. ꝙꝰ 


DOZ Sin. , DH=sin.g?... 
1 





Tsin.ꝙ 
BC tang. ꝙ, CG=tang.g?... 
CK= cotang.p. 





K 


Inhalt von Flächen. Der Flächeninhalt einer Figur drückt fi) aus $. 36. 
durch das Product zweier Streden, wofür die in $. 33 (Anhang) gemachte 
allgemeine Bemerkung gilt, daß die eine Strede nur als die Verhältnißzahl 
betrachtet werben muß, welche angiebt, wie oft die Einheit des Maßſtabes 
(auch Bafis genannt) in ihr enthalten if. Das Maß für den gejuchten 
Flächeninhalt ift dann wieder durch eine Strede gegeben. 

Am Häufigften kommt bie Inhaltsbeſtimmung von SDreieden in der Praris 
vor, weil der Inhalt eines mehrfeitigen Polygons leicht auf den des Dreiecks 
zurüdgeführt werden kann. 

Sind a und A die Maße fitr die Grundlinie und Höhe eines Dreiecks, jo 


ift der Inhalt F = = deflelben nach dem Früheren leicht gefunden, wenn , 


man bie Einheit e ergänzt, aljo fchreibt: 
ah _ ah 

2e 2.1’ 
Trägt man daher in dem Dreiede ABC (Big. 1002 a. f. ©.) auf einer 


Seite die doppelte Einheit AD — 2 ab, zieht DB und dazu parallel CE, 
fo giebt das Loth EG von dem Durdjfchnittspunfte der Parallelen mit AB 


F= oder F:a=h:2. 
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das Maß für die Fläche F, denn es ift in den ähnlichen Dreieden AEC 
und ABD: 

EG: BH=AC:AD, we EG -t— F. 


Während hier die doppelte Einheit AD zur Grundlage eines Dreieds 
AED gemacht worden ift, welches mit dem Dreiede A. BC flächengleich iR, 
und die Höhe E@ ald Maß des Inhalts fich ergeben hat, kann man nad 
Fig. 1003 aud) die Strede EG — 2 in dem Dreiede A CB zwiſchen bir 


Fig. 1002, Fig. 1008. 





Ceiten AC und CE eintragen und durch die Verbindende AE und dx 
Parallele BD ein mit Dreied ABC flächengleiches Dreied DEC cm 
firuiren, deflen Grundlinie DC als Maß des Tlächeninhaltes angeſehen 
werden kann, denn die ähnlichen Dreiede DBC und AEC liefern wieder: 


DC:BH=AC:EG oe DO=®=F. 


Endlich möge noch eine fehr gebräuchliche und bequeme Methode der Ju⸗ 
baltsbeftimmung für Dreiede in Yolgendem angegeben werden. 
Dean fchneide mit der doppelten Bafts 
dig. 1004. 2 —= BD von einer Ede B bes Drei⸗ 
edes ABC, ig. 1004, in bie gegem 
überliegende Seite AC ein, fo ift die 
Projection von AC auf eine zu BD 
jentrechte Gerade AE das Maß fir 
den Flächeninhalt bes Dreieds, dem 
es ift: 
AABD=1„.BD.AGwm 
ACBD=1,.BD.GE, ve: 
AABC=1.BD.AE=AE 
Man nennt die Strede AE wohl be 
Antiprojection der Seite ACaufBD. 
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Wenn es ſich um die Beftimmung des Flächeninhalts eines beliebigen 
Polygons handelt, fo könnte man daffelbe zwar durd) Diagonalen in einzelne 
Dreiede zerlegen und deren Inhalt nach dem Vorigen beftinnmen, doc) wird 
es fih im Allgemeinen empfehlen, das Polygon in befannter Weife in ein 
gleich großes Dreied zu verwandeln und deflen Flächeninhalt zu ermitteln. 

Fig. 1008, | St 3. 2. der Inhalt F 
des Sechsecks ABCDEG 
(Fig. 1005) zu ermitteln, fo 
fann man durch die Diagonale 
CA und die damit parallele 
BH0die Ede B eliminiren, 
indem man fir das Dreied 
CB A das ebenfo große CHA 
jest, und verwandelt ſich hier- 
durch da8 Sechseck in das gleid) 
große Fünfeck ZCDEG. In 
derjelben Weile kann durch 
Ziehen der Diagonalen HD 
und DG und der damit pa⸗ 
rallelen CI und EK eine Eliminirung der Eden C und E bewirkt werben, 
und man erhält dadurch in Z.DK ein Dreied von gleicher Größe mit bem 
Sechseck ABCDEG: Madıt man daher DL gleich der doppelten Einheit, 
fo giebt die Antiprojection ZM der Grundlinie IK auf DL das Maß für 
den Flächeninhalt F' des Sechsecks. In der Ausführung wird man ſich das 
Ziehen der Diagonalen und Barallelen meiftens fparen können, da e8 fih 
nır um die Ermittelung der Schnittpunfte 7, IL, X... handelt. 


Zusammensetzung von Kräften, die an einem Punkte an- 
greifen. Nach dem, was in $. 31 über die Darftellung von Kräften durch 
Streden ihrer Größe, Richtung, Lage und ihrem Sinne nad) gefagt worden, 
ift e8 nun leicht, Kräfte, die an einem Punkte angreifen, zufammenzufegen. 
Es kommt hierbei offenbar nur auf eine graphiiche Addition der die Kräfte 
darftellenden Streden an. Sind Pi, Pa, Pz, Pı und P,, Fig. 1006 (a. f. S), 
die zu vereinigenden Kräfte, welche ſämmtlich durch den Punkt A Hindurchgehen, 
und weldhe als in einer Ebene liegend zu denken find, fo Tann man 
zuvörberft zwei Kräfte, etwa P, und P,, durch das Kräfteparallelogramm 
0122’ vereinigen, indem man an einen willkürlich gewählten Punkt O die 
Streden 01 und 02’ parallel und gleich den Streden P, und P, anträgt. 
Die Diagonale 02 giebt dann offenbar der Größe ımd Richtung nad) die 
Reſultante der beiden Kräfte P, und P,, und ihre Tage ift dadurch beftimmt, daß 
fie durchden Durchſchnittspunkt A der Seitenfräfte Pr und Pe Hindurchgehen muß. 

Diefe Mitteltraft 02 kann nun ferner mit einer dritten Kraft P, in der- 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 80 
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jelben Weile zu einer Refultante und dieſe wieder mit einer folgenden Kraft 
P, zufammengefegt werden u. |. f., bis alle gegebenen Kräfte zu einer 
Mittelkraft vereinigt find. Die fo ausgeführte Conftruction führt aber 
offenbar zu demfelben Refultate, wie die in $. 32 (Anhang) angegebene Ad⸗ 
dition der Streden, und man hat daher, um beliebige auf einen Punkt wir⸗ 


fenbe, in einer Ebene liegende Kräfte zufammenzufegen, diejelben derart an 
Fig. 1006. 


-P 





einander zu fligen, daß jede einzelne Kraft in dem Punkte beginnt, in weichen 
die vorhergehende aufhört. Als Refultante aller Kräfte, d. H. als Refultet 
diefer Addition der Streden, erhält man diejenige Strede 05-, welche den 
Ausgangspunkt der eriten Kraft mit dem Endpunkte der legten Kraft ver 
bindet, und ftellt diefe Strede die geſuchte Mittelkraft ſowohl der Größe, wie 
der Richtung und dem Sinne nad) vor; ihre Tage ift dadurch beftimmt, def 
fie durch den gemeinfchaftlichen Angriffspunft A der Seitenfräfte gehen anf, 
Macht man daher die Strede A Ps parallel und gleich 05, fo hat man m 
Ps diejenige Kraft, welche die fümmtlichen gegebenen Kräfte P,, Pr... P. 
erfegen kann. Den aus den einzelnen Streden gebildeten fortlaufenden 
Linienzug 012345 nennt man das Kräftepolygon. 

Wie in $. 32 ergiebt fich aud) hier, daß das bei der Zufammenfekum 
erhaltene Refultat von der Reihenfolge, in welcher die Kräfte abbirt werben, 
unabhängig ift, und daß man aljo die Kräfte beliebig mit einander vertamfcen 
kann. Ebenſo ift e8 Mar, daß die von dem Ausgangspunfte O ausgehenden 
Diagonalen im SKräftepolygon wie 02, 03, 04 der Größe und Richtung 
nad die Mittelfräfte von reſp. P, und Pr; Pı, Ps und P, und Pı, Pr 
P; und P, darftellen. Wehnliches gilt übrigens auch von jeder anderen 
Diagonale, die nicht von O ausgeht, und ftellt z. B. 13 die Refultante von 
Ps und P, bar, da ja ber Anfangspımft O ganz willkürlich gewählt war 
und man aud) den Punkt 1 als folchen anſehen kann. Man kann daher der 
Sag ausſprechen, baß jede Diagonale im Kräftepolygon der Gröft 
und Richtung nad die Mittelfraft aller derjenigen Kräfte dar: 
ftellt, welche von ihr unterfpannt werden. 

Wenn bei dem Aneinanderfügen der einzelnen Kräfte der Endpunkt der 
legten Strede mit dem Ausgangspunkte O ber erften Strede zufammenfäll, 
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jo halten ſich die Kräfte im Gleichgewichte, denn ihre Mitteltraft ift Null. 
Das Kräftepolygon ift dann ein gejchloffenes und es folgt hieraus für 
das Gleichgewicht beliebiger, auf einen Punkt wirkender Kräfte die Be⸗ 
dingung, daß das Kräftepolygon ein gejchlofjenes fein muß. 

Wenn das Kräftepolygon nicht geſchloſſen ift, alfo eine Mittelkraft eriftirt, 
fo läßt fi) das Gleichgewicht jederzeit dadurch herftellen, daß man den 
gegebenen Kräften P,, P,... P, noch eine Kraft Hinzufügt, welche der 
Größe und Richtung nad) durch die Schlußlinte des Polygons 50 (das 
Polygon im Sinne des Pfeils, d. 5. der Kräfte umfahren gedacht), ausgedrückt 
ift, denn diefe Kraft — Pi— iſt der Mittelfraft P,_s der Übrigen Kräfte 
gleich und entgegengefegt. Es erhellt übrigens von felbft, daß in einem 
gefchloffenen Kräftepolygon jede Seite, wie 21, als Mitteltraft aller übrigen 
ericheint, und daß durch irgend eine Diagonale, wie 13, jänmtliche Kräfte 


in zwei Öruppen getheilt werden, welchen beiden Gruppen gleide und ent- . 


gegengefegte, durch die Diagonale repräjentirte Mittelfräfte entfprechen. 

Die hier gefundenen Beziehungen gelten auch ungeändert in dem alle, 
daß die Kräfte nicht in derfelben Ebene wirken, vorausgefegt nur, daß ihre 
Richtungslinien ſämmtlich durch einen Punkt Hindirechgehen. Natürlich find 
bie Kräfte dann durch ihre Projectionen in zwei verfchiedenen Ebenen zu 
geben. Die Projectionen aller Kräfte in einer Ebene gehen dann durch die 
Projection des gemeinfamen Angriffspunftes, und man kann von einem 
beliebigen, durch feine Projectionen gegebenen Punkte O aus das PBolygon 
conftruirt denfen, welches, da e8 hier ein räumliches fein wird, durch feine 
Projectionen in den beiden Ebenen dargeftellt werden muß. Dieſe beiden 
BVrojectionen des Kräftepolygons erhält man aber leicht dadurch, daß man in 
der oben erläuterten Art in jeder Ebene ein Polygon von der Projection des 
Punktes O0 aus zeichnet, deſſen Seiten den beziehentlichen Projectionen parallel 
und gleich find. Auf diefe Weife erhält man in jedem diefer Polygone in 
der Schlußlinie die entjprechende Projection der Mittellraft im Raume, deren 
Lage natürlich durch den gemeinschaftlichen Angriffspunft aller Kräfte gegeben ift. 

Zerlegung von Kräften. Wenn die Diagonale 02 (Fig. 1006) als 
Mittelkraft der beiden Kräfte P, und P, gefunden worden ift, jo wird man 

Fig. 1007. natürlich, wenn diefe Kraft O2 gegeben 


b n ift, und man fie in zwei Componenten 

C nad) den Richtungen Ol und 12 zerlegt, 

⸗ N die Kräfte P, und. P, als Componenten er- 
1 N halten. Iſt alſo eine Kraft A.P, Fig. 1007, 

A —>P ihrer Richtung und Größe nad) gegeben und 


En — die Aufgabe geftellt, fie in zwei Com- 
N ponenten nach zwei gegebenen Richtungen 
D ab und cd zu zerlegen, jo hat man nur 


80 * 


$. 38. 
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durch die Endpunkte A und P ber Kraft die Parallelen A C und CP mit bieien 
Richtungen zu ziehen, um in AC und CP die gejuchten beiden Seitenträfte 
auch ihrer Größe nad) zu erhalten. Dan Hat ſich natürlich diefe Kräfte in dem 
Angriffspuntte A der Kraft P angreifend zu denen. Man kommt übrigens 
zu demfelben Refultate, wenn man die Parallele mit cd durch A und mt ab 
durch ? legt, indem man dann zu ben Streden AD und DP gelangt. 

Die beiden Componenten AC und CP, in weldye die gegebene Kraft AP 
zerfällt, find vollflommen beftimmt, wenn zwei Stüde berjelben, Hier ihre 
Richtungen, gegeben find. Statt deifen kann man aud) von einer der Seiten 
fräfte, 3. B. AC, die Richtung und Größe gegeben denken; e8 beftimmt ſich 
dann durch die Verbindungslinie von C mit P die zweite Componente ihrer 
Richtung und Größe nad. Sind die beiden Componenten, in weldye die 
Kraft P zerlegt werden fol, ihrer Größe nad) durch P, und P,, Fig. 1008, 

Sig. 1008. gegeben, jo find im Allgemeines 
zwei verjchiebene Zerlegimgen mög: 
ih. Zeichnet man nämlich um 
A mt PR und um P mu P, 
einen Kreisbogen, jo erhält man 
die beiden Schnittpuntte C und D, 
welche der Zerlegung von AP in 
ACund CP refp. n AD ws 
D P entiprehen. Die beiben 
Schnittpuntte C, md Di, meldye 
man erhält, wenn man um A einen Kreisbogen mit P, und um P eimes 
Kreisbogen mit ‚P, bejchreibt, liefern nichts Neues, da ber Punkt C, auf 
diefelbe Zerlegung führt wie C und der Punkt D, auf diefelbe wie D. 

Da man jede der beiden Kräfte AC und CP, Fig. 1009, in weldje bir 

Kraft AP zerlegt werben kann, in ähnlicher Weife wiederum zerlegen kann, 

Sig. 1009, 3. B. AC in AD un DC, fowie CP 

in CE und EP, und biefe Yerleguug 
D R beliebig oft wiederholt werben kann, fo folgt 

hieraus, daß man jede Kraft, z. B. AP, 

in beliebig viele Seitenfräfte wie AD, DC, 

CE und EP zerlegen kann, vorausgeſett. 

daß diefe Kräfte ſolche Größe und Rich— 

tung haben, daß fie, von dem As: 

fangspunfte A der Hauptkraft aut 

in beliebiger Reihenfolge an einander gefügt, einen Kräftezug 
ADCEP bilden, der in dem Endpunkte von P endigt. Natürlich 
find alle diefe Kräfte in A angreifend zu denken. Soll eine Kraft in n Seiten: 
fräfte zerlegt werden, fo können von den 2n Beſtimmungsſtücken derſelben 
(n Richtungen, n Größen) alle bis auf zwei willkürlich angenommen werben. 
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Beifpiele 1) In Mahlmühlen bebient man fi zum Berpaden des Mehls 
in Faſſer einer Vorrichtung, wie fie in Sig. 1010 im Weſentlichen dargeſtellt iſt. 
Dabei wird ein Stempel & vermittelft des 
um B drehbaren Hebelß AB, welchen der Ar⸗ 
beiter bei A erfaßt und nad fich zieht, nad) 
unten bewegt, indem die beiderjeit8 an den 
Hebel AB bei C ſcharnierartig angeſchloſſenen 
Schienen DC bei D an einem Zapfen in 
dem Stiele FE des Druckſtempels E an: 
greifen. Wie groß ift die Kraft, mit melcher 
der Stempel E in daS Faß hineingepreßt 
wird, wenn der Arbeiter bei A mit einer Kraft 
gleih AP wirft, und von den Reibungswider> 
ftänden abgejehen wird? Durch den Bolzen C 
wird auf die Schiene DC eine Zugkraft Z 
Übertragen, welche wegen de& j&harnierartigen 


Fig. 1010. 


DC wirken kann. Gleichzeitig wird der feſte 
Drebzapfen B einem gewiſſen Drude R unter: 
worfen. Dieje beiden Kräfte Z und R find 
das Refultat der Kraft AP, welche letztere 
daher 'als ihre Mittelfraft angejehen werden 
fonn. Da nun die NRefultirende zweier Kräfte 
dur deren Schnittpunft hindurchgehen muß, 
fo folgt, daß die Richtung der Zapfentraft R 
durch denjenigen Punkt F' hindurchgeht, in 
welchem fi die Richtungen CD und AP der 
beiden anderen Sräfte jchneiden, d. h. BF ift 
die Richtung der Druckkraft R auf den Stütz⸗ 
zapfen B. Zerlegt man daher AP nad den 
Richtungen FC und BF, d. h. zieht man AH || FC und PH || BF, jo 
erhält man AH= Zwund HP=R. Die Zugkraft AH = Z läßt fi nun 
nad verticaler und horizontaler Richtung in AJ und JH zerlegen, und man erhält 
in AJ die Kraft zum Zufanımenpreflen des Mehls und in JH diejenige Kraft, 
welde in den Führungen der Stange DE Reibung erzeugt. Der Bapfendrud 
HP läßt fi in gleicher Art in den Horizontalſchub ZK, welder daS Lager bei 
B jeitlih zu verſchieben trachtet, und den Berticaldrud (nad) oben gerichtet) XP 
zerlegen, welder auf Abreißen der LZagerbolzen wirtt. Im Ganzen ift aljo die 
Kraft AP zerlegt worden in die vier Kräfte AJ, JH, HK, KP, welde an 
einander gereiht ein PBolygon AJHKP bilden, welches bei A anfängt und 
bei P endigt. 


2) Der Ausleger AC eines Uferkrahns, Fig. 1011 a. f. ©., fügt fi in C 
mittelft einer Rolle gegen den coniſchen Fuß der Krahnſäule, deren Spurzapfen B 
den Zug der Zugftangen BA aufnimmt. Es follen die Kräfte in der Strebe 40, 
den Stangen BA, der Säule BC und dem Geftell XL, fowie die Wirkungen 
auf den Zapfen bei B und die Rollenbahn C ermittelt werden, welche durch eine 
bei A angehängte Laſt AQ hervorgerufen werben. 

Die Kraft AQ zerlegt fi zunächſt parallel den Richtungen AC der Strebe 
und BA der Zugftangen in die auf Zerfniden wirkende Strebentraft AD und 





Anſchluſſes bei C und D nur in der Richtung - 
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die Zugtraft DQ, welde ein Abreiken der Zugflangen anftrebt. Die Etreben: 
fraft AD bringt in C einen Drud auf die coniſche Rollenbahn hervor, melde, 
Fig. 1011. wenn man von der Re: 

bung daſelbſt abfieht, a 

in der Normalen CE mı 
Slegelflähe aufgenommen 
werden kann. Wupßerben 
wird die Strebentraft ver: 
möge des Gets KL 
eine Wirkung auf den 
Zapfen B bervorbringen, 
welche durch denſelben 
Punkt C gehen muß, u 
welchem die Strebenkraft 
AD und der normak 
Rollendrud fi ſchneider 
welche alſo die Richtung 
BC haben muß. Jerlegt 
man daher die Streben: 
traft AD nad) den Richtungen BC und EC, jo zerfällt diefelbe in die Kräfk 
AF, welde das Geftel KL beaniprudt, und FD, welde den Brad reprk 
jentirt, mit welchem die Laufrolle normal gegen ihre Bahn bei C geprekt wirt. 

Die Kraft DQ, welde in den Zugftangen BA thätig if, kann man in ve 
Horizontalzug DJ und den Berticalzug JQ (nach oben gerichtet) zerlegen, um 
wenn man auch AF' und FD nad horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, 
jo erhält man AG + GF für AF, fowie HD + FH für FD. Bihe 
alfo an dem Zapfen B die Horigontalfraft AG + DJ nad rechts wirft, if an 
dem Fußpunkte C der Säule die ebenfo große Kraft HD nad) links wirken, 
und durch dieſes Kräftepaar das auf Abbrechen der Krahnfäule wirfjame Moment 
gegeben. 

Zur Beftimmung des auf den Zapfen B wirfenden verticalen Drudes bemeik 
man, daß auf den Zapfen durch daS Geſtell XL, in welchem die Kraft AF 
thätig it, GF nad unten, und durch die Zugftangentraft DQ die Component 
JQ nad oben wirkt; es wird daher die verticale Inanſpruchnahme des Zapfen 
B durch EF—JIR gegeben fein, welcher Werth, wenn er, wie hier der Zell ih 
pofitiv ausfällt, die Richtung abwärts hat, aljo einer Belaſtung des Zapfens aut 
ſpricht. Ein negativer Werth diefer Größe deutet auf einen nad oben gerichteien 
Zug hin, und man würde einem jolden, um einem Abftreifen des Geſtells nad 

oben hin vorzubeugen, durch irgend ein Bitte, 

dig. 1012. etwa einen Stoßring am Zapfen, Fig.1012, Ref 

nung tragen müflen. Der verticale Drud zeh 

abwärts, mit welchem der Fuß der Säule durhh 

die in C wirffame Rollentraft FD beanipradl 

wird, ift endlich durdy FM gegeben. Wie wi 

der Figur ohne Weiteres erſichtlich if, gilt Art 

die Gleichung: 

AQ+J/Q=GF+FH, 
0.5.:AQ= GGF — JQ+ FH. 

Man erkennt hieraus, daß von der Belaftung AQ des Krahns der Veiry 
GE — JQ von dem Zapfen in B getragen wird, während der Reſt oder FH 
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von dem conifchen Anjage der Säule bei C aufgenommen wird. Wenn daher die 
Richtung DF oder CE hortzontal ausfällt, d. h. der coniſche Anſatz der Säule 
in einen verticalen Eylinder übergeht, jo fällt Fin A, aljo wird FH = 0 un 
GF— JQ = ARQ, d. h. die ganze an dem Krahne Hängende Laft wird durd) 
den Zapfen B getragen; von C kann keine Laft aufgenommen werden. Die 
Säule wird dur diefe Kraft auf rückwirkende Feſtigkeit beaniprudt. 

Bezeihnet M einen Punkt, defien verticaler Abſtand unter A gleih QJ ift, und 
giebt man der Normalen CE zur coniſchen Rollenbahn eine joldde Neigung, daß die e 
damit Parallele durch D na M gerichtet iſt, daß alfo F’ in AM fällt, jo beträgt der 
verticale Zapfendrud in B die Größe GM — JQ = 0; während die Rollen: 
bahn bei C den Berticaldrud MH = AQ, alfo die ganze Belaftung aufzunehmen 
bat. Die Säule wird jegt nur auf Abbrechen, nicht auf Zerdrüden in Anſpruch 
genommen. 

Wenn endlich die coniſche Rollenbahn bei C und die dazu Normale CH eine 
ſolche Richtung haben, daß die dur D mit CE parallele Gerade mit der dur 
A parallel zu BC gezogenen Geraden oberhalb M fich ſchneidet, jo wirb der 
Berticaldrud auf den Zapfen B negativ, es wirkt daher diefe Kraft als nad 
oben geridhteter Zug auf den Zapfen und die Säule An diefem Falle muß man, 
um ein Abftreifen des oberen Lagers von dem Zapfen zu vermeiden, dem Zapfen 
die gehörige Geſtalt geben, ihn 3.8. mit einem eingedrehten Halslager oder einer 
den Zug nad) oben aufnehmenven Bruft, Fig. 1012, verfehen. 

Man kann die oben beſchriebenen Operationen als eine Zerlegung der Belaftung 
AQ indie fäfe AG HG F + FH + HD-+-DJ-+ JR anjeben, 
derart aljo, daß die von A aus aneinander gefügten Kräfte das in Q endigende 
Polygon bilden AGFHDJQ, wie dur die Bebingung der Zerlegung vor- 
geichrieben ift. 


Parallele Kräfte. Wenn zwei parallele Kräfte P, und P,, Fig. 1013 8.39. 
und 1014, zu einer Mittelfraft zujanımengefegt werden jollen, jo geht das 
Fig. 1018. an einen beliebigen Bunt 
0 angetragene Kräftes 


A 2» kb — polygon in eine gerade 
N "E Pinie O12 über, und 
J. ER. u > es ift die Refultante 
N „Bas gleich) der Strede 02, 

K 


deren Größe bei gleich⸗ 

gerichteten Kräften (ſ. 

dig. 1013) gleich ber 

Summe und bei entgegengefegten Kräften (ſ. Fig. 1014) gleich der Differenz 

der abfoluten Werthe von P, und P, ift. Hierdurch ift die Größe ber 

Mittelfraft beftimmt, deren Richtung parallel mit den beiden Kräften fein 

muß. Ihre Lage ift nicht fo ohne Weiteres beftimmt wie die zweier fich 

jchneibender Kräfte, da bie beiden parallelen Kräfte fich erft in der Unend⸗ 
lichkeit ſchneiden. 

Um die Lage der Mittelkraft graphifch zu beftimmen, kann man fich des 

folgenden Verfahrens bedienen. Man denke fich jede der beiden Kräfte P, 
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und P, fo in zwei Kräfte S; und R, reſp. R; und 8, zerlegt, daß B, gleich 
und entgegengefegt mit Z, ifl. Alsdann kann man auftatt der beiben 
Barallelfräfte P, und P, die ihnen äquivalenten vier Kräfte 5, Rı, Ba 
und 5, fegen,. in welchem alle, da R, und A, ſich gegenfeitig aufheben, 


ig. 1014. 
0 
— 
Fr „ 8 . 
-D _ 
1 





nur die Kräfte S, und S, übrig bleiben, welche nicht parallel find. Durch 
den Durchſchnittspunkt diefer Kräfte S, und 5, muß nun offenbar die 
Mitteltraft der beiden Parallelfräfte P, und P, Hindurchgehen, da fie mit 
der Mittelfraft von S, und S, identifch ift, woburd daher ihre Lage be- 
ftimmt wird. 

Um die hier angebeutete Operation auszuführen, denfe man die Kraft P, 
gleich O1 in die beiden Componenten OO + C1 und ebenfo die Kraft P, 
gleich 12 in die Componenten 1C + C2 zerlegt. Trägt man nun in 
einem beliebigen Punkte X, der Kraft P, die beiden Componentn AK, #0C 
und BKı # Clan, verlängert BK, bis zum Durchſchnitte K, mit P, 
und trägt ebenfo von K, aus die Streden DEE # 1C und ER, # C2 
an, fo heben fich die gleichen und entgegengefegten Kräfte BK, und DR, 
auf, und es bleiben nur noch die beiden Kräfte A X, und ER, übrig, durch 
deren Durchſchnittspunkt X, wie eben nachgewiefen, bie gefuchte Mitteltraft P 
von P, und P, gehen muß. Da biefelbe gleich der Strede O2 und parallel 
den gegebenen Kräften ift, fo ift fie vollfommen beftimmt. 

Man kann leicht aus der Hehnlichkeit der Dreiede KL FK und C10, 
dig. 1013, fowie derjenigen XFK, und 21 C den befannten Satz erweiſen, 
daß die fenfrecht oder jchräg gemeflenen Abftände der Mittelfraft von den 
Komponenten ſich umgekehrt wie dieſe legteren verhalten, denn man hat 
wegen jener Aehnlichkeiten : 

KF:KF=(1:01,m 
KF:KF= 21: C1, daher: 
KF: Krf= 21 :01=P:P.. 

Ebenſo findet man in Fig. 1014 die Gleichung: 

FK: KK=12:01=P,:P.. 

Das hier angegebene Verfahren ift ohne Aenderung auch anwendbar, wenn 
ed fi um die Beftimmung der Mittelkraft beliebig vieler paralleler Kräfte 
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und, wie aus dem folgenden Paragraphen fich ergeben wird, auch beliebig 
vieler nicht paralleler in einer Ebene Tiegender Kräfte handelt. Ebenfo läßt 
fi) durch Umkehrung des Verfahrens eine gegebene Kraft leicht in zwei zu 
ihr parallele Componenten zerlegen. Als Beifpiel fei ein auf zwei Stügen 
A und B liegender horizontaler Balken, Fig. 1015, gegeben, welcher die 


ig. 1015. 





Belaftungen Pi, Pꝛ, Ps zu tragen habe. Man foll die Mittelfraft P und 
die Auflagerdrude in A und B beftimmen. 

Trägt man die Kräfte P,, P, und P, von O aus zu dem Kräftepolygon 
0123 zufammen und verbindet einen beliebigen Punkt C mit 0,1, 2 und 3, fo 
wird man, wenn man DK, #0C, KıR; || C1, &, AR, || C2 um 
ER, # C3 mad, offenbar die ſämmtlichen Kräfte P,, P, und P, burd) 
die beiden Kräfte DK,R, #OC und ER, # 03 erfegen können, denn die 
angegebene Sonftruction läuft darauf hinaus, daß P, Ver O1lbrh0 C+ C]; 
ferner P, oder 12 durch 1 C + C2 und P, oder 23 durch 20 + C3 
erſetzt worden ift, und da hierbei C1 mit 1C und C2 mit 2 ſich aufhebt, 
fo bleiben nur O CO und C3 übrig. Durch den Durchſchnittspunkt X diefer 
Richtungen DK, und EK, muß daher die Mitteltraft P gleich O3 Hindurd)- 
gehen. 

Soll nun diefe Refultante in die beiden Auflagerdrude R, und R, in A ' 
und B zerlegt werben, fo verbinde man die Punkte Fund G, in weldyen 
bie durch die Auflager gehenden Berticalen von den Kraftrichtungen DK, 
und ER, gejchnitten werden, und denke ſich die Kraft DK, oder O C in 
eine durch) F* gehende Verticalfraft und eine andere ebenfalls durch .F' gehende 
und in die Richtung FG fallende Componente zerlegt. Ebenfo zerlege man 
die Kraft ER, oder C3 in eine Berticalfraft durch EG und eine andere in 
die Richtung 6 F fallende Componente. Um dies auszuführen, hat man 
nur nöthig, durch C eine Barallele OR mit GEF zu ziehen, und man erhält 
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in OR die Größe des Auflagerdrudes R, in A und in 3 diejenige des 
Auflagerdrudes A, in B. Die beiden in F und G wirkenden, in bie Lirie 
FG hineinfallenden Komponenten find nad) dem Frlüheren reſp. dur RC 
und CR ausgedrüdt; fie find glei und entgegengefegt und heben ſich 
daher auf. 


8.40. Beliebige Kräfte in einer Ebene. Wenn eine beliebige Anzahl 
irgend welcher Kräfte in einer Ebene gegeben ift, jo läßt fi) die Mittelkraft 
derjelben immer finden, wenn man zuerft zwei Kräfte zu einer Refultirenden 
zufammenfegt, die durch ben Schnittpunkt der beiden Componenten gebt, dieſe 
Refultirende mit einer dritten Kraft zu einer Mittelfraft vereinigt, welche 
wieder mit einer vierten Kraft zufanmengefegt wird u. |. f. Auf diefe Weiſe 
erhält man immer eine Gefammtmitteltraft, und eine nähere Betrachtung des 
hier angedeuteten Verfahrens zeigt, daß die Größe fowie Richtung dieſer 
Refultante unverändert bleiben müßte, wenn man ſämmtliche Kräfte unter 
Beibehaltung ihrer Größe und Richtung an einen gemeinfchaftlichen Angriffs- 
punkt verjegen wollte. Nur die Tage der Mitteltraft wird dadurch geändert 
werden. Hieraus folgt. denn, daß die Beſtimmung der Größe und Richtung 
der gefuchten Mittelfraft in derjelben Weife mit Hilfe des Kräftepolygons 
geichehen kann, wie e8 in $. 37, Anhang, für Kräfte gelehrt worben iſt, bie 
durch einen Punkt gehen. 

Um auch die Lage der Nefultante zu beftunmen, kann man mit Bortheil 
die im vorigen Paragraphen für parallele Kräfte angegebene Methode an 
wenden, welche Methode überhaupt in vielen Fällen ber Praxis eine fehr 
fruchtbare Anwendung geftattet. 





Seien, Fig. 1016, die Kräfte Pı, Ps ... Ps gegeben und dafür det 
Kräftepolygon 0123456 gezeichnet. Nimmt man nım einen Buntt C 
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willkürlich an und verbindet benfelben mit den Eden O0, 1,2... des Kräfte 
polygons, fo Tann man die Kräfte in folgender Weife zerlegt denken. Fir 
P, oder 01 Tann man bie Kräfte 0 C + C1 feßen, ebenfo fir P, oder 12 
diejenigen 1C und C2, für P, oder 23 diejenigen 2C + C3 u. ſ. f, 
und fchlieglich läßt ſich P, oder 56 durch 5C + C6 erfegen. Es ergiebt 
fi) dann fofort, daß bei diefer Zerlegung je zwei und zwei Komponenten, 
wie Cl md 1C, C2 ud 2C uf. w. als gleich und entgegengefegt ge- 
richtet fich aufheben müſſen, und aljo nur die beiden Kräfte O C’ und C6 
übrig bleiben. Um fich hiervon zu Überzeugen, trage man von irgend einem 
Punkte X, der Kraft P, die Seitenkräfte O C und C1 in den Richtungen 
K, A und K, K, an; ebenfo trage man von dem SDurchichnittspunfte K, 
der legteren Kraft mit P, die beiden Kräfte 10 in der Richtung K, Kı 
und C2 in der Richtung K,K, an und fahre fo fort, indem man immer 
den Durchfchnittspunft der zulegt angetragenen Seitenfraft mit der nächft- 
folgenden Kraft als denjenigen wählt, in welchem man die Seitenfräfte diefer 
fegteren angreifend denkt. Auf diefe Weiſe erhält man einen Linienzug ober , 
ein Polygon AK, R, K, K. K,K,B, deſſen Eden in den entjprechenden 
Kräften Tiegen. Diejes Polygon hat dem Borftehenden zufolge die Eigen⸗ 
ichaft, daß im jeder feiner Seiten Ki Kz, Ka Ks... K, Ke zwei gleiche und 
entgegengefette Kräfte wirkſam find, die ſich gegenfeitig aufheben, und daß 
zwei in den äußerften Punkten X, und K, angebrachte Kräfte KL AHOC 
und K,B # C6 die fämmtlichen gegebenen Kräfte erfegen können. 

In den Geraden KR, K,, KaKz ..., in denen gleiche und entgegengefeßte 
Kräfte wirken, werden durch die Iegteren natürlich Zuge oder Drudipannungen 
erzengt, und es folgt aus dem Borftehenden, daß man den materiellen Körper 
nebft den auf ihn wirkenden Kräften Pı, Ps... Ps erfegt denken kann 
durch ein Syſtem ftarrer Linien oder Stangen, welche mit den Seiten des 
Polygons Kı A, .. . Ks zufammenfallend, in den Eden durch Scharniere 
verbunden find und durch die beiden an den äußerten Bolygoneden wirkenden 
Kräfte KA H# 0 C und RB # C6 angegriffen werden. Für den Fall, 
daß in den Polygonfeiten nur Zugjpannungen hervorgerufen werden, können 
die Stangen fogar durch biegfame Organe, wie Seile oder Ketten, erfett 
werden, wogegen jedoch beim Auftreten von Druckkräften in einer Polygon- 
feite letztere als ein Druckkraftorgan, alfo eine fteife Stange conftruirt fein 
muß. Mit Rüdficht auf diefe Eigenthümlichkeit des Polygons Kı Kz ... Ks 
hat man bemjelben den Namen Gelentpolygon oder Seilpolygon ge- 
geben, namentlich ift letztere Bezeichnung allgemein und. auch dann gebräuchlich, 
wenn die Polygonfeiten wegen ber in ihnen auftretenden Drudipannungen 
nicht durch Seile, jondern nur durch fteife Organe fich erfegen lafien. Es 
fol daher diefe Bezeichnung im Folgenden feftgehalten werden, ohne Rüdficht 
darauf, ob in den Seiten Zug⸗ oder Drudipannungen auftreten. Die Eden 


8, 4l. 


1276 Anhang. [$. 41. 


Kı, Kr... des Seilpolygons pflegt man wohl Knoten zu nennen, bie 
Seilpolygonfeiten fann man auch kurz al8 Seile bezeichnen. Der Punkt C 
im Kräftepolygon, mit Hlülfe deſſen das Seilpolhgon gezeichnet worden, heißt 
der Pol des Kräftepolygons. 


Das Seilpolygon. Nach dem Vorſtehenden erhält man in jedem 
befonderen Falle da8 zu einem Syſteme äußerer Kräfte gehörige Seilpolygon 
einfach dadurch, daß man von einem willfittlich zu wählenden Pole des Kräfte 
polygons nach defien Eden Strahlen zieht und mit diefen Strahlen parallel die 
Seilpolggonfeiten zeichnet, indem man an beliebiger Stelle da8 Außerfte Seil 
Kı, A parallel dem äußerften Strahl 0 C zieht, von dem Durchſchnittspunkte 
K, diejes Seild mit der Kraft P, eine Parallele mit dem zweiten Strahl 
C1 und von deren Durchſchnittspunkte A, mit der folgenden Kraft P, 
eine Parallele mit dem nächften Strahle O2 zieht u. f. f., bis man in ber 
Parallelen mit dem legten Strahle C6 die Richtung des äußerſten Seils 
findet. Wie hieraus erſichtlich ift, kann man zu einem gegebenen Syſtem 
äußerer Kräfte auf unendlich) mannichfaltige Art das Seilpolygon zeichnen, 
denn e8 ift bei diefer Conftruction nicht nur die Wahl des Pols C und 
damit die Richtung der Strahlen oder Seile in® Belieben geftellt, ſondern 
man hat aud) volle Freiheit in der Wahl des erften Knotens K,, welcher die 
Lage des Seilpolygons beftimmt, indem eine Berjchiebung von K, auf P, 
eine Barallelverfchiebung des Seilpolygons hervorbringt. 

Hinfichtlich des Zufammenhangs des Kräftepolygons und des Seilpolygons 
kann man Yolgendes bemerken. Ebenfo wie im Kräftepolygon jede Kraft 
zwifchen zwei Strahlen gefaßt ift, ebenſo ſchneiden fich die diefen Etrahlen 
parallelen Seile in einem Punkte diefer Kraft, welcher als ihr Angriffspunft 
gedacht werden mag, und ebenfo wie im Kräftepolygon jeder Strahl (mit 
Ausnahme der Äußerften beiden) nad) dem zweien Kräften gemeinfamen Durd} 
fchnitte derfelben geht, verbindet die diefem Etrahle parallele Seilpolygonfeite 
die beiden Kräfte. Werner ftellt jeder Strahl des Kräftepolygons nicht nur der 
Richtung, ſondern auch der Größe nad) die in den Seilen auftretenden Kräfte 
(Preffungen oder Spannungen) dar, fo zwar, baß die Außerften Strahlen 
0 C und C6 die in den Außenfeilen K, A und K,B auftretenden Wirkungen, 
die anderen Strahlen die inneren Kräfte repräfentiren, welche in den Seilen 
auftreten. 

Ob die inneren Kräfte eines Seils in demfelben Drud- ober Zug: 
fpannungen erzeugen, läßt fich in jedem Falle fehr leicht erfennen, wenn man 
die an einem Endpunfte des Seils wirkende äußere Kraft nad) den Rid- 
tungen ber beiden Strahlen zerlegt, welche diefe Kraft im Kräftepolygon ein⸗ 
ſchließen. Wirkt dann die in eine Seilrichtung fallende Componente von 
dem betreffenden Knoten aus in das Seil hinein, fo wird baffelbe auf 
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Drud beanfprucht, dagegen ftellen fih Zugfpannungen in dem Seile ein, 
jobald die in daffelbe fallende Componente von dem Seile weg oder aus 
demfelben heraus gerichtet erjcheint. Zerlegt man z. B. die Kraft P; 
oder 45 in K, nad) den Richtungen 4C und C’5, fo haben diefe Com⸗ 
ponenten die Richtungen K,K, und K,K,, es werben fomit dieſe beiden 
Seilpolygonfeiten gepreßt. Wenn man andererſeits P, oder 23 in K, nad 
den Richtungen 20 und C’3 zerlegt, fo findet man die Componente in K, X, 
nad) X, hin gerichtet, während in K, K, bie Componente die Richtung X, K, 
alfo aus dem Seil heraus hat, folglich, wird K, Ky'gezogen, X, K, gedrüdt. 

Wenn nad) dem Borftehenden die beiden in den Außenfeilen X, A und 
Es B auftretenden Kräfte O C und C6 das Syftem aller Äußeren Kräfte 
Pı, Ps .. . zu erfegen vermögen, fo muß die Reſultirende dieſer beiden 
Kräfte auch identifch fein mit der Mitteltraft des ganzen Syſtems. Dieſe 
Mittelfraft, deren Größe und Richtung übrigens bereits in der Schlußlinie 0 6 
bes Kräftepolygons gefunden ift, muß daher auch durch den Durchſchnitts⸗ 
punft D der beiden Außenjeile K, A und K;B Hindurchgehen. Die Mittel- 
kraft des ganzen Syſtems der Kräfte Pı, Ps... Pe ift daher volllommen 
beftimmt, wenn man in D eine Strede parallel und gleich der Schlußlinie 0 6 
im Kräftepolygon anträgt. 

In derjelben Weife Tann das Seilpolygon aud) dazu dienen, die Mittel» 
fraft einer beliebigen Anzahl von Kräften zu beftunmen, wenn biefelben im 
Kräftepolygon nur auf einander folgend angetragen find. Soll z. B. die 
Mittelfraft von Pꝛ, Pz und P, beftimmt werden, deren Richtung und Größe 
das Kräftepolygon durch die Diagonale 14 ergiebt, jo hat man nur die den 
äußerften Strahlen C1 und C4 entipredhenden Seile X, K, und KK, 
welche für die Kräfte P,, P, und P, als Außenfeile zu betrachten find, bie 
zu ihrem Durchſchnitt Z zu verlängern, um einen Punkt zu erhalten, durch 
weldyen die Mitteltraft von Ps, P;, Pa hindurchgeht. 

Wenn, wie in dem Vorftehenben mehrfad) angegeben worden, bie Wirkung 
aller äußeren Kräfte fid) auf die beiden in den Außenfeilen X, A und K,B 
auftretenden Componenten OC und C6 rebucirt, jo mäflen in dem Falle, 
daß die Äußeren Kräfte im Gleichgewichte fein follen, auch diefe beiden Com⸗ 
ponenten ſich das Gleichgewicht halten. Dies giebt ein Mittel an die Hand, 
um die Bedingungen des Gleichgewichts beliebiger Kräfte in der Ebene zu 
unterfuchen. ‘Die beiden in den Außenfeilen wirkenden Kräfte 0 C und C6 
können nur im Gleichgewichte fein, wenn fie gleich groß und in derjelben 
Geraden entgegengefett gerichtet find. Die gleiche Größe bedingt, daß O 
und 6 gleichen Abftand von C haben, während die entgegengefegte Richtung 
nur möglich ift, wenn C6 in CO alſo 6 in O füllt. Es ergiebt ſich alfo 
auch hier fiir das Gleichgewicht die Bedingung, dag das Kräftepolygon 
geichloffen fein muß. Dieſe Bedingung, welche genügend war für das Gleich⸗ 
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gewicht von Kräften, die durch denſelben Punkt gehen, iſt aber in dem vor⸗ 
liegenden Falle, wo die Kräfte willkürlich zerſtreut in einer Ebene liegen, 
nicht mehr ausreichend, wovon man ſich durch folgende Betrachtung leicht 
überzeugt. 

Denkt man ſich zu ben Kräften PD), Ps, Ps... Ps noch eine fiebente 
Kraft Pr hinzugefitgt, welche der Richtung und Größe nad) durch 60 dar: 
geftellt ift, jo ſchließt ſich das Kräftepolygon und der Strahl C7 fällt mit 
CO zufammen. Zeichnet man nun aud) das Seilpolygon, jo behält bafielbe 
bis zum Knoten X, unverändert die urfprüngliche Form AK, K, K, K. K. Ka. 
Nun hat man aber von X, parallel mit C6 die Seite K,K, bis yum 
Durchſchnitt A, mit P, und von K, aus die Parallele X, F mit dem 
Strahl C7 zu ziehen. Als Refultat aller äußeren Kräfte einſchließlich P; 
erhält man daher jetzt wieder die beiden in den Außenfeilen X, A und K,F 
wirkenden Componenten, deren Größe und Sinn refp. durch OC mb C7 
dargeftellt ift, bie alſo al& gleiche und entgegengefegt gerichtete Kräfte ein 
Gegenpaar bilden. Wollte man durch die Hinzufügung von P, gleidy und 
parallel 60 in ber That dad Gleichgewicht Herftellen, jo müßten die beiden 
Außenfeile X, F und? K,A nicht nur parallel fein, fondern in biefelbe 
Gerade fallen, damit die gedachten Componenten ſich aufheben. Ties iR 
aber nur dann möglich, wenn ber Punkt X, in D, d. h. in die Richtung 
von K,A fällt, oder wenn die hinzugefligte Kraft 2, durch den Durcdhichuitt 
D der beiden Außenfeile geht. Letzteres iſt auch jchon daraus ohne Weiteres 
erfichtlich, daß die Hinzugefligte Kraft P, der Mitteltraft von Pi, Pr... Pi 
gleich und im derjelben Geraden entgegengefegt fein, daher mit diefer auch 
durch D gehen muß. Für diefen Fall müſſen die beiden Außenjeile A, A 
und K, F in eine Gerade DK, zufanmenfallen; das Seilpolygon ſchließt 
ſich und es folgt daraus: 

1) damit beliebig in der Ebene zerftreut wirkende Kräfte im 
Gleihgewichte find, muß ſowohl das Kräftepolygon, wie 
aud das Seilpolygon fich ſchließen, und 

2) wenn das Kräftepolygon beliebig in einer Ebene zerftreuter 
Kräfte fich fließt, das Seilpolygon aber nicht, fo reſultirt 
aus allen Kräften ein Gegenpaar, bejfen Kräfte in der 
erſten und legten Seilpolygonfeite wirken und eine Größe 
gleich dem diefen Seilen parallelen Strahle haben. 

Wenn die Kräfte Pi, Pa, P;... Ps nit im Gleichgewichte find, fo 
kann man dafjelbe dur Einführung einer der Mittellraft O6 gleichen und 
in berfelben Geraden entgegengejegt wirkenden Kraft ſtets herbeiführen. 
Anftatt nun eine diefer Mittelkraft felbft entgegengefegte Kraft einzuführen, 
fann man dafjelbe auch erreichen durch Einführung zweier, den Componenten 
der Mittelkraft gleichen und entgegengefegten Kräfte. ‘Denkt man fich daher 
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in den Richtungen der Außenfeile AK, und BK, Kräfte gleich CO reip. 
6 C angebracht, jo muß das Gleichgewicht ebenfallß hergeftellt fein. Diele 
den Componenten O C und C6 der Mitteltraft entgegengefegten Kräfte ent- 
fprechen offenbar den Auflagerreactionen, welche durch das Syſtem der 
Kräfte in zweien, in den Richtungen der Außenfeile angebrachten feften 
Stiigpimtten hervorgerufen werden. Sind A und B foldye Stützpunkte, fo 
werden im vorliegenden alle, Fig.1017, die Polygonfeiten X, A und RK, B 
Sig. 1017. 





Drudipannungen ausgefegt fein und müßten daher als fteife Conftructions- 
glieder ausgeführt werden. Wilde man die Feftpunfte dagegen in A’ und B 
wählen, fo witr@&n die Strecken A’K, und B’ K, gezogen werden und fünnten 
Seile oder Ketten fein. j 
Wenn man zum Pol C des Kräftepolygons, welcher ganz beliebig an- 
genommen werden kann, eine Ede O des Kräftepolygon®, Fig. 1018, wählt, 
Fig. 1018. 


AO 





fo hat das Seilpolygon A Ki Ks K, K K, B, welches dazu gehört, eine 
beſondere intereſſante Eigenſchaft, wie ſich aus Folgendem ergiebt. Zieht 
man von C aus die beiden erſten Strahlen nach O und 1, fo ſchrumpft CO 
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in einen Punkt zufammen, während C1 in die Richtung der Kraft P, hinein⸗ 
fällt. Die Annahme des Pols C in der Ede O hat alfo die ftatifche Beden⸗ 
tung, daß die Zerlegung der Kraft P, in die beiden nad) dem Pol geridjteten 
Somponenten bier jo vorgenommen werden fol, daß die eine Compenente 
(die in CO fallende) Null und die andere Componente identiſch mut P;, 
ausfallen fol. Zeichnet man daher von einem beliebigen Knotenpunkte K, 
in der Richtung von P, die erfle und zweite Seilpolygonfeite parallel mit 
dem erften und zweiten Strahl CO und C1, fo fällt, da CO ein Bunft if, 
alfo ihm jede beliebige Richtung beigelegt werden kann, die erfte Seilpolygen- 
feite ganz beliebig aus, alfo 3. B. in der Richtung AK, liegend, während 
das zweite Seil K, K, parallel zu P, gerichtet ift, d. H. mit P, zufammen- 
fällt. Der nächſtfolgende Knoten X, Liegt daher im Durdichnittepuntte 
von P, mit P, und von diefem Knoten geht die folgende Seilpolygonfeite 
parallel mit dem Strahl C2 bis zum Durchſchnitt K. mit Pr u. ſ. f. 

Es ift nun nad) dem Früheren bekannt, daß die Strahlen C2, C3, C4 ıL ſ. w. 
hier als Diagonalen des Kräftepolygons der Richtung und Größe nad) die 
Mittelfräfte derjenigen Kräfte Pı, Pa, reſp. Pı, Pa, Ps, reip. Pı, Pa Pr, 
P, u. f. w. darftellen,, welche von ihnen unterfpannt werden, und es iſt aus 
der Figur ebenfalls Leicht zu erkennen, daß die mit diefen Strahlen parallelen 
Seile diefe entfprechenden Mittelkräfte auch ihrer Tage nach repräfentiren. 
Denn da die Mitteltraft von P, ımd P, durch den Durchſchnitt der beiden 
legteren Kräfte, d. h. den Knoten K, gehen muß, und mit der Diagonale C2 
parallel geht, jo muß diefe Mittelkraft in das zweite Seil X, K, hinein⸗ 
fallen. In derfelben Art folgt weiter, daß die mit C’3 parallele und gleiche 
Mittelfraft von P,, P, und P, oder die Mittelfraft von der Refultante von 
P, und P, und von P,, die durch den Durchſchnitt X, diefer letzteren Kräfte 
hindurchgehen muß, in das folgende Seil K, K, hineinfällt. Das Seil⸗ 
polygon hat alſo in dem alle, wo der Pol C in einer Ede des Kräftepolugond 
angenommen wird, die Eigenfchaft, daß von dem jener Ede entjpreden- 
den Knoten an jede einzelne Seilpolygonfeite die Lage der Re— 
fultirenden derjenigen Kräfte angiebt, weldye von dem mit ihr 
parallelen Strahle unterfpannt werden. Dan nennt daher dieſes 
Seilpolygon auch wohl die Mittelfraftslinie. 


Kräftepaare. Sucht man in ber vorbemerften Weife die Reſultirende 
von zwei gleichen und entgegengejegten Kräften, welche nicht in berfelben 
Geraden wirken, fo ift zunächft das Kräftepolygon ein gefchloffenes, und zwar 
durch die gerade Linie O12, Fig. 1019, ausgebrüdt. Wählt man daher 
den beliebigen Pol C, und zeichnet den Strahlen CO, C1 und O2 paralld 
das Geilpolygon AK, Ks, B, fo müflen die beiden Außenfeile AK, und 
K,B immer parallel ausfallen, da die ihnen parallelen Strahlen im Kräfte 
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polygon zufammenfallen. Nach dem Bisherigen kann man nun ſtets die 
fänmtlichen gegebenen Kräfte durch die in den beiden Außenfeilen wirkenden 
Kräfte erjegt denken, welche ihrer Größe nad) mit dem Anfangs und End- 
ftrahl übereinftimmen, und welche alfo hier, bei geſchloſſenem Kräftepolygon, 
von gleicher Größe, nämlich gleich O C refp. gleich C2 find. 


Das urfprlingliche Kräftepaar P, P, ift aljo durch ein anderes ſolches 


von gleicher Drehrichtung K,A, X, B erſetzt worden, und es ift leicht zu 
erfennen, daß dieſes neue Kräftepaar mit dem urfprünglichen ein gleiches 
Moment hat. Macht man nämlid) X, D gleich P, oder gleih O1 und 
K,A=0C, ſo fält die Verbindungslinie AD parallel C1 oder K,K; 
aus, da die Dreiede CO1 und AK, D congruent find. In Folge deffen 
find die beiden zwijchen den Parallelen X, K, und AD gelegenen und auf 
der gemeinfchaftlichen Grunblinie X, , ftehenden Dreiede AK, K, und 
“ Sig. 1019. DE, K, einander flächengleich. 
Jedes diefer beiden “Dreiede 
repräfentirt aber offenbar durch 
feinen Inhalt das halbe Mo⸗ 
ment eines ber beiden Kräfte 
paare,denndasDreied DK, K, 
bat zur Grundlage DK, bie 
- eine Kraft des gegebenen Paars 
und zur Höhe den Arm K,E beilelben, während das Dreied AK, K, zur 
Grundlinie die eine Kraft AK, des neuen Paars und zur Höhe den fent- 
rechten Abſtand K, F der beiden Kräfte deflelben hat. 

Die Graphoftatif führt ung hier auf einen eigenthlimlichen Ausdrud für 
das halbe Moment eines Kräftepaars durch dasjenige Dreied, befjen 
Grundlinie die eine Kraft ift und deſſen Spige in der anderen 
Kraft liegt. Dabei ift es ganz gleichgültig, wo man die Grundlinie und 
Spitze in diefen Kraftrichtungen annehmen möge, benn alle zwifchen dieſen 
Parallelen liegenden Dreiede von derſelben Grundlinie find flächengleic). 

In gleicher Weife wird im Folgenden unter dem ftatifchen Momente einer 
einzelnen Kraft AP, Fig. 1020, in Beziehung auf einen Punkt O das dop⸗ 

Fig. 1020. pelte Dreied APO zu verftehen fein, deſſen 
Grundlinie die Kraft P und deffen Spige 
der Momentenpuntt O if. Da man die 
Kraft AP in ihrer Richtung beliebig verjchieben 
darf, etwa nach A’ P', fo kann fiir das Moment 
natürlich auch das doppelte Dreiedd A’ P’O gejekt 
werben, da8 mit A PO von gleicher Größe ift. 

Natürlich gelten die in den 88. 92 bi8 96 gefundenen Beziehungen zwifchen 
den Momenten von Kräften und Gegenpaaren aud), wenn das Moment 
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geometriſch al8 doppelter Dreiedsinhalt aufgefaßt wird, insbejondere gilt der 
Sat, daß das Moment der Mittelfraft beliebiger Kräfte gleid 
der algebraifhen Summe der Momente der Seitenfräfte if, und 
läßt fich dieſer Sat aus der Aehnlichkeit der Dreiecke leicht geometrifch beweifen. 
Ebenfo erfieht man fofort, daß das Moment eines Kräftepaars gleichbedeutend 
ift mit der algebraifchen Surmme der Momente der einzelnen Kräfte. Wählt 

Big. 1021. man nämlich, in Fig. 1021 zu dem Kräftepaare AP 


0 mbBP, ganz beliebig einen Momentenpol O, fo find 
_A\ die Diomente der Kräfte AP, und BP, für diefen 
A BAE Punkt durd) die doppelten Dreiede AP, O und 


BP,O gegeben. Maht man ED = AP, fo if 
{\AP,O = AEDO und da DP, I] EB wird, 
1 B auch AEDO=A EPO; folglid Hat man 
die algebraifche Summe der Momente der beiden Kräfte durch die Differenz 
der doppelten Dreicde BP,O und EP, O, alfo durd) das doppelte Dreieck 
B P, E gegeben, d. h. durch das Moment des Kräftepaars. Es folgt hieran 
weiter, wie in $. 96, daß die Jufammenfegung von Kräftepaaren im einer 
Ebene einfach auf eine algebraifche Addition ihrer Momente hinausläuft. 
Hat man ein Kräftepaar P,, Ps, Fig. 1022, mit emer Kraft P, zu 
vereinigen, jo zeichne man das Kräftepolygon 0123, in welchem die beiden 
Sig. 1022. Seiten O1 ımd 12 aufeinander 
fallen, und man erhält im der 
Strede 03 die Reſultirende 
1 3 der drei Kräfte P,P; und P.. 
Auf diefe Rejultirende, welche 
mit der Kraft P. der Größe 
0 ce und Richtung nad) überem- 
ftimmt, hat das Kräftepaar 
in Hinficht der Größe wie der 
Richtung alſo keinen Einfluß 
ausüben können, und nur ihre Lage wird durch das Kräftepaar beeinflußt. 
Zeichnet man nämlich flir einen beliebigen Pol Cdas Seilpolygon AK, A, K,B, 
jo erhält man nad) der befannten Regel im Durchſchnittspunkte D der Außen- 
jelle AK, und BK, eimen Punkt der mit P, oder O3 parallelen Mittel- 
kraft P. Die Kraft P, ift daher durch die Vereinigung mit dem Gegen: 
paare P,, Ps in Größe und Richtung nicht verändert, fondern nur parallel 
ihrer Lage um ein gewiljes Stüd, nämlid) von X, P, nad) DP verfchoben. 
Um die Größe diefer Verſchiebung allgemein zu Iennzeichnen, hat man ſich 
nur zu vergegenmwärtigen, daß das Moment der Mitteltraft P in Bezug auf 
irgend welchen Punkt gleich fein muß der algebraifchen Summe der Momente 
der Seitenfräfte P,, P, und P,, mit anderen Worten, ba8 Moment der 
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Mittelfraft DP ift um das Moment des Kräftepaares P,, P, algebraifch 
größer, ald da8 Moment der Kraft Z,. Mean kann daher fagen: Um eine 
Kraft mit einem Gegenpaare zu vereinigen, hat man die Kraft parallel mit 
fich felöft um fo viel zu verfchieben, daß ein Dreied, deſſen Grundlinie die 
noch nicht verjchobene Kraft ift, und deſſen Spite in der verſchobenen Kraft 
liegt, gleich dem halben Momente des Kräftepaares ift. Die Richtung ber 
Verſchiebung, ob nad) der einen oder anderen Seite der Kraft, ift fo vor- 
zunehmen, daß die verfchobene Kraft die Ebene um einen Punkt der nod) 
nicht verfchobenen Kraft in demfelben Sinne zu drehen ftrebt, wie das 
gegebene Kräftepaar. 

Umgefehrt folgt natürlich aud), daß man jede Kraft, z. B. DP, zerlegen 
fann in eine mit ihr parallele gleihgroße und gleichgerichtete Kraft Pz und 
ein Sträftepaar P,, Pz, deflen Moment gfeic dem doppelten Flächeninhalte 
besjenigen Dreiecks ift, welches die urjprüngliche Kraft DP zur Grumblinie 
und feine Spige in der Seitenfraft P, hat, und deſſen Drehungsfinn der- 
felbe ift, in welchem die urjprüngliche Kraft die Ebene um einen Punkt der 
neuen Kraft zu drehen ftrebt. 

Beijpiele. 1) Das Kräftepaar AP,, BP, Fig. 1023, jol durd ein anderes 


erjegt werden, defien Kraft P, gegeben if. Man trage die gegebene Kraft P, 
von B auß glei BP, an, zeichne durch Ver⸗ 


ig. 1023. bindung von A mit B und P, das halbe Mo- 

ment des Kräftepaares, d. h. das Dreied BAP,, 

A 4 und verwandele dieſes Dreieck in das mit ihm 
R C flächengleihe BC P,, indem man A P, zieht, dur 


P, die Parallele P,C zu P,A legt und C mit 
P, verbindet. (Es ift offenbar +CP,A gleid 
ACPaP,, daher au AJBAP, = 4BCP,). 


Br RP, 3 Legt man nun durch die Spige C die Kraft 
DP, # BP,, To ift daß gejudte Kräftepaar 
gefunden. 


2) Das Kräftepaar AP,, BP, joll dur ein anderes von gegebenem Kebel- 


arm DC erjegt werben. 
Man zeichne das halbe Moment des Kräftepaares 


Tig. 1024. oder dag Dreieck BP,A, fig. 1024, trage auf ber 
Höhe AC den gegebenen Arm gleid CD an, ziehe 

F, A durh D parallel zu BP, bis zu E und ver- 
7 E F wandele da8 Dreiet BP,A in daB flächengleidhe 


BP,E, indem man E mit P, verbindet und 
AP, parallel zu EP, zieht. Die Strede BP, 
$ — it die eine Kraft des neuen Kräftepaares, deſſen 
» 5 andere Kraft auf DE als FP,# BP, an 
getragen werden muß. 


8) Wie weit wird die Kraft CP, durh Zujammenfegung mit dem Kräfte: 
paare AP,, BP, Big. 1025, verjhoben ? 
81* 


un 
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Dan zeichne das Halbe Moment des Fräftepaares in dem Vreiede AP, B, 
trage dieſes Dreied an CP, als das Dreied A’CB’ an, und verwandek 


Fig. 1025, 4 CA’B' in das flädengleide 
4 CP,D (nach Beijpiel 1), ie 
C / giebt die Spige D einen Punkt, 


durch welden bie verichobene 
ſtraft DP, = CP, hinbund 
D PB gehen muß; dennn es if 
— 4 AP, B = 4 CP,D 
B und DP', dreht die Ebene um 
einen Punkt der urjpränglüdien 
Kraft, 3. 2‘ C, nad derjelben Richtung (umgekehrt dem Zeiger einer Uhr) wie 
da8 gegebene Kräftenaar. Natürlih kann man jederzeit die Kraft D P', nad 
CP, verjegen, wenn man das SKräftepaar AP, BP, binzufügt, welches die 
Ebene in demjelben Sinne und mit gleihem Momente, wie die urjpränglide 
Kraft D P,, um einen Punkt der verſchobenen Kraft CP, dreht. 





Reduction der Momente. Wie aus dem vorigen Paragraphen fıd 
ergiebt, handelt e8 fich in der Statik vielfach um Zufammenfegung von Mo 
menten, welche durch Flächen, meift durch ‘Dreiede gegeben find. Um dieſe 
Addition bequem ausführen zur können, und da die graphifche Statif der An- 
ſchaulichkeit und Ueberfichtlichfeit wegen ihre Größen überhaupt durch gerabe 
Linien ausdrüdt, ift e8 nothwendig, die erwähnten Momentenflächen durd 
Streden darzuftellen. Dies ift offenbar immer möglich, wenn man bie 
betreffenden Flächen ftets in folche Rechtecke verwandelt oder fich vermandelt 
denft, welche eine gemeinfchaftliche Grundlinie haben. Alsdann fellen bie 
den einzelnen Rechtecken zugehörigen Höhen die Momente dar, vorausgefegt 
nur, daß man unter einer Einheit der Strede, welche die Höhe darftellt, 
nicht eine Länge, fondern eine Fläche verfteht, deren Grundlinie die gemein 
Ichaftliche Bafis und deren Höhe die Yängeneinheit if. Stellt num bei den 
Momenten, die ja als Product aus Kraft mal Länge aufgefaßt werben 
müflen, die gemeinfame Bafis nad) dem zu Grunde. gelegten Maßftabe für 
die Kräfte etwa d Kilogrammı dar, fo entfpricht natitrlich jeder Yängeneinheit 
einer Höhe (1 Meter) offenbar ein Moment von d. 1 Meterfilogramm, 
und eine Höhe, die alfo nad) dem gewählten Längenmaßflabe = Meter 
beträgt, wird ein Moment von ab Meterkilogramm barftellen Es ft 
übrigens ganz gleichgültig, ob die Baſis und die Höhe Kräfte, reſp. Yängen, 
oder umgekehrt Rängen, vefp. Kräfte, darftellen, denn wenn die gemeinſchaft⸗ 
liche Bafis als Länge von b Metern gedacht wird, und bie Höhe nach dem 
Kräftenaßftabe gleich a Kilogramm fich ergiebt, fo ift das Moment wir 
vorher zu ab Meterkilogramm gegeben. 

Man nennt diefe Umwandlung der Momentenflähen in Rechtecke vou 
gemeinfchaftlicher, Grundlinie die Reduction der Momente anf eine 
gemeinfchaftliche Baſis. Es handelt fid) daher zunächſt darum, für die 
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Ausführung diefer Rebuction auf eine gemeinfchaftliche Bafis eine bequeme 
Methode anzugeben. Die Bafis ift dabei im Allgemeinen zwar gleichgäftig, 
man wird aber immer gut thun, dafür eine die Rechnung vereinfachende 
abgerumdete Zahl (jeien e8 Meter oder Kilogramme) anzunehmen. 

Wenn ein Moment durch die doppelte Fläche eines Dreieds ABC, 
"ig. 1026, gegeben ift, fo hat man, um e8 auf eine beſtimmte Bafis zu 

Fig. 1026. reduciven, das Dreied nur in ein anderes 
B flächengleihes zu verwandeln, deſſen 
Grundlinie gleid) der gegebenen Baſis 
if. Hierzu giebt e8 mancherlei Me: 
thoden, eine der .einfachfter ift folgende: 

Man fchneide_von einer Ede A bes 
Dreiecks mit der zu Grunde gelegten Bafis 
b in die gegenitberliegende Dreieckfeite 
BCemn, ſo daß AD=b ift, und 
ziehe durch eine andere Ede C eine Parallele CE mit b, jo ift das Per- 
pendifel BF von der dritten Ede B auf diefe Parallele gleich der Höhe eines 
Dreiecks, deſſen Grundlinie gleich der gegebenen Baſis ift, und deſſen In: 
halt mit dem des gegebenen Dreiecks übereinftimmt. Dies ift Leicht erfichtlich, 
da das Dreied ABC durch die Baſis AD in die beiden Dreiede ADB 
und ADC zertheilt ift, welche die gemeinfchaftliche Baſis AD — b 
und zu diefer Bafis die Höhen BG und FF haben, das Dreied ABC ift 
daher gleich einem anderen Dreiede von der Grundlinie AD — b und ber 
Höhe BE + GF=f. Stellt nım das Dreicd ABC die Hälfte von 
dem Momente einer Kraft 3. B. AB um einen Punkt C dar, fo kann man 
dieſes Moment gleich dem Rechtede aus AD—=b und BF = f, alſo gleid) 
bf fegen, und man hat nad) dem, was hinfichtlic) der Reduction von Mo⸗ 
mentenflächen auf eine gemeinfchaftliche Baſis b gefagt worden ift, inf den 
Werth des Momente. Man pflegt wohl die Strede BF als die Anti- 
projection ber Örundlinie BC auf die eingetragene Baſis A D zu nennen 
(vergl. $. 36, Anhang). 

Wenn verfchiedene Kräfte Aı Pı, As P, in einer Ebene durch Streden ihrer 
Sröße und Tage nad) gegeben find, und man foll bie Momente derjelben in Bezug 
auf einen in derfelben Ebene liegenden Drehpunkt O auf eine gemeinfchaftliche 
Baſis b reduciren, jo kann dies am einfachften dadurch geichehen, dag man 
jede Kraft in zwei Componenten zerlegt, von denen die eine gleich der 
gegebenen Baſis d ift, während die andere durch den Momentenpunft hin- 
durchgeht. Dann ift der Abftand der erften Componente von dem Momenten- 
punkte offenbar das reducirte Moment. Diefe Conftruction ift aus Fig. 1027 
(a. f. ©.) leicht zu erfennen. Man ziehe durch den Momentenmittelpunkt O 
nach einer beliebigen Richtung eine gerade Linie D;3 OD, Trägt man 
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damit parallel von den Angriffspunkten A), Az, A; aus die Seitenfräfte 
A,Bı = A, Bʒ — A; B; — db überall nad derfelben Richtung an, to 
find offenbar die VBerbindungslinien Bi Pı, Ba Ps, B; Pz die zweiten Com 
ponenten, in welche die Kräfte A, Pı, Ag Pr, As Ps zeıfallen, wenn A, Bi. 
Aa Bo, As Pz die erften Componenten find. Sollen nım diefe zweiten Com: 

Sig. 1027. ponenten Bi P, ..... durch den 
Momentenpuntt O hindurch 
gehen, jo hat man nur bie 
Angriffspunfte A,, A,, As der 
Kräfte in diejenigen Punkte 
Cy, Cs, Cy verlegt zu denten, 
in welchen dievon O aus zu den 
zweiten Componenten B, Pi, 
B; Ps, B, P, gezogenen Pa⸗ 
rallelen die Kraftrichtungen 
jchneiden. Während in diefem 
Valle die gedachten zweiten 
Somponenten BP durch den 
Momentenpunft O hinducchgehen, aljo ihr Moment Null ift, haben die erften 
Geitenfräfte AB, welche ſämmtlich gleich der Bafis d find, Hebelarme, die 
durch die Abftände der Angriffspuntte C,, Os, C. von der mit diefen Kräften 
parallel gezogenen Ds OD, gegeben find. Tiefe Abftände CD = fi; 
GD; = fr; (3 Ds = fr repräfentiren daher die auf die gemeinſchaftliche 
Baſis b reducirten Momente der gegebenen Kräfte um den Bınlt O. Cs 
ift übrigens aus der Figur leicht zu erkennen, daß alle diejenigen Abftände f, 





. welche auf derfelben Seite der zuerft gezogenen Geraden D, OD, Ttegen, 


demfelben Sinne der Drehung entjprecdhen, während die auf den entgegen 
geſetzten Seiten von D; O D, gelegenen Abftände entgegengejegten Drehung 
finn andeuten. So ftreben die Kräfte A, P, und A, P, in der Figur, deren 
Abftände f,, /s unterhalb D;, OD; liegen, die Ebene um den Punkt O nad 
recht3 (entjprechend dem Zeiger einer Uhr) zu drehen, während der Kraft 
A, Pı, deren Abftand oberhalb der Geraden D, OD, gelegen ift, die ent- 
gegengeſetzte Drehungsrichtung zukommt. 


Reduction der Momente paralleler Kräfte in einer Ebene. 
Hat man e8 mit parallelen Kräften in einer Ebene zu thun, fo bietet des 
Geilpolygon eine befonders einfache Dtethode dar, um die Momente diejer 
Kräfte um einen beliebigen Punkt der Ebene auf eine gemeinfchaftliche Baſis 
zu veduciren. Diefer Fall gewährt ein befonderes Interefie wegen feines 
häufigen Vorkommens bei der Unterfuchung von Balken und Trägern, die 
durch parallele Kräfte (Belaftungen) angegriffen werden, und deren Dimen⸗ 
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fionen von den angreifenden Momenten abhängen. Seien in ig. 1028 
die parallelen Kräfte Pi, Pa, Ps, Ps gegeben‘ und aus ihnen das Kräfte- 
polygon O0, 1, 2, 3, 4 gezeichnet; hierauf der Pol C' beliebig angenommen 

Fig. 1028. und in befannter Art das Seil 
polygon AK, K, K, K, Beon- 
ſtruirt. Um die Momente diefer 
Kräfte für irgend einen Punkt 
O zu ermitteln, fei durch O 
eine Parallele Of, zu ben 
Kräften gezogen, und man 
denke fich die Seilpolygonfeiten 
bis zu den Durchichnitten /o, 
Fr Far Ss, Jr mit diefer Pa- 
rallefe durch O verlängert. Es 
ift jegtleicht erfichtlich, daß jedes 
einzelne der durch die Parallele 
Of, und zwei auf einander folgende Seile gebildeten Dreiede einem im Kräfte 
polygon gelegenen Dreiede wegen Parallelismus der Seiten ähnlich if. So 
iſt z. B.: 





NAffiKı u NA 01 C, 
und daraus folgt: 
h:91=K,D:CE=khk:b, 
wenn man den Abitand K,D des Knotens K, von ber Parallelen O/% 
mit h, und den Abftand CE des Bold C von der Kräftelinie O4 mit b 
bezeichnet. Da nun O1 gleich der Kraft ?, ift, jo kann man flir obige 
Gleichung auch ſchreiben: | 
hh-b=Pı.h. 

Der rechtsjeitige Ausdrud P, . A, ift aber offenbar da8 Drehungsmoment 
der Kraft P, um den Bunt O, und man hat aljo diefes Drehungsmoment 
gleich, dem Producte fofı - b gefunden aus dem Abfchnitte % fı, den 
die beiden in der Kraft P, zufammenftoßenden Seile auf ber 
Parallelen Of, abjchneiden in den Abftand b des Pols C von ber 
Kräftelinie des Kräftcpolygons. Da dieje Beziehung fi) ganz all- 
gemein für jede Kraft beweifen läßt, 3. B. das Moment von P, fi aus- 
druckt durh 2, . As = fı Fe - b, fo erhält man in diefer Weife ohne Wei- 
tereß die Momente der einzelnen Kräfte als Producte, deren einer Factor b 
allen gemeinſchaftlich iſt, und deren andere Factoren die Abfchnitte der 
betieffenden Seile auf der durch den Momentenpunkt O zu den Sräften 
gezogenen Parallelen bedeuten. Nimmt man daher den Abftand CE — b 
des Bols von der Kräftelinie O4 als Bafis an, fo ftellen die Abſchnitte auf 
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Of, die betreffenden reducirten Momente der Kräfte dar, und zwar iſt in 
der Figur da8 Moment von P, durch fofı , das von P, durch fı/z, dat 
von P, durch 5/5 und das von P, durch , F, dargeftelli. Die beiden 
Abſchnitte fofı und fifa haben gleiche Richtung (von unten nad) oben, wenn 
man bie Nummern der / in derfelden Reihenfolge wie bie der Knoten A 
annimmt) und die zugehörigen Kräfte P, und P, haben ebenfalls gleiche 
Drehungsrihtung um O (linksum, d. 5. umgelehrt wie der Zeiger einet 
Uhr). Die beiben anderen Abfchnitte /3 fs und /s fs haben beide dte ent- 
gegengefetste, von oben nach unten gehende Richtung, und bie ihnen zu 
gehörigen Kräfte P, und P, fireben, die Ebene bementiprechend nach rechts 
um den Punkt O zu drehen. Daraus erkennt man, daß die einzelnen Ab⸗ 
fchnitte auf Of die bezüglichen Momente nicht nur ber Größe, ſondern auch 
dem Sinne der Drehung nad, barftellen. 

Ebenſo folgt ohne Weiteres aus ber Betrachtung ber Figur, daß bie 
Summe der Momente zweier oder beliebig vieler aufeinanderfolgenber 
Kräfte dargeftellt wird durch denjenigen Abfchnitt auf der durch O gezogenen 
Parallelen O,fo, welcher zwifchen den beiben Seilpolygonfeiten enthalten iſt, 
zwiſchen welchen die betreffenden Kräfte P eingefchloffen find. So flellt 
3.8. /0 /s als Abfchnitt zwifchen den Seilen AK, und K, K, das Moment 
der Kräfte P, und P, dar, ebenfo ift in fs das Moment der Kräfte 
Pi, Ps und P; und in Js das Moment aller Kräfte P,, P,, P, mb P, 
gegeben. Alle diefe Abjchnitte find von ımten nad; oben gerichtet und ent» 
fprechen daher linksdrehenden Kräften. In der That erfennt man auch ans 
dem Geilpolygon, wie die Refultante von P,, Ps nnd P,, deren Größe 
durch O 3 gegeben ift, und welche in dem Durchfchnittspunfte zwifchen A Kı 
und K, K, wirft (diefer Ducchfchnitt ift links in der Figur nicht mehr 
fihtbar), eine linfe Drehung anftrebt. Daſſelbe ift auch mit der durch X, 
hindurchgehenden, der Größe nad) durch O4 gegebenen Refultante der vier 
Kräfte Pı, Pa, Ps und P, der Fall. Fügt man zu den gegebenen Kräften 
Pı, Pr, Ps, Ps nod) eine Kraft P, gleich 40, alfo der Mittelkraft jener 
gleich und entgegengefegt Hinzu, und läßt diefelbe im Durdjichnitte X, der 
Außenfeile AK, und K,B angreifen, fo ift nicht nur das Kräfte⸗-, fondern 
auch das Seilpolygon geſchloſſen; ſämmtliche Kräfte ftehen daher im Gleich 
gewichte, und es ift auch das Moment von P, durch ff, aljo gleich, aber 
von entgegengejegtem Drehungsjinne mit dem Momente f, fu, welches der 
Mittelkraft ber vier Kräfte P,, Pe, P, und P, angehört. Die Summe aller 
Momente ift daher gleich Null und zwar fitr jebe beliebige Tage des Punktes O. 

Würde man die Kraft P, zwar gleich 40 annehmen, aber nicht m K., 
fondern etwa in K, angreifen laffen, fo fchließt fi das Seilpolygon nick, 
indem die Außenfeile X, A und K, fz jetzt nur parallel ausfallen, umd es 
vejultirtnac 8.41, Anhang, aus der Summe aller Kräfte ein Kräftepaar, deſſen 
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reducirtes Moment (zur Bafis CE b) durch, /, /, ausgedräidt ift. Auch dieſe 
Sröße ift offenbar conftant, wo man aud) den Momentenpuntt O wählen möge. 


Beispiele. Die Anwendung der im vorigen Paragraphen gezeigten $. 45. 
Methode zur Beitimmung der reducirten Momente von Barallelträften möge 
durch einige Beifpiele erläutert werben. 

Ein auf den beiden Stügen A und B, Fig. 1029, aufruhender, horizontaler 
Ballken fei durch die beliebigen Belaftungen Pꝛ, P,, Ps, Ps angegriffen; 
zur Beftimmung der Dimenfionen follen für jeden beliebigen Duerjchnitt 
die Transverfalfräfte und das Drehungsmoment ermittelt werden. Man 

Gig. 1029. 





trage auf einer Berticalen O4 die Kräfte Pi, Ps, Pr, Pı auf und wähle zu 
dieſem Kräftepolygon den Bol C in ſolchem Abftande von der Kräftelinte, 
dag CE — b gleid) der Momentenbafis ift. Zeichnet man nun in befannter 
Weiſe von einem beliebigen Punkte etwa A ausdas Seilpolygon AK, RK, K K. KR, 
fo erhält man in K, A die Schlußlinie des Seilpolygond, und eine von C 
aus damit parallel gezogene Gerade OR giebt offenbar in OR und R4 bie 
Auflagerdrude, alſo in RO und 4.R die Auflagerreactionen in den Stüß- 
punkten A und B (vergl. auch Anhang $. 39). Denkt man fi) diefe 
Reactionen A, = RO in A und Rs = AR in B als vertical aufwärts 
wirkende Kräfte hinzugefitgt, jo ift der Balken im Gleichgewichte, das Kräfte 
polygon R0O1234R ift geſchloſſen und ebenfo auch das Seilpolygon 
DAR,RRK,K\K,D. 

Für irgend einen Querſchnitt, 3.8. a, beftimmt ſich offenbar die Summe 
aller auf das Links von a liegende Ballenftüd Aa wirkenden Kräfte Rı, 
P,, Ps, Ps aus dem Kräftepolygon zu R3, während die Summe aller 
tehts von a wirkenden SKräfte P, und AR, durch 3R aljo ebenfo groß, 


um 
. 
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Dean zeihne das Halbe Moment des Kräftepaares in dem Dreiede AP, B, 
trage dieſes Dreied an CP, al daß Dreied A’CB’ an, und verwandele 
4 CP,D (nad Beiipiel 1), je 
A rn € ’ giebt die Spige D einen Pualt, 
3 durd) welden die verichobene 
Kraft DP, = CP, hindurd- 
Yy D P gehen muß; dennn es if 
| 4AP,B=4CP,D 
OR B und DP', dreht die Ebene um 
einen Punkt der urjprünglichen 
Kraft, 3.8. C, nad derjelben Richtung (umgekehrt dem Zeiger einer Uhr) wie 
daS gegebene Kräftenaar. Natürlich kann man jederzeit die Kraft D P', nad 
CP; verjegen, wenn man das SKräftepaar AP,, BP, hinzufügt, weldes die 
Ebene in demjelben Sinne und mit gleihem Momente, wie die urfprünglide 
Kraft DP',, um einen Punkt der verjhobenen Kraft CP, dreht. 





Reduction der Momente. Wie aus dem vorigen Paragraphen fich 
ergiebt, Handelt es fich in der Statik vielfach um Zufammenfegung von Mo— 
menten, welche durch Flächen, meift durch Dreiede gegeben find. Um biefe 
Addition bequem ausführen zu können, und da die graphifche Statik der Am 
ſchaulichkeit und Ueberfichtlicheit wegen ihre Größen überhaupt durch gerade 
Linien ausbrüdt, ift es nothwendig, die erwähnten Momentenflächen durch 
Streden darzuftellen. Dies ift offenbar immer möglich, wenn man bie 
betreffenden Flächen ſtets im ſolche Rechtede verwandelt ober fid) verwandelt 
denft, welche cine gemeinfchaftliche Grundlinie haben. Alsdann ftellen die 
den einzelnen Rechtecken zugehörigen Höhen die Momente dar, vorausgejegt 
nur, dag man unter einer Einheit der Strede, welche bie Höhe darſtellt, 
uicht eine Ränge, fondern eine Fläche verfteht, deren Grunblinie die gemein» 
ihaftlihe Bafis und deren Höhe die Längeneinheit iſt. Stellt num bei ben 
Momenten, die ja ald Product aus Kraft mal Länge aufgefaßt werden 
mäffen, die gemeinfame Baſis nad) dem zu Grunde. gelegten Mafftabe für 
die Kräfte etwa d Kilogramm dar, fo entfpricht natürlich jeder Yängeneinheit 
einer Höhe (1 Meter) offenbar ein Moment von b. 1 Meterfilogramm, 
und eine Höhe, die alfo nach dem gewählten Längenmaßftabe a Meter 
beträgt, wird ein Moment von ab Meterkilogramm barftellen. Cs ft 
übrigens ganz gleichgültig, ob die Bafis und die Höhe Kräfte, refp. Yängen, 
oder umgekehrt Längen, reſp. Kräfte, darftellen, denn wenn die gemeinfchaft- 
fiche Bafis als Länge von d Metern gedacht wird, und die Höhe nad dem 
Kräftemaßftabe gleich a Kilogramm ſich ergiebt, fo ift das Moment wir 
vorher zu ab Meterfilogramm gegeben. 

Man nennt diefe Umwandlung der Momentenflächen in NRechtede von 
gemeinfchaftlicher, Grundlinie die Reduction ber Momente auf eine 
gemeinjchaftliche Bafis. Es handelt ſich daher zunäcft barum, für dee 
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Ausführung diefer Reduction auf eine gemeinfchaftliche Bafis eine bequeme 
Methode anzugeben. Die Bafis ift dabei im Allgemeinen zwar gleichgüftig, 
man wird aber immer gut thun, dafür eine die Rechnung vereinfachende 
abgerundete Zahl (jeien e8 Meter oder Kilogramme) anzunehmen. 

Wenn ein Moment durch bie doppelte Fläche eines Dreiecks ABC, 
Fig. 1026, gegeben ift, jo hat man, um es auf eine beftimmte Bafis zu 

fig. 1026. reduciren, da8 Dreieck nur in ein anderes 
B flächengleiche® zu verwandeln, deſſen 
Grundlinie gleich der gegebenen Baſis 
iſt. Hierzu giebt es mancherlei Me- 
thoden, eine der einfachſten iſt folgende: 

Man ſchneide von einer Ecke A des 
Dreiecks mit der zu Grunde gelegten Baſis 
b in die gegenüberliegende Dreiedfeite 
BCein, ſo daß AD=b ift, und 
ziehe durch eine andere Ede C eine Parallele CE mit b, fo ift das PBer- 
pendilel BF von der dritten Ede B auf dieſe Parallele gleich der Höhe eines 
Dreiecks, deſſen Grundlinie gleich der gegebenen Baſis ift, und deſſen In- 
halt mit dem des gegebenen Dreiecks übereinftimmt. ‘Dies ift Leicht erfichtlich, 
da das Dreied ABC durch die Bafis AD in die beiden Dreiede ADB 
und ADC zertheilt ift, welche die gemeinichaftlihe Bafis AD — b 
umd zu biefer Baſis die Höhen BG und GE F haben, das Dreied ABC ift 
daher gleich einem anderen Dreiede von der Grundlinie AD — b und ber 
Höfe BE + GF=f. Stellt nun das Dreicd ABC die Hälfte von 
dem Momente einer Kraft 3. B. AB um einen Punkt C dar, fo kann man 
diejes Moment gleich dem Nechtede aus AD—b und BF = fı aljo gleich 
bf fegen, und man hat nad) dem, was Hinfichtlich der Reduction von Mo⸗ 
mentenflächen auf eine gemeinfchaftliche Baſis b gefagt worden ift, inf den 
Werth des Momentes. Man pflegt wohl die Strede BF als die Anti- 
projection ber Grundlinie BC auf die eingetragene Bafis A D zu nennen 
(vergl. $. 36, Anhang). 

Wenn verfchiedene Kräfte A, Pi, As Ps in einer Ebene durch Streden ihrer 
Größe und Lage nad} gegeben find, und man ſoll die Momente derfelben in Bezug 
auf einen in derfelben Ebene liegenden Drehpunkt O auf eine gemeinfchaftliche 
Dafis d reduciren, fo kann dies am einfachiten dadurch gejchehen, dag man 
jede Kraft in zwei Componenten zerlegt, von denen die eine gleich ber 
gegebenen Baſis db ift, während die andere durch den Momentenpunft hin- 
durchgeht. Dann ift der Abftand der erften Componente von ben Diomenten- 
punkte offenbar das reducirte Moment. Dieſe Conftruction ift aus Fig. 1027 
(a. f. ©.) leicht zu erfennen. Man ziehe durch den Diomentenmittelpunft O 
‚nad einer beliebigen Richtung eine gerade Linie D, OD, Trägt man 
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damit parallel von den Angriffspunften A), Aa, Az aus die Geitenfräfte 


A, Bı = AB, = As B; — b überall nad) derfelben Richtung an, fo 
find offenbar bie Verbindungslinien Bi Pi, Be Pr, Bs Ps bie zweiten Com- 
ponenten, in welche die Kräfte Aı Pı, Ar Pa, As Ps zerfallen, wenn A, Bi. 
As B,, As Ps die erften Componenten find. Sollen num diefe zweiten Com- 

Sig. 1027. ponenten Bi Pı..- durch den 
Momentenpunkt O hindurch 
gehen, jo hat man nur die 
Angriffspunfte A,, Az, As der 
Kräfte in diejenigen Punkte 
Cı, Ca, G verlegt zu denken, 
in welchen die von O aus zu den 
zweiten Componenten Bi P:. 
Bs P;, B, P; gezogenen Pa⸗ 
rallefen die Kraftrichtungen 
ſchneiden. Während in diefem 
Wale die gedachten zweiten 
Komponenten BP durd) den 
Momentenpunkt O hindurchgehen, alfo ihr Moment Null ift, Haben die erften 
Seitenfräfte AB, welche ſämmtlich gleich der Baſis d jind, Hebelarme, die 
durch die Abftände der Angriffspuntte Ci, C5, C; von der mit diefen Kräften 
parallel gezogenen I, OD, gegeben find. Tiefe Abftände CD, = fi; 
GD,;, = fa; Cs Ds —= fs repräfentiren daher die auf die gemeinfchaftliche 
Bafis d reducirten Momente der gegebenen Kräfte um den Punft O. Es 
ift übrigens aus ber Figur leicht zu erkennen, daß alle diejenigen Abftände f, 





. welche auf berfelben Seite der zuerft gezogenen Geraden D, OD, liegen, 


demfelben Sinne der Drehung entiprechen, während die auf den entgegen- 
gelegten Seiten von D, OD, gelegenen Abftände entgegengejegten Drehungs⸗ 
finn andeuten. So ftreben die Kräfte A, P, und A, P, in ber Figur, deren 
Abftände /z, /a unterhalb D, OD; liegen, bie Ebene um den Punkt O nad) 
rechts (entjprechend dem Zeiger einer Uhr) zu drehen, während der Kraft 
A, P,, deren Abftand oberhalb der Geraden D, OD, gelegen ift, die ent: 
gegengefegte Drehungsrichtung zukommt. 


Reduction der Momente paralleler Kräfte in einer Ebene. 
Hat man es mit parallelen Kräften in einer Ebene zu thun, fo bietet das 
Geilpolygon eine befonders einfache Methode dar, um bie Momente bieler 
Kräfte um einen beliebigen Punkt der Ebene auf eine gemeinichaftliche Bas 
zu veduciren. Dieſer Yall gewährt ein befonderes Interefie wegen feines 
häufigen Vorkommens bei der Unterfuhung von Ballen und Trägern, die 
durch parallele Kräfte (Belaftungen) angegriffen werden, und deren Dimen⸗ 
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en von den angreifenden Momenten abhängen.” Seien in ig. 1028 
parallelen Kräfte Pı, Pa, Ps, Ps gegeben und aus ihnen das Kräfte 
ygon O, 1, 2, 3, 4 gezeichnet; hierauf der Pol C beliebig angenommen 

Sig. 1028. und in befannter Art das Seil- 
polygon AK, A, K; K, Beon- 
ſtruirt. Um die Momente diefer 
Kräfte für irgend einen Punkt 
O zu ermitteln, ſei durch O 
eine Parallele Of, zu ben 
Kräften gezogen, und man 
denke fich die Seilpolygonfeiten 
bi8 zu den Durchſchnitten Sn, 
Fir Far Ss, Js mit diefer Pa⸗ 
rallele durch O verlängert. Es 
ift jegtleicht erfichtlich, daß jedes 
einzelne der durch die Parallele 
Ifo und zwei auf einander folgende Seile gebildeten Dreiecke einem im Kräfte 
olygon gelegenen Dreiecke wegen Parallelismus der Seiten ähnlich iſt. So 
ſt z. B.: 





Afıfi Kı SD A 01 C, 
und daraus folgt: 
Jhfı : O1 —= K,D: CE=h :b, 
wenn man den Abftand AK, D des Knotens K, von der Parallelen O/s 
mit hı und den Abftand CH des Pols C von der Kräftelinie O4 mit b 
bezeichnet. Da nun O1 glei der Kraft P, ift, jo kann man flr obige 
Gleichung auch fchreiben: | 
Fo .b=Pı A: 

Der rechtöfeitige Ausdrud P, .hı ift aber offenbar das Drehungsmoment 
der Kraft P, um den Bunft O, und man hat aljo diefes Drehungsmoment 
gleich dem Producte /ofı . d gefunden aus dem Abſchnitte A fı, ben 
die beiden in der Kraft P, zufammenftoßenden Seile auf ber 
Parallelen Of abjhneiden in den Abftand b des Bols C von ber 
Kräftelinie des Kräftepolygons. Da diefe Beziehung fid) ganz all- 
gemein fir jede Kraft beweiſen läßt, 3. B. das Moment von P, ſich aus- 
drückt duch P, . he —= fifa b, jo erhält man in diefer Weife ohne Wei- 
teres die Momente der einzelnen Kräfte als Probucte, deren einer Yactor b 
allen gemeinschaftlich ift, umd deren andere Yactoren die Abfchnitte der 
betreffenden Seile auf der durch den Momentenpunkt O zu den Sträften 

gezogenen Parallelen bedenten. Nimmt man daher den Abftand CE — b 
des Pols von der Kräftelinie O4 als Bafis an, fo ſtellen die Abjchnitte auf 
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feinen Angriffspunft hat. Hierzu kommt die durch P hervorgerufene Kraft, 
bie der Größe nach durch P — 0’ R’ oder durch die Strecke A’ 1’ dargeftellt 
it. Der Angriffspunkt diefer Kraft Liegt in dem Durchſchnittspunkte B 
der betreffenden Außenſeile AB und K’B, zwiſchen denen die Kräfte R, 
und P gelegen find. Diefe beiden Transverfalträfte 4x in a, md RT’ 
in B laffen fi) in befannter Art- leicht zu einer einzigen Mittelkraft zu- 
jfammenfegen, indem man 1’a’ — 4% anträgt und zu dem Kräftepolygon 
R1'o und dem Pol C’ das Seilpolygon BG H conſtruirt. (Man macht 
BH|| OR; B&6 || 1’ und @H || Co’) Auf dieſe Weife erhält 
man im Durchfchnittspunfte H den Angriff der ganzen den Querſchnitt a 
angreifenden Berticalfraft 4x + R1’ — R«. Ferner erhält man wie 
früher für jeden Querſchnitt a des Balkens das Moment der äußeren Kräfte 
durch den Abfchnitt aa, —= a, a + aa,, welcher zwilchen ber Curve ımd 
dem Polygon enthalten iſt. Man erfieht auch, daß das Mariımum des 
Momentes jegt nicht mehr in der Mitte M des Balkens gelegen ift, fondern 
im Allgemeinen zwiſchen dem Mittelpunfte M und dem Angriffspunfte D 
der Kraft P (in dem alle der Figur in D felbft) ftattfindet. Es iſt alfo 
der gefährliche Querſchnitt des Balkens, welcher, bei allein vorhandener gleich⸗ 
mäßig vertheilter Belaftung, in der Balkenmitte gelegen ift, von diefer Stelle 
aus in der Richtung nach der Stüte A Hin verjchoben worden dadurd), da 
über A herein die concentrirte Laſt P getreten ift, und beide Punkte, der 
gefährliche Ouerfchnitt und der Angriffspunkt D der Kraft P, haben ſich 
bei diefer entgegengejegten Bewegung begegnen und zufanımenfallen müſſen. 
Um diefe Berjchiebung, welche der gefährliche Querſchnitt erfährt, wenn 
die Laſt P über den Träger fid) bewegt, näher kennen zu lernen, ſei AB, 
Fig. 1032, ein Träger (etiva eines Lauffrahns), auf welchem die bewegliche 
Belaftung P in Form eines Heinen Wagens, welcher die Winde trägt, verſchiebbar 
angebracht if. Sei AL, Mı Ni B die dem Eigengewichte Q ded Trägers von 
der Fänge I fammt darauf ruhender Bahn entfprechende Seilcurve, welche bei 
der nahezu gleichmäßigen Verteilung der Eigenlaft als Parabel angenommen 
werden Tann. Sei ferner für eine beliebige Stellung des Windewagens, 
3. B. wenn der Schwerpunkt deilelben über D fteht, das Seilpolygon AK B 
jo gezeichnet, daß die Schlußlinie A B deſſelben mit derjenigen der Seilcurve 
zufammentrifft. Hierzu ift nur nöthig, den Pol CO’ im Kräftepolygon 
CF GB fo zu wählen, daß die Horizontale C’ @’ die Kraft FB’ in 
ſolchem Verhältniſſe theilt, daß die beiden Abjchnitte F’E' und @’B’ die 
beiden Auflagerdrude in A und B darftellen. Zu dem Ende it BF glei 
P gemadt und die Verbindungslinie AF gezogen, die Horizontale JG 
durch den Punkt 7, in welchem diefe Verbindende von der Kraftrichtung P 
gejchnitten wird, theilt dann die Strede BF in G berart, daß GB ben 
Auflagerdrud in B und FG denjenigen in A angiebt. Macht man daher 
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GB=6Bw @F = GF, fo erhält man in der Horizontalen 
durd) G’ in der Entfernung @’ C’ gleid) der Momentenbafis d den gejuchten 
Pol C. | 

Nach dem Borftehenden ftellt nun die Strede MM, M, das Bruchmoment 
in dem mittleren, durch M gehenden Querſchnitte vor, während X, K das 


ig. 1082. 
R 


4 








4 
5 
6 
7 
8 


Moment in dem Duerjchnitte D bedeutet. Wie die Figur erkennen läßt, 
ift das Drehungsmoment in allen Baltenquerichnitten durch die Laft P ver- 
größert worden, und zwar in der Mitte um MM;, in D am meiften, nämlich 
um DE. Man kann mit dem Zirkel durch Abgreifen aud) dad Marimum 
des Moments finden, welches irgendwo zwifchen M und D liegen muß. 
Diefe Stelle des größten Moments oder der augenblidliche gefährliche Quer⸗ 
ſchnitt läßt fich aber auch in folgender Art beftimmen. 

Wenn man fich vergegenwärtigt, daß bei einem auf relative Elafticität in 
Anspruch genommenen Balken das marimale Bruchmoment immer an der- 
jenigen Stelle ftattfindet, für welche die Transverjalfraft zu Null wird, fo 
handelt es fich alfo nur um die Ermittelung diejes Punktes. Nun kann dies 
graphiſch jehr leicht folgendermaßen geichehen. Denkt man fi) auf der 
Linie AB als Abfcifjenare in jedem Punkte eine Ordinate aufgetragen, 
welche der dort herrichenden Transverſalkraft gleich ift, jo erhält man in der 
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Berbindung der Endpunkte diefer Ordinaten eine graphifche Darftellung der 
Größe diefer Transverſalkraft. Zunächſt hat man für die gleichjörmig ver- 
theilte Laft Q in dem Punkte A die Ordinate A E, —/, Q als Auflager- 
reaction vertical aufwärts anzutragen. In jeden, um die beliebige Yänge x 
Borizontal von A entfernten Trägerquerjchnitte wird diefer Drud um den 


Theil - Q vermindert fein, und man erfennt fehr leicht, daß die betreffende 


Linie der Transverfalfraft für die gleichförmig vertheilte Laſt eine Gerade 
fein muß, welche von dem Punkte Z, ausgehend die Balkenaxe AB in ber 
Mitte M durchſchneidet, und die Verticale durch den Auflagerpunft B in 


einer Entfernung BE, — < trifft. Die Drudkräfte find in der erften 


Hälfte AM des Balfens nach oben, in der zweiten Hälfte MB nad) unten 
gerichtet, wie die Oxbdinaten der Linie Z, ME, aud) audeuten. Tritt nım 
die concentrirte Kraft P in dem Punkte D Hinzu, jo wird, wie ſchon oben 
angeführt, die Auflagerreaction in A um die Größe G F vergrößert, und es 
ift daher in jedem Duerfchnitte zwifchen A und D die Transverjalfraft um 
diefe nad) oben gerichtete Reaction GF größer geworden als vorher. Yu 
dem Punkte D Hingegen fommt zu der jo vergrößerten Transverſalkraft eine 
nad) unten gerichtete Kraft P = FB Hinzu. Aus diefen beiden Aen 
derungen folgt, daß in allen Punkten rechts von D zur Transverfalfraft eine 
nad) unten gerichtete Kraft gleich FB — FG = GB hinzutritt. Mack 
man dahr u R = GF, ferner RR | HR und KK, —=FB, 
fowie X, Rz || Eı Es, fo erhält man die Linie, weldye bie Transverfalträfte 
für die Stellung ber Laſt P in dem Punkte D ergiebt. Da diefe Linie die 
Abfciffenare AB in O fchneibet, fo ift der Querſchnitt durch diefen Punkt 0 
der gefährliche. Die Betrachtung der Figur zeigt, daß man zu demfelben 
Querſchnitte O gelangt, wenn man die Abſciſſenaxe AB um die Größe 
BG = DJ erhöht denkt, und ihren Schnittpuuft in diefer neuen Lage 
mit ber Linie Z, Es auffucht, welche die aus der gleichförmigen Belaftung 
refultivenden Transverſalkräfte darftellt. 

Denkt man ſich daher die Kraft P von A hereintretend allmälig nad) 
der Mitte M des Balfens hin verfchoben, fo nimmt die Größe DJ, melde 
nach dem Borigen die Auflagerreaction in B barftellt, allmälig von Null 
bis 1/, P zu, und man findet für jede Stellung der Laſt P den zugehörigen 
gefährlichen Querſchnitt, wenn man von dem Punkte J, in welchen bie 
Kraftrihtung von P die Linie AF fchneidet, eine Horizontale bis zum 
Schnitt mit der Linie Z, E, zieht, welche die Transverjalfräfte der gleich⸗ 
förmigen Belaftung darftellt. Man erkennt daher feicht, daß der geführliche 
Querſchnitt, welcher in M ſich befindet, während die Kraft P noch über A 
fteht, bei einer Bewegung der letzteren nach dem Träger herein diefer Kraft 
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entgegengeht, 3. B. nad) O gekommen ift, wenn bie Kraft über D fteht, und 
daß die Kraft P und der gefährliche Duerfchnitt ſich in dem Punkte Z begegnen, 
in welchem die Gerade Er, E, der Transverfalfraft umd die Linie AF' fich 
ſchneiden. Rückt die Kraft P weiter bis zur Mitte M des Balkens vor, fo 
fällt während diefer Bewegung der gefährliche Duerfchnitt immer mit der 
Kraft P zufammen. Man erkennt dies daraus, daß die Linie der gefammten 
Transverſalkraft Rı Kz Kz R, in diefem alle immer mit ihrem verticalen 
Theile Rz K, die Abfciffenare AB durchichneidet, daher ſtets im dem durch 
K; , ober die Kraftrichtung gegebenen Duerfchnitte "die Trausverjalfraft 
Null, alfo das Bruhmoment ein Marimum if. Wenn die Kraft P noch 
weiter über die Mitte M des Trägers nad) B Hin fortjchreitet, fo begleitet 
der gefährliche Querſchnitt die Kraft bis zu einem Punkte N, welcher von 
der Mitte M diefelbe Entfernung hat wie L, und wenn bie Kraft über 
diefen Punkt N Hinaus ſich weiter bewegt, fo kehrt der gefährliche Duer- 
jchnitt von N nad) der Mitte M zurüd, wo er in dem Momente ankommt, 
in welchem die Kraft P den Stügpunft B erreicht. Bei einer einfachen 
Ueberführung der concentrirten Laſt P von A nad) B macht fomit der 
gefährliche Duerfchnitt eine Oscillation von der Mitte M nad) L, zurüd 
über M nad) N und wieder zurlid nad) M. 

Aus den vorftehenden Beifpielen ergiebt fid) zur Genüge, daß die Ans 
wendung graphifcher Methoden in vielen Fällen, beſonders, wo es ſich, wie 
in der Feſtigkeitslehre, um parallele Kräfte handelt, ſehr einfach zu den 
gewänjchten Refultaten führt. Beſonders fruchtbar erweiſen fich diefe Dte- 
thoden für die Berechnung der Dimenfionen von Gitter= oder Fachwerks⸗ 
trägern für Brüden, ‘Dächer ꝛc., worliber im zweiten Theile das Nähere. 


Graphische Schwerpunktsbestimmung. ‘Der Schwerpunft einer $. 46. 
materiellen Fläche als der Mittelpunkt der parallelen Schwerkräfte aller 
einzelnen Elemente diefer Fläche läßt ſich mit Hülfe des Seilpolygons leicht 
beftimmen. Zerlegt man nämlich die gegebene materielle Figur in ihre 
Elemente, deren Schwerpunkte man fennt, und zeichnet hierfiir das Kräfte 
polygon und das Seilpolygon, jo geben die äußerſten Seilpolygonfeiten in 
ihrem Durchſchnittspunkte (nach 8. 41, Anhang) einen Punkt, durch welchen 
die Mitteltraft ſämmtlicher parallelen Schwerkräfte hindurchgeht. Zieht man 
daher durch diefen Durchfchnitt eine Parallele zu jenen Kräften, fo liegt in 
biefer der Schwerpunftt. Kann man nun nocd eine andere, den Schwers 
punkt enthaltende Richtung, wie etwa die Symmetrieare bei einer ſymme⸗ 
trifchen Figur, angeben, fo findet man natürlich den Schwerpunft der Fläche 
in dem Durchſchnittspunkte diefer beiden Richtungen. Man muß in jolchem 
Falle, um in Wirklichkeit einen Schnittpunkt zu erhalten, die Richtung der 
Schwerkräfte oder mit anderen Worten die Tage ber gegebenen Figur ſo 
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annehmen, daß die Schwerkräfte nicht zu der Symmetrieare parallel 
find. 

Wenn die Figur indeſſen eine Symmetrieare nicht beſitzt, fo erfordert die 
Beſtimmung des Schwerpunkts eine zweimalige Verzeichnung des Geil: 
polygons fitr zwei verfchiebene Richtungen der Schwerfräfte, d. h. für zwei 
verſchiedene Stellungen ber betreffenden Figur gegen die verticale Richtung. 

Beifpiele. 1) Soll der Schwerpuntt der Figur abede/gh, Fig. 1033, 
beftimmt werben, fo zerlege man biefe Figur in die Rechtede ifgA, abki 
und ekcd, deren Schwerpunkte in den deſp. Mitten A,, Az, As liegen. 


Sig. 1088. 


Nimmt man in biejen Punkten die den Flächenräumen jener Rechtede pros 
portionalen Kräfte oder Streden Aı Pı, As Pr, AsP; vertical abwärts 
gerichtet an, conſtruirt daS zugehörige Kräftepolygen C0123 und daraus 
das Seilpolhgon BKı Kz K, D, fo erhält man in der Verticalen SK burd, 
den Schnittpunkt X der äußerften Seile DR, und BK, eine Linie, welche 
durch den gefuchten Schwerpunkt hindurchgehen muß. Denkt man fi muns 
mehr die Figur um einen beliebigen Winkel, etwa um 90% gebreht und 
wiederholt diefelbe Conftruction fir biefe neue Lage, fo erhält man eine 
zweite Mittelfraftslinie, die in ihrem Durchſchnitte mit ber erften den ger 
fuchten Schwerpunkt liefert. Um inbefien nicht bie Figur gänzlich von 
Neuem zeichnen zu müſſen, darf man annehmen, die Kräfte Pı, Ps, Ps 
wirkten in unveränberter Größe nad) einer anderen Richtung, aber immer 
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parallel zu einander, etwa horizontal, und feien diefelben durd) A, P, As P'z 
und Az P'z dargeftellt. Um das Seilpolygon hierfür zu zeichnen, fann man 
das ſchon vorhandene Kräftepolygon CO 123 benugen, wenn man nur den 
Seiten bes Seilpolygons Richtungen giebt, welche ‚mit den bezüglichen 
Strahlen denfelben Winkel einfchliegen, um welchen man die Kraftrichtungen 
gebreht gedacht hat, alfo wenn man hier, wo diefer Winkel zu 90° an- 
genommen wurde, die Seilpolygonfeiten ſenkrecht zu den Strahlen zieht 
(B'E' 1 C0; K/E, L C1,K,K, 1 C2 m K',D 1 03). 
Das neue Seilpolygon B’K’, K',K',;D’ liefert dann in der durch den 
Durchſchnitt K’ der Außenfeile B’K’, und D’K’z gezogenen Horigontalen 
K' S eine Linie, die durch den Schwerpunkt geht, welcher folglich im Durch⸗ 
ſchnitte S der Geraden KS und K’S liegt. 


2) Es fei bei dem in Fig. 1034 (a.f.S.) abgebildeten, auf einer Drehſcheibe 
ftehenden Krahn As P, das Gewicht der Drehſcheibe ſammt Rädern, Ay P, 
das der hinteren Spannftangen G As, As Ps da8 der Traverfe As, AP, 
das der Doppelitzebe As As, As Ps das Gewicht des Strebenfußlagers, 
ferner A; Ps das Gewicht der vorderen Spannftangen, A, .P, dasjenige der 
Hauptftreben A; A, und endlih As.P; die durch‘ den Flaſchenzug bei A; 
und die angehängte Laſt dargeftellte Belaſtung. Es mögen diefe fänmt- 
fihen Kräfte in der verticalen Symmetrieebene des Krahns angenommen 
werben, indem man fich immer die Gewichte je zweier, fyınmetrifch zu diejer 
Ehene angeordneten Organe (Streben, Spannftangen zc.) vereinigt dentt. 
Zeichnet man zu dem Kräftepolygon C012-... 8 das zugehörige Seil- 
polygon BK,K3Ky... K;D, jo erhält man: in dem Durchſchnitte X der _ 
Aupenfeile BK, und DK, einen Punkt, durch welchen die Mittelkraft des 
ganzen Syftems K.P,_s hindurchgeht. Da diefe Kraft die Horizontale HF 
außerhalb der Stügen trifft, jo wird der Krahn nicht ohne Weiteres ftabil 
jein, und man muß fein Umkippen dur ein auf der anderen Seite anzu- 
bringendes Gegengewicht verhüten. Es fragt fid) nun, wie groß das Gegen- 
gewicht Ay Po, deflen Schwerpunkt über A, Liegen fol, gewählt werden 
müffe, damit zu gehöriger Stabilität der Drud des ganzen Syſtems bie 
horizontale Stügfläche in einem Punkte Z treffe, der um ein gewiſſes Stiid 
(etwa 1/, Meter) von der Stüßichiene unter F’ nad) innen gelegen ift? 


Es muß, damit letzteres ftattfinde, offenbar die Mlittelfraft von Ay P, 
und von KPı_s durch E Hindurchgehen,, alfo muß die Berticale in Z den 
Schnittpunkt A’ treffen, in welchem die nunmehrigen äußerſten Seilpolygon- 
feiten ſich Schneiden. - Während einerfeits DK, letzte Seilpolngonfeite 
geblieben ift, kommt andererſeits durch die Hinzufügung des Öegengewicht8 A; P, 
zu ben vorhandenen Seilpolygonfeiten noch eine neue hinzu. Den betref- 
fenden Knotenpunkt K, erhält man in dem Durchjchnitte der neuen Kraft 
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As P, mit der bißherigen erften Seilpolygonfeite B Kı und man findet daher 
nad) der foeben angeftellten Betrachtung die Richtung des neuen Außenſeils 
in der Berbindungslinie KK’. Zieht man hiermit parallel im Kräfte 
polygon den Strahl 09, fo erhält man in der Strede 90 die auf dem zu 
Grunde gelegten Kräftemaßftabe abzugreifende Größe bes Gegengewichtes. 


Fig. 1034. 


wu. 


Es ift ebenfalls ohne Weiteres erſichtlich, dag die Mittelkraft des um 
belafteten Krahns in die Verticale Hineinfallen muß, welche durch den Schnitt ⸗ 
punkt (K) der Seilpolggonfeite B’K, und K K, hindurchgeht. Fur den 
Tall, daß man das Gegengewicht außerhalb der Stigbahn jenſeits 7 an- 
gebracht Hätte, wie es bei gewiſſen Eifenbahn- oder Rollkrahnen zu geſchehen 


8. 46.) Die Elemente der graphifchen Statik. 1301 


pflegt, wäre diefer Punkt (ZI) aufzufuchen, um die Conftruction auf ihre 
Stabilität auch im unbelafteten Zuftande zu prüfen. Fiele die Berticale 
durch (X) jenfeits der Stütbahn in ZZ, jo müßte in ſolchem alle das betref⸗ 
fende Gegengewicht näher nad) ZH hereingerict und dafür natürlich ent⸗ 
[prechend größer angenommen werben. 


Den ausführlihften Unterriht in der graphiſchen Statit findet man in dem 
Werke: „Die graphiſche Statif, von 8. Eulmann (1866), welchem das Ber: 
dienft zukommt, diefe Disciplin zuerft als beſondere Wiſſenſchaft behandelt zu 
haben. Als bejonders empfehlenswerth für das Studium müffen ebenfall3 bie 
„Elemente der graphiichen Statil, von I. Bauſchinger (1871)" hervorgehoben 
werden. Weber die Anwendung graphiſcher Methoden beim Rechnen kann man 
nadlejen: „Cousinery, Le calcul par le trait (1838).“ 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


Die angeführten Ziffern geben die Seitenzahl an. 


A. 


Abbrechen, 438. 

Abdrüden, Abſcheeren (Widerftand dei: 
felben), 380. 545. 

Überration des Sternenlichtes, 135. 

Abhängigvariable, 1. 

Abhang, 1108. 

Abſciſſen, 2. 

Abjciffenacceleratian, 129. 

Abſciſſengeſchwindigkeit, 128. 

Abfolute Elafticität und Peftigfeit, 379. 
828. 


Abweichung (Deviation), 676. 

Acceleration, 80. 85. 102. 

Addition, graphiiche, 1252. 

Adhäſionskraft, 148. 902. 

Abbäfionsplatten, 903. 

Aerodynamik, Aëroſtatik, 150. 

Aeußere Kräfte, 661. 

Aggregatzuftände, 147. 

Aichen, Aichmaß, 1126. 

d'Alembert'ſches Princip, 662. 854. 

Anfangsgeſchwindigkeit, 80. 759. 1286. 

Angriffspunft, 148. 179. 

Anjabgerinne, kurze (Ausflug durch) 
996. 998. i 

Anfagröhren, coniſch convergente, 1009. 

Anfagröhren, conifch divergente, 1009. 

Anfagröhren, kurze (Ausfluß durch), 1000. 
1007. 1038. 

Anſatzröhren, kurze coniſche, 1009. 1041. 


Anſatzröhren, furze innere, 1009. 
Anjagröhren, kurze ſchiefe, 1005. 
Anfagröhren, lange, 1011. 
Anjhwellungen der Flüfſe, 1123. 
Antifrictionszapfen, 354. 
Antiparallele 1259. 

Antiprojection, 1264. 
Anziehungsgejege, magnetifche, 1206. 
Aräometer, Sentwagen, 898. 

Arbeit der Gentrifugaltraft, 726. 


Arbeit der comprimirten Luft, 926, 1085. 


Arbeit der Neibung, 314. 340. 

Urbeit der Trägheit, 157. 685. 

Arbeit der Wärme, 1085. 

Arbeit. einer Kraft, mechanische Arbeit 
153. 174. 197. 1160. 

Arbeitdeinheit, 154. 

Arbeitsmodul der Elafticität und Feſtig⸗ 
feit, 392. 413. 587. 654. 

Arbeitsftabilität, 264. 

Arbeitsverluft, 795. 969. 1031. 

Arhimedes’ Princip, 897. 

Alyınptote, 17. 19. 20. 89. 49. 

Atmoſphäre, Atmoiphärendrud, 917. 

Attractionsgeſetz, 95. 

Atwood' ſche Fallmaſchine, 715. 

Aufhängepunkt, 243. 782. 

Auftrieb, 881. 941. 

Ausdehnung der Luft, 928. 

Ausdehnung dur Wärme, 937. 

Ausdehnung, elaftiide und permanente, 
381. 394. 

Ausdehnungscoefficient 937. 


Alphabetiſches Sachregifter. 


Ausdehnungsverfuche, 408. 

Ausflug aus bewegten Gefäßen, 965. 
Ausflußcoefficient des Waflers, 972. 
Auflußeoefficienten der Luft, 1094. 


Ausfluß der Luft aus Gefäßen, 1081. 


1089. 1091. . 
Ausfluß des bewegten Waflers, 990, 
Ausflug des Waflers aus Gefäßen, 944. 
Ausflußgeſchwindigkeit, 945. 
Ausflußmenge, Ausflußguantum, 944. 

972. 1088. ' 
Ausflugmändung, Ausflußöffnung, 945. 
Ausflug unter veränderlihdem Drucke, 

1059. 1102. 

Ausflug unter Wafler, 951. 
Ausfluß verſchiedener Ylüffigleiten, 949. 

1079. 

Ausfluß, voller, 1001. 1038. 
Ausſchlag, Ausſchlagswinkel, 767. 
Are eines Kraͤftepaares, 192. 

Axe, freie, 740. 752. 

Are, Umdrehungsare, 192. 248. 680. 
Are, neutrale, 422. 

Arendrud, 247. 748. 


B. 


Ballen, 427. 433. 448. 450. 453. 458. 
472. 

Ballen, geipannte, 624. 

Balten, hohle, 444. 528. 

Balliſtit, 116, 1188. 

Balliſtiſches Pendel, 816. 

Barometer, 916. j 

Barometrifches Höhenmeflen, 981. 

Barpcentriihe Methode, 2383. 

Becher, hydrometrifcher, 1136. 

Befeftigungsarten, 241. 

Beharrungsvermögen, Trägheit, 141. 

Beharrungszuftend des fließenden 
Waſſers, 1107. 

Berührungslinie, 7. 

Beichleunigung, 80. 659. 675. 888. 

Beichleunigung der Schwere, 85. 143. 

Bette, Ylußbette, 1108. 

Bewegung, abfolut, relativ, 77. 132. 
659. 673. 

Bewegung, beichleunigt, verzögert, 78. 
1089. 


Bewegung der Luft in Röhren, 1100. 
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Bewegung des Waffers in Flußbetten zc. 
1105. 1115. 1119. 

Bewegung des Waſſers in Röhren, 1011. 

Bewegung, einfahe und zufammen- 
geſetzte, 104. 

Bewegung, geradlinige und krumm⸗ 
linige, 78. 

Bewegung, gleihförmige und ungleich⸗ 
förmige, 78. 1115. 

Bewegung in twiberftehenden Mitteln, 
11886. 

Bewegungdarten, 77. 630. 

BewegungShindernifle, 1232. 

Bemegungslehre, 77. 

Bewegungsmoment, 789. 

Bewegungsphajen, 1215. 

Biegungselafticität und Feſtigkeit, 380. 
421. 437. 512. 542. 624. 

Biegungsfedern, 638. 656. 

Biegungsmoment, 424. 439. 

Binomialfunction, 25. 

Binomiſche Reihe, 25. 

Blattfevern, 639. 642. 

Bodendrud, 859. 

Böſchung, 263. 871. 1111. 

Brachyſtochronismus, 777. 

Brehungsquerjänitt, 531. 

Bricolwinkel 1041. 

Brigg’iches Logarithmenſyſtem, 33. 

Bruchpunkt, Bruchquerſchnitt, 468. 

Brunnenzoll, 1133. 


C. 


Calotte, 708. 

Capillarität, 902. 

Cataracte, 1024. 

Gentralellipjoid, 691. 

Gentralftoß, 786. 788. 
Gentrifugaltraft, 679. 722. 730. 
Gentrifugalfraft des Waflers, 856. 
Gentripetalfraft 679. 724. 
Ginematit, 137. 

Gohäfion, 375. 902. 
Gohäfionäkraft, 148. 
Communicirende Röhren, 861. 901. 
Componenten, 107. 160. 
Compreifion, 398. 

Eoncavität, 7. 23, 
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Coniſche Röhren, 1020. 

Conſtante Factoren, 9. 29. 

Conſtante Glieder, 9. 29. 

Eonitante Großen, 1. 9. 

Conſtante Kraft, 161. 

Eontraction, Sontractionscoeffirient, 968. 
970. 1094. 

Eontraction, volllommene und unvoll- 
fommene, 988. 1006. 1035. 

Contraction, vollftändige und unvoll- 
fländige (partielle), 985. 

Gontractiongicala, 984. 

Contrahirte Waflerftrahlen, 971. 

Gonverität, 7. 23. 

Eoordinaten, 2. 

Gofinus- und Eotangensfunction, 39. 

Eurven, convere, concave, 7. 12. 22. 

Cycloide, Eycloidenpendel, 773. 


D. 


Dampf, Dichtigkeit deſſelben, 939. 

Dampf, Expanfivkraft defielben, 3. 

Depreifion und Elevation, 906. 

Dichtigkeit der Körper, 145. 

Dichtigkeit (mittlere) der Erde, 1201. 

Dichtigkeit der Luft, 988. 

Dichtigkeit des Waſſerdampfes, 939. 

Differenzial, 6. 

Differenzialverhältnig, Differenzialquo: 
tient, 7. 

Directionstraft der Magnetnadel, 1208. 

Dipifion, graphiſche, 12565. 

Drehllappe, 1050. 

Drehpunft, 249. 

Drebihraubenfedern, 647- 

Drehung, 198. 199. 539. 

Drehungselafticität und Feſtigkeit, 381. 
578. 584. 

Drehungshalbmefier, 694. 725. 

Drehungsmoment, 578. 685. 1204. 

Drehwage, 1202. 

Droffelventil, 1050. 

Drud der Luft, 916. 929. 

Drudfeftigkeit, 375. 

Drudhöhe, 860. 945. 953. 1032. 

Drud, hydrauliſcher, hydrodynamiſcher, 
962. 


Alphabetifches Sachregiſter. 


Drud, hydroſtatiſcher, 846. 861. 
Drud im Wafler, 848. 

Drud, ſpecifiſcher, 324. 

Drud und Zug, 139. 375. 616. 629. 
Druck⸗, Bertical-, Horizontals, 870. 
Durchbiegung, Einbiegung, 519. 
Dynamit, 138. 659. 


€. 


Ebene, ſchiefe oder geneigte, 268. 270. 
746 


Einfollsloth, Einfallawintel, 805. 
Einheit der mechaniſchen Arbeit, 154. 
Einrammen, 824. 

Elafticität, 148. 375. 916. 1195. 
Glafticitätögrenge, 376. 388. 
Elafticitätsmodul, 384. 550. 1220. 
Elaftiihe Linie, 428. 468. 577. 
Elaftif-flüffige Körper, 147. 845. 
Elektriſche Käfte, 148. 

Elemente, 6. 

Elevationswintel, 117. 

Ellipſe, 18. 280. 297. 542. 706. 
Ellipfoid, 691. 709. 

Elliptiide Bewegung, 1236. 
Elongation, 767. 1217. 
Emporfteigen, ſenkrechtes, 88. 
Endgeſchwindigkeit, 80. 
Erbmagnetismus, 1204. 1209. 
Evolute, 57. 
Exentriſcher Drud und Zug, 616. 
Excentriſcher Stoß, 786. 819. 
Erpanfivfraft der Luft, 916. 937. 
Erpanfiokraft des Waflerdampfes, 3. 
Erponentialcurven, 33. 
Erponentialfunction, 31. 


F. 


Fall oder Fallen der Körper, 3. 85. 
75%. 777. 

Fallmaſchine von Atwood, 715. 

Fallwinkel, Reigungsmintel, 315. 756. 

Federn, Federdynamometer, 638. 653. 
802. 


Alphabetiiches Sachregifter. 


Tederfraft, 148. 

FederungBarbeit, 639. 656. 

Feftigkeit, 377. 

Feſtigkeitsmodul, 388. 438. 509. 516. 

Fläche, frumme, 5. 

Fliehkraft, 724. 

Fließende Wafler, 1105. 

Tlügelrad, hhödrometriſcher Flügel, 1142. 

Blüffigfeiten, flüffige Körper, 147. 845. 

Flußbetten, 1105. 

Gortpflanzungsgeihmwindigfeit , 
1216. 1218. 1241. 

Sortrollen, 720. 

Bortjchreitende Bewegung, 680. 1211. 

Frictiongräder, 840. 715. 

Tüllen und Leeren der Schleufen, 1074. 

Functionen, 1. 


1213. 


©. 


Gay-Luſſac'ſches Geſetz, 937. 

Gaſe, Luftarten, 916. 

Gasmeſſer, Gasuhr, 1173. 

Gefälle, 1029. 1105. 

Gefäßbarometer, 916. 

Gefäßmanometer, 920. 

Gelentpolygon, 1275. 

Geofſtatik, Geodynamik, Geomechanik, 149. 

Geſchmeidig, 377. 

Geſchwindigkeit, 78. 

Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers, 
1106. 

Geſchwindigkeit des Schalles, 1218. 

Geſchwindigkeit, mittlere, 98.959. 1106. 
1108. 

Geſchwindigkeit, virtuelle, 174.198. 201. 

Geſchwindigkeitscoeſficient, 968. 1094. 

Geſchwindigkeitshöhe, 87. 953. 

Geſchwindigkeitsveränderung, plögliche, 
1033. 

Beleg von Mariotte, 922. 

Beleg von Gay-Luſſac, 937. 

Gewicht, abjolutes, 139. 144. 

Gewicht, ſpecifiſches oder eigenthüm⸗ 
liches, 144. 895. 

Gewichtseinheit, 140. 

Gleichförmige Bewegung, 78. 99. 
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Gleichförmig beſchleunigte, gleihförmig 
verzögerte Bewegung, 80. 81. 88. 84. 

Bleihförmig veränderte Bewegung, 79. 
100. 

Gleichgewicht, 138. 242. 248. 331. 884. 
916. 

Gleichgewichtsarten, 243. 259. 

Sleichheit der Kräfte, 139. - 

Gramm, Kilogramm, 141. 

©leiten, 310. 756. 761. 

Graphiſche Darftellung, 2. 3. 99. 

Graphoſtatik, 1250. 

Größen, conftante und variabele, 1. 

Grundbette, 1105. 

Guldiniſche Regel, 233. 236. 857. 


9. 


Haarröhrdhen, 912. 

Hähne, 355. 1049. 1134. 

Härte, 377. 7%. 

Halszapfen, 351. 

Hauptaren, 689. 741. 

Hebel, Hebelarten, 249. 348. 

Hebelarm, 181. 

Hebermanometer, 919. 

Herabgleiten, 761. 

Herabrollen, 763. 

Horizontal- und Berticaldrud, 870. 874. 
881. 

Hoyer, Rammbär, 824. 

Hydrodynamit, Hydroftatil, 149. 944. 

Hydraulif, 149. 

Hydrometer, Hydromeltrie, 1126. 1136. 
1139. 

Hydrometrijches Flügelrad, 1142. 

Hydrometrifches Pendel, 1149. 

Öyperbel, 19. 48. 

Hyperboliſche Logarithmen, 32. 49. 

Hydroftatiihe Wage, 896. 


J. 


Indifferentes Gleichgewicht, 248. 260. 
Inflexion der Wellen, 1249. 
Anfleriond- oder Wendepunkt, 22. 
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Annere Kräfte, 660. 

Interferenz der Wellen, 1224. 1247. 
Integral, Integralrechnung, 28. 
Integralformeln, 29. 

Sntenfität einer Kraft, 149. 
Intenfität des Erdmagnetismus, 1211. 
Snterpolation, 70. 

Hohronismus, 757. 775. 777. 
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Rammzapfen, 351. 

Regelventile, 1054. 

Keil, 273. 332. 533. 

Kettenbrüde, 290. 

Kettenlinie, gemeine, 291. 

Rettenreibung, 363. 366. 

Stlappenventile, 1049. 1054. 

Kloftergewölbe, 235. 

Sniehebel, 251. 

Knieröhren, 1048. 

Senoten, 277. 1276. 

Körneripigen, 353. 

Körper, materielle oder phufilche, 137. 

Körper, ftarre, biegſame und elaftiiche, 
276. 

Körper von gleihem Widerftande, 398, 
536. 608. 

Kraft, Kräfte, 197. 188. 148. 195. 

Kraft, lebendige, 160. 

Kräftepaar, 187. 470. 

Kräftepolygon, 1266. 

Kräftemaß, 142. 

Kraftmoment, 181. 

Kraftritung, 148. 

Kreis, 2. 

Kreisbogen, Schwerpunkt defielben. 205. 

Kreisfunctionen, 38. 

Kreiſel, 726. 

Kreispendel, 766. 

Kropfröhren, gefrimmte Röhren, 1045. 

Krümmungshalbmeflr, Krümmungs: 
freiß, 66. 124. 425. 

Krummungsmittelpunkt, 57. 


Srummlinige Bewegung, 123. 128. 176. 


Kugel, 217. 228. 697. 701. 708. 722. 
763. 887. 1067. 
Kurbel, 98, 


Aphabetiſches Sachregiſter. 


L. 


Labiles Gleichgewicht, 244. 259. 

Länge einer Welle, 1213. 

Längenſchwingungen, 139%. 1211. 

Laſt, 250. 303. 

Lebendige Kraft, Princip derfelben, 160. 
664. 666. 1120. 

Leeren der Ausflußgefäße, 1059. 

Lesbros' Verſuche, 994. 

Leiſtung, Arbeit einer Kraft, 153. 

Leiſtung der Centrifugalkraft, 726. 

Leiſtungsvermögen des fließenden Waſ⸗ 
ſers, 945. 

Linie, elaſtiſche, 428. 431. 

Linie, gerade, 17. 

Linien, krumme, 2. 

Logarithmen, 32. 

Logarithmiſche Functionen, 31. 35. 

Logarithmiſche Reihen, 36. 

Luft, Ausfluß derſelben, 1079. 1084. 
1089. 

Quftballon, 942. 

Luft, Dichtigkeit derjelben, 938. 

Luft, Quftorud, 916. 

Zuftmanometer, 940. 

Quftpumpe, 934. 

Luftſchichten, 929. 


. M. 


Mac Laurin's Reihe, 25. 

Magnetismus, 1204. 

Magnetiſche Kraft, 148. 1205. 

Magnetnadel, 1203. 

Manometer, 916. 918. 

Mariotte’iches Belek, 3. 5. 922. 

Maſſe, 142. 659. 

Mafienmoment, 685. 

Materie, 140. 

Materieller Punkt, 151. 659. 

Materielleg Pendel, 779. 

Marimal: und Minimal: Contracdion, 
982. 

Marimal- und WMinimal-Spannungen, 
568. 


Alphabetifches Sochregifter. 


Maximum und Minimum, 21. 

Mechanik, 197. 

Mechaniſche Arbeit, 153. 172. 174. 197. 
340. 432. 

Metacentrum, 891. 

Methode der Heinften Quadrate, 64. 

Mittel, arithmetiſches, 66. 

Mittelfraft, 164. 

Mitteltraftslinie, 1280. 

Mittelpunkt der Maſſe, 202. 

Mittelpunkt des Schwunges, 779. 

Mittelpunkt des Stoßes, 750. 865. 

Mittelpunkt des Wafferdrudes, 863. 

Mittelpunkt paralleler Kräfte, 193. 

Modul der Elafticität und Feftigkeit, 
384. 550. 1220. 

Modul der Logarithmen, 33. 

Molecularwirtungen, 902. 

Molecule, Moleculartraft, 148. 902. 

Moment eines Kräftepaares, 187. 

Momentenbafiß, 1284. 

Moment, magnetifches, 1203. 1210. 

Moment paralleler Sträfte, 195. 

Moment, Reduction defielben, 1284. 

Moment, ftatiiches oder Kraftmoment, 
181. 

Moment, Trägheitsmoment, "685. 

Multiplication, graphiſche, 1255. 

Mundflüde, Ein- und Ausmündungs- 
flüd, 968. 1022. 1028. 


Mündung in der dünnen Wand, 970. 


1080. 1094. 
Mündungen, rectanguläre, 
990. 994. 
Muskelkraft, animaliſche Kraft, 148. 


957. 976. 


N. 


Naturgeſetze, 3 

Natürliche Logarithmen, 32. 49. 
Raturlehre, 137. 

Neil’iche Parabel, 16. 54. 
Neutrale Faferfhicht (Are), 422. 561. 
Nicholſon'ſche Senkwaſe, 725. 
Rietung, 550. 

Niveauflächen 667. 

Normale, 56. 

Normalacceleration, 126. 129. 728. 
Normalfraft, 176. 728. 
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O. 


Obelisk, Ausfluß aus demſelben, 1068. 
Obelisk, Schwerpunkt deſſelben, 226. 
Oberfläche des Waſſers, 852. 
Obfervatorium, hydrauliſches, 1145. 
Obturatoren, 1049. 

Del, Ausfluß defielben, 1079. 
Ordinaten, 2. 

Ordinatenacceleration, 129. 
Ordinatengeſchwindigkeit, 128. 

Drt, 77. 133. 

Ofcillation, 767. 1192. 


P. 


Parabel, 3. 66. 112. 288. 301. 537. 706. 

Parabolijhe Bewegung, 113, 123. 

Varaboloid, 122. 705. 856. 

PBarallelepiped der Geſchwindigkeiten, 110. 

Parallelkräfte, 186. 

Parallelogramm ber Xccelerationen, 111. 

Parallelogramm der Bewegungen, 105. 

Parallelogramm der Geſchwindigkeiten, 
107. 

Parallelogramm der Kräfte, 168. 

Paralleltafeln, 910. 

Barameter, 17. 

Pendel, balliftiſches, 816. 

Pendel, einfaches mathematifches und 
materielles, 766. 779. 

Pendel, hydrometriſches, 1149. 

Pendellinſe, 706. 

Pendelſchlag, 767. 

Periode, periodiihe Bewegung, 78. 98. 

Pfähle, Einrammen derjelben, 824. 

Dfund, Zolpfund, Neupfund, 141. 

Phoronomie, 77. 137. . 

Phoronometriſche Formeln, 94. 

Piezometer, 920. 1029. 

Pitot'ſche Röhre, 1148. 

Pneumatik, 148. 

Bol des Kräftepolygons, 1276. 

Polyeder, Schwerpunft derjelben, 223. 

Poncelet'ſche Ausflugmiündungen, 976. 

Poncelet’8 Theorem, 345. 

Potenzfunction (zn), 12. 
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Potenziren, graphiſches, 1258. 
Potenzreihe, natürliche, 32. 

Product, Differenzial defjelben, 10. 
Princip des gleichen Drudes, 846. 
Profil, Längen: und Querprofil, 1106. 
Progreifive Bewegung, 197. 

Prony's Waſſermeßmethode, 1132. 
Proſaphie und Synaphie, 908. 


Q. 


Quadratur der Curven, 47. 

Quedfilber, Ausfluß deſſelben, 1079. 

Querprofil der fließenden Waſſer, 1105. 
1110. 

Querſchwingungen, 1198. 1225. 1227. 

Querſchnitt, ſchwacher, gefährlicher, 533. 

Querſchnittsveränderungen, plögliche, 
1031. 

Quotient 8, 62. 

Ootient, Differenzial defielben, 11. 


NR. 


Radwelle, 302. 305. 710, 

Radiciren, graphiiches, 1260. 

Rammbär, Rammllog, 824. 

Reaction des ausfließenden Waſſers, 
1152. 

Reactionsrad, 1165. 

Rectification der Curven, 54. 

Reduction der Biegungsmomente, 489. 

Reduction der Maſſen, 686. 

Reduction der Trägheitsmomente, 688. 

Reduction einer Kraft, 249. 

Rebuctionsformel, 45. 

Reflexionswinkel, Yustrittswintel, 805. 

Reibung, Reibungswibderftand, 309. 321. 
557. 761. 1011. s 

Reibung auf der jchiefen Ebene, 325. 

Reibungsarten, 310. 

Reibungscoefficient, 313. 

Reibungscoefficient der Quft in Röhren, 
1099. 

Reibungscoefficient des Waſſers in 
Fluſſen, 1116. 

Reibungscoefficient des Waſſers in 
Röhren, 1012. 

Reibungsgejege, 312. 


Alphabetifches 


Sachregiſter. 


Reibungskegel, 315. 
Reibungsverſuche, 816. 321. 
Reibungswage, 319. 
Reibungswiderſtandshöhe, 1012. 
Reibungs: oder Ruhewinlkel, 315. 
Relative Glafticität und Feſtigkeit, 380. 
832. 
Relativer Ort, relative Bewegung, 132. 
"133. 673 
Reiultirende Kraft, Mittelfraft, 160. 
Reverfionspendel, 783. 
Rheometer, 1150. 
Rippen, 529. 
Röhren- und Keſſelſtärken, 877. 
Röhrenleitungen, 1022. 1086. 
Röſche, 1108. 
Rollen, fefte und oje, Kraft und Leit⸗ 
tolle, 302. 378. 716. 
Rollen der Körper, 720. 763. 
Rotationsfäden und Rotationslörper. 
231. 233. 708. 742. 
Rüdwirtende Elaficität und Feſtigkeit, 
880. 
Ruhe, abiolute, relative, 77. 
Ruhepunkt, Stügpunft, 249. 
J 


S. 


Saiten, Schwingungen gejpannter, 1225. 

Säulen, Tragkraft derſelben, 605. 

Schallgeſchwindigkeit, 1218. 

Schaukeln oder Wiegen, 784. 

Schieber, Schubventile, 1049. 

Schiefe Ebene, 270. 825. 766. 763. 

Schiefwinkelige Coordinaten, 47. 

Schleuſen, 1074. 

Schmieren, 310. 

Schneiden und Spitzen, 356. 

Schraubenſedern, 652. 

Schubelafticität und Feſtigkeit, 300. 545. 
572. 

Schubkraft, 427. 561. 

Schwerebene, Schwerlinie, 202. 

Schwerkraft, 85. 137. 148. 756. 

Schwerpunkt, 202. 668. 

Schwerpunttäbeftimmungen, 203. 1297. 

Shwimmen, Schwimmtiefe, 884. 886. 
894. 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


Schwimmer, Schwimmkugel, 1139. 

Schwimmftab, 1140. 

Schwingung, ſchwingende Bewegung, 
766. 1192. 1211. 

Schwingungen elaftiiher Stäbe, 1227. 

Schwingungen der Magnetnadel, 1205. 

Schwingungen der Saiten, 12285. 

Schwingungen des Waflers, 1234. 

Schwingungsamplitude, 1212. 

Schwingungsbogen, Schwingungsweite, 
767. 11983. 

Schwingungsgeſetz, 92. 

Schwingungshindernik, 1232. 

Sähwingungsfnoten, 1228, 

Schwingungspunkt, 779. 865. 

Schwingungszeit, Schwingungsdauer, 
767. 769. 1193. 1219. 

Schwungkraft, 724. 

Seilcurve, 1291. 

Seilmaidine, 276. 

Seilpolygon, 281. 1275. 

Seilreibung, 361. 

Seitendrud des Waſſers, 862. 

Seitengeihmwindigfeiten, 107. , 

Seitenträfte, 164. 

Senkwagen, 898. 

Sicherheitgmodul, 390. 

Simpſon'ſche Regel, 49. 229: 

Sinusfunction, 38. 

Sinujoide, 39. 

Sohle, 1108. 

Sondirftange, Sondirtette, 1141. 

Spannttaft, 916. 

Spannung, 277. 384. 668. 905. 

Spannung, Horizontal: und Bertical;, 
28 


2. 
Specifiſches (eigenthlimliches) Gewicht, 
144. 898. 
Spetifiſches Volumen, 144. 
Sphäroid, 229. 702. 
Spirale, logarithmiſche, 1260. 
Spitzzapfen, 852. 
Springende Waflerftrahlen, 120, 1024. 
Spröde, 377. 
Stab, Schwingungen eines Stabes, 1227. 
Stabiles Gleichgewicht, 243. 259. 
Stabilität, Standfähigfeit, 243. 259. 
262. 264. j 
Stabilität ſchwimmender Körper, 890. 
Statit, 138. 150. 179. 


1309 


Stehende Schwingungen, 1211. 1222. 
1224. 

Stehender Zapfen, 351. 

Steifigkeit der Seile und Ketten, 366. 

Steifigkeitswiderftand der Hanf: und 
Drahtfeile, 369. 

Steighöhe, Fallhöhe, 88. 1026. 

Stereometer, 931. 

Stift, Reibung defielben, 351. 

Stoß, verjchiedene Arten des Stoßes, 
786. 

Stoß, elaſtiſcher, 787. 790. 

Stoß, gerader, 787. 

Stoß, unvolllommen elaftifcher, 787. 800. 

Stoß, jchiefer, 787. 802. 1162. 

Stoß des Waſſers, 1156. 1161. 1164. 
1179. 

Stoß der Luft, 1181. 

Stohfeftigleit, 828. 832. 836. 839. 

Stoßlinie, 786. 

Stoßpunft, 815. 

Stoßreibung, 806. 

Stoßzeit, 787. 

Stromgeſchwindigkeitsſcala, 1108. 

Stromguadrant, 1149. 

Stromftrid, Stromrinne, 1106. 

Stügpunft, 244. 

Subnormale, 56. 

Subtangente, 8. 34. 290. 

Subtraction, graphiſche, 1252. 

Spmmetrieebene, Symmetrieare, 204. 
693. 

Spymmetrifhe Körper, 204. 


T. 


Tachometer, 1150. 

Tangente, Tangentenwinkel, 7. 16. 129. 
Tangentialacceleration, 126. 129. 670. 
Tangentialebene, 8. 

Tangensfunction, Tangentoide, 39. 
Tangentialgefchwindigleit, 114. 
Tangentialtraft, 176. 

Taucherglocke, 926. 

Tautochroniſsmus, 777. 

Teihdämme, 870. 

Teichgerinne, 1006. 1071. 

Temperatur, 937. 

Torfion, 578. 629. 

Torfionsfedern, 638, 649. 656. 
Torfionsfeftigfeit, 381. 578. 836. 
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Zorfionömoment, 578. 

Zorfionspendel, Torſionsſchwingungen, 
1200. 

Torfionswintel, 578. 

Zractorie, Zuglinie, 355. 

Träger, 513. 

Trägbeit, 141. 174. 

Zrägheitshalbmefier, 693. 

Zrägheitshauptare, 689. 741. 

Zrägbeitsfraft, 148. 157. 

Trägheitgmoment, 439. 680. 683. 694. 

Tragkraft, Tragvermögen, 388. 438, 
672. 

Tragmodul, 388. 506. 516. 

Tragmoment, 523. 

Trigonometriſche Functionen, 38. 

Zrigonometrifche Linien, 40. 

Zrigonometrijche Reihen, 43. 

Zropfbar flüffige Körper, 147. 


u. 


Ueberdrud, 919. 

Üeberfall, Wandeinſchnitt, 958. 981. 
992. 1068. 

Umdrebungsare, 192. 241. 745. 

Umdrehungsebene, 242. 

Umbdrehungsfräftepaar, 629. 

Umbdrehungszeit, 725. 

UmbüllungScurve, 122. 

Ungleihförmige Bewegung, 78. 89. 100. 

Ungleihförmige Bewegung des fließen- 
den Waflers, 1119. 

Unvolllommen elaftiihe Körper, 876. 

Urvariable, 1. 


V. 


Vacuummeier, 919. 

Variable, veränderliche Größen, 1. 

Bentile, 916. 920. 1053. 

Verſchiebungswinkel, 586. 

Verſuchsapparat, hydrauliſcher, 1076. 

Vibrationsintenfität, 1193, 

Virtuelle Geſchwindigkeit, 174. 198. 201. 
271. 


Vollkommen elaſtiſche Koͤrper, 876. 
Vollkommen flüffige Körper, 845. 


Alphabetifches Sachregiſter. 


Volumen, 140. 
Volumenometer, 932. 


W. 


Wage, hydroſtatiſche, 996. 
Wahres Gewicht, 941. 
Wälzendes Pendel, 784. 
Wälzende Reibung 311. 358. 
Wärme, 937. 

MWärmelraft, 148. 


Wandeinſchnitt, Weberfall, 958. 1063. 


Wafler, Ausfluß defielben, 944. 

Waflerdämpfe, 9. 939. 

Waflerdrud, hydroſtatiſcher, 863. 

Wafjerdrud, hydrauliicher, 952. 

Waflermenge, Wafferquantum, 944. 

MWaflermeßapparat, 1127. 

Waſſermeſſer, Wafjeruhr, 1170, 

Waſſerſpiegel, Oberfläche des Waſſers, 
852. 905. 908. 

Waſſerſtand in communicirenden Röhren, 
861. 901. 

Waflerftrahl, 945. 970. 

Waſſerſtrahlen, fpringende, 120. 1024. 

Waſſerwellen, 1239. 

Waflerzoll, 1133. 

Wei, 377. 

Wellen, 1211. 1213. 

Wellenberg, Wellenthal, 1210. 

Wellenhöhe, Wellenlänge, 1213. 1241. 

Wendepunlt, 22. 

Widerſtand des Waflers, 1179. 

Widerflände, 138. 309. 

Widerflandscoefficient, 1003. 1032. 

Widerftandshöhe, 1004. . 

Winfelacceleration, 684. . 

Winkelgeſchwindigkeit, 684. 725. 

Wintelbebel, 249. 

Wirkung einer Kraft, 137. 188. 

Wirkung und Gegenwirkung, 149. 256. 
661. 786. 

Woltmann’iher Flügel, Flägelrad, 
1142. 

Wurfbewegung im luftleeren Raume, 117. 

Wurfbewegung in der Luft, 1188. 

Wurfhöhe, Wurfiweite, 117. 

Wurflinie, 1189. 


Alphabetiſches Sachregifter. 


&. 


Ximenes, Waflerfahne, 1150. 


8. 


Zahlenreihe, natürliche, 27. 

Zapfen, 305. 311. 850. 

Zapfenreibung, 311. 319. 336. 340, 

Zerdrüdungsfeftigteit, 358. 380. 418. 

Zerknickungsfeſtigkeit, 589. 

Zerlegung und Zujammenjegung der 
Geſchwindigkeiten und Xccelerationen, 
108. 109. 111. 
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Zerlegung und Zujammenfegung der 
Kräfte, 160. 166. 182. 

Zerlegung und Zufanmenjegung der 
Kräftepaare, 189, 191. 

Zug, 139. 375. 618. 

Zujammendrädung, elaſtiſche und per- 
manente, 381. 

Zujammengejegte Ausflußgefähe, 1056. 

Zufanmengejegte Bewegungen, 104. 

Zujammengefette Elafticität und Feſtig⸗ 
teit, 879. 612. 

Zujammengefegte Yunctionen, 59. 

Zu: und Abfluß, 946. 1071. 


Beridtigungen. 
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